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EMK és KJK Matematika A1 mintavizsga, 2024 december

1. (a)

3.

(b)

(a)

Munkaidd: 100 perc, a 6-9 feladatokbol el kell érni 30%-ot.

(4 pont) Definialja az f(x) fliggvény xo-ban vett derivaltjat!

Az) —
Megoldas: Az f(z) fliggvény derivaltja az zp-ban a lim f(@o + A) = f(wo)
f/( ) Az—0 Az
Zo)-

(4 pont) Mi a geometriai jelentése az f(x) fliggvény xo-ban vett derivaltjanak?

Megoldas: Az f(x) fiiggvény z-ban vett differencialhatosaganak geometriai jelentése az, hogy az
f(z) fuggvény grafikonjahoz az (xg, f(z)) pontban hizhaté érints. Ekkor az érintd meredeksége
az f'(xo).

(2+2 pont) Milyen x-ekre derivalhato az f(x) = el*! fiiggvény? Ahol derivalhato, ott adja meg a
derivaltat!

Megoldas: Ha x < 0, akkor f(x) = e™%, igy ekkor f/(z) = —e™*, mig ha x > 0, akkor f(z) = €%,
igy f'(z) = e*. Ha x = 0, akkor a L’Hospital szabaly alapjan

hatarérték. Jelolés:

_ —T __ 1 _p—
i L@ =FO) e S0
z—0— x—0 z—0— T 0 z—0— 1
¢ 0 r—1 0 *
i SO =SO 2l 0 ey
z—0+ x—0 x—0+ x 0 z—0+ 1

ezért x = 0-ban nem derivalhat6é. Az x = 0-ban a nem derivalhatosagra a masik lehetéség a
grafikon felrazolasa és ez © = 0-ban "megtorik", emiatt ott nincs érinté, nem derivalhato.

(4 pont) Irja le a Lagrange-féle kozépérték tételt!

Megoldas: Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvényre teljesiil, hogy
i. folytonos a zart [a, b] intervallumban,
ii. differencialhato a nyilt ]a, b] intervallumban,

Ekkor létezik egy a < ¢ < b valés szam, amire f'(c) = W.

(4 pont) Igazolja a Lagrange-féle kozépérték tételt az f(x) = 23 fiiggvény esetén a [0, 3] interval-
lumon! ) fa)

Aqe — — _ _ _ _ oo FO)=fl@) _ 27—0 _
Megoldas: Most a = 0, b = 3, f(a) = f(0) =0, f(b) = f(3) =27, igy ———— = 5= = 9
Tudjuk, hogy f'(z) = 32% és a 322 = 9 egyenletnek az x = +/3 a megoldasa, emiatt ¢ = /3
megfeleld.

(4 pont) Definidlja az f(z), a < z < b fliggvény hatarozott integraljat!

Megoldas: Legyen a < b,a = zg < 21 < 21 < - < x; < - < xp = b, Ax; = x; — x;_1,
n

& € [zi—1, ;). Ekkor ha a lim

N—r00,MaAT]<;<nAx;—0

f(&)Ax; hatarétéek létezik az x; osztopontok
i=1



és &, valasztasatol fliggetlentil, akkor azt az f(x) fliggvény [a, b]-ben vett hatérozott integraljanak
(vagy Riemann-integraljanak) hivjuk. Jelolés f; f(z)dx.

(b) (3 pont) Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(x), a < x < b fiiggvény hatarozott integralja
létezzen!
Megoldas: Ha f(x) fiiggvény korlatos az [a, b]-ben és véges sok pontot leszamitva folytonos ott,

akkor létezik az f; f(x)dz hatarozott integral.

(¢) (3 pont) Mondja ki a Newton-Leibniz tételt!
Megoldas: Legyen f(z) folytonos fiiggvény az [a,b]-ben. Legyen f(z) egy primitiv fiiggvénye
F(z). Ekkor [* f(z)dx = F(b) — F(a).

. Legyen A(2,3,4), B(—1,5,2) és C(3,0,1).

(a) (5 pont) Hatérozza meg az ABC haromszog B cstcsnal 1évE szogét!

Megoldas: Legyen a.AB = (—3,2,-2), ¢ = BC = (4,—5,-1). Ekkor cosf = |2%\]|3§c

% =..,ezért f = ..

(b) (5 pont) Hatarozza meg az A, B és C pontokat tartalmazo sik egyenletét!
Megoldas: A sik normélvektora n = AB x BC = (—=12,—11,7), igy a sik egyenlete a B pont
felhasznalasaval: —12(x — (—1)) — 11(y — 5) + 7(2 — 2) =0, azaz —12z — 11y + 7z = —29.

. (10 pont) Hatarozza meg, hogy az f(z) = z* — 622 fiiggvény hol konvex illetve konkav!
Megoldas: f'(z) = 423 — 12z, f"(z) = 1222 — 12 = 0, azaz v = +1. Konvex ha x < —1 vagy = > 1 és
konkav, ha —1 < x < 1.

. (10 pont) Hatérozza meg az [ fjffz

Megoldas: [ 1525 dv = [ e + 1 = 500 + 5 In[1+42°[ 4o

dx integralt!

. (10 pont) Hatérozza meg az [ eV¥dzx integralt! Segitség: hasznaljon t = /z helyettesitést!
Megoldas: t = \/z, azaz = = t2. Igy do = 2tdt. Innen [eV@dx = [ e'2tdt parcidlisan integralunk:
u=2t, v =et, ezért v =2, v=el. Igy

/eﬁdx = /et2tdt = 2te! — /Qetdt = 2tet — 2et + ¢ = 2/weVT — 2eV7 4 ¢

. (10 pont) Hatarozza meg az f(x) = 22 és g(x) = 4z + 5 fiiggvények kozotti sikidom teriiletét!

Megoldas: z? = 4x + 5 esetén x; = —1, x5 = 5.
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. Hatarozza meg, hogy az alabbi improprius integralok koziil a konvergenseket és a divergenseket:

1
(a) (5 pont) —dx
10 T
Megoldas:
B
lim [ —dr= lim [lnz]], = lim (InB —1n10) = +oo
B—oo J19 T B—oo B—oo
, tehat az improprius integral divergens.
>~ 1
(b) (5 pont) 5—dx
10 xln“x
Megoldas:
B B -1
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tehat az improprius integral konvergens.



10. Bonusz: (10 pont) Hatarozza meg az f(z) = zlnz, 1 < z < e fiiggvény z tengely koriili forgatasaval
kapott forgastest térfogatat!

Megoldas:
Térfogat = 7 / 2% In? xdx
1
Az [2?In®zdr kiszdmolasanal parcidlisan integralunk: v = In®z, v = 22, ezért ' = 2(In T)L és
3
v= % Igy
3 123 3 942
/x2 In? zdx = % In®z — /2(1111‘);% = % Inz — /% Inzdx

22% | _ _ 2% 4o _ 1
S, v=Inw, azaz u = =5- ¢s v’ = .. Igy

3 23 223 1
/m21n2xdm:%ln2x— (glnx—/gxdx> =

Az utobbit integralt ismét parcidlisan integraljuk: v’ =

Tehat
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