1.

EMK és KJK Matematika A1l vizsga, 2024. december 10.

(a)

(b)

Munkaids: 100 perc, a 6-9 feladatokbol el kell érni 30%-ot.

(8 pont) Definialja az a és b térvektorok skalaris szorzatat! (Nem a kiszamitas kell!)
Megoldas: Legyen az a és b térvektorok &ltal bezart szog v. Ekkor az a és b térvektorok skalaris
szorzata ab = |a| - |b| cosvy. 3p
(3 pont) Irja le az a = (a1, as,a3) és b = (by, by, bs) térvektorok skalaris szorzatanak kiszamitasa
modjat!
Megoldas: Az a = (a1,a2,a3) és b = (b1, b, b3) térvektorok skalaris szorzatanak kiszdmolésa:
ab = a1by + asbs + azbs. 3p
(3 pont) Legyenek a és b térvektorok. Hatarozza meg a (2a)(3b) — (3a)(2b) valds szamot!
Megoldas:
(2a)(3b) — (3a)(2b) = 6(ab) — 6(ab) =0 3p
(4 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy az f(z) fliggvény z( helyen vett hatarértéke a A
szam!
Megoldas: Az f(x) fliggvény z( helyen vett hatarértéke a A valos szdm, ha minden € > 0 esetén
létezik § > 0, hogy ha 0 < |x — x| < 4, akkor |f(x) — A| <e. 4p
(4 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény az z( helyen folytonos!
Megoldas: Az f(x) fiiggvény folytonos az zy helyen, ha létezik az f(zg), létezik a lim f(x)
T—xTo
hatéarérték és lim f(z) = f(xo). 4p
r—rxo

2z

(4 pont) Hatérozza meg a lim — hatarértéket!
z—0 sin3x

Megoldas: A L’Hospital-szabalyt alkalmazzuk:

e 0 . 2e%® 2
lim — = — = lim =—. 4p
z—0 sin 3z 0 =z—03cos3dx 3

(3 pont) Definidlja az f(z) fliggvény primitiv fliggvényét!

Megoldas: Az f(x) fliggvény primitiv fiiggvénye a F(z), ha F'(z) = f(z). 3p

(3 pont) Definidlja az f(z) fliggvény hatarozatlan integraljat!

Megoldas: Az f(x) fliggvény primitiv fliggvényeinek halmaza az f(x) fliggvény hatérozatlan
integralja. Jelslés: [ f(z)dz. 3p

(3 pont) Milyen kapcsolat van az f(x) két primitiv fliggvények kozott?

Megoldas: Ha F(z) és G(x) az f(x) két primitiv fliggvénye, akkor létezik ¢ valos szam, hogy
G(z) = F(x)+ec 3p

4. (10 pont) Hatarozza meg a 2> + 64i = 0 egyenlet gyokeinek algebrai alakjait!

Megoldas:
23 = —64i = 64(cos 3% + sin 3%), 3p
ezért o r
2 = 641/3(cos 2 J;Qkﬂ +sin 2 22]”), k=0,1,2 3p

k=0: 2z = 641/3(cosg + sing) = 4(0 + 14) = 44

7 7 3 1
k=1: 2z =64"3(cos g Fsin L) = 4(-% +(-5)i) = -2v3 -2

Lim V3 Ly —ov3 2

11
k=2: 2 :641/3(cos%+sin—) =4(5 + (=3)0) 4p



5. (10 pont) Hatarozza meg, hogy az f(z) = x* — 1223 + 162% — 9 fiiggvény hol monoton csékken illetve
no!
Megoldas: Mivel f/(x) = 423 — 3622 + 322 2p, ezért f'(x) = 0 pontosan akkor, ha

42 — 3622 + 327 = da(x? — 92+ 8) = dx(x — 1)(z — 8) =0,

azaz v =0,z =1ésx =28. 4p

<0 z=0 0<z <1 =1 1<z <3 T =3 >3
f(x) - 0 + 0 - 0 + |4p
f(x) | csokken | lok. min. nd lok. max. | csokken | lok. min. | né

6. (10 pont) Hatdrozza meg az [ sin*(z) cos(x) + sin(4x) cos(z)dx integralt!
Megoldas: Az [ f*(z)f'(x)dz = f::ll + c szabalyt és a linearizal6 formulat alkalmazva

/sin4(1:) cos(x) + sin(4x) cos(x)dx = /sin4(:1:) cos(x) + %(sin(5z) +sin(3z))dr = 4p

sin®(x) 1 _ cos(5z) Jr1 ~ cos(3z)

5 5( 5 ) 5( 3 )+c 6p

7. (10 pont) Hatérozza meg az f eV2* 2y integralt! Segitség: hasznaljon t = \/2z + 2 helyettesitést!
Megoldas: Ha t = /2x + 2, akkor t2 = 22 + 2, azaz x = 0, 5t? — 1, ezért dx = tdt. Innen

/emdaz = /ettdt,
amit parcidlisan integralunk u = t, v’ = e! valasztassal. Ekkor u’ = 1 és v = e?, ezért
/emdx:/ettdt:tet—/etdt:tet—et—i—c:\/Wem—e‘/m—i—c
8. Forgassuk meg az f(x) = 1+ 2z, 0 < x < 1 fliggvény grafikonjat az = tengely koriil. Hatarozza meg az

igy kapott forgéastest

(a) (5 pont) térfogatat;
Megoldas:

1 1
4 13
V:w/ (1+2x)2dx:7r/ 1+4x+4x2dx:7r[;v+2x2+§x3](1):TW,
0 0

(b) (5 pont) felszinét!
Megoldas:

1 1
V= 27T/ (1 + 2x)V5de = 27r/ V5 + 2V5xdr = 2n[V5x + V522 = 4v6m
0 0

9. Hatarozza meg, hogy az alabbi improprius integralok koziil melyik konvergens és melyik divergens!
Amelyik konvergens, annak hatarozza meg az értékét!

(a) (5 pont) fol ﬁdw

Megoldas:
1 d
= ——dr = lim [arcsingl{ = lim (arcsind — arcsin0) = 7
J— = l1m E——— = |]1m resin = lim resind — aresin _T
0o V1—2a2 T 0 V122 T = Am [arcsinzy = Um (arcs arcs >

ezért konvergens.



(b) (5 pont) [°, Ldx

Megoldas:
d

01 1
/ —dz = lim —dz = lim [ln|z|]
1 xr d—0— 1 i d—0—

d_ 7 _ - _
Ofdlgél,(lnd In|1]) 00,

fliggvények

wol3

tehat divergens
= sin(2z), 0 < o <

10. (BONUSZ) (10 pont) Hatarozza meg az f(z) = tg(z) és g(x)
grafikonjai altal kozbezart korlatos tartomény teriiletét!
Megoldas: Ha 0 < z < 7, akkor

tg () = S0 _ G 20) = 2sin(a) cos(a)

x) = = sin(2z) = 2sin(z x
& cos(w) ’

akkor teljesiil, ha sin(z) = 0, azaz x = 0 és 1 = 2cos?(z), azaz cos(x) = %, tehat x = 7. Igy a teriilet
T T e _ ) -
/0 sin(2z) — tg (z)dx = /0 sin(2x) + :;ISlSU) T = CO;( 7) +1In|cos(z)|]d =
cos(Z — 0 2 1 1—In2
— (2)+lncos(1)|—<C(;S()+ln|cos(0)|):1n\2f+2—ln1: 2n



