1.

EMK és KJK Matematika A1l vizsga, 2024. december 17.

(a)

Munkaidé: 100 perc, a 6-9 feladatokbol el kell érni 30%-ot.

(8 pont) Definialja az a és b térvektorok vektorialis szorzatat! (Nem a kiszamitas kell!)
Megoldas: Legyen az g és b térvektorok altal bezart szog v. Ekkor az a és b térvektorok vektorialis
szorzata a 0, ha |a| - |b|siny = 0; egyébként az az a x b vektor, amire teljesiil, hogy |a x b| =
la| - |blsiny; a x b L a,axblb;ésa,bésaxbjobbsodrasu rendszert alkot. 3p

(3 pont) Irjale az a = (a1, az, az) és b = (b, by, b3) térvektorok vektorialis szorzatanak kiszamitasa
modjat!

Megoldas: Az a = (a1, a9, a3) és b= (b1, ba, b3) térvektorok vektoridlis szorzatanak kiszamol4sa:
a x b= (azbs — azby, azby — a1bz,a1bs — azby). 3p

(3 pont) Hatérozza meg a = (1,2,3) és b = (—1,4,2) térvektorok altal meghatarozott harmoszog
teriiletét!

Megoldas: ter = 222 1p ahol (1,2,3) x (~1,4,2) = (8, —5,6) 1p. Innen ter = Y12 1p

(4 pont) Definidlja az f(z) fiiggvény xo helyen vett derivaltjat!

Az) —
Megoldas: Az f(x) fiiggvény differencialhato az xg-ban, ha létezik a Alim0 f(@o + Ax) f(@o)
T— x
véges hatarertek. Jeloles: f'(xg). 4p
(8 pont) Mi az f(x) fuggvény xo helyen vett derivaltjanak geometriai jelentése?
Megoldas: Az f(x) fiiggvény xo-ban vett differencidlhatosaganak geometriai jelentése az, hogy az
f(z) fuggvény grafikonjahoz az (xg, f(x)) pontban hizhaté érints. Ekkor az érintd meredeksége
az f'(zo). 3p
(4 pont) Hatarozza meg a derivalt definiciojat hasznalva az f(z) = 22 fiiggvény zo = 3 helyen
vett derivaltjat! (Csak a definicio hasznalataért jar pont!)
Megoldas:
(3+ Az)? — 32 9+ 6Ax + (Az)? -9

/ T — i — | =
FO = A~ 4% Aa Al 0+ Az) =6 3

(4 pont) Definidlja az f(x) fliggvény [a,b] zart integvallumban vett hatarozott integraljat!
Megoldas: Legyen a < b,a =z <1 < 2o < - < 2; < -+ < xp=0>b, Ax; =x; —x;_1, & €
n
[z;—1, z;]. Ekkor ha a lim Z f(&)Ax; véges hatarérték létezik az x; osztopontok
N—00,MAT1<i<nAx;—0 pr}

és &, valasztasatol fliggetlentil, akkor azt az f(x) fliggvény [a, b]-ben vett hatérozott integraljanak
(vagy Riemann-integraljanak) hivjuk. Jelolés f(f f(z)dx. 4p

b
(8 pont) Mi az / f(z)dx hatarozott integral geometriai jelentése?
a

Megoldas: Az f; f(z)dx hatarozott integral az f(x) fiiggvény grafikonja és az x tengely kozotti
rész elGjeles teriiletét szamolja ki, azaz az = tengely feletti részt +-szal, az alattta 1évé részt —-szal
veszi figyelembe. 3p (elGjel nélkiil: 2p

(3 pont) Irja le a folytonos f(z), 0 < z < b fliggvényekre vonatkozd Newton-Leibniz tételt!
Megoldas: Legyen f(z) folytonos fliggvény az [a,b]-ben. Legyen f(z) egy primitiv fiiggvénye
F(z). Ekkor [* f(z)dz = F(b) — F(a). 3p

(=1+V3i)°

4. (10 pont) Hatarozza meg a ~——-—" komplex szam algebrai alakjat!

64—641



Megoldas: —1 + /3 = 2(cos & + isin ZF) 2p, ezért
(=1 +v/30)° = 2%(cos(9 - g) +isin(9 - %)) = 512(cos 67 + isinb7) = 512. 4p

Innen

(-14++3i)° 512 512(64+64i) 32768 + 32768i Aidi 4
64 — 64i 64— 647 (64 — 644)(64 + 647) 8192 B - P

. (10 pont) Hatarozza meg, hogy az f(z) = x* — 1223 4 3022 + 8z — 7 fiiggvény hol konvex illetve konkéav!
Megoldas: f'(z) = 423 — 3622 + 60z + 8, f(x) = 122? — 722 + 60 = 0 3p, azaz 1 = 1 és x5 = 5. 3p

r<l1 r=1|1<xz<5| x=5 d<x

Innen | f"(x) + 0 - 0 + 5p

f(z) | konvex | infl. p. | konkav | infl. p. | konvex

. (10 pont) Hatarozza meg az 823z integralt!
V1—4z2
Megoldas:
8 — 3 (1 —42*)'/?  _arcsin2x
d:c—/ —8a)(1—42?) V- ————dz = - -3 +c 5p+5

/ V1—da? 3 a2 1- (22)2 1/2 2 pop

. (10 pont) Hatérozza meg az [ de integralt!
Megoldas: 22 + 3z +2 = 0 esetén x1 = —1, 5 = —2 2p, ezért 22 + 3z +2 = (z + 1)(z + 2). Innen

det5 A B _A@t2)+Ba+l) _(A+Blat24+B
22+3x+2 z+1 z+2  (z+1D)(x+2) z2+3x+2
ezért A+ B=4¢és2A+ B=5,azaz A =1 és B =3. 4p Innen
4x +5 1
————dz = d =1 1]+ 31 2 4
/a:2+3x—|—2x /$+1+ r=In|lz+1]+3ln|lz+2|+c 4p

. (10 pont) Hatérozza meg az f(z) = 2,z > 0 és g(z) = 5— 2z, « > 0 fiiggvények altal hatarolt korlatos
sikrész teriiletét!
Megoldas: % =5 — 2z esetén 2 = 5x — 222, azaz 222 — 5z + 2 = 0, ahonnan =1 = 0,5 és x5 = 2 3p.

Igy
2
2
ter 2 / 5—22——dz 2 [5e—a?—21n|z[]2 ; = (10-4—21n2)—(2,5—0,25—21n0,5) 2 3,75—41n 2 = 0,98
0,5 z ’

. Hatarozza meg, hogy az aldbbi improprius integralok koziil melyik konvergens és melyik divergens!
Amelyik konvergens, annak hatarozza meg az értékét!

(a) (5 pont) flo; H_%dz
Megoldas:

0 b
T 2p .. 1 2x 1p .. 1 2vb ) 1 1
/10 1+x2dx bi>°°/1021+x2d b—>100[2 n(1+a%)]o b—>1moo(2 n(1+b%) o 01) = +oc0 1p,

tehat divergens. (1p)
(b) (5 pont) ffooo 1_ir%d:v

Megoldas:
e 1 1
/ 2dx = lim  ——dr L lim [arctgz]’ =
o 1+2x a——o00,b—oc0 1 + 2 a——00,b—00
lim  (artcgb — arctga) = T_ (—z) =r 1p,
a——00,b—00 2 2

tehat konvergens. 1p



10. (BONUSZ) (10 pont) Bizonyitsa be, hogy 0 < z esetén = — %2 <Iln(l+4+z)<zaz f(r)=z—In(1+2x)
ésg(z) =In(1+2z)— (z— %) fiiggvényeket vizsgalva.
Megoldas: Mivel f(0) =0—1In1=0¢és g(0) =1Inl— 0 =0, ezért elég azt megmutatni, hogy f(z) és
g(x) monoton nd, ha x > 0. 2p Ehhez meg elég megmutatni, hogy f/(z) > 0 és ¢’(z) > 0 ha x > 0. Ha

x > 0, akkor
1 1+x—1 T
! =1— = = >0 4
f(x) 1+zx 1+ 1+x — P

és
2 2
1 1-(1-2)(142) 1-(1-2° x >0,

= — 1— =
1+ ( z) 1+ 1+ 1+2 —

amit bizonyftani szerettiink volna.

4p

g ()



