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EMK és KJK Matematika A1 mintavizsga, 2024 december
Munkaidd: 100 perc, a 6-9 feladatokbol el kell érni 30%-ot.

1. (a) (3 pont) Definidlja az a és b térvektorok vektorialis szorzatat!

Megoldas: Legyen az a és b térvektorok altal bezart szog . Ekkor az a és b térvektorok vektorialis
szorzata a 0, ha absiny = 0; egyébként az az a X b vektor, amire teljesiil, hogy |a x b| = |a|-|b| sin~,
axbla ,axblbésa,bdésaxbjobbsodrasi rendszert alkot.

(b) (3 pont) Adja meg az a = (a1, az2,a3) és b= (b1, bs, b3) térvektorok vektorialis szorzatanak kisza-
mitasi modjat!
Megoldas: Az a = (a1, a9, a3) és b = (b1, ba, b3) térvektorok vektoridlis szorzatanak kiszamolésa:
a X b= (az2b3 — asbs, azby — a1bz, a1bs — asby).

(¢) (8 pont) Legyenek a és b térvektorok. Hatérozza meg a (2a) x b+ a x (2b) térvektort!
Megoldas:

(2a) x b+a x (20) =2(a x b) +2(b x a) = 2(a x b) + 2(—(a x b)) = 0.
2. (a) (4 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy az f(z) fiiggvény xo-ban folytonos!
Megoldas: Az f(z) fiiggvény folytonos az zy helyen, ha létezik az f(x), létezik a 1Lm f(x)
x o
hatarérték és lim f(z) = f(zo).
Tr—To
(b) (4 pont) Hatarozza meg az a valos szamot gy, hogy az f(x) fliggvény mindenhol folytonos legyen:

e —1
_ ~ ha z <0, ,
f(x)_{x—i—a haz >0, °

Megoldas: A L’Hospital-szabaly alapjan

2z _ 2x
f(O):a:hme 1:9:hm26

z—0 T 0 z—0 1

=2

3. (a) (4 pont) Definialja az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényét!

Megoldas: Az f(x) fliggvény primitiv fliggvénye a F(z), ha F'(z) = f(x).

(b) (3 pont) Legyen f(x) két primitiv fliggvénye F'(z) és G(x). Milyen kapcsolat van F'(z) és G(x)
kozott?
Megoldas: Ha F(z) és G(z) az f(x) két primitiv fiiggvénye, akkor létezik ¢ valds szam, hogy
G(z) = F(x) + ¢

(¢) (38 pont) Adja meg az f(x) = x fiiggvény két primitiv fiiggvényét!
Megoldas: PI.%, & 41

4. (10 pont) Hatarozza meg a z* 4+ 8 + 8v/3i = 0 egyenlet komplex gyokeinek algebrai alakjat!!



47 4
Megoldas: z* = —8 — 81/3i = 16(cos 2T + isin 4T), ezért z = 16'/4(cos %2’” + isin 2 "flm), ahol

k=0,1,2,3.

k=0: 21 :161/4(605w+isin%#) :2(cosg+ising) =1+3i
k=1: 20 = 161/4(cosw+isin%ﬂ%f.lﬂ) :2(cos%+isin%r) =—V3+i
k=2: zg = 161/4(cosw+isinw) :2(cos4g+isin4§) =—1-3i
k=3: 24:161/4(cosw—&—isinW)zQ(coslgr—i—isinlyr):ﬂ—i

5. (10 pont) Hatarozza meg, hogy az R sugart korbe irhato téglalapok koziil melyik teriilete a legnagyobb!
Megoldas: Ha x és y a két oldala a R sugara korbe irhato téglalapnak, akkor a téglalap atloja 2R, ezért
a Pitagorasz-tétel szerint 22 + y? = (2R)? = 4R?, ezért y = VARZ — 2. A teriilet xy = xV/4R2 — 22.
Ezért ter(z) = xv4R? — 22, 0 < x < 2R fiiggvényt maximumat keressiik.

1 _ AR? — 2% — 4°
ter'(x) = VAR? — 22 +$§(4R2 —2?) 72 (~2m) = VARE -2 !

azaz ¥ = v/2R. Ha 0 < z < v/2R, akkor ter'(z) > 0, ezért ter(z) monoton né és ha V2R < z < 2R,
akkor ter’(z) < 0, tehat ter(x) monoton csokken, igy ter(z) maximuma x = /2R-nél van és ekkor
y = V2R, azaz a négyzet adja a maximalis teriiletet.

6. (10 pont) Hatarozza meg az [ ze®**dx integralt!

2x

Megoldas: Parcialisan integralunk: v = z, v/ = e**, ezért v/ =1, v = e; Igy

2x 2x 2x 2x
2 e e e e
/xe xr =2 5 / 5 T =2 5 1 +c

7. (10 pont) Hatérozza meg az [ mdx integralt!
Megoldas: Az 22 + 2z — 8 = 0 megoldasai: 71 = 2, 19 = —4, ezért 22 + 2z — 8 = (z — 2)(x +4). Ekkor

2 A B A(x+4)+B(x—2) (A+B)x+4A—-2B

x2—|—2x—8_x—2+x+4: (x—2)(z+4) 22 +2x —8

)

ezért A+ B=0,4A — 2B = 2, aminek a megoldasa A = % és B = —%, ezért

2 /3 —1/3 1 1
= dr = de = -1 —2|—-=1 4
/:(72+2:c—83c /x72+x+4x 3n|x | 3n|x+ [+

8. Forgassa meg az f(r) = 23, 0 < x < 1 fiiggvény grafikonjat az = tengely koriil! Hatarozza meg az igy
kapott forgastest
Megoldas:

(a) (5 pont) térfogatat;
Megoldas:
7 1

1 1
V= 7r/ (23)?dx = / 28dx = [x—](l) =-
0 0 7 7



(b) (5 pont) felszinét.
Megoldas: Mivel f/(x) = 322, ezért

! 1 1 (1+92%)%/2
A= 27?/ 23/ 1+ 9ztd = / —(362°)(1 + 92)/?da = [—%]6
0 36 36 3/2

_ !

= 54(103/2 —-1)

9. Hatarozza meg, hogy az alabbi improprius integralok koziil a konvergenseket és a divergenseket:

1
(a) (5 pont)/ %dx

0
Megoldas:

1 1

1 1

/ —dr = lim —dr = lim [Inz]} = lim In1—1Ina = +oo,
0 x€X a—0+ a T a—0+ a—0+

ezért az improprius integral divergens.

1
1
b) (5 pont / —dx
(b) (5 pont) Tz
Megoldas:

1 1 1/2
1 T —1/2 ERT T 1 o
/0 ﬁdl‘ o ali)I(I)l+ a t d.I‘ o al—l)r(r)lJr[ 1/2 ]a o a1i>%l+2 2\/(; o 2’

ezért az improprius integral konvergens.

10. Boénusz: (10 pont) Mutassa meg, hogy az a,, = e:ffl sorozat monoton nd!
n n+1

Megoldas: Ha a, = enj}!7 akkor a,y1 = % Azt kell megmutatnunk, hogy a, < apy1, azaz
npl et (n41)!
Gn:lL < T De,

e"n! _e"tln+1)!  nl en! (n+1)" 1

< — < = <ee (1+-)"<e,
n® — (n+1)ntl n® — (n+1)" nn (1+ n)

amir6l tudjuk, hogy igaz.



