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Név: Neptun kod: Elsadé monogramja:

EMK és KJK Matematika A1l vizsga, 2025. januar 7.
Munkaidd: 100 perc, a 6-9 feladatokbol el kell érni 30%-ot.

1. (a) (8 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy az a,, sorozat monoton ng!
Megoldas: Az a,, sorozat monoton né, ha a3 < as <---<a, <apy1 <...,azaz a, < ap4+1, ha
n pozitiv egész. Ip
(b) (4 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy az a,, sorozat hatarértéke a A szam!
Megoldas: Az a,, sorozat hatarértéke a A valds szam, ha minden € > 0 estén létezik N, hogy ha
n > N, akkor |a, — A| < e. 4p

(¢) (8 pont) Adjon meg egy olyan monoton névé sorozatot, aminek a hatarértéke a 3.
Megoldas: Pl. a,, =3 — % 3p
2. (a) (4 pont) Definialja az f(x) fiiggvény x( helyen vett derivaltjat!

Az) —
Megoldas: Az f(x) fiiggvény differencialhato az xg-ban, ha létezik a A‘limo f(@o+ sz f(zo)
Tr—

véges hatarérték. Jeloles: f'(xzo). 4p

(b) (8 pont) Mi az f(z) fliggvény xo helyen vett derivaltjanak geometriai jelentése?
Megoldas: Az f(x) fiiggvény xo-ban vett differencidlhatosaganak geometriai jelentése az, hogy az
f(z) fuggvény grafikonjahoz az (xg, f(x)) pontban hizhaté érints. Ekkor az érintd meredeksége
az f'(zo). 3p

(¢) (8 pont) Adjon meg egy olyan fiiggvényt, ami minden valos szam esetén derivalhato kivéve az
o = 0-t.
Megoldas: Pl. f(x) = |z| 3p

3. (a) (8 pont) Definialja az f(x) fiiggvény hatarozatlan integraljat!

Megoldas: Az f(z) fliggvény primitiv fiiggvényeinek halmaza az f(z) fiiggvény hatarozatlan
integralja. Jelolés: [ f(x)dz. 3p

(b) (4 pont) Definialja az f(x) fiiggvény [a, b] zart integvallumban vett hatarozott integraljat!
Megoldas: Legyen a < b,a=xz9g <21 <11 < - <27 < - < xp=b, Ax; =x; —x;_1, & €
[x;—1, z;]. Ekkor ha a lim Z f(&)Ax; véges hatarérték létezik az x; osztopontok

N—00,MaAT1<i<nAx;—0 Py

és §; valasztasatol fliggetlentil, akkor azt az f(x) fliggvény [a, b]-ben vett hatérozott integraljanak
(vagy Riemann-integraljanak) hivjuk. Jelolés f; f(z)dx. 4p

(c) (3 pont) Irja le a folytonos f(z), a < x < b fliggvényre vonatkoz6 Newton-Leibniz tételt!
Megoldas: Legyen f(z) folytonos fiiggvény az [a,b]-ben. Legyen f(z) egy primitiv fiiggvénye
F(z). Ekkor [ f(z)dx = F(b) — F(a). 3p



4. Tekintsiik a P(1,2,3) pontot és a 2z — y + 3z = 1 egyenleti S sikot!

(a) (4 pont) Hatarozza meg a P ponton atmend, S sikkal parhuzamos sik egyenletét!
Megoldas: Az S sik normalvektora: n = (2, —1,3) 2p. A sik egyenlete: 2(x—1)—(y—2)+3(2—3) =
0,azaz 2z —y+32=9. 2p

(b) (6 pont) Hatarozza meg a P pont és az S sik tavolsagat!
Megoldas: A P ponton dtmend, S sikra meréleges egyenes egyenlete: x =1+ 2t, y =2 —t, z =

343t 2p. Ennek az egyenesnek és az S stknak az M metszéspontja: 2(1+2t)—(2—¢)+3(3+3t) = 1,

—
azaz 14t = —8, tehat t = —3 1p fgy M = (— %, %, %) 1p Ekkor PM = (—% %,—%). 1p A pont

és sik tavolsaga: d = |PM\ = \/(—g) + (%)2 +(—4)2 =24 1p

5. (10 pont) Hatéarozza meg, hogy az f(z) = , x> 0 fliggvény hol monoton né illetve csékken!
Megoldas: f/'(z) = L II;I L mléw =0 3p, r=c¢e?2p
O<z<e rT=ce r<e
f'(x) + 0 - |5p
f(z) né lok. max. | csokken

6. (10 pont) Hatarozza meg az [ z?Inz + ln;g”da: integralt!

$3

Megoldas: Parcialisan integralva u = Inx és v/ = 22 valasztéassal v/ = % és v = %, ezért

23 3 2 3 3
/m lnxdx——lnm—/—fdx—x—lnx—/xfdx:xflnx_xf_kc 5p
3 3 3 9

és

In? 1 In®
/n xdac:/anx-fdx: - x—&—c, 4p
T T 3

ezért

9 In® 2 x3 3 Itz
r*lne+ —dr=—1Inxr— — + +c 1p
x 3 9 3

7. (10 pont) Hatérozza meg az [ ﬁdw integralt! Segitség: hasznaljon ¢ = /x helyettesitést.
Megoldas: Ha t = \/z, akkor x = t2, ezért dx = 2tdt 3p, ezért

1 2p 1
dx = 2tdt = 7dt—21 14+t —21
/z+\/5x 21t /t2+t /t+1 n(l+)+e =21+ Va)+e
8. (10 pont) Hatéarozza meg az f(x) = sinz, 0 < z < 27 és g(z) = cosz, 0 < z < 27 flggvények
grafikonjainak metszéspontjait! Legyenek ezek x, és xo. Hatérozza meg az x, és x5 metszéspontok
kozott az f(x) és g(x) fliggvények grafikonjai altal kozrefogott sikrész teriiletét!
Megoldas: sinx = cosz esetén tgx = 1, ezért 1 = § és x3 = %’T . 3p Tehat

5
£
tertilet = / sinz — cos xdx = [— cosx —sin ]

s

:—cos%—sin% (— COb%—bln )=2V2 5p

N
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9. Hatarozza meg, hogy az aldbbi improprius integralok koziil melyik konvergens és melyik divergens!
Amelyik konvergens, annak hatarozza meg az értékét!

(a) (5 pont) j;)l %daz
Megoldas:
1 1 1/2

Ly L= tim [ 240 ® lim [P = _oye-
/O \/de cg%’le c \/de cl~1>r(1)’l+ dx cg%lJr[l/Q] cl~1>r(r)1+2 2\[ 2 1p

tehat konvergens. 1p



(b) (5 pont) fol dx
Megoldas:

1 d

1 1 In|l—

/ de 2 lim de *® lim [M]g = lim —In(l —d)—(—Inl) =400, 1p
0o 1—x d—1- Jg 1—x d—1— -1 d—1—

tehat divergens 1p

10. (BONUSZ) (10 pont) Tegyiik fel, hogy a p(z) = ag + a1z + azx? + az2® harmadfoku, valos egyiitthatos

polinomra teljesiil, hogy ag > 0, az > 0, p(—2024) < 0 és p(2025) < 0. Hany kiilonb6z8 valos gyoke
van p(z)-nek?
Megoldas: Mivel ag > 0, ezért p(0) = ag + a10 + a20% + a30® > 0, igy a Bolzano tétel szerint
van gyok a | — 2024,0[ és ]0,2025[ intervallumokban. 6p Mivel a3 > 0, ezért Tll)n;op(x) = 400, ezért
létezik xg > 2025, amire p(xg) > 0, igy ismét csak a Bolzano tétel szerint van gyok az 12025, +oc]
félegyenesen. 3p Tehat legalabb 3 valos gyok van. Egy harmadfokt polinomnak pedig legfeljebb 3
kiilonb6zs gydke lehet 1p, mert, ha x; gyok, akkor p(x) = g(x)(z — x1) + ¢1 polinomosztasnal 0 =
p(z1) = q(z1)(x1 — x1) + c1, tehat ¢; = 0, azaz p(z) = ¢(z)(z — x1) egy alkalmas masodfoku ¢(x)
polinommmal. Ha még x5 és x3 gyokok, akkor ezek g(x)-nek gyokei, ezért q(x) = as(z — x2)(z — x3),
tehat p(x) = ag(z — z1)(r — z2)(x — x3), igy nincs tovabbi gyok. Tehat pontosan 3 gyok van.



