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Név: Neptun kod: Elsadé monogramja:

EMK és KJK Matematika A1l vizsga, 2025. januar 14.
Munkaidd: 100 perc, a 6-9 feladatokbol el kell érni 30%-ot.

1. (a) (8 pont) Definialja, hogy az a és b térvektorok skalaris szorzatat!
Megoldas: Legyen az a és b térvektorok altal bezart szog . Ekkor az g és b térvektorok skalaris
szorzata ab = |a| - |b| cosv. 3p

(b) (8 pont) Adjameg az a = (a1, as,a3) és b = (b, by, b3) térvektorok skalaris szorzatanak kiszamitasi
modjat!
Megoldas: Az a = (a1,a9,a3) és b = (b1, ba, bg) térvektorok skalaris szorzatanak kiszamolasa:
ab = a1by + azbs + azbz. 3p

(c) (3 pont) Hatarozza meg az a = (1,2,3) és b = (—1,0,2) térvektorok altal bezart szoget!
Megoldas:
cosy tp @b 1p 5 =
lallb] V14V
2. (a) (4 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy az f(z) fiiggvény xo helyen folytonos!
Megoldas: Az f(x) fliggvény folytonos az zy helyen, ha létezik az f(xzg), létezik a lim f(x)

i
T—rxTo
hatarérték és lim f(z) = f(zo). 4p
Tr—rT0o

v=>53,3° 1p

(b) (4 pont) Irja le az [a,b] integvallumon folytonos fiiggvényekre vonatkozo Bolzano-tételt!
Megoldas: Ha f(z) folytonos az [a, b] zart intervallumban, akkor minden f(a) és f(b) kozti értéket
felvesz [a, b]-ben. 4p

e -1
(¢) (4 pont) Igaz-e, hogy az f(x) = { 12 Ea T # 8’ fiiggvény minden valos xg esetén folytonos?
5 axr =U,
Megoldas: A L’Hospital szabaly szerint
1 —e g 1,1
lime :thm € 321)_7;&,7
z—=0 2% 0 =z2—0 2 2 2

ezért xg = O-ban f(x) nem folytonos, igy nem igaz, hogy minden valos xy esetén folytonos az

f(z). 1p

3. (a) (8 pont) Definialja az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényét!

Megoldas: Az f(x) figgvény primitiv fiiggvénye a F(z), ha F'(z) = f(z). 3p

(b) (8 pont) Definialja az f(x) fiiggvény hatarozatlan integraljat!
Megoldas: Az f(x) fliggvény primitiv fliggvényeinek halmaza az f(x) fliggvény hatérozatlan
integralja. Jelolés: [ f(z)dz. 3p

(¢) (8 pont) Irja le a folytonos f(z), a < x < b fliggvényre vonatkozé Newton-Leibniz tételt!
Megoldas: Legyen f(z) folytonos fliggvény az [a,b]-ben. Legyen f(z) egy primitiv fiiggvénye
F(z). Ekkor [* f(z)dz = F(b) — F(a). 3p



4. (10 pont) Hatarozza meg, hogy a 2* + 4 = 0 egyenlet gyokeinek algebrai alakjat a komplex szdmok
kozott!

Megoldas:
2k 2k
24:—424(cos7r+isin7r):z:41/4(cos7r+ 71-—i—sinﬁ_: 7T)7 k=0,1,2,3 3p

k=0: 41/4(cos£+sin%):1+i 1p

3 3
k=1: 41/4(cos£+sinz7r):fl+i 1p

5 )
k=2: 41/4(cos—7r+sin—7r):flfi 1p

4 4
k=3: 41/4(cos%+sin%r):lfi 1p

5. (10 pont) Hatarozza meg, hogy az f(z) = x* — 42 — 4822 + 34x — 6 fiiggvény hol konvex illetve konkéav!
Megoldas:

o) =423 — 1222 — 960 + 34 = f"(z) 212202 — 242~ 96=0= 2, = —2, 29 =4 2p

r< 2 |e=-2| 2<zx<4| xz=4| >4
[ (x) + 0 - 0 + 5p
f(x) | konvex | infl. p. konkav infl. p. | konvex

54x+7
1+9z2

6. (10 pont) Hatérozza meg az [ dz integralt!

Megoldas:

5p

S54x + 7 18z 1 v arctg3x
——dr=[3 7 dr =3In(1+9 —
/1+9x2$ / T 02 T 1y (g T3 00) T e

7. (10 pont) Hatérozza meg az [ cos/2x + 2dx integralt! Segitség: hasznaljon ¢ = v/2z + 2 helyettesitést.
Megoldas: Ha t = /2z + 2, akkor > = 2z + 2, ezért x = %tz — 1, igy dx = tdt 2p. Ez alapjan
parcialisan integralva u = ¢, v = cost, tehat v’ = 1, v = sin t-vel

cosV2x + 2dz £ /cos t-tdt £ tsin tf/ sin tdt p tsin t-+cos t+-c % 2z + 2sin 2z + 24-cos V2 + 2+¢

8. (10 pont) Hatarozza meg az f(z) = 22 és g(x) = 5z — 6 fiiggvények grafikonjai altal kozrefogott sikrész
teriiletét!
Megoldas: Ha 2% = 52 — 6, akkor 22 — 52 +6 = 0, ezért 1 = 2 és xo = 3. 3p Igy
3 2 3
.1, 2P 9 ST x° .4 45 8 1
teriilet = S5 —6—z'dr=|——-6r——|]5=——-18-9—-(10-12—-)=—- 5
eriile /2 x xdr = | 5 T -3 I5 5 ( 3) g P
9. Hatéarozza meg, hogy az aldbbi improprius integralok koziil melyik konvergens és melyik divergens!
Amelyik konvergens, annak hatarozza meg az értékét!
Megoldas:

(a) (5 pont) floo ﬁdm
Megoldas:

Sl | 2p . | 1p . 1 | 1
23] £ lim [= In(2 = lim (= In(26+3)—=1n5) = 1
/1 2w 430 biglo/l 2o 3%~ Jm 5 m@e3)ly = Jim (5 n(2b48)=5 In5) =400 1p,

b—o0

tehat divergens. (1p)



10.

(b) (5 pont) [ oygpryda
Megoldas:

/oo d 2p li b 1 d 1p li [_1 ]b li (—1 —1) 1 1
-5 dr = lim —— —dz = lim [——]) = lim (—— — =
1 r242c+1 b—oo J; (14 2)? booo 142 booo 14D 2 2 P

tehat konvergens. (1p)

(BONUSZ)

(10 pont) Legyen az f(xz) > 0, a < x < b olyan fiiggvény, hogy f'(z) folytonos. Legyen g(z) = 2f(z),
a <z < b. Forgassuk meg az f(x) és g(z) fiiggvények grafikonjat az x tengely koril. Mi az f(x) altal
generalt forgasfeliilet, ha a felszine pontosan kétszer akkor mint a g(x) altal generalt felszin?
Megoldas: Az f(x) altal generalt forgastest felszine:

b
Ay =2 [ @)+ Flada,
a g(x) altal generalt forgastest felszine:
b b
Ay = 27r/ g(x)V1+ ¢'(z)%dx = 27r/ 2f(x)\/1+4f'(x)?dx. 2p

Ha A, = 2Ay, akkor
b b
27r/ 2f(z)\/1+4f (x)?dr =2 - 27r/ fl@)v/1+ f(x)?dx =
b b
| @V Fkds = [ g/ a7 R, 3p

ami csak agy lehet, ha f/(z) = 0 minden a < a < b 3p, ezért létezik ¢ > 0, hogy f(z) = ¢ > 0,
a<x<b,igy az f(x) altal generalt felillet egy henger. 2p



