1. Definicié. Legyen az a és b térvektorok dltal bezart sz6g v. FEkkor az a €s b térvektorok skaldris
szorzata ab = |al - |b| cos~y.

1. Allitas. Az a = (a1, a9,a3) és b = (b, by, b3) térvektorok skaldris szorzatinak kiszamoldsa:
ab = a1by + axby + asbs.

2. Allitas. Az a # 0 ésb# 0 térvektorok pontosan akkor merdlegesek egymdsra, ha ab = 0.

2. Definicié. Legyen az a ésb térvektorok dltal bezdrt szog v. Ekkor az a és b térvektorok vektoridlis
szorzata a 0, ha |a| - |b] siny = 0; egyébként az az a X b vektor, amire teljesiil, hogy

1. |a x bl = |af - [b]sin~y,
2.axbla,axblb,

3. a, b és a x b jobbsodrasiu rendszert alkot.
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3. Allitas. Az a = (a1, a2,a3) és b = (by,bo, bs) térvektorok vektoridlis szorzatdnak kiszdmoldsas
a X b= (ashy — asba, azby — arbs, a1by — azby).

3. Definicié. Az a, b és c térvektorok vegyesszorzata: abc = (a x b)c.
4. Allitas. Az a, b és ¢ térvektorok dltlal meghatdrozott paralelepipedon térfogata: V = |abc|

5. Allitds. Az a = (a1,as2,a3), b = (by,ba,b3) és ¢ = (c1,¢o,c3) térvektorok vegyesszorzatinak
kiszamoldsa: a_bc = (116203 + agbgcl + agblcg — a3b261 — albgCQ — agblcg.

4. Definicio. Az a, sorozat monoton nd, ha a1 < ag < -+ < ay < Ay < ..v, azaz a, < Apyq,
ha n pozitiv egész. Az a, sorozat monoton csokken, ha a1 > as > -+ > a, > Apiq < ..., 0202
Qp > Apa1, ha n pozitiv egész.

5. Definicié. Az a, sorozat alulrdl korldtos, ha létezik eqy K, hogy minden pozitiv egész n esetén
K < a,. Az a, sorozat felilrol korldtos, ha létezik eqy L, hogy minden pozitiv egész n esetén
a, < L. Az a, sorozat korldtos, ha alulrél és felilrdl is korldtos.

6. Definicid. Az a,, sorozat hatdrértéke a A valds szdm, ha minden € > 0 estén létezik N, hogy ha
n > N, akkor |a, — A| < e.

7. Definicié. Az f(x) figguény xo helyen vett hatarértéke a A valds szam, ha minden e > 0 esetén
létezik 6 > 0, hogy ha 0 < |x — xo| < 0, akkor |f(x) — A| < e.

8. Definicié. 1. Az f(x) fiiggvény xy helyen vett baloldali hatdrértéke a B valds szdm, ha min-
den ¢ > 0 esetén létezik 0 > 0, hogy ha xy — § < x < xo, akkor |f(x) — B| < e. Jeldlés:
lim f(z).
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2. Az f(x) fiigguény xo helyen vett jobboldali hatdrértéke a J valds szdm, ha minden € > 0 esetén
létezik & > 0, hogy ha xy < x < xo + 0, akkor |f(x) — J| <e. Jelolés: lim f(x).
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9. Definicié. Az f(z) figgvény xo helyen vett hatdrértéke a +o00, ha minden L valds esetén létezik
d >0, hogy ha 0 < |z — x| < 9§, akkor f(x) > L.

10. Definicié. Az f(z) figgvény +o00-ben vett hatdrértéke a A valds szam, ha minden € > 0 esetén
létezik M, hogy ha x > M, akkor |f(z) — A| < e.

11. Definicié. Az f(x) figgvény folytonos az xo helyen, ha



1. létezik az f(x0),

2. létezik a lim f(x) hatdrérték

T—T0

3. lim f(z) = f(zo)

Tr—xT0

1. Tétel (Bolzano tétel). Ha f(x) folytonos az [a,b] zdrt intervallumban, akkor minden f(a) és
f(b) kézti értéket felvesz [a, b]-ben.

Az) —
12. Definicié. Az f(x) figgvény differencidlhato az xo-ban, ha létezik a Alim0 flwo+ A:c) f(zo)
T— X
véges hatarérték. Jelolés: f'(xo).

6. Allitas. Az f(z) figguény xo-ban vett differencidlhatésaginak geometriai jelentése az, hogy az
f(z) figgvény grafikonjihoz az (o, f(xo)) pontban hizhatd érintd. Ekkor az érinté meredeksége az

f'(@o).
2. Tétel (Rolle-féle kozépérték tétel). Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvényre teljesiil, hogy
1. folytonos a zdrt |a,b] intervallumban,
2. differencidlhato a nyilt Ja,b| intervallumban,
3. fla) = f(b).
Ekkor létezik eqy a < ¢ < b valds szam, amire f'(c) = 0.
3. Tétel (Lagrange-féle kozépérték tétel). Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvényre teljesiil, hogy
1. folytonos a zdrt |a,b] intervallumban,
2. differencidlhats a nyilt Ja,b] intervallumban,

Ekkor létezik eqy a < ¢ < b valds szam, amire f'(c) = f(bl)):i(“),

13. Definicié. Az f(x) figguény az I intervallumban vagy félegyenesen vagy a valds szdmokon
monoton nd, ha x1,xe € I, 11 < x5 esetén f(x1) < f(xa). Az f(x) figguény az I intervallumban
vagy félegyenesen vagy a valds szdimokon monoton csékken, ha x1,x9 € I, 11 < mo esetén f(xy) >

f(za).

4. Tétel. Az f(x) fiiggvény az I intervallumban vagy félegyenesen vagy a valés szdmokon monoton
nd, ha f'(x) > 0 minden x € I esetén. Az f(z) figgvény az I intervallumban vagy félegyenesen
vagy a valds szamokon monoton csékken, ha f'(x) < 0 minden x € I esetén.

14. Definicié. Az f(x) figguény az I intervallumban vagy félegyenesen vagy a valds szdmokon
konvezx, ha ott barmelyik hir az f(x) grafikonja felett van. Az f(x) figgvény az I intervallumban
vagy félegyenesen vagy a valds szamokon konkdv, ha ott barmelyik hir az f(x) grafikonja alatt van.

5. Tétel. Az f(x) fiigguény az I intervallumban vagy félegyenesen vagy a valds szamokon konvex,
ha f"(x) > 0, minden x € 1. Az f(x) figguény az I intervallumban vagy félegyenesen vagy a valds
szamokon konkdv, ha f"(x) <0, minden z € I.

15. Definicié. Az f(x) figgvény primitiv figguénye a F(z), ha F'(x) = f(x).

6. Tétel. 1. Ha F(x) az f(z) egy primitiv fiigguény, akkor minden c valds szam esetén F(x)+c
is primitiv fligguény.



2. Ha F(z) és G(z) az f(z) két primitiv fiigguénye, akkor létezik ¢ valds szam, hogy G(x) =
F(z)+ec.

16. Definicié. Az f(z) figgvény primitiv figgvényeinek halmaza az f(x) figguény hatdrozatlan
integrdlja. Jelolés: [ f(x)dx.

17. Definicié. Legyen a < b, a =z < 11 < 11 < - < 13 < - < x, = b, Ax; = x; — 1;_1,

& € [xio1, 7). Ekkor ha a lim - E f(&)Ax; véges hatarérték létezik az x; osztépontok
T;—r
i=1

Nn—00,MAT|1<i<n
és & wdlasztasatol figgetlendl, akkor azt az f(x) figguény [a,b]-ben vett hatdrozott integrdaljanak
(vagy Riemann-integrdljanak) hiviuk. Jelolés fff(x)dx

7. Allitas. Az fab f(z)dz hatdrozott integrdl az f(x) figguény grafikonja és az x tengely kozdtti rész
elojeles teriletét szamolja ki, azaz az x tengely feletti részt +-szal, az alattta lévd részt —-szal veszi
figyelembe.

7. Tétel. Ha f(x) fiigguény korldtos az [a,b]-ben és véges sok pontot leszamitva folytonos ott. Ekkor
létezik az f; f(z)dz hatdrozott integrdl.

8. Tétel (Newton-Lebniz). Legyen f(x) folytonos figguény az [a,b]-ben. Legyen f(x) egy primitiv
fiigguénye F(x). Ekkor [° f(z)dx = F(b) — F(a).
18. Definicié. 1. Legyen B € R és tegyiik fel, hogy minden a < B esetén létezik az faB f(z)dz
hatdrozott integrdl. Az f(x) fiigguény [—oo, B]-ban vett improprius integrdlja a lim /B f(z)dx
véges hatdarérték, ha ez létezik. B
2. Legyen A € R és tegyiik fel, hogy minden A < b esetén létezik az fj fb (x)dx hatdrozott integrdl.

Az f(x) fiigguény [A, +00, |-ban vett improprius integrdlja a blim f(z)dzx véges hatdarérték,

ha ez létezik.

3. Tegyiik fel, hogy minden a < b esetén létezik az fabf(m)dm hatdrozott integral. Az f(x)
b

fliggvény [—oo, +00, |-ban vett improprius integrdlja a liril . f(z)dz véges hatdrérték,
a——00,b——+00

ha ez létezik, ahol a — —o0, b — 400 eqymdstol fuggetlenil torténik.

19. Definicié. 1. Tegyiik fel, hogy f(x) folytonos az |a,b] balrél nyilt, jobbrol zdrt integrvallum-
ban és f(x) nem korlatos, ha v — a+. Ekkor az fab f(x)dx improprius integrdl a cli{ﬂ /Cb f(z)dz,
ha ez a véges hatdarérték létezik.

2. Tegyiik fel, hogy f(x) folytonos az [a,b] balrdl zdrt, jobbrdl nyilt integrvallumban és f(x) nem
korldtos, ha x — b—. Ekkor az fab f(z)dz improprius integrdl a dlirilf /ad f(z)dz, ha ez a véges
hatarérték létezik.

3. Tegyiik fel, hogy f(z) folytonos az]a, b[ nyilt integrvallumban és f(x) nem korldtos, ha x — a+
és x — b— . Ekkor az f; f(z)dz improprius integrdl a  lim /df(a;)dx, ha ez a véges

a—c+,d—b—
hatdarérték létezik.



b
4. Tegyiik fel, hogy f(x) folytonos az [a, c[U]c, b]-ben és nem korldtos, ha x — c. Ekkor/ flz)dx =

' fla)de + bf(x)dx
[, s |



