8. MATEMATIKA A2 FELADATSOR - MEGOLDASOK

1. R3-ben alteret alkot-e az alabbi halmaz:

(a)

a
w={| b
0

Az R3-ben a W részhalmaz pontosan akkor alkot alteret, ha minden u,v € W és o € R esetén
ut+veWeésaueW.

ca,b e R}

Uq U1 u1 + v1 auy
Hau = Uo ésv = ) és a € R, akkor u+v = U + Vo e Wésau= Uy €
0 0 0 0
W, ezért W alteret alkot.
a
W={| b |:a,beR}
1
U1 U1 Uy +v1
Ha u = Uo és v = vy |, akkor u +v = U + Vo ¢ W, ezért W nem alkot alteret.
1 1 2
a
W={| b |:a+b+c=0}
c
Uq U1 uy +v1
Ha u = Uo ésv = Vo és a € R, akkor u+v = U + Vo € W, ahol
us V3 Uz + v3
(ug +v1) + (ug +v2) + (uz +v3) = (ug +uz +ug) + (v + vy +v3) =0
auy
és au = e %12 € W, ahol
aus

auy + aus + aug = a(ug + ug + uz) =0,

ezért W alteret alkot.

a
W={| b |:a,b,cegészek}
c
Uy V1 uy + g
Ha u = U2 és v = Vo és a € R, akkor u +v = U + Vo e W, ahol u; + vq,
us V3 us + v3
ug + vo és ug + vz egészek, igy u+v € W. Ha o € R, akkor au nem biztos, hogy W-ben lesz, pl.
1 0,5
ha u = 1 |,a=0,5 akkor au= | 0,5 | ¢ W, azért nem alkot alteret W.
1 0,5
a
W={[| b |:a,b,ckozdtt van nemnegativ és nempozitiv is}
c
10 10 20
Az u = 10 eWéswv= -1 € W esetén u +v = 9 ¢ W, ezért nem alkot W
-1 10 9
alteret.



2. R2X2_hen alteret alkot-e az alabbi halmaz:

(a) {(Z Z:):mb¢;d20}

Az R?*2-ben a W részhalmaz pontosan akkor alkot alteret, ha minden A, BeW é ac R esetén
A+BeWésaAdeW.

ain a2
Legyen A = B =
syen £ < az ae >’

< b biz )7 ahol a1 > 0, a12 > 0, az1 > 0, age > 0és by >0,
b12 Z O7 b21 Z 0, b22 Z 0. EkkOI‘

ba1 oo

[5S

air +bi1 a2 + b2
+B= ,
= ( azi + b1 age + bao )

ahol a11 +b11 >0, a1o + b12 > 0, asy + ba1 > 0 és agg + bag > 0, tehat é—Fé eW.

Most
A = ( aal;  «al2 )
- Qa1 (a2
1 1 3 -1 -1 )
Ha pl A = 11 ) a= —1, akkor a4 = 1 1 ¢ W, ezért W nem alkot alteret.

ezért W alteret alkot.
a b
(b) {(C d).a+b+c+d—0}

b b
Legyen A= [ 1 12 ) p— M2 ) ahol arg +aiatagi +ass = 088 byy+bia+bay+bao =
== a1 Qa99 - b21 b22
0. Ekkor
ai; +b11  aiz + b1z

A+B= ,

= = ( az1 +bo1  aze + ba2 >
ahol

(@11 +b11)+ (ar12+bi2) 4+ (a21 +ba1) + (a2 +b22) = (a11+a12+a21+a22) + (b11+b12+bay +b22) =0,
igy A+ B € W. Most

aa aa
A = 11 12 7
- Qa1 (a2

aa + aais + aagr + aase = alair + a2 + ag1 + a) =0,

ahol

tehat aA € W, ezért W alteret alkot.

©((

0
b > ta,b e R}
_ ai1 0 . b11 0
Legyen A = ( 0 g ),B < 0 Do > Ekkor
ar + b 0
A+ B= .
£+E ( 0 a22+b22>6W
Tovabba
04

_ ( aaql 0 ) c VV,
0 aa22

ezért W alteret alkot.



3. Bézist alkotnak-e R?-ben az uy, us,. .., u; vektorok? Ha igen, akkor irja fel ebben a béazisban a v =

( ; ) vektor koordinatait!

wue(t)ne(])

1 ’ =4-5 = —1# 0, ezért bazist alkot. Ebben a B bazisban a v = (

[N

) koordinatai

4

5
(Q)B = ( z )7 hay:ﬂjgl +yﬂ27 aZaZ
1y 4 1\ [ 4z+y
(2)==(5)+o(1)-(337)

de+y=1
S5 +y =2

tehat a

egyenletrendszert kell megoldani, aminek megoldasa az x =1 és y = —3, ezért (v)p = ( 1 )

wa=(1)m=(2)

Mivel i 2 ' =12 — 12 = 0, ezért nem alkot bazist.
-3 2
ou(4 ) (2)
Mivel _g i ’ = —12 -4 = —16 # 0, ezért bazist alkot. Ebben a B béazisban a v = ( ; )

koordinatai (v)p ( “; ), ha v = zu; + yu,, azaz

(2)=(7%)=(3)=(50)

—3r+2y=1
20 + 4y =2

tehat a

egyenletrendszert kell megoldani, aminek megoldasa az x =0 és y = 0,5, ezért (v)p = ( 0 )

0,5
(3 )m=(me ()

R2-ben csak két vektor alkothat bazist, ezért ez nem béazis.

4. Bézist alkotnak-e R3-ben az uy,us,...,u, vektorok? Ha igen, akkor irja fel ebben a béazisban a v =
3
2 | vektor koordinatait!
1



2 4

(@) uy = 5 |hup = -1
3 3
Mivel R3-ben csak 3 vektor alkothat bazist, ezért ez nem bazis.
1 2 4
b)) yy =12 |, u= 3 Jhuz=1| 7
3 -1 5
1 2 4
Mivel | 2 3 7 | =0, ezért nem alkot bazist.
3 -1 5
5 5 7
(u=|3],u=|5]u=|6¢6
2 4 5
5 5 7 3
Mivel | 3 5 6 | =5, ezért bazist alkot. Ebben a B bazisban av = | 2 | koordinatai (v)p =
2 4 5 1
T
y |, ha v =au; + yu, + zus, azaz
z
3 5 5 7 5T 4+ 5y + 7z
2 | =z 3 | +y| 5 | +2z| 6 | =] 3xz+5y+6=2
1 2 4 ) 20 + 4y + 52
tehat a
S5r+by+T72=3
3x+ 5y + 6z =2
20 +4y+ 52z =1
egyenletrendszert kell megoldani, aminek megoldasa az © = 1, y = 1 és z = —1 ezért (v)g =
1
1
-1
1 1 1 0
(d)ﬂlz 0 , Uy = 1 , Uz = 0 , Uy = 1
0 0 1 1

Mivel R3-ben csak 3 vektor alkothat bazist, ezért ez nem bazis.

5. Milyen z esetén alkotnak bézist az alabbi vektorok?

1 4 7
@ u=12 [ u= Touz=1 2
3 -1 z
1 4 7
2 7 2|=-2-135#0, azaz z # —135.
3 -1 =z
3 5 z
M u=1 -1 |,up=1 -1 J,u3=1 1
2 -1 1



2 -1 1
3 5 z
u=11 |,upu=1 2 |,us3=1 —-11
2 4 2
3 5 =z
1 2 —11 | =24, azaz minden z € R esetén bazist alkotnak.
2 4 2

(a)

4 2
Uy = 2 y Uy = 1
—6 -3

Az uy, ug,...,u;, vektorok linarisan fliggetlenek, ha Aju; + Aouy + - -+ + uy, = 0 csak gy teljesiil,
ha A1 =0, A2 =0,...,A\r, = 0. Mivel most

4 2 0
luy + (=2)uy = 2 +(=2) 1 = 0 )
—6 -3 0
ezért nem linearisan fiiggetlenek.
) 4
U = 3 |,uy = 2
2 1
Ha
5 4 0
M3 +Xl 2 ]=]0],
2 1 0
akkor
SA1+4X2 =0
3A\ +2X =0
221+ X2 =0,

aminek A\; = 0 és Ay = 0 a megoldasa, emiatt linearisan fliggetlenek.

1 2 1
Ql = 3 ) QQ - -1 5 HS = —4
5 3 —2

R™-ben m darab vektor pontosan akkor lesz linearisan fliggetlen, ha a belslik formalt determinéns
# 0. Most

1 2 1
3 -1 -4 |=0,
5 3 -2
ezért nem linearisan fiiggetlenek.
1 1 0
Uy = 1 J,uy=1 0 |, u3= 1
0 1 1



()

1 10
1 0 1|=-2
0 1 1
ezért linearisan fliggetlenek.
1 1 1 0
Uy = 0 ),uy= 1), u3= 0 ),u = 1
0 0 1 1

R™-ben m-nél tébb vektor nem lehet linearisan fiiggetlen, ezért ez a négy vektor R3-ben nem
linearisan fliggetlen.

7. Linearisan fiiggetlenek-e R?*2-ben az alabbi matrixok?

(a)

11 1 2 1 4
M1=(1 1)aM2:(3 4)7M3:(9 16)

Az M. M,,... M, maétrixok linarisan fliggetlenek, ha Al%l + /\2£2 ++M =0 csak agy
teljestil, ha A1 = 0, \a =0,.... A\ = 0. Most

A 1 1 1 1 2 A 1 4 . A1+ As + A3 A1+ 2Xo +4)3 . 0 0
V11 2\ 3 4 309 16 ) U A +304+9\ M +4m+1603 /) L0 0
ezért

AMF+A+A3=0
A+ 2X + 45 = 0
A +3X+923=0
A +4X +16A3 =0

ami \; = 0, Ay = 0, A3 = 0-t ad, ezért lineéarisan fliggetlenek.

12 407 2 3
- ) a=( 50 )a-(50)

Most
A\ 1 2 A 4 7 1A 2 3 . A F+4Xo +2X3 20 + TAo + 3)3 (0
s -1 2\ -3 2 30U =09 4 ) T U 3N =30 =9 —X\ +20+4); /L0

tehat

)

Ar+4X +2X3=0
2M + T +3X3=0
3M —3X—93 =0
A1+ 2X+423=0

Ennek megoldasa a Gauss-eliminacidval

1 4 210 1 4 2 |0 1 4 2 |0 1 4 0
2 7 310 0 -1 -110 0 1 1|0 01 1 |0
3 -3 —9/0|l o —15 =150 lo =15 —=15|/0] "0 0 —15]|0
-1 2 410 0 6 6 |0 0 6 6 |0 00 0 |0

, ezért A\ + 4Xo + 2X3 = 0, Ao + A3 = 0, igy A3-at tetszdgesen valaszthatjuk, emiatt nem lesznek
linearisan fliggetlenek.



Most
1 0 1 2 1 2 1 2
>\1<0 O)HQ(O 0)+/\3(3 0>+)\4(3 4>:
MFXF+A3+A 204+2X3+20 (0 0
3A3 + 3\ 4\ N 0 0
ezért

M A A+ A3+ =0
2o + 23+ 2\s = 0
3A3+ 3\ =0

ANy =0

Innen azt kapjuk, hogy Ay =0, A3 =0, Ay =0 és A\; = 0, tehat linearisan fiiggetlenek.

10 12 12 12 11
= (g 0 J26= (o ) 2= (5 5 ) o= (5 5 )as= (1 1)

R2*2 egy 4 dimenzios vektortér, ezért 4-nél tobb vektor (most valojaban métrix) nem lehet line-
arisan fiiggetlen, igy ezek a méatrixok nem lienarisan fiiggetlenek.



