9. MATEMATIKA A2 FELADATSOR - MEGOLDASOK

Uy U1
U2 V2

1. Tekintsiik az R"-et és rajta az un. euklideszi skalar szorzatot, azaz u = . éswv = . esetén
Unp Un,

(u, v) = urvy + ugva + - - - + upv,. A rovidség miatt most a vektorokat sorvektorként irjuk. Hatarozzuk
meg az u és a v vektorok altal bezart szoget:

(a‘) u= (17 _3>7 U= (274)

lu = V10, lz]| = V18

2—12 5
cosq= —=——~ = «a=138,19°
V180 3v6

lul =V1=1, o =V73

cosa = — = a=110,55°

V73
(C) U= (_175’2)7 v= (2747 _9)

lull = V30, [|v]| = V101

—2+4+20—-18 N 90°
cosq = —————— = a =
3030
(d> u= (47178)7 v = (1,0,_3)
lull = VBT =9, |ul = V10
cosa:4+0_24:— 20 = «a=134,64°
9v10 9v/10
lul = V2, ol = V36 =6
-3-0—-3-0 1
COS o = _ = a:1350
6v2 72

(e) u=1(2,1,7,—-1), v = (4,0,0,0)

lull = V55, ||lu]| = V16 = 4
8§+04+0+0 2
155 VB

2. Hatérozza meg az ¢ = (1,1,1,1) ésa b= (1,1,1,0), ¢ = (1,1,0,0), d = (1,0, 0, 0) vektorok kozott 1evs
szogeket a szokaszos, euklideszi skalar szorzattal.

cosa = = «a=74,35°

lall = vVa=2, b =3, |cl=v2 |d|=Vi=1

3 V3

- = 30°.
2v/3 2

cos(a,b) =



2 2
cos(a,c) = —= = £ = 45°
2v2 2
1
cos(a,d)=- = 60°
(bo)= = = 352°
cos(b,c) = —
3 ‘\/6 )
(bd) = — = 54,74°
cos =—
b \/g )

1
cos(c,d) = —= = 45°

V2

3. Hatarozza meg az a, b, ¢ valos szamokat ugy, hogy avy = (1,1,1,1),v5 = (1,1,—-1,a) ésvy = (1, —1,b,¢)

vektorok ortogonalisak legyenek!
A vektorok akkor ortogonalisak, ha merdlegesek egymasra. Azaz azt kell ellendrizniink, hogy a mgefelels
euklidészi skalaris szorzatok 0-k legyenek.

(vi,v2) =1+1-1-a=0,= a=-1

(vi,v3) =b+c=0
(v2,v3) = —b—c=0

A fenti egyenletekbdl azt latjuk, hogy a b és ¢ paraméterek kozott a kovetkezd kapcsolat all fenn:
b = —c. Azaz a feladat megoldasa: a = —1, mig b = —c, ahol b értéke szabadon megvalaszthato.

. Tekintsiik az R3-at az euklideszi skalar szorzassal. Az aldbbiak koziil melyek ortonormalt vektorhal-
mazok?

Egy vektorhalmaz akkor ortonormaélt, ha a benne 1év6 vektorok paronként merslegesek egymasra, és a
hosszuk 1.

1 1 11 1 1 1
(a‘) (ﬁ70a ﬁ)a (ﬁaﬁ7_%>7 <_ﬁ707 ﬁ)
A fenti vektorhalmaz nem lesz ortonormaélt, mert a b és ¢ vektorok nem lesznek merdlegesek

egymésra. Ugyanis
1

1
<b,9>:—%—%7&0'

2 2 1) (21 _2 12 2
®) (5.-33) (5:3.-3) (3.3 3)
A fenti vektorhalmaz ortonormalt. A vektorok paronként merdlegesek , és egységhosszuak.
(©) (1,0,0), (0,35, %), (0,0,1)
fenti vektorhalmaz nem ortnormalt, ugyanis a b és ¢ vektorok nem merdlegesek egymaéasra. Ugyanis
1

5 #0.

(b,c) = 7

() (L 1 _i) (L _1 0) (L 1 L)
\/67 \/6) \/6 ’ \/57 \/57 I \/57 \/gﬂ \/g
A fenti vektorhalmaz ortonormalt. Ugyanis barmely két vektor merdleges egymaésra, és a hosszuk
1.



5. Hatarozzuk meg, hogy az alabbi matrixok kozil melyek ortogonalisak!

Definici6 alapjén egy A € R™*"™ métrix akkor lesz ortogonalis, ha gT =I.
(10
L0 1

tehéat ortogonalis

(b) B(l/*/§ ‘”ﬁ)

(a)

[5S

1/vV2  1/v2

r (1 0\ _
Q _<0 1>_12

Tehat a B méatrix ortogonélis.
0 1 1/v2
eC=(1 0 0
0 0 1/V2
3 1
. 3 0 35
ce =1 0 1 0 )#L
== 1 1 £
2 2

Tehat a C' matrix nem ortogonélis.

6. Hatarozza meg az R? természetes bazisaban a kovetkezd transzformaciok matrixat és irja fel a matrixok
segitségével a P(3,2) pont képeit!

Legyen v = ( g )

(a) az y = x egyenesre tiikrozeés;

IS,

Az i= < é > bazisvektor képe: T'(i )

Az j = < (1) > bazisvektor képe: T'(j) = ( )

Tehat a keresett transzformécios matrix: g = < (1) (1) )

T(v)=1I(v)= ( ; )

(b) az y = —x egyenesre tiikrozés;

[N

Az i= < é > bazisvektor képe: T'(i )

Az j = ( (1) ) bazisvektor képe: T'(j ( >
L=

Tehat a keresett transzformacios matrix

T(v)=1(v)= ( :g )



(¢) az O-ra valo tiikrozeés;

Az

1>,

= < (1) > bazisvektor képe: T'(i

-1

0

. 0 0

Az j= 1 bazisvektor képe: T'(j 1
L=

Tehat a keresett transzformacios matrix

0 -1 )
T(v) =L(v) = ( B )

(d) az O kortili 45°-0s forgatas az éramutatd jarasava ellentétesen;

1 cos 45° V2
, = — 2
Az i < 0 > bazisvektor képe: T'(i ( sin A5° > = ( \?

cos 135° _ — @
sin135° - racyv/22
V2
Tehét a keresett transzformacios métrix: T =

V2
Tw) =T =| ;7%
2
(e) az O koriili 120°-o0s forgatas az éramutato jarasava megegyezGen.
. (1 . o cos(—120°) \
Azi= < 0 > bazisvektor képe: T'(z) = ( Sin(—1200) > = < B

) 0 cos(—30°)
Az Jj= ( 1 ) bazisvektor képe: T < sin(—30°) ) = (
T=
-3+V3

T(v)ZT(U):<_32\/5_1>
2

7. Hatéarozza meg az R> természetes bazisaban a kovetkezs transzforméciok matrixat, majd irja fel a
P(1,1,1) pont képeit!

1
Legyen v = 1
1

N———

Az j= ( (1) ) bazisvektor képe: T'(j

Sferls
o)
N———

Sl
\'_/

2

-l
~—

_1
p)
_ V3

Tehat a keresett transzforméacios matrix: (

ot
N|— W

2

(a) az y = x sikra tiikkrozés;

1 0
Azi=| 0 | bazisvektor képe: T(i 1 ].
0 0
0 1
Az j= | 1 | bazisvektor képe: T'(j 0 1.
N 0 0
0 0
Az k= 0 | bazisvektor képe: T(k 0 .
1 1
0 1 0
Tehat a keresett transzformaécios matrix: 1T = ( 1 0 0
0 0 1



T(w) =T() = | 1
n 1
(b) az x,y sikra vetités;
1 1
Azi=| 0 | bazisvektor képe: T(i 0 .
0 0
0 0
Az j= | 1 | bazisvektor képe: T'(j 1 ].
0 0
0 0
Az k= 0 | bazisvektor képe: T(k 0 .
1 0
1 00
Tehat a keresett transzformaécios matrix: 1T = 01 0
n 000
1
T(w) =T() = | 1
0
(¢) a z tengely pozitiv fele felsl nézve a z koriili 60°-os 6ramutato jarasaval ellentétes forgatas.
1 1
Az i= | 0 | bazisvektor képe: T'(¢) = [ 0
0 0
0 0 0
Az j = 1 | bazisvektor képe: T'(j) = | cos60° | = 3.
h 0 N sin 60° VA
0 0 0
Az k= 0 | bazisvektor képe: T'(k) = | cos150° ) = ( —@
1 sin 150° %
1 0 0
Tehat a keresett transzformécios matrix: T = | 0 % § .
0 V3 1
2 2
1
Tw=Tw)=| 3%
f + 1

8. Hatarozza meg az alabbi matrixok (valos) sajatértékeit, sajatvektorait!

(a)A:(Z _‘f)

A matrix sajatértékének kiszamitasdhoz el6szor is meg kell hataroznunk a karakterisztikus poli-
nomot. Azaz

3—A 0
det(A—)\IQ)—‘ 3 1o =@B-XN(-1-X)=0
A matrix sajatértékei a karakterisztikus polinom gyokei. Azaz ezen matrix esetében a sajatértékek:
)\1 = 3; )\2 = —
A sajatvektorok meghatéarozasa a kovetkezéek alapjan torténik: (A — AL 2)@ =0
A1 = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:

(v )0)-()




Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani. Azt kapjuk megoldasként, hogy x = 0,5y. Ha y = ¢,
t € R, akkor x = 0, 5t.

Tehat ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = ( 0, t5t )

Ao = —1 sajatértékhez tartozd sajatvektor:

4 0 z\ (0
8 0 y ) \ 0
Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani. Azt kapjuk megoldéasként, hogy « = 0, y értéke pedig

tetszGleges.

Tehat ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s, = ( 2 ), s eR.

10 -9
4 -2
10—-A -9
4 —2-A

tehéat egy sajatértékek van: \; = 4.
A1 = 4 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:

(5 () (2)

Azt kapjuk megoldasként, hogy = = %y Ha y =t,t € R, akkor z = 1, 5¢.

’:(10—/\)(—2—/\)—(—36):)\2—8/\+16:0,

t
0 2
8 0
8 0—A

tehéat a sajatértékek: \; =4, Ao = —4 .
A1 = 4 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:

(D0

Azt kapjuk megoldéasként, hogy = = %y Ha y =t,t € R, akkor x = 0, 5¢.

Tehat ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = ( 1,5t )
‘ 0—A 2 ’:X“—w:o,

. . t
Tehat ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = ( 0, t5 )

A1 = —4 sajatértékhez tartozéd sajatvektorok:

(+9)()-G)

Azt kapjuk megoldasként, hogy = = —%y. Hay=t,teR, akkor z = —0, 5¢.

Tehat ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = ( —0,5¢ )
‘ 2T T (2o N@- N - (-T) =3+ A2 =0,

t
—2 7
12
1 2-X

aminek nincs valés gyoke, emiatt nincs sajatvektor sem.



o (4 h)

tehéat a sajatérték: Ay = 0.
A1 = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:

(6 5)(5)-()

Azt kapjuk megoldasként, hogy z-et és y-t is szabadon valaszhatjuk, azaz x = s. Hay =, s,t € R,
s
t

’O—A 0

—\2 _
0 O—A’_A =0

tehat s; =

o (s)

tehat egy sajatérték van: Ay = 1.
A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:

(65)(5)-()

Azt kapjuk megoldasként, hogy x-et és y-t is szabadon valaszhatjuk, azaz r = s. Hay = ¢, s,t € R,
S
t

=(1-X?*=0,

1—A 0
0 1-A

tehat s; =

9. Hatarozza meg az alabbi marixok (valos) sajatértékeit, sajatvektorait!

1 00
(a) | 01 2
0 2 1

A determinanst az els6 sor szerint kifejtve:

1I-XA 0 0
0 1-X 2 |[A=XN[1=-Xx 2 |=00=-XN(1=-XN2=4)=(10-N\*=21=3)=0,
0 2 1-) 21—\

tehét a sajatértékek: Ay =1, o =3, A3 =—1.
A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:

0 0 0 x 0
0 0 2 y | =10
0 2 0 z 0
Azt kapjuk megoldasként, hogy z=0,y=0,ésx=t,t € R.
0
Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = ( 0 ) .
t
Ao = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:
-2 0 0 T 0
0o -2 2 y | =10
0 2 =2 z 0



Azt kapjuk megoldasként, hogy x = 0 és y = z, azaz y = z = s, ahol s € R.

0
Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s, = | s
S
A3 = —1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:
2 00 x 0
0 2 2 y | =120
0 2 2 z 0
Azt kapjuk megoldéasként, hogy © = 0 és y = —z, azaz z = u esetén y = —u, ahol u € R.
0
Tehat ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = | —u
U
1 00
0 10
0 0 1
1-A 0 0
0 1-Xx 0 |=(1=-X*=0,
0 0 1—2A
tehat egy sajatérték van: Ay =1
A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok:
0 0 0 x 0
0 0 0 y | =120
0 0 0 z 0
tehat x, y és z is szabadon valaszthato. x = s, y = t, z = u, ahol s,t,u € R. Tehét a sajatvektorok:
S
S1 = t
u
3 0 =5
1
£ -1 0
1 1 =2
3—A 0 -5
i -1 0 = .. =2+ X =)\)\-2)=0
1 1 —2—-A

A matrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. A sajatértékek: Ay = 0, Ay = /2, A3 =

/2.

58
A1 = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = s |,seR.
3s
3—?25
At ATEA A aniA C e 3+v2
A2 = /2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s, = 7(\/§+1)t ,teR.
t
5
3+ﬁu
_ TP, p ‘z . _ 3—/2
A3 = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektorok: s; = vt | e R.
U



19 5 —4
—2-=A 0 1
-6 —2-A 0 = =-8- 28 -XN=—-8B+N1+)1)=0
19 5 —4— A
A valos sajatérték: Ay = —8.
-4
A1 = —8 sajatértékhez tartozo sajatvektor: s; = | —% |,s€R
s



