1.

(a)

(b)

(3 pont) Definialja az A € R™*" matrix inverzét!
Megoldas:
Az A € R™™" matrix inverze az az éﬂ € R™ ™ matrix, amelyre teljesiil, hogy

A AT =AT A=

ahol I az n X n-es egységmatrix.

(3 pont) Adjon a determinans fogalmat hasznalva sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy az
A € R™ ™ matrix invertalhato legyen!

K/Iegoldés:

Az A € R"*™ matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha det(4) # 0.

S

(3 pont) Hatarozza meg az A = < :2)) > matrix inverzét!

5

Megoldas:

A determinéans:
det(A)=2-5—-4-3=10—12 = —-2.

Mivel a determinans nem nulla, a matrix invertalhat6. Az inverz matrix:

reat (5 )55 1)-(3 )

(3 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy az f b f g f X vektorok lineérisan fliggetlenek
a V vektortérben!

Megoldas:

Az f " f g1 f X vektorok linearisan fiiggetlenek a V' vektortérben, ha a

)\1i1+)\2i2+"'+)\kik=Q

(ahol 0 a V nullvektora) linearis kombinécié csak akkor teljesiil, ha minden A; skalar nullaval
egyenls, azaz \y = Ao =--- =X\, = 0.

(8 pont) Definialja, hogy a by, b, ...,b, vektorok mikor alkotnak bazist a V' vektortérben!
Megoldas:

A by, by, ..., b, vektorok bézist alkotnak a V' vektortérben, ha minden v € V egyértelmien irhaté
v = Ab; + A2by + - + Apb,, alakba.

(3 pont) Linearisan fiiggetlenek-e: f = L= 1 és f3 =

O W N
DN DN W

Megoldas:

A vektorok linearisan fiiggetlenek, ha a A f .t Ao f , T A3 i3 = 0 egyenletnek csak a trividlis
(A1 = A2 = A3 = 0) megoldasa létezik. Ezt Gauss-eliminacioval vizsgaljuk. A vektorokbol mint
oszlopvektorokboél képzett métrixon végezziik el az eliminéaciot:

1 0 110
2 1 3|0
3 -1 210
0 2 2|0

Az eliminacié lépései:



i. SQ — SQ — 251
ii. 53 — Sg — 351

Ekkor a matrix:

1 0 110
0 1 110
0 -1 —-11|0
0 2 2 |0
Kovetkez6 1épések:
i. S3 ¢ S3+ 55
ii. S4 — 54 — 252
Ekkor a méatrix 1épcsts alakja:
1 0 1]0
01 1|0
0 0 0|0
0 0 0|0

A lépests alakbol leolvashato, hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van (a har-
madik oszlophoz nem tartozik vezéregyes, igy A3 szabad paraméter). Mivel létezik nemtrivialis
megoldés, a vektorok nem linearisan fliggetlenek.

3. (a) (3 pont) Legyen D C R? egy korlatos tartomény, az f(z,y, ) pedig egy D-n értelmezett fiiggvény.
Definialja az [[[,, f(x,y, z)dV harmasintegralt!
Megoldas:
Legyen D C R? egy korlatos tartomény, és f : D — R egy fiiggvény. Osszuk fel a D tartomanyt
aza =290 <Xy <2< <xp=bc=yw <y <yYy<--<yYyp=dés g=2z <z <
zg < --+ < zp = h darab kis Dy, résztartomanyokra, melyek D-vel metszetének térfogata AVjy.
Valasszunk minden D; részbdl egy tetszoleges (7, v, zF) pontot. Az f fliggvény harmasintegralja
a D tartomanyon a kiévetkezd hatarérték (amennyiben létezik és fiiggetlen a felosztastol és a
pontvalasztastol):

// flzy,2 R, > (o Mighs pin) AVijk.

max(Ax;,Ay;, Az, )—014,5,k

(b) (2 pont) Mi a fizikai jelentése az [[[, f(z,y,z)dV harmasintegralnak, ha f(z,y,z) > 07
Megoldas:
Ha f(:v y,z) > 0 a D tartomény pontjaiban a test strtiségét jeloli az (z,y, z) pontban, akkor az
Iy f(z,y,z)dV integral a D tartomanyt kitolts test Gssztémegét adja meg. Ha f(x,y,z) = 1,
akkor az 1ntegral a D tartomany térfogatat adja.

4. (6 pont) Hatérozza meg a y " | + L(52 + 3)" hatvanysor konvergenciatartomanyat!
Megoldas:

oo 1 oo 1 5 n o) 5n 3 n

5"

Az egyiitthat6 a, = >-, a kdzéppont a = —g. A konvergenciasugar:

1 1 1 1
R = = = = = —.
limsup, oo ¥/]an]  limyeo /67/n  lim, e 50 5

A sor konvergens, ha —% <z< —%. Végpontok vizsgalata:




— _2. 0 1" e 1 ) . :
e Haox=—2: > " — =>"", -, ap-szabaly szerint divergens.

e Haz = — % S ED" Mivel | SV = L1 monoton csdkkenve tart a 0-hoz, ezért a Leibniz-
5 n=1 n n n

kritérium alapjan konvergens.

A konvergenciatartomany: [— %, — %) .

5. (a) (4 pont) Hatarozza meg az R3-beli y = 2 sikra tiikrézés transzformaciomatrixat a természetes

béazisban!
Megoldas:
1 0 0
A természetes bazis vektoraie; = 0 |,eo=| 1 |,e3=| 0 |. A bazisvektorok képei:
0 0 1
1
T(e))=1| 0
0
0
T(ex)=1| 0
1
0
T(ez)=| 1
0

A transzforméaciomatrix oszlopai ezek a képvektorok:

1 00
T=10 01
010
3
(b) (2 pont) Hatarozza meg a P = | 2 | pont képét a transzformaciomatrixot hasznalval
4
Megoldas:
A P pont képe P’ =TP.
1 0 0 3
P={001 2
0 1 0 4
1-34+0-24+0-4
= 0-3+0-2+1-4
0:3+1-24+0-4
3
=1 4
2

A pont képe tehat (3,4, 2).

1 2
6. LegyenA<9 4 )



(a) (4 pont) Hatarozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait!
Megoldas:
Karakterisztikus egyenlet: det(A — AI) = 0.

1—X 2
’ 9 4_)\‘(1>\)(4>\)2o9
=4—-A—42+ X2 —-18

=X _5\1—14=0.

A gyokok: A\j o = —(Z)Ey (2?1))2 11D "iv2"+" 5i%/§ = 9 gy a sajatértékek: A\; =
MY =765 Ny =32 =2

2
Sajatvektor A\; = 7-hez: (A —7I)s; = 0.

1-7 2 sN_(0Y) _ (-6 2 z\ (0
9 4 -7 y ) \O 9 =3 y ) \0 )’
Ebbsl —6x +2y =0 = = = £. A sajatvektorok: s, = (é) t € R. Péeldaul s; = (1).
Sajatvektor Ay = —2-hoz: (A — (—2)I)s, = 0.

()0 6) = () 0)-()

Ebb6l 3z + 2y =0 = z = —2y. A sajatvektorok: s, = (*j) t € R. Peldaul s, = ( 2).
(b) (4 pont) Hatarozza meg az é?’? matrixot!
Megoldas:
Felhasznaljuk a diagonalizaciot: é?’? ng_l A sajatvektorokbol képzett matrix P =
( ; 33 ) A diagonalis métrix D = ( ) P)=1-(-3)-2-3=-3-6=-9.

B = ( > ( %g —21/?9 )

Ekkor A*" = pD* P~

(s 5)(% o) (v )

37 37

(577370 a0 s iop ) (1 )
- ?i; B T

< ( 2;37 27372(2)37>

2

(

( 37 §737+§(72)37

(737+2( 237) %(737 ( )37) >
737 ( )37 (

W= W= WO
\1 \1

+(=2)%7)

19
3



(Megjegyzés: (—2)37 — _237_)

A37 _ %(737 —9. 237) %(737 + 237)
= 737 + 237 %(2 . 737 _ 237)

%(737 _ 238) %(737 + 237)
737 + 237 %(2 . 737 _ 237) .

7. (7 pont) Hatarozza meg az f(z,y) = 222 + 2y + y? — 10z — 6y + 8 fiiggvény lokalis szélsoértékeit! A
szélsoérték jellegét is meg kell hatérozni!

Megoldas:

Parcialis derivaltak:
0
fo(z,y) = 8—(21‘2 + 22y +y* — 10z — 6y + 8) = 4o + 2y — 10
x
0
fy(z,y) = a—y(2x2 + 2zy +9y* — 10z — 6y + 8) = 22 + 2y — 6

Stacionarius pontok keresése (f, =0, f, = 0):

dr+2y—10=0 = 22+y=>5
20 4+2y—6=0 =— zxz4+y=3
Az els§ egyenletbdl kivonva a masodikat: (2z +y) — (z+y) =5—3 = x = 2. Behelyettesitve z = 2
a masodik (egyszertsitett) egyenletbe: 2 +y =3 = y = 1. Egyetlen stacionérius pont van: Py(2,1).
Masodik parcialis derivaltak:

O (42 +2y—10) = 4
= (4x _ —
ox Y

0
Jay(@,y) = 87/(4‘70 +2y—10)=2

Jex(z,y) =

0
fuy(z,y) = a—y(2x+2y—6) =2

Hesse-matrix a Py(2,1) pontban:

2,1)  fay(2,1)
H(2,1) = A
:( ) ( fy$(27 1) fyy(27 1)
A Hesse-méatrix determinansa:
det(H(2,1)) =4-2-2-2=8—-4=4

Mivel det(H(2,1)) =4 > 0 ¢és fu,(2,1) = 4 > 0, a fiiggvénynek lokalis minimuma van a (2, 1) pontban.
A lokalis minimum értéke:
£(2,1) =2(2%) +2(2)(1) + (1%) — 10(2) — 6(1) +8
=24)+44+1-20—-6+38
=8+4+1-20—6+8=—5.

Tehat a lokalis minimum: f,;,(2,1) = —5.



8. (7 pont) Legyen D az A(0,0), B(0,1) és C(1,1) cstcst haromszog. Hatarozza meg D-n az f(z,y) =
22 + y? fliggvény kettosintegraljat!
Megoldas:

A D tartomanyt leiré egyenlStlenségek: A(0,0), B(0,1), C(1,1). Az AC egyenes egyenlete y = z, az
AB egyenes x = 0, a BC' egyenes y = 1. A tartomany norméltartomanyként irhato fel: 0 < z <1 és
x <y < 1. (Vagy alternativan: 0 < y < 1 és 0 < z < y.) Az integralast az els§ bejarasi sorrenddel

végezziik:
) //D(alc2 +y%)dA = /01 </zl(m2 —|—y2)dy) dx.

Bels6 integral y szerint:

Kiils6 integral x szerint:

1
/ (m2+14x3> dr =
0 3 3
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Az integral értéke 3.

9. (6 pont) Hatarozza meg a D = {(x,y,2) : 2> +y> + 22 < 1,2 > 0,y > 0,2z > 0} tartomanyon az
f(z,y, z) = \/z fiiggvény harmasintegraljat!
Megoldas:
A gombkoordinatakra attérve x = rsinucosv, y = rsinusinv és z = rcosu, ahol 0 < r < 1,
OSUS%,OS’US%.

// flz,y, z)dedydz = / (/ (/2 r/2 cost/? - 2 sinudv) du) dr =
=0
1 2 % T =
/ / { 5/2 cost/2 ysinw - v dr = — %2 cost/2 usinudu | dr =
r=0 u=0 u:O 2

u=m/2

r=1
/1 _T 52 cos?/?u dr — / T 5/24, — 2mrT/2 _ 2m
ol 2 32 |, 03 o1 |, 21




