6. hazi feladat

1.feladat. Oktaéder esetén:

A lapokat alkoté haromszdgek szogei 7, hiszen minden cstcsban 4 lap talalko-
zik.

Tehat ezen haromszogek teriilete 7.
Legyen ABC' egy lapja az oktaédernek, és O ezen lap kozéppontja, F' pedig az
AB oldaliv felezGpontja.

Ekkor AOF haromszog minden szogét ismerjiik, igy az oldalak konnyen szamit-
hatok. AO = R a koriilirt kor sugara, OF = r a beirt kor sugara.

cos(7) = —cos(3)cos(F) + sin(5) sin(F) cos(r)
Innen cos(r) = \3[ tehat r = 0,61548 = 35°15'52”.
cos(%) = —cos(%)cos(%) + sin(%) sin() cos(R)

Innen cos(R) = ¥2 tehat R = 0,95532 = 54°44'8”.

Dodekaéder esetén:
A lapokat alkoto 6tszogek szé‘)gel =L, hiszen minden csicsban 3 lap talalkozik.
Tehat ezen Otszoget teriilete 5.
Legyen ABCDFE egy lapja az oktaédernek, és O ezen lap koézéppontja, F pedig
az AB oldaliv felez6pontja.
Ekkor AOF haromszg minden szdgét ismerjiik, igy az oldalak kdnnyen szamit-
hatok. AO = R a koriilirt kor sugara, OF = r a beirt kor sugara.
cos(g) = —cos(3) cos(g) + sin(5) sin(F) cos(r)
Innen cos(r) = 0,85 65 tehat r = 0,55357 = 31°43'3”.
cos(§) = —cos(%) 0s(¥) +bln(3)51n(5)cos(R)
Innen cos(R) = 0,794 65 tehat R = 0,65236 = 37°22/39”.

2.feladat. A valasz a Lexell-kor:
Ez egy olyan géombi kor, mely tartalmazza az A és B cstucsok atellenes pontjait.

Bizonyitas:
Legyen AC felezGpontja E, és BC' felezGpontja F.
Legyen tovabba A, B, C mer6leges vetiiletei EF egyenesre rendre: G, H, I.
Ekkor AGE haromszog egybevigd C'IE haromszoggel, valamint BH F' harom-
sz0g egybevagd C'IF haromszoggel.
Ez azt jelenti, hogy ABC haromszog teriilete megegyezik AGH B négyszog te-
riiletével. (atdarabolhato)
Ezek alapjan minden olyan C’ pont, mely CI tavolsagra van EF egyenestol
szintén jo lesz. Hiszen ekkor ABC’ ugyanebbe az AGH B négyszogbe darabol-
haté at.

Igy a keresett pontok halmaza az FF egyenestsl CI tavolsagra 1évé pontok
kozott van, melyek egy gdmbi kort alkotnak. Ezt a kort nevezik Lexell-kornek.

Jelolje A’ és B" az A és B cstcsok atellenes pontjait. Kénnyen lathato, hogy
a Lexell-kor tartalmazza A’ és B’ pontokat.



Ha nem elfajult haromszogeket keresiink csak, akkor ezen kornek az A’'B’
nyilt C-t tartalmazs fve lesz a keresett pontok halmaza. (ennek az ivnek a
tiikrozése az AB egyenesre nyilvan szintén j6 megoldést ad)

3.feladat. Adatok: R = 6367 km
Budapest: K.h. 19°, E.sz. 47°30’
Tokié: K.h. 139°41’, E.sz. 35°41/

Jelolje Budapestet B, Tokiét T', az északi sarkot pedig F. Ekkor a keresett
tavolsag éppen BT iv, melyet E BT haromszogbdl egyetlen koszinusztétellel meg
lehet kapni:

EB =90" —47°30" = 42°30/

ET =90° — 35°41' = 54°19’

BET< =139°41" — 19° = 120°41’

cos(BT) = cos(EB) cos(ET) + sin(EB) sin(ET) cos(BET<) = 0, 15003
Tehat BT = 81°22/16” = 1,42019 = 9042 km.

sin(EB)

in(ETB<) =sin(BET) ———=
sin( <) = sin( q)sin(BT)

— 0, 58966
Tehat ETB< = 35°59'28” = 0, 62816

cos(TBE<) = — cos(ETB<) cos(BET<) + sin(ET B<) sin(BET<() cos(ER)
Innen cos(TBE<) = 0,70768, TBE<( = 44°57'14” = 0, 78459

Legészakibb pontot jeldlje P. Vizsgaljuk a BEP haromszoget:
EPB<=90°, PBE< =TBE< = 44°57'14”
sin(EP) = sin(EB)SnErpe) = 0,47733
Tehat EP = 28°30'40”.
P szélességi koordinataja: E.sz.:90° — 28°30740” = 61°29'20”.
0 = cos(EPB<) = — cos(EBP<) cos(BEP<)+sin(EBP<) sin(BEP<) cos(EB)
0, 70768 cos(BEP<) = 0,52091 sin(BEP<)
tan(BEP<) = 1, 35854, tehat BEP< = 53°38'37”
19° + 53°38/37” = 72°38'37” Ebbgl P hosszisagi koordinataja: K.h. 72°38'37”.

Mivel mindkét varos az északi félgdmbon van, igy a legdélibb pont biztosan
az egyik végpont kell legyen. Tehat az utvonal legdélebbi pontja Tokié.

4.feladat. A gombharomszog csicsai:
Budapest: E.sz.47°30', K.h.19°
Moszkva: E.sz.55°45, K.h.37°37’

New York: E.sz.40°43', Ny.h.74°

Jelolje Budapestet B, Moszkvat M, New Yorkot N, az északi sarkot pedig E.
R = 6367 km

EB =90" —47°30" = 42°30

EM =90° — 55°45’ = 34°15’

EN =90° —40°43' = 49°17

BEM< = 3737 —19° = 18°37'
BEN< =74"+19" =93



MEN< =74+ 3737 =111°37

cos(BM) = cos(EB) cos(EM) + sin(EB) sin(EM) cos(BEM<) = 0,96976
Tehat BM = 14°7'38” = 0, 24657 = 1570 km.

cos(BN) = cos(EB) cos(EN) + sin(EB) sin(EN) cos(BEN<) = 0,45414
Tehat BN = 62°59'25” = 1,09939 = 7000 km.

cos(MN) = cos(EN) cos(EM) + sin(EN) sin(EM) cos(MEN<) = 0, 38205
Tehat MN = 67°32'217 = 1,17878 = 7505 km.

Ismerjiik BM N héaromsz6g minden oldalat, igy szogek kdnnyen szamithatok:
MBN< =105°33'59" = 1,84248

BMN< =68°13'59” = 1,19089

MNB< =14°44'22” = 0,25725

Tehat a gdbmbi haromszog teriilete:

T = (MBN<+ BMN< + MNB< — 7)R? = 0, 14903R? = 6041373 km?

Jelolje a BM, BN, M N egyenesek legészakibb pontjait rendre Py, Ps, Ps.

. . sin(EM)
EBM<«) = BEM<Q)————+ =0,73611
sin( <) = sin( <) sin(BM) ,
Tehat EBM< = 47°24'44” = 0,82731
EP,B<1=90°, EBPi<< = EBM<« = 47°24'44”

sin(EBP;<)

in(EP,) = sin(EB)——— 2
sin(BPy) = sin( )sin(EP1B<I)

=0,4974

Tehat EP; = 29°49'41” = 0,5206 = 3315 km.
Hasonl6an kiszamolhat6 a masik két keresett sugar:
EP, =35°1'37" =0,61134 = 3892 km

EP; =25°24'44” = 0, 44353 = 2824 km

Ebbdl latszik, hogy ha P; az M N szakasz belsejébe esik, akkor az a keriilet
legészakibb pontja:
Ps szélességi koordinatdja: E.sz.:90° — 25°24’44” = 64°35'167.

sin(EM)

sin(ENM<«) = sin(MEN<) Sn(VM)

—0,56617
ENP3<q=ENM< = 34°29'1"

0 = cos(EP3sN<) = — cos(EN P3<) cos(N EP3<t)+sin(EN P3<1) sin(N EP3<t) cos(EN)
0, 82429 cos(NEP3;<t) = 0, 36932 sin(N EP3<)

tan(NEP3<() = 2,23189, tehat NEP;<t = 65°51'55”

74° — 65°51’'55 = 8°8'5”

Ebbdl P; hossziisagi koordinataja: Ny.h. 8°8'57.

Mivel mindhdrom varos az északi félgdbmbon van, igy a keriilet legdélibb
pontja csak egy végpont lehet: New York.

5.feladat. Feuerbach — kor: A haromszog oldalainak felezGpontjai, magassa-
gainak talppontjai és a magassagpontot a cstucsokkal Gsszekots szakaszok fele-
zépontjai egy korén vannak. Ennek a kdrnek a kbézéppontja felezi a magassag-
pontot és a haromszog koré irt kor kdzéppontjat Osszekots szakaszt. Sugara a




haromszog koré irt kor sugaranak a fele.

Bizonytas: Legyen O pont a vonatkoztatasi pontunk, ez az oldalfelezé me-
r6legesek metszéspontja. Jeloljiik az oldalfelezd pontokat F,, Fy, F.-vel, a ma-
gassagok talpontjait T,, Tj, T.-vel, a magassdgpontot a csiicsokkal &sszekdtd
szakaszok felezGpontjait pedig M;, M,, Ms-mal. Igy OA=a, OB=b, OC=c,
OFa = a’, OFb = b/, OFC = C/, OM1 = a”, OM2 = b//, OM& = C/I.

M a magassagpont, m = a + b + c¢. F-bdl az F,-ba mutat6 vektor a’ — f =

atb _ atb4c _ —a ha _ - /£ _m+4c _m __ a
5 o =5 by bol Mi-be mutatd vektor a f= 5 = = 3.

Igy F, és M, rajta vannak egy F kozéppontt koron, és a koztiik 1évé szakasz
a kor egy atmérsjét adja. A T, pontbol az Fy, M, szakasz derékszog alatt latszik,
igy Thalesz-tétele alapjan T, is rajta van a koron. A masik két ponthédrmas ha-
sonlban vizsgalhato.

Feuerbach — tetel: A Feuerbach-kor érinti mindharom hozzairt korét a ha-
romszognek, és beliilr6l érinti a beirt kort.

Feuerbach — gomb: Egy magassagpontos tetraéder kovetkezd 12 pontja egy
gémbon helyezkedik el: a lapok silypontjai, a lapok magassagpontjai, és a csi-
csokat a magassagponttal 0sszekotd szakasz magassagponthoz kozelebbi harma-
dolopontjai. A gémb kdzéppontja a magassagpont és a koriilirt gomb kozép-
pontjat 6sszekots szakasz magassdgponthoz kdzelebbi harmadolépontja, sugara
a koriilirt gobmb sugaranak harmada.

Bizonytas: http://mtkacz.republika.pl/spherel2.html



