1. hazi feladat

1.feladat Vetitsiik le azt kockat, amin a maéasikat 4t akarjuk tolni egy testat-
16jara merdleges sikra. Jelolje a kocka élhosszét a.

A kocka vetiilete szimmetria miatt egy szabalyos hatszog lesz.
Egy kocka testatlojanak, és egy tetszGleges élének bezart szogét jeldlje a.

coso = @
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Ezt konnyen lathatjuk példaul, ha azt a egységkockat tekintjiik, melynek egyik
cstcsa az origd, és oldalai parhuzamosak a koordinata tengelyekkel.

Itt egy atlo, és egy oldal skalarszorzata:
(1,1, 1) (1,0,007 =1 =+V3cos
Tehat a kocka egy oldalanak bezart szoge a vetitési sikkal (90° — «)
G
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Tehat a kapott szabalyos hatszog oldalhossza @a.

A hatszog beirt korének sugara tehat:
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cos(90° — o) =

Ebbe a korbe bele lehet rajzolni egy a oldalhosszt négyzetet ugy, hogy az telje-
sen a hatszogon beliil legyen.

Ha ezt a négyzetet tekintjiikk a masik kocka merdéleges vetiiletének a sikra,
azzal bizonyitottuk, hogy lehetséges a feladatban leirt parhuzamos eltolas.

2.feladat

(a) Ptolemaiosz tétele: Legyen ABCD egy hirnégyszog. Ekkor:
|AB| - |DC| + |BC|-|AD| = |AC| - |BD|
Bizonyitds (c) feladatban.

(b) Igaz a tétel megforditasa is.
Bizonyitds (c) feladatban.

(c) Ptolemaiosz egyenlétlenség: Legyen ABCD egy konvex négyszig.
Ekkor:
|AB| - |DC|+ |BC|-|AD| > |AC| - |BD|

Az egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha ABC D htrnégyszog.

Bizonyitas:
Legyen X egy olyan pont BD atlon, melyre X AB< = DAC<K.



Legyen Y egy olyan pont AC atlén, melyre Y BA< = DCA<.
Tovabba legyen AX és BY metszéspontja E.

Ekkor ABE és ACD haromszogek hasonloak. 2 szdgben megegyeznek

|AB|  |BE| |AE|
[AC| ~ |CD| ~ |4D|

= |AB|-|CD| =|AC| - |BE]

Tovabb4d AED és ABC is hasonlbak, mivel megegyeznek 2 oldaluk ara-

nyaban, és ezek kozrezart szogében: ‘l’:g" = —llﬁgl és BAC« = EAD<«.
|AD| |ED|
—— =-—-—=1|AD|-|BC|=|AC|- |ED
|AC|  |BC| |AD] - |BC| = |AC]- |ED)|

A két egyenletet Gsszeadva:
|AB| - [DC| + |BC| - |AD| = |AC| - (|BE| + |EDI) = [AC| - |BD|

A haromszog egyenlGtlenség miatt az egyenléség akkor és csak akkor telje-
siil, ha B, E, D egy egyenesre esnek. Vegyiik észre, hogy ez pontosan azt
jelenti, hogy DBA< = DCA«.

Tehat egyenlség akkor és csak akkor teljesiil, ha DA szakasz azonos szog-
ben latszik B és C' csiicsokbol, tehat ABC D hirnégyszog.

3.feladat Jeloljék az A, B,C, D, M, N pontok helyvektorait rendre: a, b, c,d, m, n.
Tovabba a téglalap oldalvektorai legyenek: v=d—a=c—b,w=b—-a=c—d.
Ezekkel a jelolésekkel rendezziik 4t a feladat allitasat:

AM - AN +CM-CN = BM - BN + DM - DN

(m—a)(n—a)+ (m—c)(n—c) = (m—b)(n—b)+ (m—d)(n—d)
Ezt az egyenletet kifejtve és atrendezve:
a?+c?-b?-d®*=(at+c—b-—d)(m+n)
Ezen egyenlet bal oldala 0, mivel:
a?+c2-b? -d’=a?+(b+v)? -b?*-(a+v) =2b-a)v=2wv=0

Felhasznaltuk, hogy v | w, igy skalarszorzatuk 0.
Az egyenlet jobb oldala szintén 0, mivel:

(a+c—b—-d)=(c-b)—(d—-a)=v—-v=0

4.feladat Hasznaljuk a kovetkezs jeloléseket:
u=AB = (2,-1,-3)T

v=A4C =(3,-1,-2)T

w=AD=(z+4,8 ~7)T

Szamitsuk ki a tetraéder térfogatat kétféleképpen:

m  |juxv|6V3 3V3
VABCD:TABC§:| 5 | T =5 2v/3 =9



Mivel u, v, w balrendszert alkot, ezért az uvw vegyesszorzat negativ.
Emiatt a térfogat:

1 1
Vapep = 6(—uvw) = 6(:1: +51)

A két egyenletet Osszeolvasva:

1
Vagep = 6(1‘4—51) =9

Tehat: x =3

5.feladat

(a)

Jelolje a két megadott egyenest rendre e és f. A keresett transzverzalist
jelolje g és a metszéspontokat rendre E, F'. Ekkor:

E=(5-3a,7+7a,2+ 2a)"

F = (3—2b,14+3b, -3 +b)"

ﬁ:cv,tehat:
3a —2b—2 c
ETZ 3b—Ta+7| = | —6¢
b—2a—5 2¢

Az egyenletrendszert megoldva: a = —2,b = —3,¢ = —2.
Metszéspontok: E = (11,-7,-2)T, F = (9,5, -6)T

g egy altalanos pontja: F + tv, tehat g egyenlete:
r=114t,y=—-7—6t,z2=—-2+2t

Legyen a két kitérs egyenes paraméteres egyenlete:

(A+1tv) és (B + kw), ahol A, B a két egyenes egy-egy rogzitett pontja,
v, w az irdnyvektorok, ¢, k pedig paraméterek.

Ekkor a felez6pontok koordinatéai:

(A+tv)+ (B+kw) (A+B)

= +tr
2 a 2 2

w
k—
+2

Ez a ponthalmaz a v, w vektorok altal generalt altér eltoltja @ vek-
torral.

Mivel a két egyenes kitérd, igy v, w linearisan fiiggetlenek, tehat az altaluk
generalt altér kétdimenzios.

A keresett ponthalmaz tehat egy sik, melynek @

mélvektora v x w.

egy pontja, és nor-



