2. hazi feladat

1.feladat

(axb)lexd)(exf)=(axb)[(cxd)x(exf)]=

= (a x b)[e(cdf) — f(cde)] = (abe)(cdf) — (abf)(cde)

2.feladat

(a)

Legyen a két adott pontunk helyzete A = (0,0), B = (1, 0), tovabba legyen
a tavolsagok aranya A > 0.
Keressiik azon P = (z,y) pontok halmazat, melyekre:

MAB| = |BE|
W2 +y2=/(z—1)2+2
N2+ X227 =22 — 20 4+ 144
N —Da? 422+ N —1)y2 =1

Ha X\ = 1, akkor a keresett ponthalmaz: 2z = 1 az AB szakasz felez6me-
réleges egyenese. Ha \ # 1, akkor tudunk osztani (A% — 1)-el:
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Innen koénnyen leolvashaté, hogy a keresett ponthalmaz egy kor, melynek
kozéppontja (—ﬁ,O), sugara pedig |ﬁ|

Ez az Appolléniusz kor.

3 dimenzi6ban:
Legyen: A = (0,0,0)T, B = (1,0,0)7, tovabba a tavolsagok ardnya A > 0.
Keressiik azon P = (z,y,2)T pontok halmazat, melyekre:

M2 +y2+ 22 = Ve —1)2+y2+ 22
Na? + 022 0222 =22 — 20+ 14 P + 22
N =D +22+ N = Dy2 + (N2 —1)2 =1
Ha X\ = 1, akkor a keresett ponthalmaz: 2z = 1 az AB szakasz felez6me-

réleges sikja. Ha A\ # 1, akkor tudunk osztani (A2 — 1)-el:

z® + c+y’+2° =

A2—1 A2 -1
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Innen kénnyen leolvashaté, hogy a keresett ponthalmaz egy gémb, mely-

nek kdzéppontja (— 2+, 0,0)7, sugara pedig [ 25|-

(c) Jelolje a két egyenesiinket e, f.
Legyen e egyenes: y =0

leset: e f
Ekkor f egyenes egyenlete legyen: y +1 =0
Keressiik azon P = (z,y) pontok halmazat, melyekre:

A-d(P,e) = d(P, f)

ANyl =ly+1]= 1+ Ny=-1

Innen leolvashaté, hogy a megoldashalmaz 2 parhuzamos egyenes, ha
A # 1 és egy egyenes, ha A = 1.
2.eset: e lf f
Legyen e és f metszéspontja az origd, és bezart szogik a.
Ekkor f egyenes egyenlete legyen: ycosa = zsina
Keressiik azon P = (z,y) pontok halmazat, melyekre:

A-d(P,e) = d(P, f)

My| = |y cosa — xsina|
(cosa+ Ny = zsina

Tehat a megoldashalmaz két metsz6 egyenes.
Megjegyzés: Ha X\ =1 akkor ez a két eqyenes merdleges.

(d) Jeldlje a két egyenesiinket e, f.
Legyen e egyenes az z-tengely: y =2z =0
Keressiik azon P(z,y,z)T pontok halmazat, melyekre:

)‘d(Pve):d(P’f)

leset e fésA=1
Legyen f egyenes: y=1,2=0
Ekkor a megoldashalmaz egy sik: y = %

2eset el fesA#£1
Legyen f egyenes: y=1,2=0
Tekintsiink egy olyan sikot, amely merdleges e, f egyenesekre. Ekkor
a feladat két ponttol mért tavolsdgok ardnya allandé egy sikon. Ez
2/a feladat alapjan egy kor.
Tehat a megoldashalmaz egy végtelen hengerfeliilet.



3.eset e és f metsz8 egyenesek, és A =1
Legyen f egyenes: ycosa = zsina,z =0

d(P,e) =d(P, f)

V2 + 22 = /(ycosa — zsina)? + 22
Négyzetre elemelés, és dtrendezés utan:

((z cosa + ysina)? = 22

rcosa +ysina = £x

Tehat a megoldashalmaz két mergleges sik.

4.eset e és f metsz$ egyenesek, és A # 1
Legyen f egyenes: ycosa = zsina,z =0

X-d(Pe) = d(P, f)

M2+ 22 =+/(ycosa — zsina)? + 22
Megoldashalmaz egy végtelen elliptikus kuap.




5.eset e és f kitérs egyenesek, és A =1
Legyen f egyenes: ycosa = zrsina,z =1

d(P,e) =d(P, f)

V2 +22 =/(ycosa —zsina)? + (z — 1)2

Megoldashalmaz egy hiperbolikus paraboloid.

X

6.eset e és f kitérs egyenesek, és \ # 1
Legyen f egyenes: ycosa = zsina,z =1

A-d(P,e) = d(P, f)

M1y2+22=/(ycosa —zsina)? + (z — 1)2

Megoldashalmaz egy egykopenyt hiperboloid.




3.feladat
Newton-tétel: FEgy érintdnégyszog beirt korének kozéppontja, és az dtlok
felezépontjai egy egyenesre esnek.

Legyen ABCD egy tetszéleges érinténégyszog. Jelolje AC és BD atlok
felez&pontjait rendre E, F, a beirt kor kézéppontjat pedig O.

Ha ABCD rombusz, akkor £ = F' = O.

Ha ABCD nem rombusz, akkor feltehetjiik, hogy AB }f DC.

Legyen ekkor X az AB és DC egyenesek metszéspontja.

Tegyiik fel, hogy |BX| < |AX] és |CX| < |DX]|.

Legyen Y az a pont az AX szakaszon, melyre: XY = Eél)

Legyen Z az a pont a DZ szakaszon, melyre: ﬁ = C@

D

Legyen Tapcp
Tpap +Tpcp =

= k. Keressiik meg azon P pontok halmazat, melyekre:
k
2

5= Tpap +Tprcp =Tpxy +Trxz =Tpxvyz =Tpyz +Txvz

Vegyiik észre, hogy T'xy 7z értéke fix, mivel X, Y, Z nem fliggenek P vilasztasatol.
Tehat a keresett P pontok halmazat igy irhatjuk le:

k

Tpyz = 5~ Txyz

Tehat Tpyz konstans. Az ilyen P pontok halmaza egy Y Z-vel parhuzamos
egyenes. Newton egyenes

Ezek utan elég megmutatni, hogy F, F, O rajta vannak ezen az egyenesen:

Trap +Trcp = §TCAB +Tacp =

N N

1
Trap +Trep = iTDAB +Tgcp =

1 1 k
Toas +Tocp = §T(AB +CD) = ir(CD + DA) = 5



4.feladat Jeldlje a,b, ¢, d egyenesek irAnyvektorait rendre a, b, c, d.
A feladatot vektorokkal megfogalmazva:

(axb)-(ecxd)=(axc) (bxd)=0

Be kell latni, hogy ekkor: (a x d)- (b x ¢) =0
Hasznaljuk a Lagrange-azonossagot:

(axb)-(cxd)=(ac)(bd) — (bc)(ad

(axc)-(bxd)=(ab)(cd) — (bc)(ad)

(axd)-(bxc)=(ab)(cd) — (bd)(ac
(axd)-(bxc)=(axc)-(bxd)—(axb) - (cxd)=0

5.feladat Legyenek a Py, P», P3, Py, M, N pontok helyvektorai rendre:
a,b,c,d, m,n.
P M . P3N
= es =
Mp, 0 Np T

tehat:

m—a=+(b—m)

n—c=-v(d—n)
Jelolje (Py, Py, Ps, Py), (P1, Ps, M, N),(Py, Py, M, N) pontnégyesek silypontjai
rendre: 57,55, 53, helyvektoraik: sq,s9,s3

at+b+c+d
81:7
4
at+c+m-+n
52:—
4
b+d+m+n
SBETT

Elég belatni, hogy 5557 és 5153 vektorok parhuzamosak.

5251251_S2: (b_m)+(d_n)
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Tehat S7,S2,.55 pontok egy egyenesre esnek, és az osztasi ardny:
51553
S58,

Jelolje a pontnégyesek &ltal meghatarozott tetraéderek koriilirt gémbjeit

rendre: Q1,Q2, Q3

Nem igaz, hogy Q1,Q2,Q3 is egy egyenesre esnének. Bizonyitashoz elég egy
ellenpélda:

P, =(0,0,007, P, = (1,0,0)", P; = (0,1,0)", P, = (0,0,1)T é¢s vy =1
Ekkor: M = (1,0,007,N = (0,1, )T

Innen a gombok kdzéppontja:

111\ 11 \" 31 3\"
Q1_<27252> 7Q2_<4a270> aQ3_<47474)

Lathato, hogy @1, Q2, Q3 nem esik egy egyenesre.



