3. hazi feladat

1.feladat Tegyiik fel, hogy a haromszdg minden szoge legfeljebb 120°.
Jelolje P azt a pontot az ABC héromszogben, amelybdl mindhérom oldal 120°
szogben latszik, és legyen X a sik egy tetszSleges pontja.

Legyen tovabbé i, j,k rendre PA, PB, PC irdnyokba mutaté egységvektorok.

|PA| = PA.i=(PA—PX) i+ PX-i<|PA— PX|+PX-i
Hasonléak ad6dik:

\PB| < |PB — PX|+ PX -jés |PC| < |PC — PX|+ PX -k
A hérom egyenlétlenséget Ssszeadva:

|PA|+|PB|+|PC| < |[PA— PX|+|PB—PX|+|PC — PX|+PX -(i+j+k)

—
PA — 1?() = ﬁ, tovabbé ha i, j,k egymassal 120° szdget zédrnak be, akkor
i+j+ k=0, igy a kovetkez6t kapjuk:

o
[PA| + |PB| +|PC| < |AX| + [BX| +|CX|
Ezzel bizonyitottuk, hogy P pont éppen a keresett izogonalis pont.

Ha a héaromszogben van 120°-nal nagyobb szog, akkor nem létezik olyan
pont, amelybdl mindharom oldal 120° szdgben latszik.
Legyen v > 120°.
Ekkor modositsuk az el6z8 szamolast agy, hogy legyen k = —(i+j), és P =C
Mivel i, j legalabb 120 fokos szdget zarnak be, ezért |k| < 1.

0=|PC| < |PX|+PX -k=|CX|+ PX -k
\PA| + |PB| + |PC| < |AX| + |BX| +|CX|

Ami bizonyitja, hogy a keresett pont éppen C' cstics.

Szerkesztés menete:
Rajzoljunk szabalyos ABR, BC' P, C'AQ haromsziogeket az oldalakra kifelé. Ek-
kor AP, BQ,CR egyenesek egy pontban metszik egymast, és ez a pont az izo-
gonélis pont.

Bizonyitas:
Legyen F' az RC és B( egyenesek metszéspontja.
Konnyen lehet latni, hogy RAC és BAQ héaromszogek egybeviagok. Emiatt
ARF< = ABF< és AQF < = ACF<. Ami azt jelenti, hogy ARBF és AQCF
hturnégyszogek.
Mivel hurnégyszogek, és ismerjik egy-egy 60°-os szogiiket, ezért AFB< =
AFC<« = 120°. Tehat BFC<« = 120°. Emiatt BFCP szintén hurnégyszog,
tehat BF P< = BCP< = 60° ami bizonyitja, hogy P, F, A egy egyenesre esnek.



2.feladat

(a)

Hegyesszogti haromszogben a minimalis keriiletd beirt hdromszog a talp-
ponti haromszog.

Bizonyitas:

Legyen ABC egy tetsz6leges hegyesszogi haromszog, és A’B'C’ egy mi-
nimélis keriiletii beirt haromszoge A BC-nek.

A’ e BC,B' € AC,C' € AB

Legyen A’ tiikorképe b és c oldalegyenesekre rendre D, E

Legyen DFE egyenes metszéspontja b, c egyenesekkel: B” C”.

Ekkor K(A'B”C”) = |DE| < K(A’B'C")

Mivel A’ B’'C’-rél feltettiik, hogy minimalis beirt hdromszog, ezért egyen-
16ségnek kell teljesiilni, ami csak gy lehetséges, ha B’ = B” és C' = C”.

Vegyiik észre, hogy ADE haromszoégben:

|AD| = |AE| = |AA'| tovabba DAE< = 2a.

Tehat |DE| éppen akkor minimélis, ha AA’ minimalis, ami ezt jelenti A’
éppen az A-bol induldé magassag talppontja.

Ugyanezen gondolatmenet alapjin B’, C’ szintén talppontok.

Ha ABC nem hegyesszogi, akkor nem létezik minimélis beirt haromszog,
de adhat¢ éles also korlat a beirt haromszogek keriiletére:

Legyen o > 90°, A’ az A-bol indulé magassag talppontja.

Ekkor a beirt haromszogekre egy éles also korlat 2| AA’|

Egy adott ABCD konvex négyszog esetén az a P pont, amelyre a csu-
csoktdl mért tavolsagok Osszege minimalis az atlok metszéspontja.

Bizonyitas:

A sik egy tetszsleges P pontjara:

|AP|+|PC| > |AC], ahol egyenl@ség pontosan akkor all fenn, ha P € AC
|BP|+|PD| > |BD|, ahol egyenl&ség pontosan akkor &ll fenn, ha P € BD
Tehat:

|AP|+ |BP|+ |CP|+ DP| > |AC| + |BD|, és egyenl6ség pontosan akkor
all fenn, ha P € ACN BD

Legyen ABCD egy adott konkiv négyszog, amelyben a D cstcsnal van
a tompaszog. Ekkor az a P pont, amelyre a cstcsoktol mért tavolsagok
Osszege minimalis az a D csucs.

Bizonyitas:

Legyen P egy tetszbleges pont a sikon, és tegyiik fel, hogy D cstics benne
van az APB szogtartomanyban.

Ezt az dltaldnossdg elvesztése nélkil nyilvin feltehetjik

Ekkor: |PA|+ |PB| > |DA| + |DBj

Tovébba |PC| + |PD| > |CD|

Tehat: |PA|+ |PB|+ |PC|+ |PD| > |DA| + |DB| + |DC|



3.feladat Legyen ABC' egy tetszlleges hiromszog, legyen a beirt kor kozép-
pontja O, és az a, b, c oldalakhoz hozzairt korok kozéppontja rendre A’, B/, C'.

Ekkor jol ismert tétel, hogy ABC haromszog szogfelezsi magassidgegyenesek
A’'B'C’ haromszogben. Ezt a tételt haszndljuk a szerkesztésekhez

(a) Legyen A € ey. A szerkesztés 1épései:

— Allitsunk merélegest A csticsban e;-re.

— Az igy kapott egyenes metszéspontjai es, e3 egyenesekkel megadjak
rendre B’, C’ pontokat.

— Allitsunk merélegest B’ csticsbol e3 egyenesre. Ennek a metszéspont-
ja e1 egyenessel megadja A’ pontot.

— Az A’B’C’ haromszogben a szerkesztés miatt trivialis, hogy e, es, €3
magassagegyenesek, tehat a talpponti hiromszoég éppen megadja a
keresett ABC haromszoget.

(b) A szerkesztés lépései:

— Vegylink fel egy tetszbleges A* € e; pontot.

— Az (a) feladat alapjan szerkessziik meg azt az A* B*C* haromszoget,
melyben ey, es, eg szogfelezdk.

— Ezt a haromszoget kozéppontosan nagyitva O pontbél tgy hogy az
oldalak érintsék S kort megkapjuk a keresett ABC haromszoget.

4.feladat
a) ElGszor szerkessziik meg azt a () pontot, melyre:
g
05300 ° 041150 — Q15°

Az O105Q haromszogbdl 2 pont adott, valamint ezen oldalon fekvé mind-
két szoget ismerjiik, {gy @ konnyen szerkeszthetd:

0201Q<I = 157.5°

0102Q<I = 15°

A keresett transzforméacio:
03—600 o 02—30O ° 04115o _ 03—600 o QISO _ P7450

Az O3QP haromszogbdl 2 pont adott, valamint ezen oldalon fekvé mind-
két szoget ismerjiik, igy P konnyen szerkeszthet6:

O3QP<1=175°

PO3Q< = 150°

A feladatban szerepld dsszes forgatds szdge szerkeszthetd szdg, tehdt ezen
hdromsziogek megszerkeszthetdek.



(b) Harom egymaéssal szoget bezaro tiikrozés kompozicidja csusztatva tikro-
768.
Fixegyenes szerkesztése:

Jelolje ezt a csusztatva tiikkrozést T.

Vegyiink fel két tetszéleges pontot P, Q a sikon.
Szerkessziik meg P’ = T(P) és Q' = T(Q) pontokat.

— PT(P) és QT(Q) szakaszok felezGpontjai a tengelyre kell essenek,
tehat ezen két pont meghatarozza T fixegyenesét.

5.feladat Jelolje T,, Ty, T, az oldalakra val6 tiikrozést.
Ekkor a feladat T := T .T,T.T,T. T} egybevagdsdg meghatarozasa.

Tegyiik fel, hogy a haromszognek ABC' egy negativ korbejarasa. Ekkor:
T.T, = A% és T, T, = B~'2°° forgatasoknak felelnek meg, tehat:
T — A60° B—120° 460°

Mivel T elgall 3 forgatas kompozicidjaként, ahol a forgatasok szogosszege 0,
ezért T egy eltolds. Az eltolas vektoranak meghatérozasahoz célszeri B’ pontot
vizsgalni, ami B pont b-re vett tiikorképe:

T,(B')=B

T.T,T.T,(B')=B

T,T.T,T.T,(B') = B, tehat:

T(B') = T(B'), ami épp /3| AB|-al tolja el B’ pontot c-re merdlegesen.

Tehéat T egy eltolas ¢ atfogora merélegesen /3| AB|-al.



