Matematika A3 gyakorlat
Energetika és Mechatronika BSc szakok, 2016/17 tavasz

1. feladatsor: Vektorfiiggvények derivalasa (megoldas)

1. Tekintsiik azt az L : R? — R3 linedris leképezést, ami az (1,0) vektort az (1,0, —2) vektorba,
a (0,1) vektort pedig a (—2,10,—1) vektorba viszi. Mi a matrixa a standard bazisban?
Tekintsiik R%-ben az (2,1) és (3, —2) vektorokat, R3-ben pedig az (—3,2,—3), (-2, 3, 3)
és (2,2, 3) vektorokat. Ellendrizziik, hogy ezek ortonormalt bézisok és frjuk fel L matrixat
ezekre nézve is.

Megoldds. A standard bézisban a matrix

1 =2
0 10
-2 -1

A megadott vektorok /32 + 42 = 5 és v/12 + 22 + 22 = 32 miatt egységnyi hossziak. 3-4+
4-(=3)=06s (=1)-(=2)+2:1+(=2)-2=(=1)-2+42-24(=2)-1 = (=2)-2+1-2+2-1=0
alapjan paronként ortogonalisak, igy linearisan fliggetlenek. Szamuk a dimenziéval egyezik
meg, igy tehat bazist is alkotnak. A leképezés matrixa az 0j bazisban

-1

-3 =3 § L =215 4 [
% % 2 0 10 lg 53] =12 —4].
2 2 1 5 5

—20 2 o | TRl 4 -3

2. Tegyiik fel, hogy egy M matrix antiszimmetrikus része

0 3 -2
A=|-3 0 -1
2 1 0

Hatdrozzuk meg OMO™! antiszimmetrikus részét, ha

a) O az x — y sikra valé tiikkrozés matrixa,;

b) O az x tengely koriili « szogli forgatas matrixa.

Hogyan valtozik az antiszimmetrikus részbol képzett vektor a két esetben?

Megoldds. O mindkét esetben ortogonalis, tehdt OMO~! = OMO? antiszimmetrikus része
OAOT. Az els6 esetben az 1j antiszimmetrikus rész

10 070 3 =21t o 0o]" [o 3 2
01 0 -3 0 =110 1 O =|-3 0 1},
00 -1 2 1 0 00 -1 -2 -1 0
a masodikban pedig
1 0 0 0 3 =211 0 o 17"
0 cosa —sina| [-3 0 —1| |0 cosa —sina
0 sina cos« 2 1 0 0 sina cosao
0 3cosa+2sinae —2cosa + 3sina
= |—3cosa — 2sin« 0 —1
2cosa — 3sin o 1 0

Az els6 esetben a vektor a z tengelyre tiikrozodik, a masodikban pedig az x tengely kortil
a szoggel elfordul.



3. Legyen f: R* - R, f(z,y,2) = 1(z* 4+ y* + 2?). Hatdrozzuk meg a grad f vektormez&t és
a A f skalarmezot.

Megoldas.
_(9F 9F OF)\ _
gradf(m,y,z) - <85L" 3y7 82) - (.T,y,Z).
) B 02f O f  O°f B
divgrad f = 92 + P + 5.2 = 3.

4. Legyen fi(z,y) = e"cosy és fo(x,y) = €*siny. Szamoljuk ki a grad fi, grad fo vektorme-
z6ket és a A fi, A fy skalarmezoket.

Megoldas.

grad fi(x,y) = (e” cosy, —e” siny)
grad fo(z,y)
div grad fi(z,y)

(e” siny, e” cosy)
=e"cosy —ecosy =0
divgrad fo(z,y) = e"siny — e“siny = 0
5. Legyen f : R, — R differencidlhaté fiiggvény, és legyen v(z,y, z) = f(vV22 + y2)(—yi+zj).
Bizonyitsuk be, hogy rot v minden pontban parhuzamos a k vektorral és nagysaga csak a
z tengelytol mért tavolsagtol fligg.

Megoldads. Szamoljuk ki a rotaciot:
i i K
rotv(z,y,2) = Oy Oy 0,
—yf(Ver+y?) xof(Vet+y?) 0
0 9,
=~ (af (o)) i+ o (—uf(fe )
0 0
n (a (o2 +00) + o (~ust )+ y2>)> k
— (2 4 s (e )

= <2f(\/x2 +y?) + \/x2 + y2f’(\/x2 + y2)) k

6. BEgy v vektormezd rotaciéja rot v(z,y, 2) = (y° — 2zy2)i + (—2222)j + (22° + y2?)k. Irjuk
Megoldds. O tiikrozés, tehat a tanultak szerint az 0j vektormezo Or pontbeli rotacidja
ugyanaz, mintha az eredeti r pontbeli rotaciéora a —O forgatast alkalmaznank. Tehat fel
kell cserélni az els6é két komponenst, ellentettjére valtoztatni a vektort és xz-et y-nal fel kell
cserélni: rot(O ovo O V) (x,y, 2) = 2y22i + (=23 + 2zy2)j + (—21° — 22?)k.

7. Bizonyitsuk be az alabbi Leibniz-szabalyokat:

a) grad(fg) = (grad f)g + fgradg

b) A(fg) = (Af)g +2(grad f) - (grad g) + f(Ag)
Megoldads. A gradiens ¢. komponense:

0
axi(f(xl,...,xn)g(xl,...,xn))
(0 0
— axif(xl,...,xn) g(x1, .. xn) + fag, . xy) &Big(xl,...,xn) ,



ez valoban (grad f)g + f grad g i. komponensével egyenlé.

n 62 n 32 af ag 82
50 = (3 ) o 25w+ (a2

1975 i—1

1

Tovabbi gyakorlé feladatok

8. Szamoljuk ki a stk a szogii forgatasanak R(«) matrixat és ellenérizziik ennek segitségével a
szogfiiggvényekre vonatkozd addiciés képleteket. Legyen A egy lineéris leképezés (2 x 2-es)
matrixa a standard bazisban. Hogyan valtozik az antiszimmetrikus rész matrixa, ha az «
szoggel pozitiv irdnyban elforgatott bazisban frjuk fel? Es ha a két bazisvektort felcseréljiik?

Megoldds. (1,0) képe (cosa, sin «), (0,1) képe (—sina, cos a), tehét

R(a) = [
R(a+ ) = R(a)R(f) miatt
[cos(oc +5) —sin(a+ B)] _ [cos a —sin a] [cosﬁ — sin 6]

sin(fa+ )  cos(a+ ) sinaw  cosa | |sinfB  cosf

cosa —sina
sinaw  cosa |

_|cosacos B —sinasin 8 —sinacos S — cos asin
~ |sinacos B+ cosasin3  cosacosf —sinasin3 |’

ami az addiciés képletekkel ekvivalens.

Ha O ortogonalis matrix, akkor az O oszlopaibdl képzett bazisban ugyanennek a leképe-
zésnek a matrixa O7'AO = OTAO. Ha A antiszimmetrikus része A,, akkor OT AO anti-
szimmetrikus része OT A,,0. A 2 x 2 antiszimmetrikus matrixok egydimenziés vektorteret
alkotnak, X +— OTXO linearis leképezés, tehat elég egy nemnulla elem képét megnézni.
Az elforgatott bazisndl O = R(«), tehét

10 —1 B 0 —sin’a —cos?a| [0 —1
R(a) [1 0 R(a) = sin? a + cos? « 0 1 o0

vagyis az antiszimmetrikus rész nem valtozik. Ha a két bazisvektort felcseréljiik, akkor
hasonléan

HE o | R K

tehat az antiszimmetrikus rész az ellentettjére valtozik.

9. Legyen f : C — C analitikus fiiggvény, és definidljuk az fi, fo sikbeli skalarmezcket a

kovetkezé médon: fi(z,y) = Re f(x 4+ iy) és fo(x,y) = Im f(z + iy). Bizonyitsuk be, hogy
grad fo minden pontban grad f; elforgatottja m/2 szoggel, és Af; = Afs =0.
Megoldas. Eloszor komplex egyiitthatos polinomokra latjuk be az allitast. Mivel a szereplo
differencidloperatorok és az elforgatas linearis leképezések, elegendé a polinomok vektorte-
rének egy R feletti bazisara belatni az allitast. Valasszuk ennek az f(z) = az" polinomokat,
aholn € N, a € {1,i}. Han = 0, akkor mindkét fiiggvény konstans, tehat mar a gradiensek
is nullvektorok, ha viszont n > 1, akkor az els6é esetben

9, d
grad fi(x,y) = (81‘ Rea(z +iy)", a9 Rea(z + iy)”,)

= Re (an(:c +ay)" " dan(z + Z’y)nfl)
= (n Rea(z +iy)"", —nIma(z + iy)n_1>



10.

11.

éS
rad fo(z,y) = | =— Ima(z +iy)", — Ima(x + iy)"
g 20T, Y 9 Yy 7ay y),

— L (ane + iy)" ian(a + iy)" ")
= (n Im G(JJ + Z.y)n717 nRea(m + Zy>n71) )

ezek valoban merdlegesek egymasra. Masrészt

2 82
Afi(z,y) = 92 5 Rea(x +1y)" + pRea(quiy)"
= Re (an(n — 1) (x +y)" 2 +i%an(n — 1)(z + z'y)”_Q) =0
és
0? 0?
Afo(z,y) = Wlma( T +iy)" + plma(x +iy)"

=Im (an(n — )(z +iy)" 2 +ifan(n — 1)(z + iy)”_g) =0.

Legyen z, tetszoleges pont és irjuk fel f Taylor-sorat zy kortil. Ha ennek konvergenciasuga-
ra R, akkor minden r» < R sugaru zp koriili korlapon a Taylor-sor tagonkénti k. derivaltja
egyenletesen konvergal f k. derivaltjahoz. A sor részletosszegei polinomok, és a konvergen-
cia oroklodik fq, fo parcidlis derivaltjaira is, tehat a fenti tulajdonsiagok f-re is igazak.

Legyen f : R, — R differencialhaté figgvény, és legyen v(z,y, z) = f(vVx? + y? + 22)(zi+
yj + zk). Mutassuk meg, hogy rotv = 0.

Megoldas. Vezessik be az r = \/x? + y? + 22 jelolést és szamoljuk ki a rotaciét:
i j k
rot v(z,y, z) = 896 Oy 0,
yf(r) zf(r)

= ( aazyf(r)> i+ (aazxf(r) - (iﬁ(?"))j
(a yf(r) — axf(r))k

r () (-

mivel grad r(z,y, z) = (2% + y* + 2%)7V2(2i + yj + 2k).
Bizonyitsuk be az aldbbi azonossdgokat (f : R* — R, u,v: R3 — R3):
a) div(fu) = grad(f) - u+ f div(u)
b) rot(fu) = grad(f) x u+ frot(u)
¢) div(u x v) =rot(u) - v —u - rot(v)
Megoldds. Legyen u(xy,...,x,) = uy(z1,...,2p)€1 + -+ + up(x1, ..., 2,)€n, stb.
) " Ofu; " (Of ou;
div(fu) = Z:ZI ox; B Z (8@- it f@mz)

=1

rot(fu)(x,y, 2). Oy 0z

P T S S C T
_8yfuz azf“y 8yuz quy+f< )



ami éppen grad(f) X u+ frot(u) elsé6 komponense, stb.

O(uyv, — u,vy) N O(uv; — ugv,) N O(uzvy — uyvy)
ox dy 0z
= auyv — auzv + auzv — %v + %v — %v
or = ox Y oy " oy ° 0z Y 0z "
+u%—u%+u%—u% u%—ua%
Y oz * Ox “ Oy " oy * 0z Y 0z
=rot(u) - v —u-rot(v).

diviu x v) =




