Analizis 3. 1. zarthelyi 2010. 10. 25.

1. [15p] Adjunk meg egy alaphalmazon két o-algebrat, melyek uniéja nem o-
algebra.

2. [15p] Legyen 7(x,y) = x a merdleges vetités az x-tengelyre és A C R?2
esetén legyen u(A) = A(m(A)), ahol A a kiils6 Lebesgue-mérték a szdmegyenesen.
Mutassuk meg, hogy

a. p kiils6 mérték R2-en.

b. Ha Ay A-mérhetd, akkor Ay x R pu-mérhetd.

3. [20p] Legyen H egy halmazrendszer az X alaphalmazon, A a H altal generalt
o-algebra, p és v mértékek az (X, .A) mérhet6 téren. Mutassuk meg, hogy ha
i és v megegyezik a ‘H halmazain és ‘H zart a véges metszetre és tartalmazza
X-et , akkor u = wv.

4. [20p] Adjunk példét olyan E C R Lebesgue-mérhetd halmazra, melynek van
nem Lebesgue-mérheté E|Y = {x : (z,y) € E} vizszintes szelete. Van-e olyan
példa is, ahol E]¥ nem mérheté egyetlen y-ra sem (de E mérhetd)?

5. [15p] Bizonyitsuk be, hogy bérmely A C R (nem feltétleniil mérhets) hal-
mazhoz van olyan B C R Borel-halmaz, hogy A C B és a kiils§ Lebesgue-
mértékre A(A) = A(B).

6. [15p] a. Definidljuk a mértékben vald konvergencia fogalmat.
b. Mutassuk meg, hogy ha A,, C R mérhet6, akkor a karakterisztikus fliggvényekre

X4, — 0 mértékben < p(4,) — 0.
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Max. 100 pont. Jegyhatarok: 40, 55, 65, 80 pont. Munkaidé 100 perc.



