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1. Valós egyváltozós függvények határértékszámítása

1. Feladat:

A megfelel® de�nícióval bizonyítsa be az alábbi határértékeket!

a) lim
x→ 1

(3x + 4) = 7 b) lim
x→−2

8− 2x2

x + 2
= 8

c) lim
x→−3

√
1− 5x = 4

Megoldás.

a) Írjuk fel a de�níciót, miel®tt hozzáfogunk a megoldáshoz!

|f(x)− A| = |3x + 4 − 7| = |3x − 3| = 3 |x− 3| < ε

=⇒ |x− 3| <
ε

3
=⇒ δ(ε) =

ε

3

b) |f(x)− A| =

∣∣∣∣
8− 2x2

x + 2
− 8

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
2(4− x2)

x + 2
− 8

∣∣∣∣ =︸︷︷︸
x 6=−2

|2 (2− x)− 8| = | − 2x− 4| =

= 2 |x + 2| < ε =⇒ |x + 2| <
ε

2
=⇒ δ(ε) =

ε

2

c) |f(x)− A| = |√1− 5x − 4| =

∣∣∣∣(
√

1− 5x − 4)

√
1− 5x + 4√
1− 5x + 4

∣∣∣∣ =

=
|1− 5x− 16|√

1− 5x + 4
=

5 |x + 3|√
1− 5x + 4

≤ 5 |x + 3|
0 + 4

< ε

=⇒ |x + 3| <
4 ε

5
=⇒ δ(ε) =

4 ε

5

2. Feladat:

A megfelel® de�nícióval bizonyítsa be az alábbi határértékeket!

lim
x→±∞

1− 2x

x + 3
= −2

1



Megoldás.
A megfelel® de�níciók:
lim

x→∞
f(x) = A : ∀ ε > 0-hoz ∃P1(ε) > 0 : |f(x)− A| < ε, ha x > P1(ε)

lim
x→−∞

f(x) = A : ∀ ε > 0-hoz ∃P2(ε) > 0 : |f(x)− A| < ε, ha x < −P2(ε)

Készítsünk ábrát is a jobb megértéshez!

|f(x)− A| =

∣∣∣∣
1− 2x

x + 3
+ 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1− 2x + 2x + 6

x + 3

∣∣∣∣ =
7

|x + 3| < ε =⇒ |x + 3| >
7

ε

x → ∞ : x + 3 >
7

ε
=⇒ x >

7

ε
− 3 = P1(ε)

x → ∞ : −(x + 3) >
7

ε
=⇒ x < −

(
7

ε
+ 3

)
= −P2(ε)

3. Feladat:

f(x) =
x2 + 3x− 10

(x2 − 4)2
, lim

x→−2
f(x) = ? , lim

x→ 2
f(x) = ?

Megoldás.

f(x) =
(x− 2) (x + 5)

(x− 2)2 (x + 2)2

lim
x→−2

1

(x + 2)2

︸ ︷︷ ︸
→+∞

· x2 + 3x− 10

(x− 2)2

︸ ︷︷ ︸
→−12/16

= −∞

lim
x→ 2±0

x− 2

(x− 2) (x− 2)︸ ︷︷ ︸
=

1

x− 2
→±∞

· x + 5

(x + 2)2

︸ ︷︷ ︸
→ 7/16

= ±∞

4. Feladat:

lim
x→±∞

2x5 − 3x2 + 1

x7 + 4x3 + 5
= ?

Megoldás.

lim
x→±∞

x5

x7︸︷︷︸
=

1

x2
→ 0

·
2− 3

x3
+

1

x5

1 +
4

x4
+

5

x7︸ ︷︷ ︸
→ 2

= 0
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5. Feladat:

lim
x→ 1

x− 1√
3x2 + 1− 2x

= ? ,

Megoldás.

lim
x→ 1

x− 1√
3x2 + 1− 2x

= lim
x→ 1

x− 1√
3x2 + 1− 2x

·
√

3x2 + 1 + 2x√
3x2 + 1 + 2x

= lim
x→ 1

(x− 1) (
√

3x2 + 1 + 2x)

3x2 + 1 − 4x2
=

= lim
x→ 1

x− 1

x− 1
·
√

3x2 + 1 + 2x

−(x + 1)
= 1 · 4

−2
= −2

6. Feladat:
lim

x→−∞
x

(√
x2 + 1 − √

x2 − 3
)

= ?

Megoldás.

lim
x→−∞

x
(√

x2 + 1 − √
x2 − 3

) √
x2 + 1 +

√
x2 − 3√

x2 + 1 +
√

x2 − 3
= lim

x→−∞
x

x2 + 1− (x2 − 3)√
x2 + 1 +

√
x2 − 3

=

= lim
x→−∞

x√
x2︸︷︷︸

=
x

|x| =
x

−x
=−1

4√
1 +

1

x2
+

√
1− 3

x2

= −1 · 4

1 + 1
= −2

7. Feladat:
a) lim

x→ 3±0
2 + 5{x} = ? b) lim

x→ 3±0
[x− 1] = ?

Megoldás.
lim

x→ 3+0
2 + 5{x} = 2 + 5 · 0 = 0

lim
x→ 3−0

2 + 5{x} = 2 + 5 · 1 = 7

lim
x→ 3+0

[x− 1] = 2 , mert x ∈ (3, 4) esetén x− 1 ∈ (2, 3) =⇒ [x− 1] = 2

lim
x→ 3−0

[x− 1] = 1 , mert x ∈ (2, 3) esetén x− 1 ∈ (1, 2) =⇒ [x− 1] = 1

8. Feladat: ***

Bizonyítsa be, hogy lim
x→ 0

cos
1

x
nem létezik!

Megoldás. . . .
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2. Szakadások típusai

Hol és milyen szakadásai vannak az alábbi függvényeknek? (Mindig határozza meg a jobb és
bal oldali határértékeket a vizsgálandó pontokban!)

1. Feladat:

f(x) =
x3 + x2 − 5x + 3

x2 (x + 3)

Megoldás.
f két folytonos függvény hányadosa, így csak a nevez® nullahelyeinél van szakadása.
Vizsgálandó pontok: x = 0 , illetve x = −3

lim
x→ 0

1

x2︸︷︷︸
→+∞

· x
3 + x2 − 5x + 3

x + 3︸ ︷︷ ︸
→ 1

= +∞ : x = 0 másodfajú szakadási hely.

x = −3 -ban a határérték 0

0
alakú, tehát a számlálóból is kiemelhet® az (x+3) gyöktényez®.

x3 + x2 − 5x + 3 = . . . = (x + 3) (x2 − 2x + 1)
(A polinomosztást szép lassan csináljuk, nem mindenki ismeri.)

lim
x→−3

x + 3

x + 3︸ ︷︷ ︸
→ 1

· x
2 − 2x + 1

x2︸ ︷︷ ︸
→ 16/9

=
16

9
: x = −3 -ban megszüntethet® szakadása van.

2. Feladat:

f(x) =
x4 − 3x3

|2x2 − 6x|

Megoldás.
f két folytonos függvény hányadosa, így csak a nevez® nullahelyeinél van szakadása.

f(x) =
1

2
· x3

|x| ·
x− 3

|x− 3|
Vizsgálandó pontok: x = 0 , illetve x = 3

lim
x→ 0+0

1

2
· x3

x︸︷︷︸
=x2→ 0

· x− 3

|x− 3|︸ ︷︷ ︸
→−1

= 0 lim
x→ 0−0

1

2
· x3

−x︸︷︷︸
=−x2→ 0

· x− 3

|x− 3|︸ ︷︷ ︸
→−1

= 0 :

x = 0 megszüntethet® szakadási hely.

lim
x→ 3+0

1

2
· x2︸︷︷︸
→ 9

· x− 3

x− 3︸ ︷︷ ︸
→ 1

=
9

2
lim

x→ 3+0

1

2
· x2︸︷︷︸
→ 9

· x− 3

−(x− 3)︸ ︷︷ ︸
→−1

=
−9

2
:
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x = 3 -ban véges ugrása van.

3. Feladat:

f(x) =





1

|4− x| +
1

4− x
, ha x ≥ 2

x2 − 10x

x2 − 11 x + 10
, ha x < 2

Megoldás.

Ha x < 2 : f(x) =
x (x− 10)

(x− 1) (x− 10)

Értelmezési tartomány: x 6= 4 , x 6= 1
Vizsgálandó pontok: 1 , 2 , 4

f(1± 0) = lim
x→ 1±0

1

x− 1︸ ︷︷ ︸
→±∞

x
x− 10

x− 10
= ±∞ másodfajú (lényeges) szakadás.

f(2− 0) = lim
x→ 2−0

x (x− 10)

(x− 1) (x− 10)
= 2 f(2 + 0) = lim

x→ 2+0

(
1

|4− x| +
1

4− x

)
= 1

f -nek x = 2 -ben véges ugrása van (els®fajú szakadás)

f(4 + 0) = lim
x→ 4+0

(
1

−(4− x)
+

1

4− x

)

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

f(4− 0) = lim
x→ 4−0

(
1

4− x
+

1

4− x

)
= lim

x→ 4−0

2

4− x
= ∞

x = 4 : másodfajú szakadási hely

4. Feladat: ***

Hol folytonos, hol milyen szakadása van?

f(x) =





2x , ha x rac.

x2 , ha x irrac.

Megoldás. . . .
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