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A GYAKORLATI MATEMATIKA INTEGRALO
MUSZEREIROL

Irta : Borbely Samu (Kolozsvar)

A kovetkezékben a gyakorlati matematika szamolé miiszerei-
nek egy specialis fejezetérdl, az 1. n. integrdlé miiszerekrél szeretnék
szemelvényes dttekintést nyujtani. A matematikai miiszerek célszerii
felhasznédldsa az alkalmazott matematikdnak szinte Osszes kérdései-
nél — amelyeknél a probléma megoldasa a tényleges szamérték
konkrét meghatdrozasaval fejez6dik be — mind fontosabbd és nél-
kiill6zhetetlenebbé valik. Az alkalmazott matematikai meggondolasok
a finommechanika fejléd6 technikdjdval kardltve mindinkdbb utat
¢s mdodot keresnek arra, hogy bonyolult és faraszté szamitasok bizo-
nyos, gyakorlatilag sokszor megismétlédé tipusit miivi uton végez-
z¢ék el. A sokszor megismétlédé egytipusi feladat elvégzésének gon-
dolatban és figyelemben mechanikus (és ezért faraszt6) szellemi
robotjatél mentesiiliink, ha sikeriil a megfelel6 miiszer matematikai
elvére és finommechanikai kivitelére egyszeri (és nagyon is alkotd)
szellemi munka daran megoldast taldlnunk. E miszerek célszerti és
f6leg atfogé alkalmazasa, valamint a fellépé hibahatarok becslése?
sziikségszeriien feltételezi e miszerek elvi alapjainak és konstruktiv
kivitelezési formdinak ismeretét. Ezek az ismeretek a gyakorlati
matematika modszereinek egy részét alkotjak.

A gyakorlati matematika (nem tévesztend$ Ossze az alkalma-
zott matematika sokkal atfogébb egységével) a matematikanak az
az aga,amely a legkiilonb6z6bb matematikai miveletekkel mar egyér-
telmiien determinalt elméleti eredménynek, a konkrét szamértékig ter-
jedd tényleges meghatdrozasaval foglalkozik. H. v. SANDEN a gyakor-
lati matematikdt igen jellemzden «die mathematische Exekutives-nek
nevezi.

Amennyiben természettudomdnyi vizsgdlatok a matematikai
analizis médszereivel egydltaldn értelmesen targyalhatdék (erre a fizika
és elméleti technika legkifejlettebb példa, a kémia mar kevésbbé,
biolégia, orvostudomdny és rokonszakok pedig a kezdet formdin is
még alig jutottak tul), az elméletbél szairmazé eredmények integralok,

1 E dolgozat keretében nem bocsdtkozunk bele az integrdlé miiszerek hiba-
vizsgalatanak a kiegyenlité szamitds alapjan val6 targyaldsaba. Szabad legyen itt
a meglevd igen kiterjedt irodalomra utalnunk, amely az Archiv fiir technisches Messen-
ben (A. T. M, Berichte) F. A, WiLLErs-nek szisztematikus 6sszedllitisiban megjelent
kozlemhényei alapjan konnyen megtalalhaté, Ezenkivil irodalmi utalasként lasd:
Meyer zor CapeLLEn, Mathematische Instrumente (Akad. Vlg., Leipzig 1941) c. Gssze-
foglalé modern konyvét.
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differencial- ¢és integralegyenletek, sorok, egyenletrendszerek stb. alak-
jaban adédnak. Ha az elméletbdl szarmaztatott eredmények numeri-
kus értékeit is meg akarjuk hatarozni,? akkor az integralokat ki kell
szamitani, a differencial- és integralegyenleteket meg kell oldani,
a sorok altal definialt fiiggvények tabelldit fel kell allitani stb. Ezen
feladatok kiszamitasinak (vagy altalanosabban : a célszerti szamitas
modszereinek) elméletét és gyakorlatat targyalja a gyakorlati mate-
matika. Moddszereit dltalaiban numerikus és grafikus részre szokas
bontani. Mindkét irdny modszerének meg van a jellemzé elénye és
hatranya. A konkrét problémdhoz igazodé megoldasi mddszerek cél-
szerii kombindcidéinak felismerése, vagy e moddszerek megalkotasa
jellemzi az alkalmazott
matematikust.

Mind a numerikus,
mind a grafikus megol-
dasnak nélkiilozhetet-
len segédeszkozei a
matematikai miszerek.
Ilyenek (hogy csak egy-
néhanyat emlitsiink) a
legegyszeriibb logarléc
és addidtortdl kezdve a
teljes automata szd-
molégépig ;  egyenlet-

SSERUER: rendszerek  megolda-
sara, egyszerii vagy
Osszetett fiiggvényi oOsszefiiggések eléallitasara szolgalé kinematikai,
elektromos, vagy mads fizikai elvet felhaszndlé miiszerek ; szerkeszté-
sek megkonnyitésére, vagy elvégzésére szolgalé geometriai miiszerek ;
differencidlegyenletek megoldasara szerkesztett berendezések, amelyek
a technikai nehézségek kikiiszébolésében valoban bamulatraméltéak.®
Ebben a dolgozatban csak az integralszamitds egyes feladatait
elvégzé miiszerekkel foglalkozunk, tehdt olyanokkal, melyek lényegé-
ben felszin meghatarozasara szolgalnak.
E miiszerek miikodési elve a kovetkezs. Ha a miszer K integrald
karjanak V vezetett pontjat (1. abra) a B tartomany € hatargorbéje

* Nem felesleges talin az a megjegyzés, hogv épp ezeknek a szamértékeknek
a fizikai vilagképiink jelenségeihez valé hozzirendelése (tehit ezen értékeknek eo ipso
konkrét ismerete) jellemzi lényegesen mai civilizicionkat, — sét talan kultarankat is,

3 Modern allamszervezet hitelgazdasig és el6illitoé ipar nélkiil nem képzelhetd
el. Mindkettbnek raciondlis munkajahoz a matematikai miiszer (legatfogébb érteleni-
ben) nélkilozhetetlen. A tudomanyos megismerés idedlisabb kovetelményeirol nem is
szolva. Csoddlatos, hogy ily alapelemeket nalunk a kéztudat mennyire elhanyvagol.
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mentén a tetszoleges A kezdéponttél a B (= A) végpontig végig-
vezetjilk (ezt nevezziik lekorozésnek), akkor az

M *s Xy (x) ¥
F = H dx dy — l ] dx dy =J (.\', () —v. (%)) dx = @ y (x) dx
(B) Xy Va (%) Xy (€)

értékével aranyos szamot a miiszeren leolvashatjuk. Ez a szam a
miiszer egy célszerii beosztasi D tdrcsaval ellatott, . n. integrald
kerekén (/K) mért kezdeti és végleolvasds (elméletileg pontos) kiilonb-
sége. E miiveletet nevezziitk planimetrdlasnak. A miiszer kivitele az
= 56 / (_\' (x)) dx integral értékének meghatdrozasdra dltalanosithato.

Ha az integrdlo kerék tdrcsdjan a leolvasdsi kiillonbség a meg-
hatarozando integral értékével csak akkor ardnyos, ha a V vezetett
pontnak A kezdo- és B véghelyzete egy mellékfeltételnek (pl. 4 = B,
vagy A ordindtdja = B ordindtdjaval stb.) eleget kell tegyen : plani-
meterekrdl beszéliink. Ha tetszéleges B végpont esetében a leolvasas

X
kitlinbsége I (x) = [/ (v (x)) dx értékével minden ily mellékfeltétel

a
nélkiill aranyos @ integrimeternek hivjuk miiszeriinket. Mindkét eset-
ben a meghatdrozandé integralérték a leolvasds kiilonbségének nume-
rikus értékével aranyos. Célszerii az aranyossagi tényezét esetrdl esetre,
a gyartol megadott allandok figyelmen kiviil hagydsaval, egy a sza-
mitasra alkalmas egyszerii idom (pl. négyzet, vagy koérlap) plani-
metralasaval meghatarozni.

Ha miiszeriink a integral értékét fel is rajzolja, akkor integraf
a neve. Szitkebb értelemben ezek mar nem planimetriai integrdlé
miszerek, hanem differencialegyenletek megolddasara szerkesztett
késziilékek.

1. Az integralo kerék és mikodése. Mar az el6bbibdl kitiinik,
hogy a planimeterek és integrimeterek elméletileg legfontosabb kon-
struktiv egysége az u. n. integrdlé kerék (a tovabbiakban /K-nak
roviditve). Ennek mikédését, barmily egyszeri elveken is alapuljon
az, a tovabbiak teljes atértése céljabdl részletesen ismertetjiik.

A 2. abrdn lathaté elvi elrendezésben az IK. A K integrald
kar A, csapagy- és tengelyén nyugszik a H keret. Ennek 4,4, csap-
agyaiban van a ¢ tengellyel agyazva az IK, s a vele szilardul dssze-
kotott, leolvasast szolgalé D tarcsa. Ezen elrendezés kovetkeztében
az integralo kerék H, IK, D és t onsilydnak G eredéjével nyugszik
a P pontban az alap xy-sikjan. A D tarcsa egyenletes beosztasanak
és a'vele szemben all6 H kerethez rogzitett NV néniusznak segitségével
az IK pillanatnyi allasat (a valtozo kivitel szerint 4 . .. 5 szamjegyig
terjeds pontossaggal) le lehet olvasni. Az I'K kivitelének és a  tengely-
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agyazas bedllitasinak olyannak kell lennie, hogy a kerék K, sikja
és a tengely T, sikja egymasra és az alap xy-sikjara parosaval meré-

2. abra.

leges legyen. Ugyszintén, hogy az IK P «rintési pontjan e hdrom
siknak kozos pontja legyen.

Ha az IK-et PP, eltoldsnak vetjiik ald (ez eltolast a P érintési
pont «gordiilési tutjanaks nevezziik), mikozben a ¢ tengelyt eredeti
irdinyahoz parhuzamosan vezetjiik (3. dbra), akkor az /K-re haté -G
reakcits eré az eltolds irdnyaval szemben miikédé p G surlédasi erdt
kelti, Ennek a kerék sikjdba es6 komponense a tengely agyazasi
ellenalldsaval szemben létrehozza az /K gordiilését. Természetesen
feltételezziik (s ez a valddi kivitel egyik nehézsége), hogy az agyazasi
ellenallds olyan kicsiny,
hogy az IK tengelysikja-
nak nyomvonaldtél eltérd
legkisebb elmozduldsakor
is a surlédasi erének a
kerék sikjaba es6 nyoma-
téka legybzi az dgyazas-
nak az ellenallasit. Fel-
tételezziik tehdt, hogy az
IK a kerék sikjaban csi-

3. 4bra. szasmentesen gordiil.
Mivel minden eltolas
tetsz6leges komponensek dsszegére bonthaté, a PP, eltolast felbont-
juk a PP, és PP, komponensre. Az utébbi elmozduldsndl tdmadé
surlédds ereje a tengely sikjaba hat, tehdt nem ad gordiilési nyo-
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matékot, az elébbi elmozdulas surléddsi ereje a kerék sikjaban
tamad, s az I K-nek ezen gordiilési itkomponenssel azonos | PP, | =
o Adu = Ah elforgatisit (gordiilését) eredményezi. Tekintettel arra,
hogy az IK-el osszekotott D tarcsa beosztasa aranyos a  teljesszog
szigbeosztdsdval, a gordiilés Au szoge ardnyos a beosztds kezdeti-
(U, és végleolvasasinak (U,) kiilonbségével, azaz
I...4u4 =C (U,— U,) ésebbdl| PP,| = oCAu = RAU = Ah.
Vezessiik most az /K P érintési pontjat egy megadott y = y (x)
gorbe mentén a kezdeti 4 = P, ponttél a B = P, végpontig ugy,
hogy ekozben a kerék sikjanak nyomvonala a gorbe érintéjével meg-
adott f (x) szoget zarjon be (4. dbra) és hatarozzuk meg az IK ezen
eltolasdhoz (gordiilési utjahoz) tartozé Ah gordiilését.

g=p /
y=YIx)
s
t S je1 ¢
Plx)A A5, qu
A=p P _{ 1 ——xi
I Jid o
[ dX;—~|
- = - - e =
X Xy X; L LR
4. abra.

E célbol vegyiik fel az x, és x, kozott egy tetszéleges intervallum-
felosztds x,...%,.; = %,+dx; (1 =o0...n—1I) részintervallumat.
Ha a P pontot P-té6l P, ,-ig a gorbe As, ive mentén vezetjiik végig
az ehhez tartozé exact gordiilés Ak, = As, cos f,, ahol s (x) a goérbe
ivhosszat, As, = s (x + dx;) —s (x,) és B, =B (x; + ¥,dx), (=9, = 1)
a f8 (x) szognek ehhez az intervallumhoz tartozé megfelel6 kozépértékét
jeloli. Ha a P pontot Pt6l P/, ;-ig a gorbe ds; iveleme mentén vezet-
jitkk, az ehhez tartozé gordiilés dh, = ds, cos f (x,), mivel az elmoz-
dulds PP, , , = P.P.; +P P, . ,elmozduldsok dsszegére bonthat6. Ezek
koziil az els6 dh,, a masodik nulla goérdiilést eredményez. A kozép-
értéktétel szerintd As, = ds;, + y, (x,, dx) dx;, ugyszintén

~»

+ A kozépertéktétel alkalmazhatosaganak feltételei, épugy, mint a Riemaxx-féle
integrabilitisé legalabb szakaszonként gyakorlatilag mindig érvényesek.
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_cos fi,= cos B (x;) + ys (x;, dx,) dx,
s ebbdl Ah, — As, cos f; =
=ds,cos f (x,) + v (x, dx,) dx; = dh, + ¢ (x,, dx,) dx;.

Az A-t6l B-ig vald gordillés ezek szerint

N ~‘l n-‘l f : A
h !A: »)_‘ Ah = L | ds.cos f (x) + p (x, dx;) dx;, :
i=o i=o
n—1
ahol ¥ v (x, dx)) dx{ a gordiilés azon kiilonbségét jeloli, amely fel-
i=o0
lép, ha gordiilési utként a tényleges ivet, ill. az ivelemek Osszegét

vesszitkk. Iz az egyenlet minden dx, felosztdsra, s igy az n — oo ¢s
dx, — o hatarértékében 1s érvényes marad, s ebbdl a hatarozott
integrdl RIEMANN-féle definici6janak értelmében a

B n=1 1 e
hl =lim Y ds;cos B(x) +1lim Y w (x,dx)dx =
A n—>o i=o n—>w (=0
dx;—0 dx;—>0
x) %
:.[ ds cos f (x) +R‘—_’—_J cos f# ds
X, Xa

egyenletet nyerjiik, mert

n—1 ‘{b
|R| = lim (max | dx, |)- lim | Y]y (v, dx) dx, | =0 -IJ y(x,0)dx | =o.
dx, —-0 Zr_‘—::) =0 3,
B B
2... k| =Ah= [ cosBds egyenlet a planimeterek miko-
A (2)

désének alapegyenleted, amely kimondja, hogy a P érintési pont gor-
diilési ntjanak ivelemébdl és a kerék sikjanak ezen ivelemmel bezart
sz0g cosinusanak szorzatabdl képezett vonalment integral egyenld
az 1K gordilésével.

Ezen az alapon az egyes planimeterkivitelek mikédésének alap-
egyenleteit a kovetkezéképpen nyerhetjiik. A K integralé kar V' veze-
tett pontjat a megadott integrdlandé gorbe ds, iveleme mentén
elmozditjuk. A K karnak egy meghatarozott masik Z «vezérlé pontja»

* Kozonséges differencialegvenletek megoldasira szerkesztett modern gépek egy-
része lénvegében szintén az IK gordilésének ezen egyenletét haszniljik fel. Az IA
_&-garditlése azonban ezeknél kapesolt kinematikai miiveket kell a h fiiggvénye szerint
vezéreljen. Ehhez szitkséges a gordiilést el6idézd igen kicsiny nyomatéknak 6ooo . . .
Booo-szeres minden praktikus torzitastol és rezgéstdl mentes (!) megerdsitése. Nem
csoda, hogy eddig csak egynéhany ilyen nagvobb gép létezik, éspedig tudtommal Oslo,
Manchester, Cambridge (/. S, A), Leningrad, Belfast-ban.
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kinematikai kényszervezérléssel mozog egy konstruktive el6irt palya
ds, megfelelé ivelemén, amelyet az integralandd gorbe valtozdéjanak
(pl. 7-nak) fiiggvényeként meghatarozhatunk. A P és Z pont ezen
elmozduldsabol meghatarozhaté a P érintési pont gordiilési Gtjanak
ds (1) iveleme és a kerék sikjanak f (7) szoge. Az I K ezen differencidlis
elmozdulasihoz tartozé differencidlis gordiilése dh — cos B () ds (7).
Ha V-t az 4 ponttdl (r = 1,) a B pontig (r = 1) vezetjilkk, az /K
rezultans gordiilése

Ty Ty
Ah= [ dh=|f(r)dx
. Ta

A Z pont vezérlésének célszerii megvalasztasaval elérheto, hogy az
IK gordiilése a legkiilonboz6bb tipust f (7) fiiggvény integraljainak
értékét mérje.

E targyalasi mod akkor célszerii, ha az elmozdulasi utakat
analitikusan explicite ismerjiik, vagy pedig, ha a fellép6 elmozdulasok
egyszeruen attekintheték (pl. a linearis planimetereknél). A masodik
esetben lénvegesen megkonnyiti a targyalast az a tény, hogy elmoz-
dulasok. és a nekik megfelel6 gordiilések vizsgalatakor a valédi elmoz-
dulds mindig helyettesitheté az 1. n. differencialis (tehat linearizalt)
elmozduldssal, ha utana a magasabb fokd hibdkat megsemmisits
integracié kovetkezik.

Természetes, hogy a vizsgalt folyamat egyes fazisainak véges®
differencialokra valé felbontdsakor a valédi (kontinualt) folyamattal
szemben altaldban hibat kovetiink el. Ezt a hibat azonban a rakovet-
kezé integracié kikiiszoboli, s igy vizsgalédasunk a valédi folyamat
pontos képés adja, ha csak arra itigyeliink, hogy a fellépd Osszes
linearis differencidlokkal egybekotott behatasokat mind figyelembe
vegyik.

Sok esetben az elmozdulasok vizsgalata szabatos fogal-
mazasban bonyolult (pl. az v. n. polaris planimetereknél). Ily esetek-
ben célszerii a 4. alatt roviden ismertetett tisztan analitikai meg-
fontolas utjat kovetni.

Barmely targyaldsnak azonban alapja az 1. és 2. egyenlet.
Ezeknek érvényessége szitkségszeriien feltételezi a p surlodasi egyiitt-
haté alland6sagat, valamint az xy, K, 7, sikoknak az /K pontos
miivi kivitelével és bedllitasival valé megvaldsitdsit, mivel a 4 U
leolvasasi kiillonbség k aranyossagi tényezdje ezeknek fiiggvénye. Ez
az aranyossagi tényezé (kicsiny, de jol észlelheté hatdrok kozott)
valtozik aszerint, hogy az IK mily mindségii alapon és hanyszor
gorwiil végig azonos uton. Természetes, hogy csiszasmentes gordilés

¢ Pl. R. Rorse. Hobere Mathematik., Teubner, Berlin,
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(8 = o) alkalméval a véletlen hibdk hatdsa az eredményre lényegesen
kisebb, mint akkor, amikor a kerék csak cstszik, de nem gordiil
(f = m/2). Az 5. dbrdn feltiintetjilk BAER nyomdn? egy-egy Gtvenes
miivileg exaktul vezetett mérési sorozat néniusz egységekben meg-
adott szordsat, mint az /K 60 mm-es tton val6 gordiilésének (néniusz-
egységekben mért) fiiggvényét. 1000 NE/60 mm csiszasmentes gor-
diilést, O NE /60 mm gordiilésmentes csiiszast jelez. Ebbdl az abraboél
lithat6, hogy a gordiilésmentes csiszds (tehat f = z/2) kozvetlen
szomszédsaganak kivételével az ITK gordiillése meglepden allando.
A szérds kozépértékben 3, maximum 4 noéniuszegység. Ha a mérés
ismétlésekor (s ez minden esetben sziikséges) ennél nagyobb eltérés

“se s

szisztematikus hibanak

| tulajdonithatjuk. Eb-
120 : ; ben az esetben a tébbi-
3 = —F 1S tél lényegesen eltérd
'g 2 mérést tjra kell elvé-
g 'LE s gezni.
® = A u surlédasi  té-
2 o nyezé novelésére az IK
8T 10 peremét finoman ér-
= dessé teszik. Emiatt az
ellentett iranyu korfu-
5 - tdsok ardnyossigi té-
TR E=—1 2 1 nyezéje 1is egymadstdl
3 T T ONE/ 60 kissé kiilonbozé lehet.
ol £ L M ONE/nm Az IK peremének kéz-
5. 4bra. zel val6 érintése az

utdna idével sziikség-
szertien bedll6 rozsdasodas miatt legszigoribban elkeriilends, mivel
az érintett helyen u értékei ugrasszeriien megvaltoznak. Ugyanebbdl
az okbol 6vni kell miiszeriinket attél, hogy planimetralds koézben
az IK az alapsik két kiilonbozé (papir) lapjardl le-, vagy lapjdra
felgordiiljon, nem is szélva természetesen arrél, hogy megfelel ald-
tétlap nélkiil valé planimetralds a miszer eredeti precizitasat szinte
pillanatok alatt végérvényesen tonkre teheti.

2. A Harvey-féle harmonikus analizator. Ez a miiszer j6 példa
az integrdlo kerék gordiilésére levezetett 2. egyenlet alkalmazdsara.
Legyen y (x) az analizdlandé fiiggvény. p jeldlje e fiiggvény
primitiv periodusét. A fiiggvény F o urier egyiitthatéinak egyenlete

7 Ztschr, f. Instr.-Kunde. (1037, 5. fuzet, 177. oldal.)
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?
=2 (R

Célunk a megadott y (x) fiiggvénybél ezeknek az integraloknak miivi
kiszamitisa. Ezt a kovetkezé mechanikai rendszerrel érhetjiik el
(6. abra). S

Egy H kereten az S, sinpar az y-irdnnyal parhuzamosan vezeti
a k, kocsit és ezzel a kocsival 6sszekotott S, sinpéar pedig az x-irdnnyal
parhuzamosan vezeti a %, in-
tegrald kocsit. Az integrdlé
kocsi egy vele szilardul Gssze-
kotott OV vezeté kar segit-
ségével a keret sikjaban,
tehdt szabadon eltolhato. A
k, kocsi O (fiiggéleges) ten-
gelyén egy R sugari fogaske-
rék van elhelyezve. Ez a
fogaskerék a k&, kocsival szi-
lairdan oOsszekotott F o fogas-
ridba kapcsolodik. A fogas-
kerék egy radidlis K karral
van osszekotve, amely az IK
integrdalé kereket hordozza.
Az IK a P pontban nyug-
szik az alapsikon, tengelye
OP egyenessel egybeesik, H
|OP|=14és | VO | = m. 6. dbra.

Ezen elrendezés kovet-
keztében, ha a vezeté kar V' végpontjat egy az x-tengellyel parhu-
zamos egyenes mentén vezetjiik, akkor a P pont az ordindta
iranyaban m-mel eltolt cikloist irja le, ha V-t az y-tengellyel
pérhuzémosan mozgatjuk, akkor P is az y-tengellyel parhuzamos
egyenest ir le. A fogaskerék sugarat valasszuk meg gy, hogy
a fogaskerék (s vele a K kar is) a p periodushosszon n teljes
korforgast végezzen, tehit 2Ran = p legyen. Ha a dx elmoz-
duldasnak a fogaskerék (ill. K kar) 4 ¢ szogelforduldsa felel meg,

W\Sy

2N

P

(x & o-hoz tartozd) szogbedllitasat jeloli. Ha a vezeté kar V' vég-
pontjit az analizdlandé gorbe mentén x = o0-tdl x = p-ig vezetjiik,
akkor a P pont gordiilési utjanak egyenlete

akkor dx = Rd ¢, azaz ¢ = x + ¢,, ahol ¢, a K kar kezdeti
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2 .
A = X+ J.cos ( : x+¢,),

v, = v (x) +m + 1 sm ‘Z;nx-f-%).

p P
Ezen az dton az IK a AU = ’COS pds, = ‘sin ods,

x =0 X 0

integral értékét méri, ha 0 = ,Z_ f az integralé kerék tengelyének
a gordiilési ut ivelemével bezart szogét jeloli. Mivel ez az ivelem az
x-tengellyel  sziget alkot, s a tengely iranya megegyezik a kar
iranyaval, azért ¢ = @ + 6. Eszerint és az x,, y, fiiggvények szerint
az integrélban felléps kifejezéseket explicite meg tudjuk adni :

tgd = :y'-' v sind = sin (¢ — ) = a3 (p:c'os__(p__tg_ﬁ =
i | 1 + tg2d
_singdx,—cosgdy, singdx, —cosgdy,
| dx, + dy, ds,

p
tehat 2 A Ul = l (sin ¢ dx, — cos @ dy,) =

—_——‘ ( ¢+coscp%——smgo)dx
x =0
Ha ebbél az egyenletbél a F o urier egyiitthatokat akarjuk lemérni,
legelébb is az els6 és harmadik tagot kell az integralbol kikiiszobol-
niink. Epp azok a tagok lépnek fel azonban akkor, amikor a V' pontot
az x-tengelyen (y = o) x — p-t6l x = o-ig visszavezetjiikk. Ebben az
esetben az /K gordiilése

P, — = "(zi;f—sinq;)dx.

X =P Gt
sin sin
v = ; s .
Mive! - (0) ¥ (), azért K iranya mindkét végallapotban

azonos ¢s mivel y (0) = v (p), azért az I K gordiilése az x = p ordinata-
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egyenesen az y (p)-t6l az o-ig térténd eltolds kiozben szintén ellentetten
egyenld az ordindtatengelyen o-t6l v (0)-ig valé eltolds kozben végzett
gordiiléssel. A fiiggvény periodusinak a V ponttdl valé teljes kor-
futasdval eszerint az IK

' R
= —y (x) cos @ (x) ! ‘ y (x) sing (x) jz’ dx =

integral értékét hatarozza meg.

Ha a Fourier egyiitthatok integraljait akarjuk mérni, akkor
a kar kezdet1 helyzetét az x- (¢, = 0), ill. az y-tengellyel parhuzamo-
san (¢, — m/2) vessziik fel. Eszerint tehat

P

s f 4 U, 2L 2 ’sin ‘2mn e [ by
'k'|AUn,'2 n”'(p.y(x”cos( p x) d.m—nnla“

o

an | _ +k (AU

azaz et v

Ezzel a F ourieregyiitthatokat a leolvasasi kiilonbség értéke és
a k miiszeralland6 meghatarozza.

A k miszerallandot  azaltal nyerjiik, hogy egy oly fiiggvényt
analizalunk, amelynek F ourieregyiitthatéi numerikusan ismere-
tesek (p!. trapez, vagy félkdrivekbdl Osszetett gorbét). A miiszer
ugy van elkészitve, hogy az n =1, 2, 3... értékeknek megfeleld,

K kart vezérlé R, = E—i—n fogaskerekek a &, kocsin kicserélhetdk.

Minden fogaskerék K kezdeti beallitasa szerint két egyiitthatot hata-
roz igeg. p a miszer dlland6ja. Ha ettdl a p értéktdl eltérd periodusi
fiiggvényt akarunk analizalni, sziikséges, hogy a fiiggvényt a p allando
periodushosszdra atrajzoljuk.
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3. A linearis planimeterek. Linedrisnak nevezziik planimeteriin-
ket, ha az integrdlé kart vezérl6 Z pont® kényszervezérléssel egy
egyenes mentén mozog. E vezérlésnek hiarom gyakorlatilag jél bevalt
formédja hasznalatos: 1. A csuiszd6szeges vonalzds vezér-
1 és-t az jellemzi, hogy a K kar Z pontjan rogzitett csiszészeg bele-
nyilik egy fémvonalzé kimart egyenesvonali csatorndjaba és ebben
elmozdulhat, 2. a vonalzds kocsivezérlés a fémvonalzé
csatornajaba két konikusan élezett peremii kereken nyugvé kocsival
egybekotott kar segitségével a kocsi mozgasirdnyaval parhuzamosan
vezetiaZ pontot, 3.a hengerkerekes kocsivezérlésnél
a kocsi (s vele az Osszekotott Z pont) egyenesvonali elmozduldsat
a kocsit hordozo két szélesperemii, érdes és egymassal szilardul ossze-
kotott hengerkereke biztositja.

A 7. abra egy vonalzds kocsivezérlésii linedris felilet-
planimeter vdzlatit, valamint a V és P pont elmozduldsinak
differencidljait abrazolja.

Szemléljik eldszor a V pont ds mentén valé V — V' elmozdu-
lasat. Ez az elmozdulas felbonthaté 1. a K karnak dx eltoldsara
(az eltolas alatt a karnak az x-tengellyel bezart « szége nem viltozik),
2. egy olyan dx, eltolasra, amelynek nagysigat tgy valasszuk meg,
hogy K vezetett pontja, 3. a Z (x + dx + dx,) pont koriil de-val
valé elforgatdssal ds-nek V'’ végpontjaba jusson. Ezalatt az elforgatds
alatt a V vezetett pont az lda, P pedig a pda differencidlt irja le.
Eszerint

V-V =dx + dx, + lda-

Az IK P érintési pontjanak megfelelé elmozduldsa (a gordiilési 1t
differencialjai) AN

P—+P =dx+dx; + pdo,
s igy az IK gordiilése P — P’ mentén dh,, = dh + dh, + dh,, ahol

dh = dx sin a, dhy = dx, sin a, dhy = —p cos § de = —md a.
Mivel dx, = lda sin o, azért a rezultans differencialis gordiilés
dh,, =sin adx + 1 sin?ada —mdo.

8 A tovabbiakban 4ltalaban a kovetkezé jeldléseket hasznaljuk, K jeloli az
integralé kart, amelyhez az IK integrdlé kerék H keret segitségével van erbsitve.
K ecgyik végén helyezkedik el a gérbe mentén valé vezetésre kiképzett V' vezetett pont,
a masikon az integralé kart vezérld Z pont, amely kinematikai kényszervezérléssel
meghatirozott gorbe mentén mozog. VZ parhuzamos az IK ¢t tengelyéhez, s mindkettd
minden helyzetben pirhuzamos az alapsikkal. | VZ | = I, | ZP | = #, ahol P az IK-nek

az alapsikkal valé érintéspontjat jeloli. Zp-nek a ZV-re val6 parhuzamos vetiilete m,
m

n
a zZv-re valé merdleges vetillete pedig », tehat tg & = — = cos & = i Tl
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Vonalzo beallito karja.
O — E=m—m—

\ 2
2N

Xz

[‘xpoxpnqz

By

q X ‘Xpxpey

X{_ 7. abra.

Ha V-t a gorbe mentén P'-t61 P"-ig vezetjik, a gordiilés

p p
2 h =kA U= 1dha =

l:l FY
F’ Pn
Isinadx + {L(a—isinzaﬁ)—-ma\

2 2 j

P'

p”

31
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Ha a kezdeti A pont ordindtaja egyenlé a B végpont ordinatajaval,
akkor @, — a, lévén a két utols6 tag, mint azonos alsé és felsé hatdar
értékkiilonbsége, kiesik és igy

B Ty Ty

RU|l=kAU = "sin ad = I[f J.y (x) dx  mivel sin 2 = y ix) :

.\'4 .\‘A

S

A A U leolvasasi kiilonbség tehdt ardnyos a gorbe, az x-tengely és
az A és B pontokhoz tartozd ordinata altal hatarolt teriilettel. A kl

= =0

Yix)

|

\
N
N
>

i /
Rd«

\\ rdf
-3 B L IOE 5
4T 4/,.'f'o
R AUS
§. abra.

aranyossagi tényezot egy ismert feliilet (négyzet, korlap) planimetra-
lasdval hatarozzuk meg.

Ha az IK ( tengelye az x-tengellyel § = B (a) szoget alkot,
akkor, amikor az integralé kar a szoget, igy konnyen belathaté, hogy

4545, kAU =@sin f () dx

egyenlet érvényes.® Ez az egyszerii elv az alapja a linedris nyo-
maték-planimetereknek.

* Azokban az esetekben, amelvekben az elmozdulasok felbontisa az elébbivel
azonos, nem tiintetem fel az dsszes Gtelemeket és a hozzajok tartozé gordiilési differen-
cidlokat, csupan a lényeges girdiilési differencidalt adom meg, mert az elobbiek alapjin
konnyen meghatarozhatjuk azokat, amelyeknek integraljai zart korfutds esetében
ngvis eltiinnek.
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Allitsuk pl. a f = B (a) szogatvitelt a 8. dbran vézolt R és
r sugari fogaskerék attétellel el6,'9 akkor Rda = rdf, azaz

R
Bla) = —a+B0

Ha a R/r dttételi viszonyt és a ¢ tengely f (o) kezdeti szogét az
alabbiak szerint valasztjuk :

R g
= p (o) sin j (a)
r
: - -
I 0 sin «
2 — /2 sin (2a—m/2) =2 sin?g—1
3 0 sin 3a =3 sin a— 4 sin® ¢
4 + m/2 sin (4 a + w/2) =8 sinfa—8 sin2a + 1

akkor a felsorolt egyszeri trigonometriai atalakitasok és a 4. egyenlet,
valamint y (x) = [ sin a Osszefiiggés segitségével konnyen beldthato,
hogy az egyes integralé kerekek leclvasdsi kiilonbsége az y (x) zdrt
gorbe altal hatarolt felillet nyomatékintegraljaival a kovetkez6 egyen-
letek szerint fejezheté ki :

5 o i
MAU =S Gymar=17 || dxay
ky A ng-ﬁ ¢ y2 (v) dx = fg) | v dx dy
k, AU, =%(_;5}r(x) x-—-—?ya(x ) dx = = U dxdy—i:— ” y2dx dy

8 . _ sl
kA U,=Al‘?y4(x)dx—ﬁ50y2(x)dx=7‘)" y"dxdy—f— $ ‘ y dx dy.

Ebb6l a nyomatékok (a leolvasasi kiillonbségekkel) kifejezve a kovet-
kez$ egyenleteket szolgaltatjak :

F =M, ,:f dxdy=Ilk; AU, =a AU,
Sx =M, 1=J:J.ydx dyzl?k?A U,=b4 U,

B 4

T M s ’ y’dxdy—_-l;(klzl Ul—’ﬁA Us) —¢, AU,—c, AU,

M, =U.y3dxdy=;%;(k4AU —24U,) =d_AU —d,AU,,

~»

10 A Awmscer; fogaskerékattétellel és az IK gombon valé precizios gorditesevel :
G. Coradi; csuszésvezerlesd csuklos attétellel : A, Ot

3
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Ha a miszer Z pontjanak itjaként az y-tengelyt valasztjuk, akkor
az elébbi M, , , nyomatékok helyett nvilvanvaléan az M,, , nyomaté-
kok értékét nyerjiik. Egy ponton dtmendé ¢ + & + 1 kiilonb6z6 iranya
tengelyekre vonatkoztatott M, , . ,nyomatékok meghatarozdsa utan
az M, o= f f 2 y* dx dy nyomatéﬁok értékeit szamitassal szintén
kénnyen meghatarozhatjuk. Megemlitendd, hogy mig az elsé két
nyvomaték aranyossagi tényezéje egy ismert nyomatéku feliilet plani-
metrdldsa 1tjan adodik, addig a két utolsé nyomaték planimeter-
egyenlete két aranyossagi tényez6t tartalmaz, s igy meghatdrozdsuk
két ismert nyomatéki felillet planimetrdlasaval kell megtorténjen.
Tekintettel arra, hogy egy mérés egyszeri leolvasiasinak értéke
nagy mértékben fiigg a V pontot vezeté kéz és szem gyakorlatatdl
és a pillanatnyi diszpoziciétél, a hibaforrasok leheté csokkentésére a
planimetralds minden esetében to6bbszori korfutds leolvasdsainak
(esetleg a kiegyenlité szamitds alapjan nyert) kozépértéke veendd.
Meg kell emliteniink még azt a gyakorlatilag sokszor megfigyel-
het6 (és csak kivételesen helyes) kezelési elvet, amely szerint a plani-
metrialand6é gorbérgl véletleniil letéré téves vezetést, akaratlagos
ellentett letéréssel igyekszik kiegyenliteni. Ez felszinmeghatdrozasnal
helyes. Tényleges nyomatékok planimetralasanal viszont dltaldban
hibids eredményekhez vezet, amennyiben a tengelyt6l kiilonbozd
tavolsagban elhelyezked6 egybevagd teriilet nyomatékai kiilonbozéek.
A linedris nyomatékplanimeterek alapelve az a szog tobbszoro-
sének mivi attétele az /K f tengelyére. Természetes, hogy az IK
tengely iranyanak ezen vezérlését a fogaskerekekkel megvalésitott
szogatvitel helyett mds kinematikai vezérléssel is megoldhatjuk.
A g. abra szemlélteti pl. A. OTT egyesitett és gyakorlatilag jol

bevalt qS y’dx,gﬁydx,é]/;—dx hatvédnyplanimeterének elvét.

A parhuzamos vezérlés kocsijanak Z,Z, tengelypontjain V,Z,Q
és V,Z,Q integral6 karok vannak megerésitve, s ezek egymashoz a
Q cstisz6agyazéssal kapesolédnak. Mivel konstruktive | Z,Z, | = | Z,0 |,
azért a Z,Z,Q haromszog Z,nél fellépé kiilsé szoge a Z,-nél felléps
a bels6é szognek kétszerese. Ha a V,; pontot a Z, és Z, pontokon

atmend x, abszcisszatengelyre vonatkoztatott y, (x,) gorbén vezetjiik,
az IK, integralé kerék a

ol ;¥ ~
kAU, =@ sin adx, = 7 Q ¥ (%) dx,
feliilletet, az /K, pedig a
ke AU, = — @ cos 2 adx, = © (2 sin® ¢ —1) dx; = 7z ? ¥i (%)) dx,,
statikus nyomatékot méri. (Ekozben V, pont egy oly gorbét ir le,
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amelynek ordindtdja az x,-t6l , tavolsigban 1évé x,-tengelyre vonat-
koztatva y, = 2 ;’ yi.)
1
Ha a V, ponttal az x, abszcisszara vonatkoztatott v, (x,)
gorbét kovetjiik, akkor az IK, a

. 3 1t 2 B .
Ry AU, =— O cos2zady,=— _1_2(-? (la—v2 (xz)) dxg— % ? ¥z (%9) dx,
2

feliletet méri, mivel, mint az a 9. abrab6l kénnyen leolvashat6,

[y — v, (x3) = I, cos 2 a. Az IK, integrdlé kerék viszont a

' I—cos2a N
1 ——— dxy = rz'-i @ | ye (x2) dxy

kAU, = @ sin adx, = § :

integral értékét hatarozza meg.

Felsébbrendii nyomatékok planimetrdldsakor az eddig ismer-
tetett planimeterek kozos hibdja az, hogy a keresett eredményt az
5. egyenletekkel két vagy tobb (hibds) megfigyelési eredménybdl,
t. i. a leolvasési kiilonbségekbdl kell kiszamitanunk. A mérési techni-
kiaban (a hibaatoroklés miatt) lehetSleg elkeriiliink oly miiszereket,
melyek nem szolgaltatjdk kozvetleniil a keresett értékeket, hanem .
kozvetve csak oly értékeket adnak meg, amelyekbdl a keresett érték
tovabbi szamitdssal hatarozand6é meg. Ezt a nehézséget és a precizids

3*
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kivitelben koltséges fogaskerékattételt A. OTT egy igen egyszerii Gtlet-
tel kiiszoboli ki (1o. dbra). A Z koriil forgé K integrdlo kar egy (a rajz-
ban sraffozott) kulisszaval van egybekétve. E kulisszanak meghata-
rozott alakban kivagott C csatornajdba a Z, koriil forgé és az integralé
kereket hordozé K, kar Q cstiszészege nytilik be. | Z,Q | = b, | ZZ,| = a.
V-nek dx elmozdulasakor az IK gordilése dh = dx.sin f. Ha a
C csatornat sin f = f (sin a) egyenlet szerint készitjiik el, akkor az IK

kAU = ¢ f (sin a)dx = gi/(-y(lx)) dx

integral értékét fogja mérni. A C egyenlete a kulisszaval kapcsolt
&, n koordindtarendszerben & = a cos a—b sin (f — a),
n=a sin a + b cos (f— a), ahol f = arcsin f (sin a).

10. abra.

Ez a kivitel tudtommal jelenleg a legdltalanosabb planimeter
szerkesztésének elvi lehetGségét adja meg, hiszen minden olyan f fiigg-
vény integraciéjara alkalmazhato, amelyhez rendelt C gorbeiv kine-
matikailag egyértelmi és az elmozdulasok folyaman nem idéz el6
kinematikai oOnzdroldst. Konstruktiv kivitelben is teljesen kifogds-
talan az ez alapon szerkesztett A. oTT-féle négytarcsds nyomat é k-
planimeter, valamint a mar ismertetett gyokplanimeter.

Az 1. n. preciziés planimeterek a leolvasis pontossagat a gor-
diilési ut muvi sokszorositasaval novelik. Ezeknél az /K a miiszerhez
tartozo6 tarcsan, vagy gombfelileten gordil. Ezzel (a technikai kivitel
lehetGségein beliil) kikiiszobolik az alapsik egyenletlenségébdl szar-
mazé hibiakat, megmarad azonban az IK gordiilésmentes csiszasa-
kor fellépé aranylag nagy szérés lehetGsége. Ha az 1K helyett gombon
csuszasmentesen gordiilé hengert vesziink integralé mechanizmus-
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ként, akkor ez utébbi hibaforrds is gyakorlatilag kikiiszébélhetd.
A tdrcsds gordiilé planimeter egy hengerkerekes kocsi-
bol all (x1. dbra), amelyen a VZP integral6 kar a Z fiiggoleges tengely
koril elfordulhat. Az IK a kocsi O pontjaban fiiggileges tengely
koriil dgyazott T tarcsan nyugszik. E tércsa az F fogaskerékattétellel
kapcsolodik a hengerkerekek tengelyéhez, vigyhogy a kocsi dx elmoz-
dulasa a tarcsa aranyos vdx
— dg elfordulasat idézi elé.

A V pont dx elmozdulasa
tehat az /K P érintési pont-
janak | OP | dg relativ elmoz-
dulasat eredményezi, amely-
hez dh = sin ¢ | OP | dg gor-
diilés tartozik. A ZOP ha-
romszogbél

| OP | sin 9 = | ZO | sin a
=gq sin ¢ tehat 2k 4 U =

T ar - :
® a sin adp = 7 Py (x) dx.

Ha a sik tarcsat egy gomb-
feliillettel, s az integralé ke-
reket e gombfeliiletet érinté
hengerrel helyettesitjiik, ak-
kor ez a planimeter az IK
gordiilésmentes csuszasanak
hibajat is kikiisz6boli, ameny- l]

nyiben ez az integralémecha-
nizmus minden mozgasalla-
potban csuszasmentesgordii-
lést végez. 11. 4bra.

Ilyen pl. a henger-
kerekes gombplanimeter (12. dbra), amely egy hen-
gerkerekes vezérlésii kocsibél all, melyen a G gombsiiveg az 4,4,
vizszintes tengely mentén van dgyazva. Az A,4, tengely az F
fogaskerékattétellel kapcsolédik a henger kerekek vele parhuzamos
AA tengelyéhez. A gombsiivegnek az A,A4, tengely koriil val6é d¢
szogelmozdulasa tehat aranyos a kocsi, s igy a V vezetett pont dx
elmozdulasdval.

A Z pontban dgyazott K integrilo karral egy H keret van egybe-
kotv® amelyen a ZV-vel parhuzamos tengely mentén dgyazva helyez-
kedik el az /H integral6 henger. Ennek szogelmozdulasit egy D dob
beosztdsa €s egy noéniusz regisztralja. Az /H integrdlé henger és a
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G gombieliillet a gombfeliilet vizszintes f6korének P pontjaban érinti
egymdst, a H keret csiszbés dgyazasa és az R rugék segitségével.
A V pont dx elmozduldsindl G vdx = do szoggel fordul el, a P pont-
nak az A;4, tengelyre vonatkoztatott relativ elforduldsa tehat
R, sin adgp. Ha az IH atmérdje 27, akkor az IH G-nek ezen elmoz-

12. 4dbra.

dulasakor dy szoggel fordul el, vagyis R, sin adp = rdy. Ebbdl
kévetkezik, hogy

R 'lr l]) y (x) dx.

kAU = Rosty Qsin ady =

¥ i r.
Ugyanezen az elven alapszik Coradi preciziés nyomatékplanimetere.
Ez a kivitel azonban integrdlé henger helyett a gbmboét érinté integralo
kerekeket hasznal.

4. Az Aaltalanos planimeteregyenlet. Az altaldnos planimetere_k
a Z vezérl6 pontot mozgasa kozben egy meghatdrozott z, = Le'%
palyan tartjak, mikozben a V' vezetett ponttal a megadott és integra-



A GYAKORLATI MATEMATIKA INTEGRALO MUSZEREIROL 39

landé 2z, = 2z, 41 e® pélyat kovetjiikk. (13. dbra) L és [ a pélus-
kar, ill. az integralo kar (véltozd) hosszit, @, » e karoknak az x-ten-
gellyel bezirt szogét jeloli. Ha ¢ = o, / dllandé és L valtozé,akkor a
mar targyalt linedris planimetereket nyerjiik. Ha L és / dlland6 és ¢
valtoz6, akkor Z az . n. péluskérén mozog (e kor kdzéppontjat ne-
vezzik a polusnak), s planimeteriinket poldris planimeternek hivjuk.
Ha z, gorbe pontta zsugorodik és / véltozé, akkor a radidlis plani-
meterek hatdresetét nyerjiik.

Az altaldnos esetben az integral6 kar Z és V' pontja kinematikai-

13. abra.

lag kapcsolja a z; és z, gorbét. Ebben az esetben az integrdlé kar
elmozdulasidval felléps elmozduldsi és gordiilési differencidlok cél-
szerti felbontdsa altaliban komplikdltabb az el6bb ismertetetteknél.
Célszerlibb emiatt az altaldnos planimeteregyenletet mds iton, t. 1.
a kinematikailag kapcsolt z, és z, gorbék szektorfeliiletei kozott fenn-
all6 osszefiiggésbdl levezetni.

~ Ha V-t a megadott z, gorbe mentén V’'-t6l V"-ig vezetjiik
(13. abra), akkor Z a pélusgérbén Z'-t6l Z"-ig tolédik el. Jeldlje F,
az OV'V", F, az OZ'Z" szektorfeliiletet. A LEIBNIZ-féle szektorképlet
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komplex alakban F = — Im f zdz, ahol z az integralandé sikgérbe!l
komplex egyenletét jeloli. Eszerint, mivel

dzy =dz, + e dl —ile ™ dw, dz,— e PdL —ile ®dg,
azert
2, A3y — 2 diy = 25 (€~ dl —ile®d ) + Lo dz, + LAl —il® dw —
— ilLei®@—9) g (g — @) —lL [ei@—0) | g—ilv—0)]dg |
+ Ldlef @@= 1 jdLe 10— —{]2d ¢ + Ldl.
Ha tehat V’-t6l V""-ig integralunk, akkor 2 (F, — Fy) |1, =

= —Im{ J1Ld(e/0=9)—2i [IL cos (p—w) dg + [eite=Lal +
+ Jeio—mar—i [ raoy-

Ha az els6 integrdlt parcidlisan integraljuk, s a fellépé 1j lntegrdlokdt
a harmadik, ill. negyedik integrallal egyesitjiik, akkora 2 (7, — F,) | v

=_1m{11_g.'(¢—--»>|l’,, —fl [ei(m w)_g iw—w)]dL =

—ziflL cos (g — w) d(p——z'flzd a)}
egyenlet adédik, azaz

L

Fz)IV":

. v
2 (F, —Im{ll.e'(“’—"’)l o
V,,

—2 1f l [sm (p—w)d L+ L cos (p—m) dq)J mzf l2dm}'
7

Mivel dz, = e/ dL +iLe®dp = ge'™ + rze"", azért
ds, sin (§ —w) =7 =sin (g —w) dL + L cos (p — o) d ¢.
Ha az integralé karnak az O ponttél mért meréleges tavolsigat p-vel
jeloljik, akkor Lé® + jei® — — pieio, tehdt Im {Lee—)} —
=1Im {—J.—ip} = —
Ezzel fenti egyenletiink az
" e

'+jlsm(z9 w) dsy + %f Pdw
e

i vV
6. .k Fy —Fy) Il-r :—:- P

1 Gombon, vagy tetszileges gorbiiletii feluleteken hatéarolt teruletek meghata-
rozasara is ismeretesek exakt, vagy csak kozelité milikodésii planimeterek.




A GYAKORLATI MATEMATIKA INTEGRALO MUSZEREIROL 41

alakot 6lti. Ezt az egyenletet nevezziik az dltaldnos planimeteregyen-
letnek. Ha az integralé kereket gy helyezziik el a K karon, hogy az
IK-nak az alapsikkal valé P érintési pontja a Z pont vetiiletébe essék
(tehat P a z, polusgérbén mozogjon), mikozben az IK tengelye K-val
parhuzamos, akkor az IK differencialis elmozduldsa

dh = sin () —w) ds, = kd U
differencidlis gordiilést méri.

Ha az I K-et a fentiek szerint helyezziik el és ha L és ! alland6
(polaris planimeter), akkor a 6. egyenlet az

V’l I V'l I l,'l’
F,—F — = “ 12 kAU
7 (Fy 2)|V, > ﬁlV' I P “|[/‘,, T
egyenletbe megy at.
f 0

V teljes korfutdsa esetében F, — \ L? 7, aszerint, amint a pélus
a mért feliileten lg;\{;lil van, mivel az elsé esetben a péluskar a poluskor
szektorfeliiletét kétszer ellentett
teljes korfelilletét egyszer azonos
F, az integralandé F teriilettel azonos. Ha a pélus F-en beliil helyez-
kedik el, akkor ez természetes, ha a polus F-en kiviil fekszik, akkor
a kétszer ellentett elGjellel fellépo szektorfeliiletek Gsszege épp F. Teljes
korfutas esetében azonkivill p, = p,, ®, = @,, tehat

- 0 Itk AU
Bt F:l‘_?sin(ﬂ—(:))dsz+':1~2-'t=\lkAU+C

iranyban irja le. Mindkét esetben

Eszerint az dllandék meghatdrozdasahoz két fiiggetlen planimetralds
sziikséges, ha a pélus F-en beliil fekszik, az ellenkezé esetben egy
ismert felillet planimetralasival kapjuk /& értékét.

Szerkezetileg nehézségeket okozna az IK P {rintési pontjanak
Z vetiiletébe val6 elhelyezése. Az IK tényleges elhelyezése a K karon
olyan, hogy P (m, n) tavolsigban fekszik a Z ponttél (pl. 7. dbra).
A megadott gorbe teljes befutdsa esetében ez az eltolds azonban nem
jatszik szerepet. Ezt a 14. abrabol kénnyen leolvashatjuk. C, jeloli

a polusgorbét, C, az integralandé gorbét. Legyen VV' a C, gorbén
V differencialis elmozduldsa. Ennck a poélusgorbén ZZ' elmozdulas
felel meg. Ez utébbit felbonthatjuk 73.2 — dh +7é elmozduldsokra,
s ezzel az integrdlé kar elmozduldsat a ZV— Z, V,, Z,V, =Z'V,,
7'V Z'V' elmozduldsokra, amelyeknek az 1K

dh,o,dh, = ( comTé dw) cos o gordiilései felelnek meg. Az (m, n)-el eltolt
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IK-nak ZV — Z'V'-hez tartozé rezulténs gordiilése tehat
dh,, = kdU = dh + 0 + mdw = sin (§ —w)ds, + md o .

1" teljes korfutdsa esetében a masodik tag integralja kiesik, s 1jbol
az el6bbi egyszerii planimeteregyenletet nyerjiik.

Lényegesen fontos ¢és a polaris planimeterek elterjedéséhez nagy-
ban hozzdjarult az a (jelenleg) gyakorlatilag igen ritkdn kihasznalt
tény, hogy ezekkel a planimeterekkel az 4. n. kompenzaciés kivitel-

ben az IK tengelyének
C‘] K-hoz viszonyitott esetle-
ges ferdeségébdl (tehdt a
gyari bedllitds kis hata-
rokon beliil szinte elkeriil-
hetetlen hibajabol) szar-
mazé hibas értékadatok-
nak igen egyszerii hiba-
kompenzaciéja lehetséges.
A kompenziciés planime-
tert a poélusrogzités val-
toztatasa nélkiil lehet a
polus és a planimetralds
A kezdeti pontjat Ossze-
koté egyeneshez ennek
mindkét oldalan szimmet-
rikusan feldllitani (1. dbra),
s vagy az egyik, vagy a
masik kezdeti helyzetbdl
kiindulva planimetrélni.
14. abra, Az els6 bedllitasnal (a pla-
nimeter pl. OA egyenes
«baly oldalan fekszik) az /K tengelyének a K karral bezdrt szog-
ferdesége + &, a mdsik beallitasnal (a planimeter az OA egyenes
«obb» oldalan fekszik) e tengelyferdeség — e. E két kezdeti helyzetbdl
kiindul6 két planimetralds kozépértékér6l konnyl kimutatni, hogy
a hibatlan (tehat tengelyferdeség nélkiili) leolvasasi értéktél e-nek
csak négyzetes és magasabbrendii tagjaival ardnyosan kiilonbozik,
mig az egyes leolvasasok hibaja e-nek elsé hatvdnyaval ardnyos.
Annak ellenére, hogy ¢ kicsiny, ¢ elsé hatvanya még befolyasolhatja
a mérési eredményt, a masodik hatvany dltaliban mar nem. A két
szimmetrikus beallitdsra vonatkozé mérés kozépértéke tehat gyakor-
latilag a gyari bedllitas ezen hibajat6l mentes.

A kozonséges polaris planimeterrel szemben kb. tizszeres pontos-

sagiazi.n. tdrcsds poldris planimeter. Ennek kivitele
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természetszeriileg kiss¢ komplikaltabb (15. dbra). A régzitett O polus
koriil forog az OZ poluskar és ehhez a Z pontban figgbleges dgyazas-
sal kapcsolédik a VZP integralé kar. Az IK a T tarcsin nyugszik,
e tarcsa viszont a poluskaron megerésitett Q fiigg6leges tengely koriil
forog. A T tarcsiaval szilirdul van egybekétve az » sugart érdes
peremi kerék, amely a podlusalaphoz rogzitett R sugaru kerék szin-
tén érdes peremével surlodas dltal cstszdsmentesen kapcsolédik.,
Eszerint OZ df szogelmozdulasanak a 1" tarcsa Q kozéppont koriili
dy relativ szégelmozduldsa felel meg és Rdf = rdy. Z pont piélydja
az L sugard poluskor, amelynek iveleme ds, = Ldf8. Ha V az integ-

ralandé C; gorbén V'V’ elmozdulisnak lesz alavetve, akkor ez az

15. abra.

elmozdulas felbonthaté 1. V'V, elmozdulasra, amelyben az OZV rend-
szer mint szilard egész fordul el O kéril, és 2. V¥’ elmozduldsra,
amelyben OZ’ marad nyugalomban és Z'V, Z' koérill da szoggel
fordul 4t a Z' V" helyzetbe. E mésodik elmozduldskor az IK gordiilése
nulla, mivel P palydja a K, sikra merdleges. Az els6 elmozduldskor

viszont az [K gordiilése

R d.R
dh = p cos (pdy=dy.d=d.—rdﬁ= = ds,.

R .
Mivel d = [L—-(R 4 r)] sin a, azért dh = T (L — R — r) sina ds,.

Tekintettel arra, hogy ¥ — o = m — a, azért sin a = sin (J — ),
~

azaz dh = kdU = - l—% (L — R — 7) sin (i — ) ds,, tehat teljes kor-
v
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riL

(L—R—7)
(F, szerepe ugyanaz, mint a kozonséges polaris planimetereknél.)

A 7. planimeteregyenletbdl konnyen szarmaztathaté az integralé
kerék nélkil miikéd6é PriTz-féle planimeter. Ez gyakor-
latilag alig ér el 2. .. 49, pontossigot, s emiatt inkabb csak elvileg
érdekes. E planimeter csak az integral6 karbdl dll (6. abra), amely-
nek Z pontjaban egy éles peremii nehéz kerék tigy van megerdsitve,
hogy a kerék sikja az alapsikra meréleges és a ZV egyenesbe esik.
A P pont tehat csakis ZV iranyaban mozdulhat el, P a V-vel koriil-
futott C, gorbéhez és I vonszol6 tavolsaghoz tartozé C, vonszol6 gor-
bét irja le. Ha a korfutds kezdeti A pontjat koordinitarendszeriink

AU =F,+KAU.

futas esetében F = F, + & I

16. abra.

kezd6pontjanak valasszuk, akkor teljes korfutds utan p, = p, = o.
Mivel a C, poélusgorbe érintdinek iranya minden helyzetben meg-
egyezik az integrdlé kar irdnyaval, vagyis ¥ =, azért (.. 7. és
8. egyenlet) F, = F, + + ! o |3 ahol F, a Kkoriilfutott
gorbével, F, a poélusgorbével (t. i. C; vonszolégorbéjével) ha-
tarolt tartomdny teriiletét jelent. /, w, = w, értékeit a kez-
deti és végallapot megjelolésével konnyen meghatarozhatjuk. Eddig
a pontig planimeteriink miikodési egyenlet pontos, sajnos, azon-
ban a meghatarozandé teriiletet a vonszolé gérbével hatarolt szektor-
nak szintén ismeretlen teriiletével helyettesiti. C. RUNGE kimutatta,
hogy ha a korfutds kezdeti A pontja a planimetrdlandé feliilet S sily-
pontjaval megegyezik és ha két, egymassal 180°-kal elforgatott kez-
deti bedllitas mérésével meghatdrozott Aw értékekbél képezziik a
kozépértéket, akkor nagy / értékekre F, megkézelitéleg + ldw, tehat
F = ldw. Ez a megkozelités »/l kb. harmadik hatvdnydval ardnyos,
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ahol r az F-et hatarolé gorbe S-t6l szamitott radiuszvektorainak egy
kozépértckét jelenti. Ennek ellenére l-hez viszonyitottan igen kis
atmérdju feliiletek mérése sem adhat kielégitGen pontos eredménye-
ket, mivel ebben az esetben a lemérendé Am lesz igen kicsiny, s ezzel
a merés relativ hibdja igen nagy. Pontos felilletmeghatdrozas gya-
korlati miiszeréiil e planimeter nem alkalmas, viszont ugy latszik,
hogy kozonséges differencidlegyenletek gyakorlati megolddsara cél-
szerii segédmiiszernek bizonyul.}?

Miel6tt a planimeterek tovabbi targyalasdt folytatnok, szeretnék
megemliteni egy gyakorlatilag igen elterjedt segédmiiszert, az . n.
MADER—OTT-féle harmonikus analizdtort. Ez a
miszer tulajdonképpen nem tartozik a planimeterek kozé, csupan
felilletplanimeter elé csatolt segédmiiszer. Célja, hogy egy mechanikai-
lag vezérelt P, mozgd ponttal a planimeter V' pontjat ugy vezesse,

hogy az az
D

an 2 cos [ 2an
b,,} AP p'.‘ y ) sin (_p x)dx

értékét mérje, ha az analizator V, vezetett pontjaval az y (x) gorbe

p periédusat koriilfutjuk. A MADER—OTT-analizdtor e célt ugy éri el,

hogy az y (x) gérbét miivileg olyan y (&) zdrt gérbévé transzformilja,

amelynek felszine aranyos a F ourier egyiitthatékkal.

E miiszer hdrom lényeges alkatrészb6l all (17. dbra) :

1. A rajzban sraffozott kocsibdl, amely az RR vonalzds vezérlés-
sel az xy-koordinatarendszer ordindtdinak irdnyaban mozoghat.
Az RR vezet6 vonalzot ugy kell beallitani, hogy a kocsi Z pontja az
analizdlandé gorbe periodusit felez6 ordindtaegyenesen mozogjon.

2. A Z pont koriil (fiiggbleges tengelybe é4gyazva) forog a
QZK kar. Ennek Q csiszészege benyulik a kocsin 4, B csapiagyakkal
agyazott FF fogasrid U kulisszijaba. A fogasrudat tehdit a KZQ
kar elforgatdsival a kocsin (az y-tengellyel szintén parhuzamosan)
eltolhatjuk. A fogasrid maximadlis eltolasi itja /. Ezt az 4 és B dgya-
zasba iitkozé U kulissza biztositja. A K karon a V,_ vezetett pontot
tetszbleges helyzetben rogzithetjiik. V-t gy kell bedllitani, hogy
ha a fogasrud legfelsé helyzetében dll (U iitkozik A-val), akkor V', az
x-tengelyen a periodus kezdépontjaval dsszeessék. Természetes, hogy
ha a fogasrudat (Z pont eltoldsa nélkiil) a K kar elforgatdsival leg-
alsé helyzetébe toljuk el (U iitkozik B-vel), akkor V,-nak az X-ten-
gelyen a periodus végpontjaba kell esnie. Ekozben az elforgatas koz-
benV, a V, V'p alapkorts irja le.

12 Vigroris, Ztsch, f. angw. Math. u. Mech. 15. kétet (1935), 238, lap.
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V, ezen beallitdsa miatt a konstruktiv kivitel hatarain beliil
a miiszer tetszbleges periodusra allithaté be, s FF minden egyes
esetben azonos / utat tesz meg.

3. Az FF fogasridba kapcsolodik a kocsin O tengellyel meg-

erositett » sugari FK fogaskerék. » 1gy van meghatarozva, hogy

R
O!

R - LT

R 17. abra,

l
az [ uton n teljes korforgast végezzen, tehat » = i Az FK fogas-
kereken, a kozépponttdl R tavolsigban van a P, pont, mely a transz-
formalt gorbét irja le.
Helyes beallitds utan a kezdeti helyzetben tehat Z koordinatdi

(-g h), O koordinatai (— py, 4 + ¢,)- Jelolje az XOP, szoget ¢ €s a
kezdeti helyzet szogét g,
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Hatdrozzuk most meg P, 1tjat, ha V,-val az analizdlandé gor-
b t kovetjiik. Mivel V, és P, kozott a kinematikai kapcsolas egy-
ertelmi, azért, ha V-t a kezdSpontbél kiilonbézé utakon vezetjiik
a gorbén fekvé P pontba, P, 1tja is méds és mds lesz, e kiilonbozé
utak végpontjai azonban V, = P esetében azonosak. Eszerint P, hely-
zetét, ha V.-t O-t6l P-ig vezetjiik, a kovetkezd specidlis it
segitségével hatarozhatjuk meg: 1. V,— V' (Z nyugalomban marad,
QZK elfordul Q'ZV" helyzetbe, V,az alapkorén mozog) és2. V,= V'~ P
(a Q'ZV' kar szogviltozds nélkiil pairhuzamosan tolédik el az ordinéta-
iranyban g (x, ) + v (x)-el.) Ha V,_,nak az alapkér p ttjin a fogas

27an

kerék 2an-el fordul el, akkor a V'-ig terjedd x dton xszoggel,azaz

2an = ‘ = > ’ .
— x + ¢,. Eszerint P_helyzete a V,— V' — P elmozdulds utdn

¢:

§yy =—P1 + R cos ¢
o =M+ ¢ +g(x.9) +y(x)+R sin ¢

Ha V,val az x-tengely mentén haladunk végig az (x, o) pontig,
P, utjanak végpontja

by = — P11+ R cos ¢

Moy = M + Qs 18 (x, ) + R sin ¢

A gorbe, az x-tengely és a teljes periédushoz tartozé két ordindta
altal hatarolt tartomdny a

27N
Nycxr — Notx) = ¥ (%), §=—p, + R cos ( b -x—}-q),)
tartomanyba transzformalodik. Ennek teriilete
P 4
5 2 . [ 2mn
= ‘ (i) — Notw)) d€ = (— ; ) y (%) sm( %+ %) dx) anR
X . 0 0

I 7 | akkor Fy zp = 7ot R{b". A P, ponttdl veze-
\ n/s a,

tett planimeter tehat a Fourier egyitthatokkal ardnyos terii-
letet mér. Megemlitends, hogy a gyakorlati kivitel 2-5...72 cm
periodushosszisagu fiiggvények 25 koeffiziensének analizdldsat teszik
lehet6évé. Tobb fogaskerék, s ugyanannyi planimeter egyidejii alkal-

mazasaval el lehet érni, hogy egy korfutassal egyszerre 14 egyiitt-

Ha ¢, =

- haté éggékét tudjuk meghatarozni.

A radialis planimetereknél C, pontta zsugorodik.
Ezt a pontot a poldris koordinatarendszeriink kezd6pontjinak vilasz-
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szuk. » = r (¢) az adott integralandé gorbe. A legdltalanosabb eset-
ben, midén planimeteriinkkel a RAU = é/(r ((p)) dg integralt

hatarozzuk meg (a tébbi gyakorlatilag fontos eset ebbdl kdnnyen
szarmaztathat6), az integralé kar Z pontjat, amely az alapsikhoz
rogzitett O kezdGponttal egybeesik egy meghatdrozott C gorbe men-
tén (bemart csatorna, vagy kulissza altal) vezetjiik, mikézben V az
r (¢) gorbét irja le. Ha az altaldnos planimeteregyenletet akarnank
alkalmazni, akkor a P pontnak e kényszervezérlés altal meghatdro-
zott palyajat és a 6. egyenletben fellépé tébbi adatokat kellene ki-
szamitanunk.

Az IK gordiilését ebben az esetben is sokkal konnyebben hata-

18. abra.

rozhatjuk meg az elmozduldsi differencidlok szemlélete alapjan.
A 18a. dbran A. Ot kivitelében lathaté a sablonnak kiképzett integ-
ralo kar, ennek C kivagasaba nyilik be az O kezd6pontnak az alap-
sikhoz rogzitett cstisz6 szege. A V ponttdl az IK P érintési pontja
(m, m) tavolsagban van. A K,, T, sikok vetiiletével legyen parhuza-
mos a sablonnal osszekotott &, # derékszogii koordinatarendszer.
Ebben a rendszerben & = & (r), n = # (r) a C csatorna kozépvonala-
nak egyenlete. Ezeket a

Ge s E=o0+m E+n=1r>®

egyenletekbél hatarozhatjuk meg, foltéve, hogy o mint » fiiggvény
e ismeretes. A V vezetett pontnak az 7 (¢) gérbe mentén valé V' — V'
elmozduldsat a | V'V, | = rdg és | V V' | = dr elmozduldsokra bontjuk
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f?l.‘A F/'-»V! elmozdulas a K /integrdlé karnak O pont kériili elfordu-
lasat jelentiezalatt P 1tja | OP |dg az IK gordiilése pedig

dhy = | OP | dg cos 0 = opdg. '

A Vi— V' el mozdulist felbonthatjuk két virtuilis elmozdulds
Gsszegére : 1. a VZ irdnnyal parhuzamos dr nagysigi V,Z — V'Z'
elmozduldsra, mintha a sablon kivagdsa és a csiiszé szeg nem gatolna
az integralé kart mozgdsiban és 2. V’ koriil egy olyan da szoggel
valo V'Z" — V'Z" elforduldsra, amelyet az jellemez, hogy a sablon
kivagasa 0jbol a csiszo szeggel fedésbe jut. Mivel differencidlis el-
mozduldsokrél van szé, a C gérbe a Z ponthoz tartozé ivelemével
helyettesithet6 (186. dbra).

n(r) 4

Az 1. elmozdulasnal az IK gordiilése dh, — — dr sin a = — -

Y

t
a 2.nél dhy = | V'P|dacos 6 = mda = m *g—l:—(i dr. A rezultans

differencialis gordiilés tehat
' tg 9
dh = o (r) d(p—ny) dr—m—gT—(')dr

Ennek a zart » (@) gorbe mentén valo teljes korfutasra vonatkozo integ-
rilia kAU =G o(r (¢))dy, mivel a reguldrisnak feltételezett két
utols6 integral teljes korfutds esetében 7, -t6l 7, -ig és r, -tél
Tmae1g Integrdalva nullit eredményez. Az § / (r ((p)) dg meghataro-
zasakor tehdt a C csatornat f = p és a 9. egyenletek szerint kell
kialakitani.'® Megemlitend6 a o = » (¢) hatdresete, amikor a vezetd
C gorbe a VZ egyenesbe megy at. Ez a planimeter az f r(¢) do

értékét méri. Ekkor m = o0, § = 0, a gordiilés két utolsé komponense
teljes korfutds nélkiil is eltiinik, és a leolvasdsi kiilonbség barmely

P
kezdeti és végpont kozott azfr (p) dp értékét, tehat a hatdro-
zatlan radialis integralt méri.

5. Integrimeterek. Azokat a planimetereket, amelyek hatdrozat-
lan integralokat mérnek, integrimetereknek nevezziik. Szﬁksége,. hogy
az integrimeterekre érvényes planimeteregyenlet szabad tagj.al- (tel-
jes korfutds nélkiil is) identikusan eltiinjenek. E feltétel oly kivitellel
valésithaté meg, amelyben az /K K, sikja minden helyzettfen mero-
leges azokra az elmozduldsokra, amelyek a kozénséges plainur}fftereli-
nél agsak teljes korfutds esetében eltiing szabad tagokat allitjdk eld.

13 Az $sszes linearis hatvany- és fuggvényplanimeterekkel mérhetd integralok-
hoz a megfelelé radialis planimeterek is mind ismeretesek.
4
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Ezt az elvet egyszerlien valdsitja meg A. OTT linedris
alapintegrimetere. Ez egy linearis planimeter az /K oly
célszerii elhelyezésével, hogy V-nek dy mentén valé eltolisa nem okoz
gordiilést, a dx elmozdulds viszont dh = dx.sin ¢ gordiilést hoz
létre (19. abra). A miiszer elvi kivitele a kovetkezé. A ZV integrdlo
kar a B csuklépontban kapcsolédik a BZ,P integralé kereket hor-
doz6 konyokhoz. E csuklérendszer Z és Z, pontjat csiszoszeg vezeti
az RR vonalz6 (x-tengelynek megfelel6) csatornajaban. E csuklo-
rendszer a vonalz6tdl vezetve V-nek dx elmozduldsakor mint szilard
egész csuszik el az x-tengely mentén, az IK P érintési pontja eszerint

19, abra,

szintén dx elmozduldst végez, gordiilése tehat dh = dx . sin a. V-nek
dy elmozduldsakor a csuklérendszer da szoggel Osszébb csukodik.
Z kozeledik Z;-hez, Z, azonban nyugalomban marad. Eszerint az /K
a Z, pont kériil | Z,P | da elforduldst végez. Ez az elfordulds a kerék
sikjara merdleges, tehat nem ad gordiilési komponenst. E miiszer

teljes planimeteregyenlete eszerint
x x

kAU=Jsinadx=iljy(x)dx.

A tetszéleges kezdeti és végpont kozotti hatdrozatlan integrdl értéke
tehat ardnyos e két pont kozott fellépé leolvasdsi kiilonbséggel.
Kézelfekvé az a gondolat, hogy az IK-et hordoz6é Z,P kart ne
kossiik ossze szildirdul a BZ, karral, hanem 1gy szerkesszilk meg
a késziiléket, hogy a V pont a Z, pont koriil pl. kulisszdk segitségével

VTSR
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vezesse a Z,P Kkart, fiiggetleniil a BZ, kartél. A kulissza gorbéjének
megfelelé valasztasaval dltalinos fiiggvényintegrimeterek szerkeszt-
heték. E gondolat elvileg helyes, gyakorlatilag azonban magasabb
hatvanyintegrimeterek esetében kinematikai zdrolasok elkeriilése
végett a Z,P kar szogvaltozdsat mind kisebbnek kell venniink, s ez
a mérési eredmény pontossaganak nagyfoku csokkenésével jar. Meg-
adott y (x) fiiggvény négyzetének, négyzetgyokének vagy reciprok
értékének kozvetlen hatarozatlan integracidjara célszeriibb a linearis
alapintegrimeter elé egy segédmiiszert iktatni, amely a megfeleld
transzformaciot elvégzi. Az emlitett két els6 esetben ily segédmiiszer
lehet a mar ismertetett OrT-féle hatvanyplanimeter vezérlése.

Az integrimeterekkel Osszefiiggen — killonoskép a linearis
feliiletplanimeterek teljes kihasznalasahoz — lényeges, hogy min-
den lineéris felilletplanimeter egyszerii korrektira segitségével alap-
integrimeterként is felhaszndlhato.

Szemléljiik e célbél még egyszer a linearis felilletplanimeter
alapegyenletét :

Pll
144 v I’

) S P _li‘,
lkUl ‘y(x dx+2(l 21m)a|P, 4sm zalp,
Pl

Il

j 2l

II

= |y v dx +v(y @)l

PI
ahol p (y) = % (2 — 20m) arcsin-{ 4 l /2 —y?® mivel sin a = —21
Eszerint tetszoleges kezdeti és végpont kozitt

Q

: Q
y(®) dx =1RU | —» ()
P
Ha a y (y) korrekturafiiggvény egyszeri helyes meghatarozasa utanl4

e
Yo

14 A y (y) fiiggvény meghatirozasakor azonban az a nehézség adédik, hogy
w-ben a planimeter /, k, m ismeretlen konstrukeios adatai is fellépnek, melyeknek értékei
nélkil a planimeterhez tartozo korrekturafiiggvényt nem tudjuk kiszdmitani.

Ezeknek az allandoknak az értékeit ismert feliletek planimetrdldsa tjan nyer-
hetjik, mégpedig, mivel a planimetrlt értékek mindig csak bizonyos széras hibaival
hataggzhatok meg, azért ezeket az dllanddkat a kiegyenlité szamitds elvei alapjan kell
kiszamitanunk.

E szamitas (amelyet egy planimeterre vonatkozolag csak egyszer kell elvégezni)
meglehetosen bonyolult, s ezért f6bb vonésaiban vazolom.

Integraljuk az y = tg§ (x—a) egyenest a P, (¥ =a, ¥y = 0) ponttdl a

4*
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az lk-val szorzott leolvasisi kiilonbséget e korrekturdaval helyesbbit-
jik, akkor az integral tetszbleges P és Q kozotti értékét nyerjiik.
Linearis planimeteriinket igy integrimeterként is felhasznalhatjuk.

Mig a linearis alapintegrimeter ismertetett kivitele legijabb
keletii, a preciziés tdrcsdas linedris integrimeter elve
(GONELLA-mechanizmus) tobb mint 100 éves (20. dbra). Ez az integri-
meter egy 7 tarcsit megfelelé kocsi, vagy sinvezetés segitségével
az x-tengellyel parhuzamosan és ugy vezet, hogy a kocsi dx elmoz-

Py

Py (a + hi, tg® hi) pontig. A P,-t6l P;-ig terjedd teriilet szémértékef;vdx- ,’,lﬁi" ted,
P,

az ehhez tartozd z-adik mérésisorozatbdl leolvasott érték pedig AU;, ». A hiarom isme-

retlen allandé meghatirozasira tehat a kévetkezb 3n egyenlet (x =1...1n,1 = 1, 2, z)

h tgd | » ht ht
lkAUku:%h*tg{h’ l(l’—zlm) arcsin —l—a)— gﬁ )l/ —(' g'o

all rendelkezésiinkre. Jeloljék Ik = a, li (1* — 2lm) = B, tlg'ﬂ = y az el6bbi egyenlet

ismeretlenjeit, AU, %, h tgd = a és h pedig az ismert értékeket.
Ha most 2ya = a, 2BY® = g jelolést vezetjuk be, akkor
arcsin(yi)
i
Tekintettel arra, hogy hibas mérési eredményekbdl a harom ismeretlen tgysem
hatirozhaté meg pontosan, elébb egy megkozelité értékrendszert szamitunk ki, s ezt
javitjuk majd a kiegyenlitd szamitas elvei alapjan. Ha h-t és tgd-at tgy vesszik fel,
hogy nemcsak y, de 3y is j6val kisebb az egységnél és ha AU; jelsli az i«edik felilet

a AUix = i*hay + B¢ n“il r— y%® .

1 n
mérésekor végzett n leolvasas kozépértékét, vagyis AU; =5 ¥ AUs», akkor az
%=1
el6bbi egyenletrendszer négyzetes kozelitéssel az

2
ao AUs = i*have + ip, —a* + a: Py (1=1,2,3)
egyenletrendszerbe megy at. Ennek megoldasa

Yo tom ==t

s>

Pr ap = 2h* z—lvﬁo =%+ ‘Z a0 qs,
2
ahol

Py = §— %o ¢ = 34U, — 34U, + AU,

@ = 54U, — 44U, + AU;, g3 = 154U, — 94U, + 24U,.
Ha a 3n mérés felhasznilasaval kiegyenlitett gyokértékek
a« =% +Tq, = T “5, Y= Yo + Ty,
akkor ezeket a korrektarakat az

— 3 B
@ AUs,» + Bi (Bo, Yo) = — AUinta + Ecsmvw — -rY( - ‘) i “
egyenletrendszerbdl, ahol 1
B (po.1) = — [ithave + g 2010 i i ] |

a Gauss-féle kiegyenlités normilegyenletei segitségével hatarozhatjuk meg. Miutin az
allandékat ilymédon kiszamitottuk, a v (y) korrekturafﬁggvényt mint emiiszerallandots
tabellaris, vagy grafikus Gton rogzitjik.
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dulasinak a tircsa dy = wdx elfordulisa feleljen meg. A tarcsin
csuszosvezérlésii H keretben dgyazva nyugszik az IK, tengelye a
tarcsa O csapagykozéppontjan megy 4t és merdleges az x-irdnyra.
A tengelynek V' végpontjat vezetjiik (elvileg) a megadott gorbe men-
tén. Az IK gordilése dy elmozduldskor nulla, dx elmozduliskor
dh = | OP | dy = y (x) vdx, azaz

%
RAU = v fy (x) dx

lte———————— e [ )
ylx)
1
1YIX)
S - —— X
20. abra.

6. Az altalanos integralé miiszer elve és az integraf. Ujabban
az elébbi integralé berendezés (amely az erék inverz b'evezet.ésé.vc_el
pifferencidlast végez) kozonséges differenciélegyenlete’k és az infini-
tezimalis szamitds mas feladatainak miivi megoldés’z’lr'a”szerkesztet't
gépek!® alapelemévé vilt, miutan sikeriilt olyan.er.osno berefldeze~
seket szerkeszteni, amelyek az IK-re haté igen klcsmy'f'orga.t'(l) nyo-
matékot rezgés- és torzitadsmentesen annyira. meg .tud.]ak.efosi’temf
hogy az IK a gordiilésével kapcsolt mﬁ’veket kmer.natlkaﬂag 1rz§ny1tam
képes. Ezeknek a nyomatékerc’isit(’? és rezgéscsillapitd egysegeknf:k
még vézlatos targyaldsa is tilhaladja ennek a dolngatnalf a k’eretet:
Emiatt csak arra szoritkozunk, hogy egy egyszeri integralé gép elvi

15 Pl. a névleg olyan kézismert «céliranyzé készulékek» egy részének differem-
cialast elvégzd hajtomiive.
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kapcsolasan ismertessiik a gyakorlati matematika ezen gazdag terii-
leteket megnyité meggondoldsainak alapjat.

Az altaldnos szorzati integrdf elvét akarjuk a kdvetkezékben
ismertetni. A gép grafikusan megadott u (x) és v (x) fiiggvényekbdl az

Fia) = [ () 0 (2) da

integralgorbéjét hatarozza meg (21. dbra).

AU ——dXx A\, - (x
Tu

P I vy
|

i sy
|

'Ké i}
dé,=vd (

Wi

2r. abra.

E géphez legelGszor is hdrom 4. n. asztal sziikséges (azaz Ki-
feszitett rajzlappal boritott és a sikjaba felvett x-tengely irdnydban
parhuzamosan mozgathaté harom rajztabla).’® A két megadott fiigg-
vénynek a gépbe vald bevezetésére szolgdlnak az 4. n. A, és 4,
«adow asztalok, amelyekre az u és v fiiggvényeket felrajzoltuk. Az f

18 Az casztal fogalmin természetesen hengereket is érthetiink, amelyre a gor-
béket tartalmazé rajzlapokat rafeszitjiik. A dx eltolas ekkor a hengerek dx elforgatasa-
val értelmezendd.

W —
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eredmény felvevésére szolgdl az Ay «wevon asztal. E hdrom asztal
(pl. elektromotoros meghajtassal) a hdrom x-tengely mentén azonos
dx eltoldst végez. Az eltolas kozben az adé asztalok u (x) és » (x)
gorbéit a miiszer V, és V), vezetett pontjaival kell kévetniink. V, a G,
GONELLA-mechanizmus integral6 kerekének eltoldsat irinyitja. Ennek
T, tarcsdja ardnyosan forog« az asztalok elmozduldsival, tehit dy, —
= vdy. A G, mechanizmus egység sugari IK, integrilé kerekének

gordiilése eszerint dh, = (0,FP,) dy, = v u (x) dx. E gordiilést (szog-
elmozduldst) az A ¢és B tengely, a W, és W, nyomatékerdsits, rezgés-
csillapité és attétel segitségével bevezetjiilk a G, GONELLA-mechaniz-
mus T, tdrcsdjaba. T, szogelforduldsa tehat dy, =dh, = v« (x) dx.
A v (x) gorbe mentén vezetett V, vezetett pont a G, mechanizmus
egység sugaru /K, integral6 kerekét vezeti. Ennek gordiilése (szog-
elforduldsa) eszerint dhy, = (O,P,) d y, = v (x) dhy = v u (x) v (x) dx.
E szogelfordulast a C tengely, W, nyomatékerdsitén és rezgéscsilla-
piton 4at vezeti az M mozgasatalakitéba, amely a dh, elforduldsi
szoget (pl. csigakerék és fogasrudas dttétellel) ezzel a szoggel ardnyos
hossztisagga (dh, = odf) alakitja at. Ezzel a késziilékkel kapcsolt
R irén az A, vevéasztalon a odf = »u (x) v (x) dv egyenlet szerint

X
»

v y 99, L))
mozdul el, tehat az irén az f (x) = — | # (x) v (x) dx integralgorbét
o

rajzolja fel.

A G-mechanizmus, nyomatékerdsité és rezgéscsillapit6, valamint
osszeadd és szorzé hajtéomiivek segitségével legaldbb » adé asztal,
n G mechanizmus és egy vevé asztal célszerii kapcsolasaval n-ed
rendii kozonséges differencidlegyenletek miivi integracidjit is meg
lehet oldani. Ezzel a kérdéssel azonban itt anndl kevésbbé foglal-
kozunk, mert a technikai kivitel nagy nehézségeinek részletes ismer-
tetése nélkiil az elvi kapcsolasok relativ egyszeriisége az olvasénak
hamis képet adhatna e gépekrdl.!?

Differencidlegyenletek miivi megolddsara irdnyul6 régebbi kisér-
letek egész mas elvi alapokbdl indultak ki, t. i. az élesperemii kerék
konstruktiv egységébdl. Ezen elv csakis a hatdrozatlan integral fel-

rajzoldsara szolgalé (tehat a legegyszeriibb Goi= (x) differencial-

egyenletet megoldd) gyakorlatilag sokoldalian bevdlt ABDAN K
ABakanNowicz-féle integrafban terjedt el (G. CorADI,

A. OrT).

w7 Kiilinbozb (legfeljebb mésodrendii) feladatok elvégzésére szolgild kapcesoldsi
sémak targyaldsa megtaldlhato : Mever zuk CaPeLte : Das Reibradgetriebe als Integra-
tor c. kitiiné osszefoglalasaban. Ztsch. f. Instr.-Kunde. (1943, 7. fiizet, 241. oldal.)
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Ennek a miiszernek miikodési elve nagyon egyszeri. Az RR
hengerkerekektél egyenesvonalon vezérelt 4 alapkocsi Z pontja az
x-tengely mentén mozog (22. dbra). Az alapkocsinak S, és S, csator-
naja az y-irannyal parhuzamosan vezérli a &, és &, ad6 és vevé kocsi-
kat. Az adé kocsi vezeté karjanak V végpontjit az integrdlando
y (x) gorbe mentén vezetjiik végig. A vezet$ kar Q (fiiggéleges) ten-
gelyében agyazva fekszik az SS sin, amelynek masodik rogzitett
pontja a Z-ben fiiggéleges tengely kériil forgathaté csiszé dgyazas.

22. abra.

.. x
Ennek a sinnek az x-tengellyel bezart ¢ szogére dll tg ¢ — %2

Az SS sinen mozog egy k; iranyité kocsi, amelynek az a szerepe,
hogy az éles peremii, nehéz EK keréknek K, sikjat az M parallelo-
gramma vezérléssel SS-hez parhuzamosan vezesse. Az EK-t a & kocsi
hordozza. kjaz EK miatt csakis a 4 irdnydban tud elmozdulni. Ha V-t
y (x) mentén vezetjiik, k; és a vele Osszekotott iron eszerint egy olyan

dY 1
Y (x) gorbét ir le, amelynek irdnytangense tg ¥ = TR (x).
x

x

. F
A felrajzolt gorbe tehat Y (x) = ralh 4 (x) dx + C egyenletet elégiti ki.
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UBER INTEGRIERGERATE DER PRAKTISCHEN
MATHEMATIK

von S. v. Borbély (Kolozsvir)

In dieser Arbeit wird eine Ubersicht iiber dic gebrauchlichsten
Integriergerdte der praktischen Mathematik gegeben, Theorie,
Wirkungsweise und der Prinzipaufbau der verschiedensten Planime-
terausfithrungen und einiger Integriermechanismen kurz zusammen-
gestellt.

Nach Beschreibung der Wirkungsweise des einfachen Integrier-
radchens wird die Rollenabwicklung bei allgemeiner Verschiebung
des Integrierridchens hergeleitet und kurz auf die Fehlermoglich-
keiten und deren Einfluss hingewiesen. Als Beispiel zum Vorigen
wird die Theorie des Harvey-schen Harmonischen Analysators
dargestellt. Der Hauptteil der Arbeit ist den Planimetern gewidmet :
Grundplanimeter, Momentenplanimeter, Wurzelplanimeter, Funktions-
planimeter, Scheiben- und Kugelrollplanimeter, wird im Abschnitt
iiber Linearplanimeter behandelt. Danach wird die allgemeine
Planimetergleichung hergeleitet, Kompensations- und Prézisions-
polarplanimeter, sowie radiale Planimeter besprochen. Als Beispiel
eines Vorgelegegetriebes wird der Mader —Ott-sche Harmonische
Analysator ndher dargestellt. Das Prinzip des Grund- und Funktio-
nenintegrimeters, sowie des Gonella-schen Mechanismus folgen.
Danach wird das Prinzip eines allgemeinen Integriermechanismus
und das des Integraphen besprochen.

AZ ATOM HULLAMMECHANIKAI ES STATISZ-
TIKUS ELMELETENEK KAPCSOLATA

Irta : Fényes Imre

I11. A kinetikus energia korrekcioi.

Bevezetés. El6z6 dolgozatomban® kimutattam, hogy az atom
statisztikus elméletének alapegyenleteit egyszeriien — minden kiilon
feltevés nélkiill — levezethetjilkk a «self-consistent .field»® megfelels
egyenleteibil. A levezetésben a kovetkez6 kozelitések szerepelnek :

! Fénves 1., ‘Az atom hullammechanikai és statisztikus elméletének kapcsolata,
(I. A «self-consistent field) modszere és a statisztikus atommodell. II. A valenciaelektront
is tartalmazé atomok hullimmechanikai és statisztikus elméletének kapesolata.) Csilla-
gasMti Lapok 6, 49—69 (2. sz.), 1943. Tovabbi hivatkozasoknil az els részt I.-el,
a miasodik részt 11.-vel jeloljuk.

2 1d4. az 1. (3, 1) és (3, 2), valamint az 5. szakasz formuléit.'



