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TARTALOMJEGYZEK



1. fejezet

Bevezetés

Ebben a jegyzetben tdgynevezett egyszerti grafokrdl lesz sz6. Egyszerii gréafon egy
olyan irdnyitatlan, hurok- és tobbszoros élek nélkiili gréfot értiink, melynek legaldbb
egy pontja (mds néven csiicsa) van, de a pontok szama véges. Kovetkezésképpen az
élek szama is véges, mert ha a cstcsok szamat n jeloli, akkor az élek szama legaldbb
0 és legfeljebb n(n —1)/2.

Egy egyszerti graf szokdsos jelolése: G = (V) E). Itt a G magét a grafot jelsli (an-
golul: graph). Az elnevezés arra utal, hogy a grafokat sokszor le is szoktdk rajzolni.
Nem keverendd 6ssze az dltalunk haszndlt graf fogalom a fiiggvények dbrazoldsdndl
hasznalatossal (ahol — sajnédlatos médon — szintén a graph angol sz6t hasznéljék).

AV jelolés a vertex angol szébdl ered. (Eredetileg persze ez a sz6 sem angol
volt, mint ahogyan a graph sz6 sem.) A vertex sz6 valami olyasformét jelent, mint
a magyar csics, szogpont, sarokpont, eldgazdsi pont kifejezések. Példdul a kocka
csicsainak a neve angolul: vertices, mely sz6 a vertex szé tobbes szdma. Magyarul
a vertex szé helyett leginkdbb a szdgpont vagy csics szavakat haszndljuk, vagy
csak egyszerlien a pont szét. Meg kell azonban emliteniink, hogy az angol nyelvii
szakirodalomban is gyakran a node sz6t hasznaljdk a verter helyett. A node sz6
leghelyesebb magyar forditdsa taldn ez lenne: gdcpont vagy csomdpont.

AV betli tehdt a graf csicsai halmazédt azonositja. De egy véges halmaz 6n-
magdban meglehetésen unalmas valami. (A végtelen halmazok mar sokkal érdeke-

sebbek lennének, de most nem az a mi vizsgalataink targya.) Egy halmaz elemei
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4 1. FEJEZET: BEVEZETES

kozott alapjaban semmi kapcsolat sincs. Az egyszer(i grafokban az E betiivel jelolt
halmaznak az a szerepe, hogy egyfajta nagyon egyszer{i kapcsolatot kijeloljon a
csucsok kozott. Az E betii az angol edge sz6bdl szarmazik, és az magyarul vdgdél
jelentésti. De egyszertien mi csak az él vagy grifél szavakat hasznaljuk. Példdul egy
kocka csicsait — legaldbbis bizonyos csticsparokat — is élek kotik 6ssze; ezek neve is
angolul az, hogy edge. Az E betii tehdt a széban forgé graf éleinek halmazat jeloli.

Magyarul: élhalmaz.

De mi is az, hogy egy él7 Nem mads, mint az elképzelhetd legegyszeriibb kapcso-
lat két pont kozott; egyszertien csak annak a megjelolése, hogy a két pont kozott
van kapcsolat. A szamitégépes informacios vildgunkban a legelemibb informécié:

egyetlen bit annak jelolésére, hogy két dolog ¢ssze van valahogyan kapcsolva.

A modern ember bioldgiai faja taldan szdzezer éve lakja a Foldet, de harmincezer
éve még élt egy masik emberszabasu faj is, a neandervolgyi ember. A két faj kozott
olyan a tdvolsdg, mint mondjuk a szamar és a 16 kozott. A régészeti leletekbol
ugy tlinik, hogy a neandervolgyiek is miiveltek valamilyen egyszerti, kezdetleges
matematikdat. De Ok kihaltak. A modern ember faja taldn tizezer éve élesztette fel
(vagy hozta létre jra) a matematikdt. A matematika legfontosabb alapfogalmai:
szam és szamok osszeaddsa, illetve pont és pontok egyenessel valé osszekotése. A
modern ember matematikdjanak legutébbi évtizedeiben a kozizlés arra hajlik, hogy
a legelemibb matematikai fogalmakat is a halmaz és a halmaz eleme fogalmakkal
fejezziik ki. Ehhez a szokdshoz alkalmazkodva az mondjuk, hogy egy grdfél nem
mads, mint egy kételemli halmaz, melynek két eleme az a két csics, melyeket ez a
szoban forgé grafél osszekapcsol. Tehdt ha az egyik csicsot u jeloli, a mésikat meg
v, akkor azt az élt, mely az u és v csticsokat kapcsolja 6ssze, igy frhatjuk fel: {u,v}.
De az egyszeriiség kedvéért az {u,v} jelolés helyett azt is szoktuk irni, hogy uv.
Itt természetesen bizunk az olvasé jézansdgdban, hogyha példaul u a 6-os, v a 9-es
szammal azonositott, akkor nehogy azt gondolja, hogy az uv él szédma a 69-es, de
azt se gondolja, hogy az 54-es (merthogy 6-szor 9 az 54); ilyen esetben az uv élt

helyesen gy olvassuk ki: a hat-kilences él.

Az F halmaz elemei tehat élek. De — természetesen — csak olyan élek lehetnek
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az E halmazban, melyek — mint kételem{i halmazok — részhalmazai V-nek. A
V halmaz 6sszes kételemii részhalmazainak halmazét igy is szoktdk jelolni: ().
Ebben nyilvan n(n — 1)/2 elem van, ha n jelsli a V' halmaz eleminek szdmat, azaz
ha |V| = n. Keéplettel irva: |(¥)] = (8) = n(n —1)/2.

Legyen adva egy nem iires véges halmaz V és legyen adva egy (esetleg iires)
E C (¥). Ha most a V és E halmazokat egyiitt akarjuk tekinteni, akkor jelslésben
egy zéréjellel kapcsoljuk 6ssze a két halmazt: (V, E). Es azt mondjuk, hogy ez a
kettd egyiitt egy grdf.

Maisféle munkskban masféle grafokrol is szé lehet. Ha azoktdl akarjuk megkii-
lonboztetni a mi grafjainkat, azt mondjuk, hogy a mi grafjaink t6bbszorss, hurok-
és irdanyitott élek nélkiili igynevezett egyszerli véges grafok.

A gréfokat néha le is szoktdk rajzolni. A papiron egy-egy potty jeloli a csicsokat,
és folyamatos vonallal val6 6sszekottetés az éleket. Egy gyonyorii graf rajzéat itt most

megadjuk:
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Ha képlettel akarndank megadni a rajzon lathaté grafot, akkor ezt példaul igy
tehetnénk meg: A graf (V) E), ahol

V ={0,1,2,3,4,5,a,b,¢c,d, e}

és

E ={01,02,03,04, 05, 1b, 2a, 2¢, 3b, 3d, 4c, 4e, 5d, 5a, ab, be, cd, de, ea}



2. fejezet

Szomszédossag, elérhetdség,

tavolsag

Ha adott egy (V, E) graf, akkor két kiilonb6z6 pontrél azt mondjuk, hogy a két pont
szomszédos, ha az éltaluk alkotott kételemf(i halmaz él (azaz eleme az E élhalmaz-
nak). Ha adott két nem feltétleniil kiilsnbozé pont, u és v, akkor azt mondjuk, hogy
u és v egqymdasbol elérhetd, ha vagy u = v, vagy u és v szomszédosak, vagy pedig egy
harmadik eset all fenn, amelyr6l mindjart részletesebben szélunk. Ha v = v, akkor
azt mondjuk, hogy u és v tavolsdga 0. Ha u és v szomszédosak, akkor azt mondjuk,
hogy u és v tévolsdga 1. Ha pedig u és v tdvolsdga sem nem 0, sem nem 1, akkor
a k = 2,3,... szdmokra értelmezziik azt, hogy az u és v tdvolsdga k: a legkisebb
olyan szamot k tekintjiikk — ha egydltaldn van ilyen szdm —, melyre u valamely
szomszédjanak és v valamely szomszédjanak a tavolsaga k — 2.

Szavakkal: Ha két pont tévolsdga nem 0 és nem 1, de van kozos szomszédjuk,
akkor a tavolsaguk 2. Ha a tdvolsdguk nem 0, nem 1, és nem is 2, de vannak 1
tavolsagu szomszédjaik (mindegyiknek egy-egy), akkor az eredeti két pont tavolsdga
3. Ha a két eredeti pont tavolsdga nem 0, nem 1, nem 2, és nem is 3, de vannak
2 tavolsagu szomszédjaik (mindegyiknek egy-egy), akkor az eredeti két pont tévol-
séga 4. Es igy tovabb. Es akkor lesz a két pont egymadsbdl elérhets, ha a fenti
modon értelmezheté a tavolsdguk (ami tehdt mindenképpen valamely nemnegativ

szém lesz.)
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A 20. szdzad elején fogalmazta meg Kdnig Dénes a pdros koriljardsi graf fo-

galméat. Az eredeti definiciot kissé dtfogalmazzuk:

Definicié. Egy graf pdros koriljardsu vagy roviden csak pdros, ha tetszdleges
két, egymastol paros szam tdvolsdgra 1évé pontnak egy-egy tetszéleges szomszédjat

tekintjiik, akkor a azok szomszédok is paros tavolsidgra vannak egyméstol.

Téan emlitést sem érdemel, de azért mégis megemlitjiik, hogy itt a fenti defini-
ciéban a szerepld egy-egy szomszéd természetesen elérhetd egymésbol.

A definici6 nem érinti azokat a pontparokat, melyek tdvolsdga esetleg nem is
értelmezett. Az ilyen pontpdrokrdl néha — megitélésiink szerint helyteleniil — azt
mondjék, hogy a pontok végtelen tavolsdgra vannak egyméstol. (Az elnevezés azért
helytelen, mert a végtelen szé leginkdbb a tetszdlegesen nagy kifejezés helyett — vagy
legalabbis hasonlé értelemben — hasznélatos, de ha egy grafon két pont egyma&sbdl
nem elérhet6, akkor ez egészen mdst jelent, mint hogy tetszdlegesen sok lépéssel
lehetne az egyik pontbdl a mésikba eljutni.)

Léssunk példdkat! Minden olyan gréf péros koriiljardsi, melyben legfeljebb 2 él
van. Errdl a definicié alapjan konnyen meggy6ézédhetiink. Tovabbi példédkat nyeriink

az aldbbiak szerint. Elébb azonban egy tdjabb definicié kovetkezik:

Definicié. Egy (V, E) graf két részes, ha V felbonthaté két diszjunkt — azaz
kozos pontok nélkiili — részhalmazanak, U-nak és W-nek az unidjara tgy, hogy

NE=0=%)nE.

Egy példa két részes grafra: Alljon V néhany egész szambdl, és slljon egy véges
halmaz H néhdny paratlan egész szambdl, tovabba tegyiik fel, hogy u,v € V, u # v
esetén uwv € E akkor és csak akkor teljesiil, ha uw +v € H.

Egy példa nem két részes gréfra: a fenti dbrdan megadott graf.

A definicidk alapjan konnyen ldthatd, hogy minden kétrészes graf paros koriilja-

réasi. De ennek a megforditdsa is igaz:
Tétel. (Kénig Dénes, 1931) Minden pdros koriiljarasu graf kétrészes.

Bizonyitds. Tekintsiink egy (V) E) paros koriiljardsi grafot és egy olyan U rész-

halmazat V-nek, mely részhalmaznak a lehetd legtobb eleme van, de (Y) N E = 0.



Alljon W a V\U halmaz mindazon elemeibél, melyek szomszédosak legaldbb egy-egy
U-beli ponttal. A paros koriiljarasi tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy (¥) N E = ().
Az U halmaz elemei szaméanak lehetd legnagyobb voltabdl kovetkezik, hogy V'\ (U U
W) = (). Ezzel a bizonyitds teljessé valt. I

A tétel kovetkeztében a pdros szot a két részes kifejezés szinonimdjaként — azaz
vele teljesen azonos értelemben — haszndlhatjuk a tovdbbiakban, mint grafok jel-
lemzdjét.

A két részes grafok szamtalan alkalmazasi teriileten hasznosak. Itt most egyet
emeliink ki:

Képzeljiik el, hogy egyenlé hossziisagui acélrudakbdl egy négyzetracsos szerke-
zetet hegesztiink Ossze az itt kozolt dbra bal fels6 sarkdban ldthaté mintara. A
keletkezett ablakok koziil néhanyat vaslemezzel lezarunk, de nem az 6sszes ablakot.
Sajnos a rudak taldlkozasdnal a hegesztések miiszaki okokbdl megbizhatatlanok. De
ha egy ablakot vaslemezzel boritunk, akkor az ablak koriili négy rid mér erdsen
egymadshoz lesz rogzitve, mert a vaslemez szélét teljes hosszisdgban a rudakhoz
hegeszthetjiik. Eloéfordulhat azonban, hogy valamely helyen a szerkezetiink még
mindig ,nyeklik”. Két ilyen esetet mutat be az dbra alsé része. (A sziirke ablakok
a vaslemezeket jelzik.)

Matematikailag az a kérdés, hogy a vaslemezek mely elhelyezkedése vonja maga
utdn azt, hogy az egész szerkezet mar merev lesz. Ha az 6sszes ablakot vaslemezzel
boritanank, akkor mar nyilvin merev lenne a szerkezetiink. De az dbra jobb fels6
sarka mutatja, hogy a merevséghez nem sziikséges minden ablakot belemezelni.

Legyen adva egy lemezelési terv, és most készitiink egy péros grafot. Legyen
U az ablakok (vizszintes) sorainak halmaza, és legyen W a (fiiggbleges) oszlopok
halmaza. Legyen tovabba V =UUW. Most u € U és w € W esetén legyen uw egy
él a grafban, ha az u sor és a w oszlop kereszteztdése torténetesen egy belemezelt
ablak. Nyilvanvald, hogy gy egy két részes grafot nyeriink.

A fentiekben ismertetett miiszaki feltételek alapjan nyilvanvals, hogy ha valamely
k nemnegativ egész szdmra és v,u € V grafcsicsokra v és u tdvolsdga k, akkor v

és u mar biztosan nem tud elmozdulni egymdshoz képest. Mdskiilonben pedig ha
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valamely v,u € V gréfcsicsokra nem definidlt v és u tdvolsdga, akkor — némi
mérnoki meggondolds utdn — lathatjuk, hogy a szerkezetiink nem merev, mert
legaldbb egy helyen a v és u kozott még meg tud mozdulni a szerkezet.

A merevség megéllapitdsa tehat arra a grafelméleti kérdésre vezet, hogy egy
grafban — mely torténetesen most egy pdaros graf — barmely két cstics egymasbdl
elérheté-e.

Egy grafra — fiiggetleniil attol, hogy paros-e, vagy sem — definidljuk a kovetke-

z0t:
Definicié. Egy graf dsszefiiggd, ha barmely két csicsa elérhetd egymésbol.

Az els6 dbrankon lathat6 graf osszefiiggd. (Az el6fordulé legnagyobb tavolsag:
2.) A kovetkez6 dbran megmutatjuk az Osszes olyan osszefiiggd grafot, melyeknek
négy pontja van.

Egy grafban egy v pont szomszédjainak szamat d(v)-vel jeloljiik. Szokas a d(v)
szamot a v cstcs fokszdmdnak is nevezni. De ez az utébbi elnevezés egyiltaldn nem
szerencsés, mivel a d(v) széamnak semmi koze sincs a geometriai szogekhez, de még
a magyar fok sz6 eredeti jelentéséhez sem. A magyar fok szé ugyanis eredetileg
kerek lyukat jelentett. Igy van a tiinek vagy a fejszének is foka. A fokos is, mint
régi magyar fegyver, egy olyan fém silyos sziré- és viagéeszkoz, mely elrejtheté a
szegénylegények inge alatt, és melyben van egy lyuk, azaz egy fok, hogy abba a

legénynek csak a vandorbotjat kelljen dugni, hogy félelmetes fegyverre tegyen szert.
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A fok alakja adta az okot, hogy a geometriai szog egységének — annak nemzetkozi
jelolése miatt — is fok legyen a neve.

Angolul a 7/180 nagysdgu szoget is és a d(v) szamot is gy hivjak, hogy degree.
Talén ezért terjedt el a d(v) szdm elnevezésére is magyarul a fokszdm kifejezés. Mi
inkdbb a d(v) szdmot ugy olvassuk ki, mint a v szomszédjai szima. Jelolje Dg a
d(v) szdmok Osszegét, ahol az Osszegzést az Osszes pontra végezziik. (Az aldbbiakbdl
kif fog deriilni, hogy Dg értéke nem fiigg V-t6l, hanem csak F-tél; ez indokolja a
jelolést.)

Definicié. Azt a (pontosabban egy olyan) gréfot, melyben E = (), éltelen gréf-
nak hivjuk.

Eltelen grafban nincs két kiilonbozé egymésbol elérheté pont.

Definicié. Azt a (pontosabban egy olyan) grafot, melyben E = (), teljes

grafnak nevezziik.

Teljes gréafban barmely két kiilonbozé pont egymédsbdl elérhetd, sét a tavolsdg
ponstosan 1.
Lassunk példdkat: A fent ismertetett 4 ponti sszefiiggd grafok koziil a jobb alsé

sarokban 1év6 graf teljes graf. Itt minden pont szomszédjainak szama: 3.

Definicié. Azon, hogy egy grafbdl elhagyunk egy élt, azt értjiik, hogy a pon-
tok halmazat valtozatlanul hagyjuk, de az élek halmazat az elhagyandé éllel, mint
elemmel csokkentjiik. Azon viszont, hogy egy grafbdl egy pontot hagyunk el, azt
értjiik, hogy el6bb elhagyjuk az 6sszes élt, melyek az elhagyandé pont eleme, majd

elhagyjuk a szogpontok halmazabdl a széban forgd pontot is.

Természetesen él vagy pont elhagydsédrdl csak akkor van értelme beszélni, ha az
eredeti grafnak legaldbb két pontja volt.

Definicié Egy (V, E) grafot sikba rajzolhatsé gréafnak neveziink, ha a szogpontjai
felvehet6k dgy, mint az euklideszi sik kiilonboz6 pontjai, melyekre barmely a, b, ¢, d
négy kiilonboz6 szogpont esetében, amikor ab € E és cd € E, akkor a stkon az ab

szakasznak és a cd szakasznak nincs kozos pontja.



13

A fenti dbra mutatja, hogy a 4 ponti 6sszefiiggt grifok mind sikba rajzolhatok.
Nem nehéz belédtni, hogy ha egy grafnak legfeljebb 5 pontja van, akkor majdnem

mindig sikba rajzolhaté; csak egyetlen kivétel van, az 5 pontu teljes graf.

Tétel. Egy n ponti (V, E) gratban n(n—1) > 2|E| = Dg. Ha a gréf osszefiiggd,
akkor |E| > n—1. Ha a graf osszefiiggd, de barmely él elhagydsdval mér nem marad
osszefiiggd, akkor |FE| = n— 1 és ilyenkor a graf még paros is és még sikba rajzolhat6
is.

Bizonyitds. A bizonyitdst n szerinti indukciéval végezziik. Az n = 1 eset trivia-
lis. Tegyiik fel, hogy n > 2 és hogy barmely n — 1 pontui gréfra mér bizonyitott a
tétel. Mivel minden élnek két szogpontja van, ezért 2|FE| = Dg. Mivel E C (¥) és
)] = (B), ezért n(n—1) > 2|E|. Mostantdl tegyiik fel, hogy az n pontu (V, E) graf
osszefiiggd. Tekintsiink egy olyan v csticsot, melyre d(v) minimalis. Az Osszefiig-
g6ség miatt d(v) > 1. Vegyiik észre, ha d(v) = 1, akkor a v cstcs elhagydsa révén az
indukcids bizonyitds konnyen befejezhet. A tobbi esetnél pedig feltehetjiik, hogy
d(v) > 2. Ekkor viszont — szintén indukciéval — hamar ellentmonddsra jutunk,

hiszen d(v) minimalis volt. I
Definicié Egy n pontd, n — 1 élti 6sszefiiggd grafot fa grafnak neveziink.

A fentiek szerint tehét a fa grafok mind sikba rajzolhatok.

Az itt kovetkezd abrén felsoroljuk az tsszes olyan fa gréfot, melyek 6 szogpontja
van. Ugye nem kell indokolnunk, miért igy nevezték el ezeket a grafokat? A fa
grafokat — tobbek kozott — a kémidban, a molekuldk szerkezetének vizsgalatakor
alkalmazzék. Példaul a CgHy4 Osszegképletli szénhidrogéneknek a molekuldit a fa
grafjuk alapjén lehet megkiilonboztetni: hexdn, 2-metil-pentin, 3-metil-pentdin, 2,2-
dimetil butdn és 2,8-dimetil butan. (Hézi feladat: Egy szerves kémiai kényvben
utdna kellene nézni ezen anyagok szerkezeti képletének!)

A vegyészek mar a 18. szdzadban is rajzoltak fa graf jellegli dbrdkat a molekuldk
abrézolasdra. Az ismert angol matematikus Cayley 1857-t6] alkalmazott matemati-
kai médszereket ezekre a fa grafokra. Olyan tételeket bizonyitott, melyeknek kémiai

kovetkezményei is fontosak. Nevezetesen a szénhidrogén géz vagy g6z tomegsiiri-
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ségébdl megallapithaté a szerkezeti képlet, abbdl pedig megkaphaté az izomerek
szama.

De ugorjunk vissza még régebbre az idében! Krisztus utdn 66-ban a zsidék
szabadsdgharcot indftottak a rémaiak ellen. A galileaiak vezére az akkor koriilbeliil
30 éves Jdszéf ben Mattatids volt, aki kés6bb Josephus Flavius néven valt hires
torténetiréva. Akkor a szabadsdgharcban drulds kovetkeztében Jészéfnak csak 40
embere maradt, akikkel egy barlangban taldlt menedéket. Nem akartak a rémaiak
kezére esni, ezért ugy dontottek, inkdbb megolik egymast. Egyediil Joszéf élte tul a
tragédiat.

A 41 harcos egy graf szogpontjai. Két szogpontot élt alkot, ha az egyik harcos
ledofi a méasikat. Mivel 40 halédleset tortént, 40 az élek szdma. Egy halott mér nem
tud senkit sem megolni, ezért a graf nem lehet mds, mint egy fa. A mellékelt dbra

mutatja ezt a fa grafot.

Arrél mar nem irt Josephus Flavius, pontosan hogyan torténtek a haldlesetek.
Hercule Poirot belga detektiv a kovetkezOképpen rekonstrudlta az eseményeket:
Joszéf sorbadllitja az embereit, hogy egy kort alkossanak, mindegyikiik a kor belseje

felé fordulva, és maga Joszéf is beall kozéjiik. Mindegyik harcos bal kezét a téle
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balra &ll6 fejére teszi, jobbjadban pedig a fegyverét tartja. Joszéf kiadta a parancsot,
hogy ki kezdje. A megszdlitott harcos balra fordul, és ledofi azt, akinek a fején van
a bal keze. Ezutdn bal kézzel hatratolja a halottat, kissé balra 1ép, és rovidebbre
zarja a kort. Mihelyt a most ledofott harcostél balra &llé harcos észreveszi, hogy
kicserélédik a fején a kéz, tudja, hogy 6 keriil sorra a dofésben. Ugyanigy jar el,
mint az elébb az, akinek a bal keze éppen most a fején van. Es igy tovabb jér a
gyilkolas korbe-korbe, mikozben a kor egyre csak szfikiil.

Az elemzéshez Hercule Poirot hozzatette, hogy ben Mattatids ravaszsdgara vall,
hogy elére tudta, melyik harcosnak kellet kiadnia a kezdésre a parancsot, ha 6 maga
akart az egyetlen tiléld maradni. (Az dbran a legfelsd szogpont jelzi azt a harcost,
aki elkezdi az oldoklést. Lent kissé jobbra &llt a vezér; ahhoz, hogy tilélhesse a

eseményeket, neki magédnak 5 tarsat kellett hosi halottd tennie.)



3. fejezet

Stabilitas és klikkek

Fél évszézada Neumann Jdnos bizonyos jatékok matematikai hatterét vizsgalva

bevezette egy grifban a szogpontok halmaza egy stabil részhalmazdnak fogalmat.

Definicié. Valamely (V, E) grafban egy nem iires U C V halmaz stabil, ha

U-nak semelyik két eleme sem szomszédos.

Vegyiik észre, hogy maga V akkor és csak akkor stabil, ha a graf éltelen. Az is
nyilvanval6, hogy egy (V, E) griafban u,v € V., u # v, uv ¢ F esetén {u, v} stabil.

A stabil ponthalmazokat egy ismert — és megitélésiink szerint nagyon érdekes —
jaték, a nim jaték példajaval szemléltetjiik. A régi angolszasz sz6 magyarra taldn ugy
fordithat6, hogy vedd el. Adva van harom kupac gyufaszél, egyikben 3, mésikban
5, harmadikban 7 gyufdval. Két jatékos felvaltva lép, és egy lépés abbdl &ll, hogy
a soron kovetkezd jatékos barmelyik kupacot kivdlaszthatja, és abbdl barmennyi
gyufdt elvehet. Szabad a teljes kupacot elvenni, de egyszerre csak egy kupacbdl
lehet elvenni, és legaldbb egy gyufat el is kell venni. Az a jdatékos nyer, amelyik a
legeslegutolsé gyufaszalat el tudja venni (azaz amelyiknek mar csak egyetlen kupac
marad).

A mindenkori éllast 3 nemnegativ egész szdm jelezheti: a,b, c, mégpedig gy,
hogy 7>a>b>¢>0; 5>b; 3>c Azilyen (a,b,c) szdmhdrmasok alkossik
egy graf szogpontjainak halmazat. Két szogpont-szémharmas akkor alkosson élt,

ha az egyik &llasbol 4t lehet 1épni a masik alldsba. Peélddul a (6,5,1) és a (5,4,1)
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szogpontok élt alkotnak, mert a 6 szédl gyufabdl szabad elvenni 2 darabot.

Ha én vagyok az egyik jatékos, akkor bizonyos dllasokbdl tudok nyerni, masokbdl
pedig nem. (Itt most magamrol is és az ellenfelemrdl is feltételezem, hogy elég okosak
vagyunk ehhez a jétékhoz; tehat ha logikailag van valamire mod és lehetdség, akkor
azt képesek is vagyunk kitaldlni.)

Jelolje U mindazon &lldsok halmazat, melyekb&l én nem birok nyerni, ha ép-
pen én kovetkezek. Vegyiik észre, hogy U csak stabil halmaz lehet, mert ha volna
benne két szogpont-szamhdrmas gy, hogy az egyikbél a masikba lehet 1épni, akkor
— definicié szerint — az utébbibdl az ellenfelem sem birna nyerni, tehdt én az e-
16bbib6l mégiscsak nyerhetnék. Madsrészt viszont ha a stabil U halmaz barmely
szogpont-szamharmas elemébdl is 1épek egyet, azaz atlépek egy szomszédos szog-
pont-szamharmasra, definicié szerint az ellemfelem vissza tud lépni U-ba. Ez a
jelenség indokolja a stabil elnevezést. (Megjegyezziik, hogy — véletlen folytan — a
stabil jelentésti angol stable szénak istdllo jelentése is van. Neumann istéllgja tehat
olyan versenylovakkal van tele, melyek csak vesziteni tudnak!)

Ha mar felcsigdztuk a nim jdtékkal kapcsolatban az érdeklédést, eldruljuk, hogy
itt mi lesz a széban forgé U stabil ponthalmaz. Ennek megaddsdhoz minden (a, b, ¢)
szamhdrmast frjunk &t olyan alakra, hogy a,b,c¢ mindegyike kiilonboz6 kitevés 2-
hatvényok 6sszege legyen: Példaul (7,5,3) = (4+2+1,4+1,2+1) vagy (5,4,0) =
(4+1,4,0). Most az U halmazt mindazon (a, b, ¢) szimhérmasok alkotjdk, melyek-
ben minden el6éfordulé 2-hatvany-tag pontosan 2-szor szerepel. Tehét az U elemei a
kovetkezodk:

(0,0,0),(1,1,0),(2,2,0),(2+ 1,2+ 1,0),
(2+1,2,1),(4,4,0), (4 + 1,4+ 1,0), (4 +1,4,1),
(4+42,4,2),(44+2,4+1,2+1),
(4+2+1,4,2+1),(4+2+1,4+2,2).

(Gyakorlasképpen ellenérizendd, hogy ezek a szogpontok valéban egy stabil hal-
mazt alkotnak!) Mindebb&l mar litszik, hogy az eredeti jatékot az a jatékos nyer-

heti meg, aki az els6 lépést megteszi. De csak akkor nyerhet, ha a kezdeti (7,5, 3)
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szogpont-szémhdrmasrél a (6, 5, 3) vagy (7,4, 3) vagy (7, 5,2) szomszédos szogpont-
szamhdrmasok valamelyikére 1ép. (Hogy melyikre, az mindegy.)

Térjiink vissza az altaldnos egyszerti grafokhoz! Egy nem éltelen (V) E) grafrol
konnyen lathato, hogy akkor és csak akkor két részes, ha V' el6dll két darab (nem
feltétleniil diszjunkt) stabil halmaz uniéjaként. Ez az észrevétel vezet a kivetkezd

definiciéhoz:

Definicié. Valamely k = 1,2, ... szdm esetében egy (V, E) grafra azt mondjuk,

hogy k részes, ha V' el6dll k£ darab stabil halmaz tnidjaként.

Vildgos, hogy egy n ponti grif mindig n részes, tovdbbd akkor és csak akkor
nem n — 1 részes, ha teljes graf. Csak az éltelen griafok 1 részesek, és csak a paros
grafok 2 részesek.

A 20. szdzad matematikdjanak egyik legismertebb eredménye a kivetkezd, melyet
még a hidrogénbombat kifejleszté Teller Ede is alkalmazott egyik kémiai dolgoza-
taban. (Ennek az alkalmazdsnak az az érdekessége, hogy amikor Teller felhasz-
nédlta a matematikai tényt, akkor arra még csak hibds bizonyitdsok voltak ismertek.
Mindezek ellenére a Teller vezette kutatécsoportnak — felhasznalva tobbek kozott
Neumann Jénos zsenialitdsdanak és kemény munkdjédnak sok méas eredményét is —
végiil mégiscsak sikeriilt begyijtani a hidrogénbombat, és — sokak vélekedése szerint
semmi mdssal, hanem éppen ezzel — sikeriilt elérni, hogy a hideghdbort ne csapjon
at atomhdborivé, s6t még azt is, hogy ne az amerikai, hanem a szovjet gazdaséig

roppanjon Ossze a fegyverkezési hajsza kovetkeztében.
Tétel. Minden sikba rajzolhaté graf 4 részes.

Ez a tétel — melynek bizonyitdsa nem is észveszejtéen nehéz, csak kényelmetle-
niil hosszi — inkdbb olyan véltozatban ismeretes, mint a térképek négy szinnel valo
szinezhetdsége. Ha egy kontinensen négy vagy tobb orszéag tigy helyezkednek el, hogy
mindegyik orszdg ,egy darabban van", akkor 4 szin felhasznaldsaval kiszinezhet a
kontinens térképe tigy, hogy a szomszédos orszagok (azaz olyan orszdgok, melyeknek
akarcsak 1 méter kozos hatdrszakaszuk van) mindig kiilénb6z6 szint kapjanak.

A gréfelméleti eredmények alkalmazdsai kozott nagy jelentéségliek az iitemezési
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alkalmazgsok. Ilyenre mutatunk egy példat:

Egy épit6 vallalatnak 5 nagy daruja van, és minden épitkezésnél elére meghatdro-
zott napok kozott sziikség van egyre a nagy daruk koziil. Az mar mindegy, hogy a
nagy daruk koziil melyiket viszik melyik épitkezésre. Az egyes épitkezések jelentik
majd egy graf szogpontjait. Egy uv grafél akkor meriil fel, ha idébeni iitkozés miatt,
vagy pedig foldrajzi okokbdl adédé lassu adtszallitdsi lehetdségek miatt, vagy esetleg
mas Osszeférhetetlenség miatt az u és v épitkezésekhez nem vehet igénybe egyazon
daru. Ellithaté-e minden épitkezés daruval, ez itt a kérdés. Atfogalmazva: A graf
5 részes-e?

Legyen k > 3 egy rogzitett egész szam. Turdn Pdl 1941-ben és 1954-ben megje-
lent dolgozataiban két fontos kérdést vizsgalt. Egyrészt azt, legfeljebb hany él lehet
egy olyan n pontu grafban, ami nem k részes. Ez még nem olyan nagyon nehéz
kérdés! Készitsiink ugyanis egy grafot a kivetkezéképpen: Tekintsiink n szogpontot
Ugy, mint az 1, 2, ..., n szdmokat, és tekinsiik mindazokat az uv éleket 1 <u <v <n
esetén melyekre u és v kiilonb6z6 maradékot adnak a k£ — 1 szdmmal, mint osztéval

val6é maradékos osztaskor. Jelolje F,  az igy nyert élek halmazat.
Definicié. A ({1,...,n}, E, ) graf az n pontd, k — 1 részes Turdn grdf.

Az konnyen ldthatd, hogy ez a graf valéban k — 1 részes, és azt sem nehéz

megmutatni, hogy
(k=2)(n?>—=7r%) r(r—1)

[Enel = -1 2

ahol az r szdm az n szdmnak a k — 1 szdmmal valé maradékos osztdsakor keletkezo
maradékot jeloli.

A mdsik — mélyebb — eredményt azzal érte el el Turdn Pal, hogy megmutatta,
hogy ha n pontt gréafnak tobb éle van, mint a fenti szdm, akkor nemcsak, hogy k—1
részes nem lehet, hanem még olyan k szogpontja is van, melyek koziil barmely ketto
szomszédos.

Epitési daruk nyelvére leforditva Turdn eredménye ez: Ha mondjuk n = 23, akkor

(6 —2)(232 —3%) 3.2

E =
[Ezs.o 26-1 2

=211,
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ezért ha ennyi darabndl tobb iitkozés van az épitkezések kozott, akkor nem is
kell megvizsgdlni a lehet6ségeket, mert biztosak lehetiink abban, hogy az 5 daru
nem lesz elég. Ez nagyon mutatés eredmény, de a darusok nem nagyon tudjak
hasznélni! Nekik ugyanis a fenti szdmnadl lényegesen kevesebb iitkozéssel van gond-
juk, de mégsem vildgos szamukra, hogy elég lesz-e az 5 daru. A graf szerkezetének
részletes vizsgdlata nem keriilhetd ki!

A gréfok szerkezetének részletesebb vizsgalatdahoz sziikség lesz a kovetkezd foga-

lomras

Definicié. A (V,E) grafnak () # U C V esetén az (U, E N (Y)) graf feszitett

részgrafja.

Szavakkal fogalmazva: Egy grafbdl ugy kaphatunk egy feszitett részgrifot, ha
elhagyjuk néhany pontjit (lehet, hogy 0 pontot, de semmiképpen sem az Osszes
pontot).

Konnyen lathatd, hogy egy éltelen grafnak minden feszitett részgrafja is éltelen,
egy teljes grafnak minden feszitett részgrifja is teljes graf, egy nem éltelen grafnak
feszitett részgréafja a 2 pontu teljes graf. Tovdbbi példdk: Az n ponti k — 1 részes

Turédn graf feszitett részgréafja az n + 1 ponti k — 1 részes Turdn grafnak.

Definicié. A (V, E) grafban () # K C V esetén K egy klikk, ha a (K, E N (X))
feszitett részgraf teljes graf. A klikk mazimdlis, ha nem részhalmaza egyetlen masik
klikknek sem. A klikk mazimum, ha nincs olyan masik klikk, aminek tébb pontja

lenne.

Lassunk példakat: Az éltelen gréfokat az jellemzi, hogy a klikkjeik egyetlen el-
emfiek. Egy nem éltelen péros graf klikkjei az élek. Az 1.1. dbrdn megadott graf
klikkjei is azonosak az élekkel, pedig az a graf nem paros A 2.2. dbrén ldthaté hat
osszefiiggd graf koziil az als6 hdrom nem pédros. Ezek koziil a baloldalinak 2 klikkje
van: az egyik 2, a mdsik 3 elemti. A kozéps6ének is 2 klikkje van, és itt mindegyik
klikk 3 elemti. A jobboldali graf — teljes graf 1évén — csak egyetlen klikket bir, a

teljes szogponthalmazt.

Definicié. A G = (V, E) graf mazimum klikk mérete, w(G), a maximum klikk
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pontjai szdmat jeloli. A graf stabilitasi szama, a(G), a legnagyobb elemszami stabil

halmaz elemeinek szdma.

Példdul az 1.1. dbrédn lathaté grafra w = 2 és o = 5. Egy éltelen grafra w =1 és
a a pontok szama. Egy teljes gréfra w a pontok szdma és o = 1. Egy (legaldabb 2
pontui) fa grifra w = 2 és « értéke lehet a pontok szdma minusz 1, vagy kevesebb,
de mindig legaldbb a pontok szdménak fele.

A definiciékbdl nyilvanvald, hogy egy n ponti és k részes grafra w < k és ka > n.



4. fejezet

Pertekt grafok

Definicié. A G = (V, E) graf perfekt, ha akirhogyan is elhagyva bel6le néhany

(esetleg nulla) pontot, a visszamaradé graf annyi részes, amekkora benne w.

Atfogalmazva: Egy graf perfekt, ha minden feszitett részgrafja annyi részes,
amekkora benne a legnagyobb klikk.

A perfekt grafok fogalma az utolsé fél évszézadban rendkiviil fontossd vélt. El6-
szor lassunk példat perfekt grafokra.

Egy éltelen grafbdl elhagyva pontokat éltelen graf marad vissza, ami 1 részes.
Ezért az éltelen grafok perfektek. Hasonléan lathatd, hogy a teljes grafok is per-
fektek. Egy nem éltelen paros grafbdl elhagyva pontokat vagy egy éltelen gréfot
kapunk vagy egy nem éltelen paros gréfot. Az el6bbi 1 részes, az utébbi 2 részes.
Az w értéke is az el6bbi esetben 1, az utébbi esetben 2. Tehdt a pdros gréfok is
mind perfektek.

Egyesével ellenérhetjiik az 6sszes grafot, melyeknek legfeljebb 5 pontjuk van.
Ugy taldljuk, hogy egyetlen egy graf kivételével mindegyik perfekt, és ez az egyetlen

kivétel az kovetkez6 dbran lathato:
Definicié. A itteni dbrén lathaté graf neve: pentagon, jelolése: Cs.

Abra nélkiil fogalmazva: Cs az az 5 pontu osszefliggd graf, melyben minden

pontnak 2 szomszédja van.

23
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4. FEJEZET: PERFEKT GRAFOK

4.1. dbra.
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Mivel az legelsé abra grafjabdl is megkaphaté a pentagon a kozépsé pontok el-
hagydsaval, ezért a széban forgé dbra grafja sem perfekt.

A pentagon mintdjara tovdabbi grafokat készithetiink: Tekintsiik a hétszog, a ki-
lencszog, a tizenegyszog stb. alkotta grafokat. (Itt tehdt a csicsok széma 2k + 1
valamely k& = 3,4, ... esetén, és az élek szdama is 2k + 1; a grafok osszefiiggtk, és

mindegyik pontnak 2 szomszédja van.)

Definicié. Ha k = 3,4, ..., akkor az {1,2, ..., 2k + 1} szogponthalmazon két gré-
fot is értelmeziink: az elsének az élei az ij alakd pontparok, ahol |i — j| értéke vagy
1 vagy 2k; a mésodiknak az élei az ij alaki pontparok, ahol |i — j| értéke nem 0,

nem 1 és nem is 2k. Az els6 graf neve: (o1, a mésodiké co-Cop 1.

Allapl’tsuk meg: Coy i1 és co-Cyyq is Osszefiiggd, és az elébbiben minden pontnak

2 szomszédja van, az utébbiban minden pontnak 2k — 2 szomszédja van.

Definicié. Ha egy (V, E) grafbol pontok elhagydsaval nem kaphaté meg egyik
sem a (5, Cy, Cy, ... és a co-C7, co-Cy, ... grafok koziil, akkor azt mondjuk, hogy a

graf Berge graf.

Maésképpen fogalmazva: A Berge grafok azok, melyeknek a felsorolt grafok egyike
sem feszitett részgrifja.

A Berge sz6 egy francia matematikus nevébdl ered; ejtése: berzs. Claude Berge
(1926-2002) volt az, aki az ilyen gréfok vizsgédlatét fél évszdzada megkezdte, miutdn

néhdny magyar matematikus eredményei inspiraltak.
Tétel. (Berge, 1960) Ha egy (V, E) graf perfekt, akkor Berge graf is.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a Cs, Cr,Cy, ... grafok egyike sem pédros, és
hogy w értéke mindegyiknél 2. A definicidk alapjan ebb&l mér kovetkezik, hogy
a C5, Cr, Cy, ... grafok egyike sem kaphaté meg pontok elhagydsa utdn egy perfekt
grafbél. Most mar csak azt kell megmutatni, hogy hasonléképpen a co-C%, co-Cy, ...
grafok egyike sem kaphaté meg. De k = 3,4, ... esetén a co-Cyry 1 graf nem k részes,

viszont w értéke k (amint az kénnyen lithat6). Ezzel teljes a bizonyitéds. I

Ez a tétel még nem volt igazdn mély dolog. Anndl érdekesebb a megforditdsal
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Berge a hatvanas évek elejétdl egyre erésebben hitte, hogy a tétel megforditdsa is

igaz, de ezt csak Berge haldla el6tt par héttel sikeriilt bizonyitani.

Tétel. (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas, 2002) Minden Berge graf
perfekt.

Napjainkra mintegy hat-hétszdz dolgozat, tobb tucat konyv, szamtalan doktori és
habilitaciés értekezés sziiletett a témaban. A gyakorlati alkalmazédsok is jelent&sek.
Rendkiviil sok — mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl jelentés — érdekes
fogalom, tény meriilt fel a fél évszdzad sordn. Miel6tt néhdny ilyen ismeretetésébe

belefognédnk, hadd meséljiink el egy anekdotét.

A hetvenes években tortént. New York City szemetének rendszeres elszéllitasa
komoly szervezést igényelt. Egy konferencidn ismertettek egy algoritmust, amely a
kukdsautok optimaélis titvonalat szamolta ki. Egy matematikus az eléadénak tamadt,
hogy az algoritmus feltételezi, hogy Berge sejtése igaz, pedig azt még senkinek sem
sikeriilt bizonyitani. A szemetesek diszpécsere visszavdgott — szerintiink magyar
szarmazasu lehetett ¢ is —: Azzal, hogy az elméleti matematikusok még nem elég
okosak, a szemetesek mit sem tér6dnek. Ne legyen mar az is az 6 szdmldjukra frval
Ha pedig netéan a szemetesek algoritmusa csak azért miikodne hibdsan, mert rossz a
sejtés, akkor ez sem a szemetesek szégyene lenne, hanem inkdbb a matematikusoké,
hiszen a ,szakemberek" régéta hittek olyan dologban, amit pedig még szemetesek

munkijanak elemzésével is meg lehetett volna cafolni.

Komolyra forditva a sz6t: Berge a Németorszagi Szovetségi Koztarsasdgban egy
konferencidn ismertette a sejtését 1960-ban. A sejtésre azonban a kivetkezd években
csak bizonyos nagyon specidlis esetekben sziiletett bizonyitds. Tiz évvel kés6bb
ugyanoda konferencidt szerveztek, és hirét vették a sikertelen szakemberek, hogy egy
ifjui titdn Magyarorszdagon lényeges, rendkiviil fontos eredményt ért el a sejtéssel kap-
csolatban. Az egyetemista Lovdsz Ldszlé volt. Lacit akkor itthon mindenki ismerte
mar, mert megnyert egy televiziés vetélkeddsorozatot. Meghivtdk tehdt gyorsan
Lacit is a ,nyugatnémet" konferencidra, Laci ment is volna, de nem kapta meg az
utlevelét. Indoklds: ,Egy fontos nemzetkézi tudoményos konferencidn a Magyar

Neépkoztarsasagot nem képviselheti olyan valaki, aki csak egyetemista." (Hamarosan
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Laci zsenialitdsa ujra nevetségessé tette a magyar ,jogrendet": eredményei okdan mér
kandiddtus volt, kandiddtusnak doktori cim is dukdl, de doktor nem lehet olyan,
akinek még egyetemi diplomédja sincs, de Laci — nem tehetett réla — akkor még
nem volt annyi idés, hogy a magyar jogrend szerint kijarhatta volna az egyetemet.)

Lovész hires eredménye a Perfekt Graf Tétel sokféleképpen megfogalmazhato.

El6bb sziikségiink lesz egy definiciéra:

Definicié. Ha egy (V, E) grafot p-kritikus grafnak neveziink, ha nem perfekt,
de barmely pontjit elhagyva mér perfekt lesz.

Koénnyen lathato, hogy a Cs, Cr, Cy, ... és a co-C', co-Cy, ... grafok mindegyike

p-kritikus. Berge sejtése egyenérték{i azzal, hogy nincs is més p-kritikus graf.
Tétel. (Lovasz, 1970) Ha egy n pontu graf p-kritikus, akkor n = aw + 1.

Bizonyitds. (Amit itt kozliink, Gasparian otletét kiveti 1996-bol.) Tekintsiink
egy tetszbleges S stabil ponthalmazt egy n pontu p-kritikus (V) E) grafban. Az
altaldnossdg korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy V' = {1,2,...,n}. Egyrészt —
a p-kritikussdg tényét felhaszndlva — vegyiik észre: w értéke nem csokkenne le,
ha a grafbdl elhagynank a osszes S-beli pontot. Mésrészt a p-kritikussagbdl az is
kovetkezik, hogy ha az eredeti grafbdl barmely x pontot is hagyjuk el, a maradék
graf w részes. Mivel minden |S| < «, ezért minden ,rész" legfeljebb a pontot tar-
talmaz; kovetkezésképpen az x pont elhagydsdval nyert grifban legfeljebb aw pont
van. Tehdt n < aw + 1. A bizonyitds héatralévé részében csak az n > aw + 1 egyen-
16tlenséget kell kimutatnunk. Ezt tgy fogjuk megmutatni, hogy készitiink egy olyan
A matrixot, melynek aw + 1 sora lesz és n oszlopa, tovdbba egy olyan B métrixot,
melynek n sora és aw + 1 oszlopa lesz, és megmutatjuk, hogy az AB métrixszorzat-
nak a rangja aw + 1 lesz. Ezért — a linedris algebra ismert eredményei alapjan —
az A matrix oszlopai koziil is legalabb aw + 1 darabnak linedrisan fiiggetlennek kell
lenni, ami trividlisan maga utédn vonja, hogy az oszlopok széma legaldbb aw + 1.

Az dltaldanossdg korldtozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy V = {1,2,...,n} utolsé
a darab eleme egy stabil halmazt alkot. Jelolje S...1 ezt a halmazt, és ¢ =

0,1,...,a — 1 esetén legyen s, = n — g. Mivel barmely s, pontot elhagyva az ere-
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deti grafbol, a maradék graf w részes lenne, ezért az eredeti grafban vannak olyan
Sqwt1s Squt2y s Squtw moédon jelolhetd stabil halmazok, melyek tnidja V' — {s,}.
(Félreértés ne essék: itt qw a g és az w szdmok szorzatét jeloli.)

Definidltunk tehdt aw + 1 darab stabil halmazt: Sy, Sy, ..., Sawr1. Ezek segit-
ségével definidljuk az aw + 1 sord, n oszlopi A maétrixot gy, hogy minden eleme
legyen 0 kivéve az i-edik sor j-edik elemét, ami 1 lesz akkor és csak akkor, ha j
eleme az S; stabil halmaznak.

Hogy mindez érthetébb legyen, példaként megadjuk az A métrixot a pentagon

esetében, amikor is
V =4{1,2,3,4,5}, F = {13,14, 24, 25,35}.

Ekkor o = w =2 és S5 = {4,5}. Tovabba ¢ = 0 esetén nyerjiik az S; = {1,2}, Sy =
{3,4} stabil halmazokat, és ¢ = 1 esetén nyerjiik az S3 = {1,5}, 54 = {2, 3} stabil

halmazokat. Ezért ebben az esetben

000T1T1

Térjiink vissza az éltaldnos esethez. Az n sord, aw + 1 oszlopi B métrixot igy
készitjiik el, hogy a legtobb eleme ennek is 0 lesz kivéve mindegyik oszlopban w
darab elemet, melyek 1-esek lesznek. A j-edik oszlopot tekintve azt a tényt hasz-
ndljuk ki, hogy az eredeti grafbdl elhagyva S; pontjait a visszamaradé grafban nem
kisebb w. Ezért ki tudunk jelolni w darab ¢ pontot, melyek koziil barmely ketté
szomszédos. Tekintiink egy ilyen kijelolést, és pontosan ezekre az ¢ pontokra lesz a
B mitrix j-edik oszlopdban az i-edik elem 1-es.

Hogy mindez érthetébb legyen, a fenti példa esetében megadjuk a B maétrixot
is. Itt most S; = {1,2} elhagydsa utan az {13,14,24, 25,35} élhalmazbdl csak a
35 ¢l marad meg, Sy = {3,4} elhagydsa utdn csak a 25 él marad meg, S3 = {1,5}
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elhagydsa utdn csak a 24 él marad meg, S; = {2,3} elhagydsa utdn csak az 14 él
marad meg, végiil az S5 = {4,5} stabil halmaz elhagydsa utan csak az 13 él marad

meg. Ezért most

00011

01100

00110

11000

Ebben az esetben tehat ) )
_11000_ _00011_ _01111_
00110 01100 10111
AB=1100 0 1 10001[=]|11011
01100 00110 11101
000171 11000 11110

Az nem véletlen, hogy ilyen szabdlyos lett a szorzat.

Visszatérve ugyanis az altaldnos esethez éllithatjuk, hogy az AB szorzat egy
olyan négyzetes matrix lesz, melynek mindegyik eleme 1-es, kivéve a f6dtlét, ahol
viszont mindegyik elem 0. Az utébbi dllitds a definicidk alapjan nyilvdnvald, az
el6bbi allitas pedig a bizonyitds elején tett megallapitdsok és a matrixok definicigja
alapjan ellen6rizhetd.

Tudjuk tehdt, hogy az AB szorzat egy olyan n-szer n-es métrix, melynek a f6-
atléjaban minden elem 0, a f64tlén kiviil pedig minden elem 1. Erre a métrixra
&1, &, -, &, egytitthatokkal az oszlopoknak egy nemtrividlis linedris kombindciéjat

tekintve a lindris kombindciénak sajat magdval vett skaldrszorzatdra azt kapjuk,

hogy
(n=1)> &+ -2 &
J i#£]
Ezt atirva:

Y& +m-3 ¢
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Mivel a linedris kombindcié nem trividlis, ezért a fenti szdm pozitiv. Mindebbdl az
kovetkezik, hogy az AB n-szer n-es métrix oszlopai fiiggetlenek, azaz AB rangja n.

Mindez teljessé teszi Lovasz tételének bizonyitésat. I



5. fejezet

P4-szerkezet és perfektség

Egy tetszleges G = (V, E) grafra értelmezhetjiik a kovetkeztket:

Definicié. A G graf komplementer gréafja — mas néven kiegészitd grifja — a

(V.(5)\ E) gréf.

Szavakban: A komplementer gréafnak ugyanazok a szogpontjai, és az élei pedig
az eredeti graf nem-élei.

Példa gyandnt megemlitjiik, hogy a teljes grafok komplementerei az éltelen gra-
fok, és viszont. Minden egyéb graf akkor és csak akkor paros, ha a komplementerében
w < 2. Egy Turdn graf komplementere kiilondll6 — azaz egymdsbdl nem elérhet6

— teljes graf feszitett részgrafokbdl all.

Definicié. A (}) halmazon azt a halmazt értjiikk, amelynek alamei a V halmaz

4-elemi részhalmazai.

Definicié. Ha {a,b,c,d} € (}), akkor azt mondjuk, hogy {a,b, c,d} egy P4, ha
a 4 pont egy olyan feszitett grafot hatdroz meg, melyben 3 él van, és van 2 pont,

melyek tavolsaga 3.

Szavakban: Egy P4 az egy olyan 4-pontd halmaz, mint amilyen 2.2. &bran

felsoroltak koziil a mésodik.

Definicié. A G graf Pj-szerkezete a () ) halmaz azon részhalmaza, melyet a

P4-ek alkotnak.

31
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Példaul a legfeljebb 4 pontu gréafok P4-szerkezete majdnem mindig az iires hal-
maz; az egyetlen kivétel a most emlitett P4. A Lovész-tétel bizonyitdsaban példaként

felhozott pentagon P4-szerkezete pedig ez:
{{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5} },

azaz a teljes ().

Két grafot tekintve feltehetjiik, hogy mindegyiknek a szogpontjai az 1,2, ... szé-
mok, tehat 1-t6l kezdve folyamatosan az egész szdmok. Akdr ugyanannyi pontu a két
graf, akir nem, eléfordulhat hogy a két P4-szerkezet — mind 4-elemf{i halmazokbdl
4all6 halmaz — azonos. Nyilvanval6 példdul, hogy egy gréafnak és a komplementerének

azonos a P4-szerkezete.
Definicié. A G graf kograif, ha a P4-szerkezete iires halmaz.

Példaul az éltelen gréfok, a teljes grafok, P4 kivételével a legfeljebb 4 ponti
grafok, tovabba azok grafok, melyekben — vagy a komplementeriikben — nincs két,
egymastol 3 tdvolsdgra 1évé pont, mind kografok.

Ismeretes, hogy a kogridfok mind perfektek; ez a tény mar abbdl is latszik, hogy
a Berge &ltal felsorol p-kritikus grédfok egyike sem kograf. Azonban ennél ersebb
allitas is igaz.

Definicié. Induljunk ki egy kografbol. Képzeljiik el lerajzolva. Tekintsiink disz-
junkt stabil halmazokat. Mindegyik stabil halmazbdl valasszunk ki egy-egy pontot,
és az ezek dltal feszitett részgrafot — ha még nem teljes — tegyiik teljes graffa djabb
élek hozzavételével. Majd utdna minden stabil halmazt hizzunk Gssze egyetlen
ponttd. Esetleg tobbszoros élek keletkezhetnének; azokat csak egyszeresen vegyiik
figyelembe. Az igy nyerhetd gréfok neve: kogrdf kontrakcid.

Tétel. (Hujter és Tuza, 1996) Minden kograf kontrakcié perfekt.

A tételt itt most nem bizonyitjuk, csak megemlitjiik, hogy ha valaki Seymour
és tarsai eredményének felhasznélasdval akarnd bizonyitani, akkor annak csak azt
kellene megmutatni, hogy a Berge altal felsorolt p-kritikus gréfok egyike sem kokgraf

kontrakcio.
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(Y
4 &) 6 G A

5.1. dbra.

A kograf kontrakcidk vizsgédlata napjainkban is folyik. Németorszédgi és amerikai
kutatok kideritették, hogy hogyan lehet ezeket a grafokat hatékonyan felismerni és
fontosabb paramétereket — példdul stabilitdsi szam — gyorsan kiszdmitani.

Egy dbran két osszefiiggt gréafot mutatunk, melyeknek azonos P4-szerkezete:
{{17 27 37 4}’ {2’ 37 47 5}7 {37 4’ 57 6}7 {17 47 5’ 6}7 {17 27 57 6}’ {]‘7 27 37 6}}

Torténetesen mindkét graf paros — kovetkezésképpen perfekt is — de egyik graf
sem kograf kontrakcio.

A perfeket grafok P4-szerkezetének a jelentéségét a kovetkezé eredmény adja:

Tétel. (Chvital és Reed, 1987) Ha két graf azonos P4-szerkezetii, és az egyik

graf perfekt, akkor a masik is.
A tételnek egyenes kivetkezménye az aldbbi tétel:
Tétel. (Lovasz, 1970) Egy perfekt graf komplementer grifja is perfekt.

Ezt a tételt gyakran ,gyenge" perfekt graf tétel (weak perfect graph theorem)
néven is emlitik, mivel ennek a bizonyitdsdra ,csak" egy évtizedet kellett vérni,
ellentétben a Seymour és tdrsai altal bizonyitott — fent kimondott — ,er6s" per-
fekt graf tétellel (strong perfect graph theorem), melynek bizonyitdsara majdnem fél
évszazadot kellett varni, és még — egyszertisitési céllal — mindig nagyon sokat kell
kell rajta dolgozni. Az ,erés" tételbdl nyilvanvaléan kovetkezik a ,gyenge" tétel
is. Chvdtal és Reed fent emlitett tétele a két tétel kozott helyezkedik el. Ezért
azt a tételt félig erds" tétel (semi strong perfect graph theorem) néven is szoktak

emlegetni. Ez utébbira helyesebb lenne a ,ldtszatra — de csak latszatra — nem
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annyira gyenge" tétel elnevezés. Gyakorlati jelentdségét tekintve Lovdsz tétele a
legfontosabb! Ez a tétel Lovasznak a p-kritikus grafokra vonatkozé — a fentiekben

bizonyitott — tételébdl is nyilvanvaléan kovetkezik.



6. fejezet

Perfekt magyar moédszer

Ebben a fejezetben olyan négyzetes métrixokrol lesz szé, melyek minden eleme nem-
negativ egész szam. Az dgynevezett hozzdrendelési probléma a kovetkezdképpen fo-
galmazhaté meg: Adott egy m-szer m-es métrix. Szeretnénk kivélasztani az m?
darab szdm koziil 6sszesen m darabot gy, hogy egyrészt minden sorbdl, masrészt

minden oszlopbdl pontosan egyet-egyet vilaszthatunk ki, harmadrészt pedig azt sze-

retnénk, hogy a kivalasztott elemek Gsszege a lehet® legkisebb legyen.

Definicié. Legyen min-elem a neve a métrix azon elemeinek, melyek a sajdt

sorukban is és a sajat oszlopukban is egyarant minimalisak.

Nyilvdn minden 0 elem a mdtrixban min-elem, de lehetnek mds min-elemek is.
Ha viszont mér minden sorban és minden oszlopban van legaldbb egy 0, akkor mé&r
a 0 elemek és az min-elemek azonosak. Példaul ez kovetkezik be a Lovdsz tételének
bizonyitdsaban felmeriilt AB szorzatmaétrixok esetében is. De teljes dltaldnossdgban
csak annyit mondhatunk, hogy az m-szer m-es métrixban legaldbb egy min-elem
van, hiszen az m? darab maétrixelem kozott a legkisebb bizonyosan min-elem, és

olyan matrix is konnyen készithetd, melyben csak egyetlen min-elem van.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az m-szer m-es métrix A tipusi, ha tartalmaz m

darab min-elemet, melyek mind kiilénb6z6 sorokban és oszlopokban vannak.

Definicié. Azt mondjuk, hogy a matrix B tipusi, ha van osszesen legfeljebb

m — 1 sora és oszlopa, melyek egyiitt az 6sszes min-elemet tartalmazzak.

35
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A hozzdrendelési probléma megolddsa kézenfekvé, ha a matrix A tipusi, hiszen
csak az A tipus definiciéjaban szereplé m darab min-elemet kell tekinteniink, és
azok (és csak olyanok) jelentik a hozzdrendelési probléma optimalis megoldédséat. A
nehézséget az okozza, hogy a hozzarendelési problémé&t nemcsak A tipusi méatrixokra
kell megoldani.

Vildgos, hogy a métrix nem lehet egyszerre A és B tipusi. A kovetkez6 tételre a

kés6bbiekben szétvdlasztdasi tétel néven fogunk hivatkozni.
Tétel. Minden m-szer m-es métrix vagy A vagy B tipusu.

Bizonyitds. A bizonyitast Lovész tétele segitségével végezziik el. El6szor definia-
lunk egy gréfot. Ezutdn beldtjuk, hogy a graf perfekt. A perfektség alkalmazdsdval
kovetkezik majd a tétel allitasa.

A szogpontok halmaza legyen a sorok halmazédnak és az oszlopok halmazédnak az
unidja. Két szogpont legyen szomszédos, ha vagy mindkett sor, vagy mindkettd
oszlop, vagy pedig az egyik sor, a mdsik oszlop, de ebben az utébbi esetben a sor és
az oszlop keresztezédésében egy nem min-elem van. Vegyiik észre, a matrix akkor és
csak akkor B tipusu, ha erre a grafra w > m. Masrészt vegyiik észre azt is, hogy a
matrix akkor és csak akkor A tipust, ha a graf m részes. Ezért a bizonyitds teljessé
valik, ha megmutatjuk, hogy a graf perfekt.

Indirekt bizonyitds céljabdl tegyiik fel, hogy a graf nem perfekt. Egyesével
hagyjunk el bel6le pontokat mindaddig, amig a maradék graf megmarad nem per-
fekt grafnak. Mivel a legfeljebb 4 pontd grafok mind perfektek, ezért a mostani
grafunkbdl legalabb 5 pont megmarad. Nyertiink tehat végiil egy p-kritikus gra-
fot. Mivel ez a graf nem perfekt, nem lehet teljes graf. Ezért a szogpontok kozott
legaldbb egy sornak és legaldbb egy oszlopnak lenni kell, mivel definicié szerint a
grafban két szogpont csak akkor lehet nem szomszédos, ha egyikiik sor, masikuk os-
zlop. Jelolje n a p-kritikus graf pontjai szamat, és tekintsiik erre a p-kritikus grafra
az « és w szdamokat. Mivel a graf nem teljes, azért o > 2. Madsrészt legaldbb 3
szogpont kozott mindig van legalabb 2 sor vagy legaldbb 2 oszlop, tehdt 3 szogpont
kozott mindig van legaldbb 2 szomszédos, mindazondltal o < 2. Tehdt o = 2.

Most alkalmazva Lovéasz tételét azt kapjuk, hogy n = 2w+ 1. Tehdt a szogpontok
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szama pdratlan a p-kritikus grafban. Vagy a sor-szogpontok szdma tobb, mint az
oszlop-szogpontoké, vagy forditva. El6bb tegyiik fel, hogy az elsd eset kiovetkezik
be. Az n = 2w + 1 darab szégpontnak tehat tobb, mint a fele sor-szogpont, azaz
legaldbb w + 1 darab. No de ezek a sor-szogpontok a graf definicidja szerint klikket
alkotnak! Mindez ellentmond w definicidjdnak. A maésik esetben is hasondképpen

ellentmondé&st kapunk. Ezzel a tétel bizonyitédsa teljessé valt. I

Két példén érzékeltetjiik a szétvalasztasi tételt. A kovetkezd két métrix koziil
a baloldali A tipusu, a jobboldali pedig B tipust, hiszen a baloldalon 4-esek és az

5-6s6k a min-elemek, a jobboldalon pedig csak a 0 elemek.

_46789— _10101_
6 4 6 7 8 00100
76 467 10001
8 76 5 5 00100
9 8 75 5 10100

A hozzéarendelési probléménak és fenti szétvédlasztdsi tételnek nagyon sok vélto-
zata ismeretes. A hosszi torténet tobb mint két egy évszdzada kezd6dott, Franciaor-
szagban, XVI. Lajos kirdlysdga idején Gaspard Monge a kovetkez6 kérdést vizsgalta.

Valakiknek egy vizszintes terepen foldet kell talicskdzni egyik helyrél a maésikra.
Osszesen m talicskanyi foldet kell dtszallitani. Tegyiik fel, hogy ki van mar jelslve m
pont a sikon, ahol a talicskat megrakjak. (Ezek kozott a pontok kozott termeészetesen
azonosak is lehetnek.) Tegyiik fel azt is, hogy ki van mér jelolve az az m pont is,
ahol a talicskdt kiiiritik. (Természetesen ezek kozott is lehetnek azonos pontok.)
A foldmunkdsok maguk donthetik el, hogy melyik rakodasi helyrdl melyik iiritési
helyre toljak a talicskdat. A megrakott talicskdt nehéz tolni. Ezért természetes,
hogy mind az m esetben a megrakott talicskik nyomvonala egy-egy egyenes szakasz.
Az is hamar beldthaté, hogy optimalis széllitasi terv esetében az emlitett egyenes
szakaszok nem keresztezik egymast.

Mindezen jozan ész sziilte megéllapitdsok alapjan Monge azt javasolta, hogy

toljunk egy egyenes vonalzét oldalrél a 2m ponthoz gy, hogy a vonalzé széle
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6.1. 4bra.

rafekiidjon legaldbb egy rakoddsi pontra és egyuttal legaldbb egy iiritési pontra,
de a tobbi pont a most kijelolt egyenesnek a tiloldaldn — tehdt a vonalzé lapja-
val dtellenes oldalon — vagy az éppen kijelolt egyenesen legyen. A vonalzéval egy
rakoddsi pontot és egy iirftési pontot most méar osszekothetiink, és indulhat is a tal-
icska. A visszamaradt m —1 rakoddsi és m— 1 iirftési pontra aztdn megismételhetjiik
az eljarést.

Egy konkrét példén bemutatjuk Monge mdédszerét. Az elsé dbréan a fehér korocs-

kék jelzik, hogy honnan kell talicskdaznunk, a sziirke kordcskék pedig azt, hogy hova.

Az els6 fuvart a kovetkezd dbra mutatja.

Az uténa kovetkez6 néhdanyat a kovetkezé par dbra szemlélteti:

Az utolsé abrén végiil a teljes szallitédsi terv ldthato.

Ha készitiink egy m-szer m-es métrixot 1igy, hogy a sorok a rakoddsi helyeknek,
az oszlopok az iiritési helyeknek felelnek meg, a métrix elemei pedig a tdavolsdagoknak,
akkor Monge feladata egy specidlis hozzarendelési feladatnak felel meg. A matrixos
véltozat akkor is felirhatd, ha a talicskdaval esetleg akaddlyokat is ki kell keriilni, de
olyan esetben Monge mddszerének optimadlis volta mar nem garantalt.

A sors fintora az, hogy XVI. Lajos ezen nagy tuddsa — részben éppen nagy

tuddsa elismeréseképpen — 1792-ben tengerészeti miniszter lett, és ilyen min&ségé-
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ben neki kellett kirdlydn a hirhedett haldlos itéletet végrehajtatnia. Monge 1798-
ban elkisérte Napoleont Egyiptomba. Allitélag a geometridban ismert Napdleon-
tételnek is valdjaban Monge a szerzdje: Ha egy tetszdleges hdromszog oldalaihoz
— mint alapokhoz — egy-egy 120 fokos szogii egyenld szart haromszoget illesztiink
— mindegyiket kiviilrél vagy mindegyiket beliilr6l —, akkor a hdrom 1j pont egy
szabélyos haromszoget alkot.

Monge fentemlitett hozzarendelési feladata és megoldasi médszere par évtizeddel
kés6bb Bolyai Farkast és Bolyai Janost is megihlették.

A 20. szdzad elején a hires német matematikus, Georg Frobenius a négyzetes
matrixok determindnsdt vizsgdlta. Megdllapitotta, hogy a determindns dltaldban
nem bonthaté szorzattd, ha a matrix elemei kiilonboz6 ismeretlenek. Ha a métrix
elemeinek egy részét O-ra cseréljiik, de elég sok nemnulla elemet meghagyunk abban
az értelemben, hogy a métrix determindnsat nem engedjiik azonosan nulldva vélni,
akkor megkérdezhetjiik: Vajon nem vilik-e a determindns szorzattd akakithatéva?
Ha az m-szer m-es méatrixban Gsszességében m darab sor és oszlop keresztezodése
nem tartalmazhat csupa 0 elemet, akkor és csak akkor— Frobenius tétele szerint —

még mindig nem lehet szorzattd bontani a determindnst. Lassunk példédkat!

0 a b 0
0 ¢c 0O
det = —bedi
d e 0 f
0 g h 1

Itt tehdt a determindns szorzattd bonthaté. Méasrészt

0 a b 0
z ¢ 0 0
det = (afh —bfg + bei)x — bedi
d e 0 f
0 g h 1

Ez a determindns nem bonthaté szorzattd. A két matrix kozott az a kiilonbség, az

el6bbi matrixnak van 2-szer 2-es almatrixa, melynek minden eleme 0, az utébbinak
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pedig nincs, de 1-szer 3-as vagy 3-szor l-es csupa nulla almétrixa sincs.

Az 1910-es évek kozepén az ismert magyar matematikusnak, Kdénig Gyuldnak
nem kevésbé tehetséges Dénes fia Frobenius eredményét vette vizsgalat ald. Esz-
revette, hogy Frobenius eredményének lényege tulajdonképpen egy paros gréfokra

vonatkozé megallapités:

Tétel. (Kénig Dénes, 1915) Minden péros grafban van « darab klikk tgy, hogy

azok Unidja a teljes szogponthalmaz.

Emlékeztetiink arra, hogy egy pédros grafban minden klikk vagy egyetlen pont,
vagy egyetlen él.

Megjegyezziik, hogy o darab klikknél kevesebb klikk tinidjaként nem varhatjuk
semmilyen grafban sem, hogy megkapjuk a teljes szégponthalmazt, hiszen egy stabil
halmazbdl minden klikk legfeljebb egy-egy elemet tartalmazhat. Bizonyos gréfok
— példaul a p-kritikus grafok — esetében pedig még o darab klikk 1ini6jatél sem
varhatjuk el, hogy kiadjdk a teljes szogponthalmazt, hiszen az n pont koziil —
Lovisz tétele kovetkeztében — egy n ponti p-kritikus gréafban « darab klikk tinidja
legfeljebb n — 1 elemii halmaz lehet. Ha egy paros — azaz két részes — grafbol
elhagyunk pontokat, nyilvan pédros grafot kapunk. Madsrészt egy péaros grafban —
feltéve, hogy nem éltelen — fennadll, hogy w = 2. Mindazonéltal Kénig Dénes tétele
kovetkezik abbdl a tényb6l, hogy nincs p-kritikus pédros gréf.

Bizonyitas. Tegyiik fel, (V, E') egy p-kritikus paros graf. Mivel minden péros gréf
két részes, ezért van a grafban két stabil halmaz — U és W — gy, hogy V = UUW.
Feltehetjiik, hogy |U| > |W|. Mivel a p-kritikus gréaf nem éltelen, de két részes, ezért
w = 2. Tgy Lovész tétele kovetkeztében: |U| > a. De ez ellentmond « definicijanak.
Mindez teljessé teszi Kénig Dénes tételének bizonyitasat. I

Természetesen Kénig Dénes eredetileg nem igy bizonyitott. Megjegyezziik, hogy
a szétvdlasztasi tétel Kénig Dénes tételébdl is konnyen levezethet. Ezt az utat jarta
Egervary Jend 1930-ban, aki ki tudta egésziteni a szétvilasztasi tételt a kovetkezo-
képpen: Ha van egy B tipusi m-szer m-es matrixunk, akkor tekintsiink abban — a
definicié szerint létezd lehetségek koziil vdlasztva — legfeljebb m — 1 sort és osz-

lopot, melyek az ¢sszes min-elemet tartalmazzdk. Ne feledjiik, minden 0 min-elem!
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Az ezen legfeljebb m — 1 sor és oszlop éltal nem tartalmazott elemek tehat mind
pozitivak. Azok legkisebbikét jelolje e. Most a kijelolt, legfeljebb m — 1 sor és oszlop
koziil tekinsiik csak a sorokat, és azok minden eleméhez adjuk hozza az € szamot.
Egy 1j métrixot nyeriink igy, melyben az m? darab elem &sszege az sme szdmmal
novekszik az eredeti méatrix elemei 6sszegéhez képest, ahol s jeloli a megnovelt sorok
darabszamat. Vegyiik észre, hogy az 1j métrixban legaldbb s 4 1 olyan oszlop lesz,
melyben minden elem legaldbb €. Ezen oszlopok minden elemét csokkentsiik az e
szammal. Végiil egy olyan m-szer m-es métrixot nyeriink, melynek minden eleme
tovabbra is egy-egy nemnegativ egész szam, de az m? darab elem sszege legaldbb
az (s + 1)me — sme = me szdmmal kisebb, mint a kiinduldsi métrix esetében.
Kiindultunk tehét egy B tipusi méatrixbdl, és nyertiink egy kisebb elemosszegii 1j
métrixot. Ha ez djra B tipust, megismételhetjiik a fenti eljérast. Es ezt folytassuk
mindaddig, amig B tipusi matrixunk van. Mivel az elemdsszeg folyton csokken,
ezért mindez nem mehet a végtelenségig, hiszen az elemosszeg nem lehet negativ.
El6bb-utébb tehdt nyeriink egy A tipusi madtrixot. Mindezt a kovetkezOképpen

Osszesithetjiik:

Tétel. (Egervary Jend, 1930) Minden nem B tipusu métrixbol készitheté A
tipusd matrix dgy, hogy az eredeti métrix néhany sordhoz hozzdadjuk néhényszor
azt az m komponensii sorvektort, melynek minden eleme 1-es, és néhany oszlopbdl
néhdnyszor levonjuk azt az m komponens{i oszlopvektort, melynek minden eleme

1-es.

Térjiink vissza a hozzdrendelési problémahoz. Azt vegyiik észre, hogy a feladat
lényegét egydltaldan nem érinti egy olyan valtoztatds az eredeti matrixon, mint ami-
lyen véltoztatdsokrél Egervary Jend tételében van szé. Nevezetesen a métrix m?
darab eleme koziil ugyanazt az m darabot lehet kivdlasztani a hozzarendelési prob-
léma optimdlis megolddsaként mind az eredeti, mind a médositott matrix esetében.
Igy a hozzarendelési feladat megolddséra egy algoritmust nyeriink:

1. 1épés. Keressiik meg a métrixban a min-elemeket.

2. lépés. Allapitsuk meg, hogy a matrix A tipusi-e.

3. lépés. Ha a métrix A tipusi, a min-elemek koziil valogatva megadhatjuk a
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hozzérendeléi feladat optimdlis megolddsat. Utdna véget és az algoritmus.

4. lépés. Ha a matrix B tipusu, akkor végezziik el a fent ismertetett sor-
noveléseket és oszlop-csokkentéseket, és térjiink vissza az 1. 1épéshez.

Ez az algoritmus annyira lenytigozte 1955-ben az amerikai Harold Kuhn fiatal
matematikust, hogy publikdlta is a médszert Hungarian method néven, mivel min-
den eredményt K&nig Dénes és Egervary Jend magyar és német nyelvli munkaibdl
vett 4t. Azdta is igy ismerik az egész vildgon az eljarast: magyar mddszer.

Egy példan is ismertetjiik a magyar mddszert. Legyen a kiinduldsi métrix a

kovetkez6:

7219 4
96 9 55
38 318
79 4 2 2

8 4 7 4 8

Eloszor megkeressiik a min-elemeket; ezeket a kovetkezé6 — hidnyosan kitoltott

matrix — tartalmazza:

Lathaté, hogy B tipusi méatrixszal allunk szemben. Tekintve — mondjuk —az 1., 3.

és 4. sorokat, az € szdmot a kovetkez6 matrixelemek legkisebbkikeként kell venniink:

96 9 5 5

8§ 4 7 4 8
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Tehat € = 4. Az eredeti matrix 1., 3. és 4. soraihoz tehdt 4-et adunk; ezt kapjuk:

-7—1—4 24+4 1+4 9+4 4—1—4- -11 6 o5 13 8-
9 6 9 5 5 9 6 9 5 5
3+4 8+4 3+4 14+4 8+4 | = | 7 12 7 5 12
7+4 9+4 4+4 2+4 244 11 13 8 6 6
8 4 7 4 8 8 4 7 4 8

_11—7 6-4 5—-5 13-4 8—5_ _4 209 3_
9-7 6—-4 9-5 5—-4 5-5 22410
7T—-7 12—-4 7-5 5—-4 12-5|=108 2 17
11-7 13-4 8-5 6—-4 6-5 49 3 21
8—7 4—-4 7-5 4—-4 8-5 10203

Most mas csak a 0-dk lesznek a min-elemek. A matrix még mindig B tipusu; az osszes
min-elemet tartalmazé legfeljebb m — 1 sor és oszlop egy lehetséges megvdalasztasa:

1., 3. és 5. oszlop és 5. sor. Most ¢ 1j értékéhez a kovetkezt készletbdl kell
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minimumot keresni:
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ul:

Tehat ¢ = 1. A matrix a kovetkezOképpen médos

4

2

0

4

Csokkentket6 lesz a 2.

4

2

Még mindig B tipusi a métrix: az 1., 2., 3. és 5. sorok tartalmazzdk az 6sszes min-

elemet (melyek most is a 0-kkal azonosak). Az e értéke a 4. sor legkisebb eleme,

tehdt 1. Ez kovetkezik:

4

2

2

8

9

és a 4. oszlop, mindegyik 1-gyel:

441 1+1
241 141

0+1 7+1

8

24+1 0+1

3

0
4
2
3

3

0+1
441

2+1

3+1

2

9-1

8+1
0+1

0+1

0+1

1

3

0

7 =

1

4

3+1
0+1

7+1

441

1+1 0+1 241 0+1 3+1

4

2

0

4

2

1

1

7

8

0

0

3

3

1

0

1

4




Az oszlopok csokkentése utén ezt nyerjiik:

5—1 2-11-1 9-1 4-1

3—1
1-1
4—-1
3—1

2—-1
8§—1
8§—1
1-1

5—1
3—1
3—1
4-—-1

1-1
1-1
1-1
1-1

1-1
8§—1
1-1
5—1

3

2

7

0

2

3

0

0

0

4
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Ez az utols6 métrix mér végre A tipusd, ahogy az az a min-elemek kovetkezd

kivalasztasbodl is 1dtszik:

0

A min-elemek kivélasztdsdnak ezen mintdja adja az eredeti matrixon is az optimaélis

megoldést:

4

A magyar médszer sikeréhez hozzdjarult, hogy az algoritmus meglehetésen gyors-

sé tehetd. Sikeriilt olyan megvalésitasokat konstrudlni, melyben az m szdam noveke-

dése nem vonja maga utdn az algoritmus Osszes 1épései szamdnak elviselhetetleniil

nagymértéki{i megnovekedését. Példanak okdért az m szam megduplazodasa a 1épés-

szamnak csak a 5.7-szerez6dését eredményezi, ami kival6 teljesitménynek tekintheté

az algorimusok elméletében. A kutaték tovdabb dolgoznak, és elméletileg nem kizért,

hogy az 5.7-et sikertil lenyomni 4 kozelébe. Viszont mar néhdny évtizede sehogyan

sem sikertil 5.7-r6l 5.6-ra jutni.
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A magyar médszer szdmtalan helyen nyert gyakorlati alkalmazést. Itt most csak
egyet emlitiink: adatok tomoritése.

Egy 1j tipusti mobil telefon késziiléket a kozpontbdl kiildott SMS {izenetek révén
szeretnénk programozni. Az egyes parancsok azonositdsara kijeloliink jelsorozatokat.
Az mindegy lesz, hogy melyik parancsot melyik jelsorozat azonosit, de egyszer s min-
denkorra el kell donteniink, hogy melyik jelsorozatot melyik parancs azonositdsara
fogjuk haszndlni. Célszerti lesz a gyakori parancsokat révidebb jelsorozattal azonosi-
tani, mert akkor jobb esélyiink lesz arra, hogy egy bonyolultabb program is elfér
egyetlen SMS-ben. Készitiink tehdt egy m-szer m-es métrixot, melynek i-edik sora
az i-edik parancsnak, j-edik oszlopa a j-edik jelsorozatnak felel meg. A maétrix
1-edik sordnak j-edik eleme egy olyan nemnegativ szam lesz, ami azt fejezi ki, at-
lagosan SMS-enként hény egségnyi koltséggel jar majd hasznalat kozben az a tény,
hogy az i-edik parancsnak torténetesen a j-edik jelsorozat lett megfeleltetve. Ez a
szam sok mindentél fiigghet, példdul a jelsorozat hosszétdl, vagy a parancs eldre
varhato gyakorisagatdl, illetve a parancs jellegétél. Mihelyt elkésziilt a matrix, mar
csak meg kell oldani a hozzarendelési feladatot, és megkapjuk a parancsoknak és a

jelsorozatoknak a vdrhato koltségek szempontjabol optimaélis egymédshoz rendelését.



7. fejezet

Merev korrel perfekt

Tekintsiink egy tesz6leges (V) F) grafot. Tekintsiink benne kiilonb6z6 pontokat tigy,
hogy az egymads utdniak szomszédosak: vy, v, ..., vk, ahol j = 1,2,....k — 1 esetén

VVj41 € E.

Definicié. Ilyen esetben azt mondjuk, hogy a vy, vs, ..., v pontsorozat egy 4it.
Ha még k > 3 és vyv; € E is teljestil, akkor az it még kér is. Ha egy ilyen korben
van még legaldbb egy v;v; € E élis, ahol 3 < ¢+ 2 < j < k, akkor azt mondjuk,
hogy a kor merev. Ha egy grafban egyaltaldn nincs kor, akkor azt mondjuk, hogy a
graf egy erdd. Ha egy gréafban minden minden kor merev (ide értve azt az esetet is,

amikor a graf erdd), akkor a graf neve: merev kord.

Konnyen lathato, hogy egy & ponti tton az elsé és utolsé pontok téavolsdga a
grafban legfeljebb k. Ezért egy osszefiigg gréafban barmely két pont valamely tit
elso és utolsé pontja. (Ha a két pont azonos, akkor k = 1, ha a két pont szomszédos,
akkor k£ = 2, ha a két pont nem szomszédos, akkor k > 2.)

Az is konnyen ldthaté, hogy a fa grafok és az Osszefiiggd erdék ugyanazok a
grafok. Minden erdd merev korfi, de nemcsak az erdék! Es nem minden nem erds
sem merev korfi! Példdul a legels6 dbrén lathaté graf nem merev korti. A 2.2. dbra
osszefiiggd grafjai kozott 4 merevkori van. Egy pdros graf csak akkor lehet merev
korti, ha erd6. A Berge altal felsorakoztatott Cs, C7, Cy, ... és a co-Cy, co-Cy, ...

p-kritikus grafok egyike sem merev korti. Seymour és tarsainak friss tétele szerint

49
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7.1. 4dbra.

ebbdl mar lathatd, hogy merevkorii grafok mind perfektek, de a nem erdd péaros
grafok példdja mutatja, hogy sok perfekt ggraf nem merev korfi.
A merev korti grafok vizsgélatat Hajnal Andrds és Surdnyi Janos kezdték el mar

majdnem fél évszdzada.
Tétel. (Hajnal és Suranyi, 1958) Minden merev korii graf perfekt.

Ezt a tételt kicsit kés6bb, Seymourék tételének mellézésével bizonyitjuk.

A merev kori grafok vizsgdlatdba hamarosan egy tjabb magyar kapcsolédott be:
G. A. Dirac. (Tén meglepé, de Dirac szintiszta magyar, hiszen anyja Wigner Manci,
a hires fizikus Wigner Jend testvérhiga; G. A. Dirac sziil6apja is magyar volt, és a
hires fizikus Dirac — Wigner Jend jé baratja és kollégdja — a matematikus Diracnak

— annak 12 éves kordban — mostohaapja lett.)

Definicié. Egy gréfban egy pont szimplicidlis, ha a szomszédjai egymassal is

mind szomszédosak.

Az elnevezés onnan ered, hogy ha geometriai szimplexeket lapjaik mentén egy-
méashoz ragasztunk, akkor a keletkezett testek élhdlézati grafjdn a nem ragasztott
csuicsok szimplicidlis pontok lesznek. A mellékelt dbrén egy ilyen élhalézati gré-
fot mutatunk be 2 dimenziéban, ahol a szimplexek a sziirke hdromszog-lapok. Az
adbréan a legbaloldalibb, a legjobboldalibb és a legalsé csticspontok szimplicidlisak,

de a tobbi pont csicspont nem.
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Egy éltelen grafnak vagy egy teljes griafnak mindegyik pontja szimplicidlis. A
Berge éltal felsorakoztatott Cs, C7,Cy, ... és a co-Cy, co-Cy, ... p-kritikus grafok
egyikének sincs szimplicidlis pontja. Egy grafban egy olyan pont, aminek 0 vagy 1
szomszédja van, nyilvan szimplicidlis. Ezért — mivel egy fanak kevesebb éle van,

mint pontja — egy fa grafnak mindig van legaldbb egy szimplicidlis pontja.

Tétel. (Dirac, 1961) Ha egy Osszefiiggd grafnak legaldbb két pontja van, és a
graf merev korfi, de nem teljes graf, akkor van a grafban legaldbb két szimplicidlis

pont, melyek nem szomszédosak.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (V) E) egy osszefiiggt graf, két pontja van, és a graf
merev kor(i, de nem teljes graf. Konnyen lathaté, hogy a pontok szédma legaldbb
3. A bizonyitast a pontok szédma szerinti teljes indukciéval végezziik. Ha a pontok
szama 3, akkor az egyik pontnak 2 szomszédja van, mely szomszédok mindegyikének
ez a kiragadott, 2 szomszédu pont az egyetlen szomszédja. Megvan tehdt a két nem
szomszédos szimplicidlis pont: a 2 szomszéddal biré pont két szomszédja.

Tegyiik fel tehdt, hogy a pontok szdma n > 4, és azt is, hogy kevesebb ponti
grafokra mér igazoltunk a tételt. Mivel a graf nem teljes, van olyan pontja, melynek
legfeljebb n — 2 szomszédja van. El6szor tegyiik fel, hogy a grafnak egyaltaldn
nincs szimplicidlis pontja. Ellentmondésra kell jutnunk. Tekintsiink egy olyan v
pontot a grafban, aminek a lehet6 legkevesebb szomszédja van. Mivel v nem szimp-
licidlis, ezért v szomszédjainak szdma legaldabb 2, s6t van legaldbb 2 szomszédja,
melyek egymdsnak nem szomszédai. Jeloljon v és w két ilyen szomszédot. Most az
eredeti grafbdl hagyjuk el a v pontot. A keletkezett graf — melyet jeloljon G_, —
merev kor(i marad, de ebben a G_,, grafban nem lehet u és w egymdsbdl elérthetd,
hiszen ha u és w tévolsdga k lenne, akkor nyerhetnénk az eredeti grifban egy k + 1
ponti nem merev kort, melynek elsé hdrom pontja u,v,w lehetne. Most a G_,
grafbdl hagyjuk még el mindazokat a pontokat is, amik nem elérheték u-boél G_,-
ben. A visszamarad6 graf — akar teljes, akdr nem — mindenképpen Osszefiiggo.
Ha teljes gréf lenne, akkor u szimplicidlis pont lenne az eredeti grafban; tehat a
visszamaradé graf osszefiiggd, de nem teljes. Az indukcids feltevés miatt van benne

két nemszomszédos szimplicidlis pont. Mivel egyik sem lehet az eredeti grafban
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szimplicidlis, ezért mindkettd szomszédja v-nek az eredeti gréafban. De akkor akér
ezt a két pontot is valaszthattuk volna az el6bb az u és v pontoknak, ezért a G_,
grafban nem lehet a két pont egymasbdl elértheté. Node a két pont ugyanabban az
osszefiiggd gréafban van! Ellentmonddsra jutottunk!

Feltehetjiik tehét, hogy az eredeti gréfban legaldbb 1 szimplicidlis pont van. V&-
lasszuk meg a v csicsot gy, hogy v szimplicidlis legyen. Ha v-nek n — 1 szomszédja
van, akkor a G_,, grifra alkalmazva az induciét készen vagyunk a bizonyitdssal. Fel-
tehetjiik tehat, hogy v-nek legfeljebb n — 2 szomszédja van. Mivel az eredeti gréaf
Osszefiiggh és mivel v szimplicidlis pont, ezért a G_, gréf is osszefiiggd. Mivel az
eredeti grafban v-nek legfeljebb n — 2 szomszédja van, a G_, grifnak van legaldbb
egy pontja, mely nem szomszédja v-nek az eredeti graftban. Megvan tehdt a masodik
szimplicidlis pont is abban az esetben, ha torténetesen G_, teljes graf. A tovabbi-
akban feltehetjiik, hogy G_, Osszefiiggd, de nem teljes. Most az indukciés feltevés

alkalmazdsdval vilik teljessé a tétel bizonyitasa. I

Dirac tétele alapjan mar nem nehéz bizonyitani Hajnal és Surdnyi tételét sem a

pontok szama szerinti teljes indukcioval.

Bizonyitds (Hajnal és Surdnyi tételére). Ha a pontok szama legfeljebb 4, akkor
nincs mit bizonyitani, hiszen megfigyeltitk mar, hogy minden legfeljebb 4 ponti
graf perfekt. Tekintsiink tehdt G = (V| E) merev korii grafot n > 5 ponttal, és
tegyiik fel, hogy minden kevesebb ponti merev korti graf mar bizonyitottan perfekt.
Ha elhagyunk egy v pontot G-bdl, a visszamaradé G_, gréf merev kori marad és
az indukciés feltevés miatt perfekt. FEz azt jelenti, hogy G vagy perfekt, vagy p-
kritikus. Az elébbi esetben nem kell mar semmit bizonyitani. Az utébbi esetben
tekintsiink egy v szimplicidlis pontot. (Dirac tétele miatt ilyan létezik.) Azt a p-
kritikussagbdl tudjuk, hogy G_,-re ugyanaz marad w értéke. Mivel — az indukciés
feltevés miatt — G _,, perfekt, ezért w részes. Az w darab stabil halmaz koziil, melyek
unidja a G_, graf teljes szogponthalmaza, legaldabb egy stabil halmazbdl nincs v-nek
szomszédja G-ben, hiszen a v szimplicidlis pontnak w definiciéja miatt legfeljebb
w — 1 szomszédja lehet G-ben. Ebbol mar kovetkezik, hogy G is w részes, hiszen

v hozzdvehet6 az emlitett stabil halmazhoz, és az a halmaz G-ben is stabil marad.
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Ezzel a bizonyitds teljessé valt, hiszen ellentmondésra jutottunk a p-kritikussdggal.
[

Abbdl a célbdl, hogy a merev korti grafokrdl alkotott ismereteinket teljesebbé
tegyiik, még egy tételt bizonyitunk:

Tétel. Egy graf akkor és csak akkor merev korti, ha barhogy elhagyva bel6le
pontokat (esetleg nulla darabot, de nem az &sszeset), a maradék grafban legaldbb

egy szimplicidlis pont taldlhaté.

Masként mondva: Egy graf akkor és csak akkor merev korfi, ha minden feszitett

részgrafjanak van legaldbb egy szimplicidlis pontja.

Bizonyitds. Tegyiik fel elészor, hogy a graf merev korti, és megmutatjuk, hogy
van benne legaldbb egy szimplicidlis pont. Mivel pontok elhagydsa utdn a graf
nyilvdn merev kori marad, ezért a maradék grafban is lesz szimplicidlis pont.

Tekintsiink egy olyan v pontot az eredeti n ponti merev korti grafban, melynek
minimadlis szdmu szomszédja van. Ha a szomszédok szédma 0 vagy 1, nyertiink, hiszen
ekkor mar maga v is szimplicidlis. Feltehetjiik tehat, hogy a v pont szomszédjainak
szama legaldbb 2. Most hagyjunk el minden olyan pontot a grafbdl, melyek nem
elérheték v-bol. A visszamaradé graf merev korli és osszefiiggt lesz, és nyilvan
tartalmazza v-t is és a szomszédait is. Dirac tétele szerint ez az tsszefiiggd graf vagy
egy teljes graf, vagy van benne két szimplicidlis pont is. Az el6bbi esetben legaldabb
3 szimplicidlis pontot is nyeriink. Akdrhogyan is, az Osszefiiggd griafban van tehdt
legaldbb 2 szimplicidlis pont. De ezek az eredeti grafban is szimplicidlis pontok.
Ezzel a tétel allitdasdnak ,,csak akkor" részét belattuk.

Most tegyiik fel, hogy egy n pontu graf olyan, hogy barhogyan is hagyunk el
belble pontokat, a maradék grafban legaldabb egy szimplicidlis pont lesz. Meg kell
mutatnunk, hogy a griafban minden kér merev. Valéban, ha lenne egy nem merev
kor, akkor minden, a kérhoz nem tartozé pontot elhagyva nem maradna szimplicélis

pont! Ezzel a bizonyitds kész! I

A fenti tételek alapjdan mér tudhatd, hogyan lehet n pontd merev korti gréfo-

kat gyartani. Az altaldnossdg korldtozdsa nélkiil feltehetjiik, hogy V' = {1, 2, ...,n}.
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7.2. dbra.

Most sorra tekintjik az=n—1,n—2,...,2, 1 pontokat, és mindegyik ilyen rogzitett
i-re felépitjiik azon ij alaku élek halmazét, melyekre ¢ < j < n. Ennél a halmaznél
csak arra kell vigydznunk, hogy az j szdamok klikket alkossanak. Masképpen fogal-

mazva: a ¢ pont a mar elkészitett grafban szimplicidlis legyen.

Konnyen lathaté, hogy igy sohasem hozhatunk létre nem merev kort. Tehdt az
elkészitett graf merev korti lesz. Masrészt a fenti tétel alapjan minden merev korti

graf elkészithetd a fenti médon.

A kovetkezé dbran megadunk egy merev korti gréafot. Az a tény, hogy ez a
graf valéban merev kori, ugy lathatd, hogy az utdna kovetkezd dbrdn megadjuk a
pontoknak egy olyan megszamozdsit, mely szamozas alapjan lathatd, hogy a fenti
eljardssal hogyan készithett el a graf. Visszafelé haladva az idében megmutatjuk,
hogy épiilt fel ez a graf:

A merev korti gréafok fogalma és tulajdonsdgai jol felhaszndlhatok a numerikus
analizis tudomdanydgban a nagy méretii, de ritka matrixok hatékony kezelésére. En-
nek a fejezetnek a haralévo részében tekintsiink egy n-szer n-es A matrixot, és tegyiik
fel, hogy adott egy merev korti graf a V = {1,2,...,n} szogponthalmazon E élhal-
mazzal. Tegyiik fel, hogy olyan kapcsolat van a graf és a métrix kozott, hogy ha

i,j €V ési # j, akkor az A métrix i-edik sordnak j-edik eleme 0. Most tekintsiink
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(3]

7>

7.5. dbra.

7.6. dbra.

7.7. dbra.



=)

7.8. dbra.

7.9. 4bra.

7.10. &bra.
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egy szimplicidlis k£ pontot a gréfban, és tegyiik fel, hogy a matrixon a f64tlé k-adik
eleme szerint egy pivotdlast, azaz egy Gauss-Jordan elimindcids 1épést végziink. Ez
a matrix elemeinek egy olyan atalakitdsa, hogy az k-adik sor valahdnyszorosat le-
vonjuk mindegyik masik sorbél. Vegyiik észre: az dtalakitds utdn az a tulajdonsdg
fennmarad, hogy ha i,j € V és i # j, tovdbbd ij ¢ E akkor a métrix i-edik sordnak
j-edik eleme 0. Mindazondltal, ha matrixbdl elhagyjuk a k-adik sort és a k-adik
oszlopot, a grafbdl pedig a k pontot, akkor majdnem az eredeti szitutédciéval allunk
tjra szemben, csak az a kiilonbség, hogy most 1-gyel kisebbek a méretek. Ujra

keresve egy szimplicidlis pontot a csokkentett grafban, folytathatjuk az eljarast.

Ezen a médon a teljes Gauss-Jordan elimindcié ugy végezhet6 el, hogy kozben
viszonylag keveset kell szdmolnunk. Mindezt egy példan szemléltetjiik. Tekintsiik
elészor a kovetkezd méatrixot, melyben az elemek helyén csak pontok és csillagok

vannak.

* * ok * %
¥ ok k%
* ok k% *
¥ % ok ok ok *

x ok Xk
* * ok x  x X X
* X X

A pontok helyére majd késébb csak 0-dkat szabad befrni, a csillagok helyére vi-
szont barmi befrhaté. Ezen szabdly betartdsdval taldlomra toltsiik fel elemekkel a

métrixot (az egyszerii példa érdekében torténetesen itt csak a 0,1,2,3,4 szdmok
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7.11. abra.

koziil vélogatunk):

Elkészitjiik azt a gréfot is, amely csillagok elhelyezkedését jelzi. Itt tehdat 1,2,...,8
a pontok, és az i és j két kiilonboz6 pont akkor és csak akor alkot élt, ha vagy az
i-edik sor j-edik eleme, vagy a j-edik sor i-edik eleme (esetleg mindekettd) csillag.

Ezt kapjuk:

Ebben a grifban taldlhaté szimplicidlis pont, tobb is. Tekintjiik a legels6t, amely

keziinkbe keriil: 2. A fenti métrixon a legelst pivotéldst tehdt a 2. sor 2. elemén
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végezziik. Ezt kapjuk:

=

001 -1

N |—=

Ha a grafbdl elhagyjuk a 2 pontot, djra taldlunk szimplicidlis pontot, példaul a 3-
asat, majd azt elhagyva példaul a 4-eset. Ennek megfeleléen a 3. sor 3. elemével,

majd a 4. sor 4. elemével folytatjuk a pivotalast. FEzeket e matrixokat nyerjiik:
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0100 20 %0
0010 -1 0 13 0
0001 220 —20

0000 41 00
2000 —12 2 12 2
1000 00 11

Ami a legfontosabb: Léthaté, hogy nemnulla elem csak ott jelenhet meg, ahol az
eredeti csillagos métrixban csillag volt! Tovabbi szimplicidlis pontok valasztdsdval

az elimindcios eljards megtartja ezt a ,,jo szokdsat”.
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8. fejezet

Valészintliségi becslések

Ha adott két valésziniiségi esemény, A és As, akkor kozismerten igaz a valészintisé-

geikre a kovetkez6 Osszefiiggés:
P(A; UAy) = P(Ay) + P(Ay) — P(A1 N Ay)
A Venn diagrammok segitségével az Ay, As és Az eseményekre a kovetkezd egyen-
16tlenség is hamar beldthat6, hogy P(A; U As U A3) értéke legfeljebb
P(A;)+ P(Ay)+ P(A3) — P(A1NAy) — P(AaNA3) — P(A1NA3) + P(A1N AN As).
Ez pedig legfeljebb
P(Ay) + P(Ag) + P(A3) — P(A; N Ag) — P(Ax N Aj3).

Természetesen tovabbi dsszefiiggések nyerhetdk az alsé indexek sorrendjének megval-
toztatdsaval. Négy eseményre mar tobb, nemcsak az alsé indexek sorrendje szerint

kiilonbozd egyenlétlenséget is le tudunk vezetni. fme néhany:

P(AJUA, UA;UA) < P(A) + P(Ay) + P(As) + P(Ay)
—P(Al N Ag) — P(AQ N Ag) — P(Ag N A4)

P(AJUAyUA3UAy) < P(A))+ P(As) + P(A3) + P(Ay)
—P(A1NAy) — P(A1NA3) — P(A1 N Ay)
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P(AjUA;UA3UAy) < P(A))+ P(Ay) + P(A3) + P(Ay)
—P(A1NAy) — P(A1NA3) — P(Ay N A3)
—P(AsNAy) + P(A1 N Ay N A;g)

Ha az események szdma novekszik, az érvényes, bizonyithaté, a fentiekhez ha-
sonl6 egyenldtlenségek véltozatossdga exponencidlisan novekszik. Az ilyen egyen-
16tlenségek nagyon fontosak a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl is. Példdul
ha ismert, kiprébalt alkatrészekbdl egy bonyolultabb gépet szereliink 6ssze, j6 lenne
egy felsé becslést nyerniink a szerkezet meghibdsoddsi valdszintiségére. Itt az A,
esemény azt jelenti, hogy a j sorszamu alkatrész meghibdsodik. A korabban 6ssze-
szerelt, kiprobalt gépek statisztikai asatai alapjdn ismerjilk a P(A;) szdmokat, a
P(A;NA;) szamokat és a P(A;NA;NA) szdmokat. Ha nem is az 6sszeset ismerjiik,
ha nem is teljes pontossaggal, de amit tudunk, azokat az adatokat felhasznalhatjuk.

Célunk, hogy a

d=P(A)+ P(A2) + ...+ P(A,) — P(ALU AU ...UA,)

kiilonbséget — mely nyilvdn egy nemnegativ és 1-nél nem nagyobb szdm — feliilrol
megbecsiiljiik a a P(A; N A;) szdmokra és a P(A; N A; N Ay) szdmokra vonatkozé
rendelkezésre 4ll6 adatok segitségével. Ilyen célra haszndlhaté a kovetkezd tételt,
melyet itt most nem bizonyitunk (bér a szimplicidlis pontok segitségével, indukciéval

nem nehéz a bizonyitds sem):

Tétel. (Dohmen és fiiggetleniil Boros és Veneziani, 2002) Legyen adva az {1, ...,n}
szogponthalmazon egy osszefiiggd merev korti graf gy, hogy az ¢j alaku élek mind-
egyikére ismerjitk a P(A; N A;) szdmoknak egy-egy felsé becslését, amik Osszegét
jelolje 3, és tegyiik fel még azt is, hogy a 3 pontu, {i,j, k} alakui klikkek minde-
gyikére ismerjitk a P(A; N A; N Ay) szdmoknak egy-egy alsé becslését, mely alsé
becslések osszegét v jelolje. Ekkor fenndll: § < 5 — .

Megjegyezziik, hogy abban az esetben, amikor a merev korti graf egy fa, akkor a

tétel dllitdsa méar kordbban is ismert volt: ekkor nyilvdn v = 0, ezért § < f3.
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A fenti tételt itt most nem bizonyitjuk. De az olvasé maga is megpréobéalkozhat a
bizonyitassal. Természetesen Dirac tételét lehet alkalmazni, és indukciéval végezhet6

el a bizonyitas.
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9. fejezet

Perftekt grafok alapvet6

algoritmusai

Nagyszerii lenne, ha a vildgon lenne egy olyan szamitogép, melynek inputként egy
grafot adva a gép hamar — és ebbdl kovetkezden ingyen, vagy olcsén — meg tud-
nd vialaszolni, hogy arra grafra mennyi « és w, és meg tudnd mondani, hogy mi
az a legkisebb nemnegativ egész k, melyre a graf w + k részes. Ha az input graf
torténetesen perfekt, akkor természetesen k = 0 lesz. Egy (V) E) gréfra o értéke
ugyanaz, mint a (V,(}) \ E) komplementer gréfra w értéke; ez Lovdsz tételének
egyszerii kovetkezménye. Nagyon tudnénk oriilni tehdt egy olyan szamitégépnek,
ami gyorsan és olcsén megmondand nekiink w értékét, és amennyiben a graf nem
perfekt, akkor o« és k értékét is.

Sajnos ilyen szamitégép és azon futé program — a szakemberek nagy ertfe-
szitése ellenére — még nem létezik, és — feltehetéen — nem is készitheté. Ha
probélkoznank keresni véllalkozot, akkor legfeljebb 1000 pontid grafra mondjuk 1
amerikai dollarért kaphatnank meg w értékét az interneten péar perc elmiltéaval, de
10000 pontu grafra még egymillié dolldrért sem kapnénk garantédlt eredményt. A
szamitasi koltségek — id6ben és dollarban mérve is — a pontok szaménak fiiggveé-
nyében a tapasztalatok szerint exponencidlisan nének.

Pedig ha gyorsan és olcsén megtudhatndnk w értékét, annak szamtalan gyakorla-

ti alkalmazédsndl ldthatndnk haszndt! Hasonléképpen hasznos lenne k értéke is, ami
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pedig — a tapasztalatok szerint — még nagyobb koltségek dran kaphaté meg.

Szerencsére a perfekt gréafok esetében nem ennyire reménytelen a helyzet. Ismét
csak Lovész Lészl6 sietett a megoldassal. Tetsz6leges grafra hatékony médon — azaz
id6ében és szamitégép teljesitményi igényeiben olcséon — ki tud szémitani egy olyan
f nemnegativ — de nem feltétleniil egész, s6t lehet, hogy még csak nem is raciondlis
— szamot, amelyre w < f < w + k. Ha a graf perfekt, akkor persze nyert iigyiink
van, hiszen k = 0 miatt w = f. Ha az f szdm értéke nem egész, akkor természetesen
kovetkeztethetiink ebbdl arra, hogy a graf nem perfekt, hiszen x > 1. Eléfordulhat
azonban, hogy a szamitdsainkbdél — a szamitogép kerekitéseit is tekintetbe véve —
nem tudunk kovetkeztetni erre.

A gyakorlati alkalmazdsok tobbségénél azonban nemcsak o, w és k értékére van
sziikségiink, hanem konkrétan legalabb egy o méretii stabil halmazra, legalabb egy w
méretli klikkre, illetve legaldbb w + k darab stabil halmazra, melyek tinidja a teljes
szogponthalmaz. Ha valamely okndl fogva tudjuk, hogy a vizsgdlat ald vett graf
perfekt, akkor Lovasz fiiggvénye segitségével hatékonyan kiszamithatjuk az emlitett
szogponthalmazokat. A vezérgondolat a kovetkez: Ha egy pontot elhagyva egy
(perfekt) grafbol « értéke csvkken, akkor a széban forgd pont beletartozik egy o
méret{i stabil halmazba. Ezutdn a pontot és 6sszes szomszédjat elhagyva a maradék
(perfekt) grafban médr csak egy ov — 1 méretii stabil halmazt kell keresni. Ha pedig
az eredetileg vizsgdlt pont elhagydsa nem csokkenti o értékét, akkor csak a pontot

hagyjuk el, a szomszédjait nem, és a maradék gréfon ismételjiik meg az eljarast.



10. fejezet

Irodalom és tovabbi kutatasok

Az utébbi évtizedekben rengeteg j6 konyv jelent meg a perfekt grafokrdl és az
azokhoz kapcsolédé algoritmusokrél. Az interneten nagyon konny{i jé anyagokat
taldlni magyarul is, németiil is, angolul is. Szdnt szandékkal nem emeliink ki
néhdnyat sem ezek koziil, mert a legtobbet jonak tarjuk, és mindet felsorolni nincs
itt most lehettség.

Inkabb lefrjuk azt, hogy milyen teriileteken folyik napjainkban kutatds. Sokan
dolgoznak azon, hogy az er6s perfekt graf tétel bizonyitdsdt leegyszeriisitsék. A
gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl fontos specidlis perfekt gréafok jellegzetessé-
geinek feltdrasa is sok kutaté témdja. A kapcsolédé algoritmusok futdsidejének és
egyéb, ,komplexitdsi" paramétereinek javitdsa is alapos vizsgdlat targya. Jéomagam
példdul — kollégdimmal — a perfekt grafokat a valdszinfiségi becslések fejlesztése
céljabdl kutatom.

A gyakorlati alkamazédsok szempontjabdl még a kovetkezo teriiletek is kiilonosen
érdekesek és fontosak: perfekt grafok alkalmazdsa adatok tomoritésére és titkosita-
sdra; szamitogépes rendszerek és mas berendezések iitemezési modszereinek javitasa;
a numerikus analizisben a matrixok algoritmusainak gyorsitdsa.

A jelen munka legvégén megkdszonom Komdromi Eva kolleganémnek a sok biz-
tatast, Mdadi-Nagy Gergely kollégamnak az értékes észrevételeket, melyekkel segitet-
ték a munka befejezését. Mindennemi, a hujter@math.bme.hu drétpostafiokba

kiildott tovabbi észrevételt haldval fogadok.
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