Villamosmérnok A4 — 11. hét
Kétdimenziés normalis eloszlas, cht

Kétdimenzios normalis Gsszefoglalas

Egy kétdimenzios (X,Y") valoszintiségi valtozo kovariancia matrixa:

v Var(X) Cov(X,Y)
~\ Cov(X,Y) Var(Y)
Korrelacios egyititthaté: r(X,Y) = %.
Kétdimenzios normalis eloszlas: Standard kétdimenzios normalis eloszlasta egy (U, V) par, ha strtség-
fliggvénye
u? + v?
2

) (u,v € R).

(U, V) zérus varhato érték vektori, egységmatrix kovarianciaju par. Azt mondjuk, hogy az (X,Y) = (U, V)A+
p par kétdimenzios normalis eloszlasi p € R? varhato érték vektorral és ¥ € R?*2 (invertalhato) kovariancia
métrixszal, ha (U, V) standard normélis par, és AT A = X, ahol A € R?*2,
Egy kétdimenziés normélis (X,Y") par stirtségfiiggvénye:

1

_ expd — 1 (x—ﬂx>2+ (y_,UY>2_2T(-T_NX)(?/_MY)
2noxoyvV1 —r? 2(1—-1r?2) ox oy oXOy ’

ahol EX = ux, EY = py, SD(X) = ox, SD(Y) = oy, és r = r(X,Y) X és Y korrelacios egyyiithatoja.
Kétdimenzios normalis eloszlas esetében a perem- illetve feltételes eloszlasok is normélisok: a marginalisok
eloszlasa N(ux,ox) és N(uy,oy), a feltételes eloszlasok pedig N (ux|y—y, 0x|y=y), ahol
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Kétdimenziés normaélis feladatok

1. Tegyiik fel, hogy egy jolmend étterem heti Gsszbevétele normalis eloszlast kovet 1 millié forint varhaté ha-
szonnal, és 700000 forint szorassal. Mi annak a valosziniisége, hogy kevesebb, mint 1.5 milli6 forint a bevétele
két, egymast kovets héten? Itt tegyiink még fel fliggetlenséget! Majd nézziik meg, hogyan valtozik annak a
valdszintsége, hogy a mésodik héten t&bb mint 2 milli6 forint a bevétel feltéve, hogy az elsé héten 1.5 millio
forint volt a bevétel és a korrelacio —0.5! Mi a méasodik hét varhatd bevétele ugyanezen feltétel mellett?
Mennyi a két hét varhaté 6sszbevétele? Mi a szoéras?

2. Budapesten majusban az atlagos homeérséklet 25 °C, 7°C szorassal, valamint az atlagnyoméas 10° Pa, 2 x 10* Pa
szorassal. A hémeérséklet /nyoméas valtozasa szoros Osszhangban van, koztik 1évd korrelacio 0.7. Irjuk fel a
kovariancia métrixot majd hatarozzuk meg a kovetkezdket:

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy nap melegebb lesz, mint 40°C? Es, hogy alacsonyabb a nyomés
6 x 10* Pa-nal?

(b) Egy nap 20 °C-ot mértiink. Mi annak a valoszintisége, hogy a légnyoméas 1.2x10° Pa folott jart? Atlagosan
mekkora volt a légnyomés? Mekkora a szoras?

(c) Feltéve, hogy egy nap 10° Pa volt a légnyomés, mi annak a valészintisége, hogy melegebb volt, mint
35°C? Atlagosan hany fok volt aznap? Mekkora a szoras?

3. Magyarorszagon a felnétt férfiak testmagassaga atlagosan 178 cm, 9 cm széréssal, mig testsilyuk 85 kg, 10 kg
szorassal. A korrelacios egyiitthato 0.7, azaz minél magasabb valaki, annal stilyosabb is. Irjuk fel a kovariancia
matrixot!

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy férfi magasabb 2 méternél? Es, hogy nehezebb 100 kg-nal?

(b) Feltéve, hogy egy férfi 80 kg, mi annak a valészintsége, hogy magasabb, mint 180 ¢cm? Véarhatéan hany
cm magas egy ilyen férfi? Mekkora a szoras?

(c) Atlagosan mekkora stlyt egy 190 cm magas férfi?
(d) Atlagosan milyen magas egy 94.3 kg-os férfi?
(e) Hasonlitsuk 6ssze az utolso két eredményt.

4. Az X aramerdsség normalis N (230, 6) eloszlast, a mérskésziilék Z hibaja ettdl fiiggetlen N (0, 8) eloszlast, mi
az Y = X 4 Z értéket mérjiikk. Mi a valoszintsége, hogy Z > X/207

5. Legyen a (X,Y) par kétdimenzids normalis eloszlasa, r korrelacioval. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és
V = X — Y-nak? Fiiggetlen-e U a V-t617 Szamoljuk ki a varhato értékeket és szorasokat is!
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Hogyan generalna le kétdimenzios normalis eloszlast véletlen pontokat a sikon, melyek varhato értéke (pug, o),
szorasa (o1, 09), korrelacios egyiitthatoja pedig r. Fiiggetlenek-e a koordinatak, ha r = 07

CHT

Centralis hatareloszlas-tétel (CHT): legyenek X, X»,. .. fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintségi vélto-
z0k, = EX; € R és 0 := SD(X;) € RT. Ekkor

(X1 +Xo+ -+ X, —nu
P

ov/n
Mindez szoban: elég nagy n esetén a — FAE — valoszintiségi valtozok standardizalt dsszege kozelitéleg (standard)

normalis eloszlasi. Specidlisan: ha az X; valtozokat azonos, p paramétertd Bernoulli valtozoknak valasztjuk,
akkor jutunk el a de Moivre-Laplace tételhez (avagy binomialis CHT).

< x) — ®(z), amint n — 400, (z € R).

Mennyi annak a valdszintisége, hogy 12 000 kockadobés soran eléforduld hatosok szama 1900 és 2150 kozé esik?

Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsagosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet. Van egy
ilyen érménk, de nem tudjuk igazsagos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a kdvetkezs statisztikai tesztet
hajtjuk végre: Feldobjuk az érmét 1000-szer. Ha legalabb 525-szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az érmét igazsagosnak tekintjiik. Mi a valdszintsége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazsagos volt? Es ha hamis volt?

Hatéarozzuk meg azt a k egész szdmot, amelyre igaz, hogy annak a val6szintisége, hogy 1000 érmedobés soran
a fejek szama 500 — k és 500 + k kozé esik, kb. 0.9.

Mennyi a valoszintisége annak, hogy 50 darab fiiggetlen és azonos eloszlasu valoszintiségi valtozo Osszege a
[0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valtozo eloszlasa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes;

(b) f(x) = 2z strtiségfliiggvény szerint alakul?
Becsiiljiikk meg annak valészintiségét, hogy 10000 kockadobas Gsszege 34 800 és 35200 kozé esik.

Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobéasok 6sszege meghaladja a 300-at. Becsiiljiikk meg annak
valoszintiiségét, hogy legalabb 80 dobéasra van ehhez sziikség.

Adott 100 égénk, melyek élettartama egyméstol fiiggetlen exponencialis eloszlasd, 5 ora varhatod értékkel.
Tegyiik fel, hogy az égéket egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Becsiiljiik meg
annak valosziniiségét, hogy 525 6ra utdn még van miikods égénk.

A jegyiroda el6tt a fiatalok hosszi sorban allnak egy koncertjegyért. Ebben a pillanatban éppen 18-an allnak
az egyik pénztar el6tt. Megfigyeltem, hogy egy vasarlo kiszolgaléasi ideje memoria nélkiili valoszintiségi valtozo
3 perc atlaggal és a kiszolgalasi idgk fiiggetlenek. Becsiilje meg annak a valdszintiségét, hogy a most utolsoként
allo fiatal t6bb mint 60 percet fog a pénztar elstt eltdlteni!

Egy szabalyos érmét 40-szer feldobunk, és X-szel jeloljiik a kapott fejek szamat. Hatarozzuk meg annak
valoszintiségét, hogy X = 20

e a binomialis eloszlas segitségével,

e a deMoivre-Laplace-tételt hasznalva. Ez utobbihoz segitség: P{X = 20} = P{19.5 < X < 20.5}, ami
persze nem szamit amig X-et binomialisnak (azaz egész értékiinek) tekintjiik, de fontos lesz a deMoivre—
Laplace-tétel alkalmazésanal.



