Matematika A4
X. gyakorlat

1. Varhato érték és szoras tulajdonsagai
. HaE(X) = 1és D?(X) = 5, hatdrozd meg E[(2 + X)?] értékét!

. Legyenek X és Y fiiggetlen és azonos eloszlasu valésziniiségi valtozok p varhaté értékkel és o szérdssal.
Szamold ki az E[(X — Y')?] értékét.

. A zsebemben 1évé 5, 10, 20, 50 és 100 forintos érmék szama fiiggetlen Poisson(\) eloszldsu valészintségi
valtozok. Hatdrozd meg aprépénzem értékének varhato értékét és szordsat.

. Egy kisvdros négyzet alakd, a négyzet oldalai 3 kilométer hossziak. A vdros (0,0) kézéppontjdban van a
kérhdz, és a véros utcdi négyzethdld szerliek. Ezért ha a véros (z, y) pontjan torténik egy baleset, a mentdnek
|z| +|y| tavolsdgot kell megtennie a balesettSl a kérhazig. Ha egy baleset a varoson beliil egyenletes eloszldsu
helyen kovetkezik be, szdmoljuk ki a betegszallitds varhat6 hosszat. Hogyan vdltozik az eredmény, ha a
tavolsdg négyzetével ardnyos hosszu utat kell megtennie a mentSnek?

. Magyarorszagon egy ember egy véletlen v/Z ideig él, ahol Z exponencidlis eloszldsd valészintiségi valtozé
valamilyen ismeretlen A paraméterrel. Mi A értéke, ha atlagosan 67 évig €liink?

. Egy gyérban két gép egymads mellett miikodik, de egyik iizemelése vagy épp nem iizemelése sem befolydsolja
a masik miikodését vagy épp nem miikodését. Mindkettd exponencidlis ideig €1, és az esetek 90%-édban tibb,
mint 1000 6rat tizemelnek.

(a) Vérhat6an meddig lesz tizemképes mindkét gép?

(b) Varhatéan meddig fog tizemelni legaldbb az egyik gép?

(c) A két gép egyiittesen atlagosan hany orét tizemel?
. Legyenek X és Y fiiggetlen valoszintiségi valtozok kozos p varhaté értékkel, de kiilonbozé ox és oy sz6-
rasokkal. p értékét nem tudjuk, de egy mintavétel alapjan az X és Y sulyozott dtlagdval szeretnénk megbe-

csiilni. Azaz: p értékére a AX + (1 — \)Y becslést adjuk, valamilyen 0 < A\ < 1 parameterrel. Hogyan
vélasszuk A-t, hogy a becslésiink szérasa minimalis legyen?

2. Kovariancia és korrelacio

v o

. X ésY egyiittes stirliségfiiggvénye

60zy> ,ha0<z<1,0<y<1-—uz,
flz, y) = -y
0 , egyébként.

Hatirozzuk meg a kovariancidjukat.

o

. X ésY egyiittes stirliségfiiggvénye

1
~27% ha0<z<oo, 0<y<u,
flz,y)=4q =
0 , egyébként.

Hatdrozzuk meg a kovariancidjukat.
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X ésY egyiittes siirtiségfiiggvénye

1
Ze Wte/Y) hagz >0, y >0,
[z, y)=qY
0 , egyébként.
Hatédrozzuk meg E(X) és E(Y") értékét, valamint mutassuk meg, hogy Cov(X, V) = 1.
Hatarozzuk meg az aldbbi mennyiségeket:
(@ p(X,Y),D(X+Y), D2X —3Y);
(b) E(X —3Y)% E(XY +Y?);
feltéve, hogy Cov(X,Y) =2, D(X)=3,D(Y) =4, E(X) = -1, E(Y) =1

Legyen X az a szdm, ahdnyszor 1-est latunk, Y az a szdm, ahdnyszor 2-est latunk ha n-szer dobunk egy
szabdlyos kockdval. Szamoljuk ki e két valdszintiségi valtozo korreldcids egylitthatdjat.

Egy dobdkockat kétszer feldobunk. Legyen X a dobdsok Osszege, és Y az elsé dobds minusz a masodik
dobds. Szamoljuk ki Cov(X, Y)-t. Figgetlenek-¢ X és Y?

Ha X, X5, X3, X4 paronként korreldlatlan valészinlségi valtozok O varhaté értékkel és 1 szoérdssal, sza-
moljuk ki

(a) X1 + X2 és X2 + X3;
b) X7+ Xo6s X5+ Xy
korrelacids egylitthatdjat.

Bizonyos kaszindkban a kovetkez6 kockajatékot jatszak: az A jatékos dob egy kockdval, azutdn a B jétékos is
dob egy kockaval. Ezt kdvet6en a Bank is dob egy kockaval, és az a jatékos nyer, akinek a dobasa magasabb
volt a Bank dobasandl (mindkét jatékos is nyerhet egyszerre). Legyen

X 1 ,ha Anyer, 1, ha B nyer,
"] 0 ,egyébként, 10 ,egyébként.

Mutassuk meg, hogy X és Y pozitivan korreldltak. Magyardzzuk meg széban is ezt az eredményt.

HaY = aX + b, mutassuk meg, hogy

+1 ,haa>0,

X, Y) =
o(X, Y) {—1 haa <O0.

Ha Z standard normalis eloszldsd, akkor mennyi Cov(Z, Z2)?

Legyen Z standard normélis eloszldsd, és Y = a + bZ + cZ?. Mutassuk meg, hogy
b
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Egy hibatlan érmével dobunk haromszor. Jelolje X illetve Y a dobott fejek illetve frdsok szdmat. Szdmoljuk
kia Z : = XY val6sziniliségi valtoz6 varhato értékét és szordsat.

oY, Z) =

Hatdrozzuk meg 6 egyenletesen véletleniil valasztott (0, 1) szdm koziil a harmadik legkisebb vérhaté értékét
és szordsat! Mi a masodik és negyedik legnagyobb szdm kovariancidja, korrel4dcidja?

Egy grdf csiicsokbdl, és a cstcsokat 0sszekotd élekbdl all. Tekintsiink egy grafot, melynek n cstcsat 1-
t6l n-ig megszamoztuk, és tegyiik fel, hogy mind az (g) csucspar kozott egymastol fiiggetleniil van él p
val6szintiséggel, és nincs él 1 — p valészinlséggel. Az i cstics D; fokszdma az ¢ csicsbdl kiindulé élek

szama.

(a) Mi a D; véletlen szam eloszlasa?

(b) Hatdrozzuk meg a D; és D, véltozék o(D;, D;) korreldci6s egyiitthatéjdt. (Tipp: definidljuk X;-t mint
az 1-bdl induld, de nem j-be érkez6 élek szamit, és I;;-t mint az 4 €s j kozotti €l meglétének indikdtorat.
Fejezziik ki D;-t és D;-taz X;, X, és I;; véltozokkal, ezutdn szdmoljunk korrelaciot.)



