Matematika A4
V1. gyakorlat

1. Eloszlas- és sirtiségfiiggvény

Az eloszlasfiiggvény x pontban felvett értéke megadja, hogy az X valdszintliségi valtozé mekkora valdsziniiséggel
vesz fel az x valés szdmndl kisebb értéket: F(z)=P(X <z), zekR
Az eloszlasfiiggvény jellemz6i:

1. a (—o0)-ben 0-hoz, a co-ben 1-hez tart,
2. monoton névekvd (nem feltétleniil szigordan!) vagyis ha x; < x5, akkor F'(z1) < F(x3),
3. mindenhol balrél folytonos.

Amikor F(z) eloszlasfiiggvény folytonos: ekkor X eloszldsit folytonosnak nevezziik. Ebben az esetben azt is

Pyl

feltessziik, hogy van olyan f sifriiségfiiggvény, amellyel F(z) = ffoo f(t)dt, x € R.

Minden olyan  pontban, ahol f folytonos, fenndll, hogy f(x) = F'(x). Tetsz8leges (a, b) vagy |a, b] intervallum-
ba esés valdsziniisége a folytonos esetben:
Pla < X <b)=Pla< X <b)=F(b) - F(a) = [’ f(t)dt.

A stirliségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(x) > 0 minden z-re,
2. [ flx)dz =1

Feladatok:

1. Legyen X egy egyenletes eloszldsu valdszinliségi valtoz6 az (a,b) intervallumon. Mi X eloszlds- és stirliség-
fliggvénye?

2. Az alabbi fiiggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény? (Ahol a fiiggvény nincs megadva, ott automatikusan 0.)

a)

Fx)=1+e* ha —l<uz

b)
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d)

1@):%(4—3;) ha 0<z<2 & 1 ha a>2

. Az alabbi fiiggvények melyike siirliségfiiggvény? (Amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fliggvény 0.)

a)

f(x):2 ha z>1

X
b)
sin(x)
g(x) = 5 ha O0<x<2
c)
1
h(z) = gsin(g) ha O<z<m é 3 'In(3) ha <0
d)

i(x) =27 ha x>0

. Egy tiizérségi 1ovedék a célteriiletet egy r sugard koron beliil éri el. A koron barmely teriiletre érkezés valo-
szintisége ardnyos az adott teriilet mérészamaval.Az X valésziniiségi valtoz6 jelentse a becsapddds pontjanak
tdvolsagat a célteriilet kozéppontjatdl. Hatdrozzuk meg X eloszldsfiiggvényét és stliriségfiiggvényét! Mennyi
annak a val6sziniisége, hogy a 16vedék az r/2 ill 3r /4 sugarakkal hatdrolt korgyfird belsejébe esik?

. Egy [ hossziisagi ropit taldlomra valasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok koziil a rovideb-
bik eloszlasfiiggvénye? Es mi a hosszabbik stirtiségfiiggvénye?

. A zsebemben van egy [ hosszisagi ropi. Egyenletesen véletleniil valasztott pontban kettétorom, majd kivalasz-
tom az egyik darab ropit, 1/2-1/2 valészinliséggel a két darab koziil. Mi az igy kivalasztott darab eloszlasfiigg-
vénye? Mi a valdsziniisége annak, hogy ez a darab kisebb mint 0.25 - [?

. Generdlunk két véletlen egyenletes eloszlast szdmot egymadstdl fiiggetleniil a [0, 1] intervallumon. Mi a ketts
maximumanak stiriségfiiggvénye? Mi a val6sziniisége, hogy a kisebbik szdm nagyobb, mint 0.75?

. A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszldssal és egymdstdl fiiggetleniil kijelsliink 4 pontot. Mi a nagysdg szerinti
3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a siirliségfiiggvénye? Es ha 10 pontot valasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?

. Az [a, b] intervallumon egyenletes eloszldssal és egymastdl fiiggetleniil kijeloliink 4 pontot. Mi a nagysdg sze-
rinti 3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a siirliségfiiggvénye? Es ha 10 pontot valasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?

. Vélasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jelolje X e pontnak a négyzet legkozelebbi oldalatol
vett tdvolsagat. Hatdrozzuk meg az X eloszlasat! Mi annak a valészinlisége, hogy a pontunk tavolabb van az
oldalakt6l, mint 1/4?

. Egy egységnyi oldald négyzet két atellenes oldaldn egy-egy pontot valasztunk egymastdl fiiggetleniil, egyenletes
eloszlés szerint. Mi a valdszintisége annak, hogy a két pont tdvolsdga kisebb, mint x?

. Egy tavolsagi busz egyenletes eloszlas szerint érkezik a megalléba, munkanapokon 13:00 és 13:15 kozott, hét-
végén 13:00 és 13:10 kozott. Utazdsaim 1/3-a hétvégére, 2/3-a hétkdznapra esik. Mindig 13:00-ra érkeziink a
buszmegélléba. Hatdrozzuk meg a buszra varakozds eloszlasat. Mi annak a val6szintisége, hogy kevesebb mint
5 percet kell varakoznunk?
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Egyenletesen valasztunk egy félkoriven egy pontot, vagyis egy adott {vhosszba esés valdszinlisége ardnyos az
ivhosszal. Az igy kapott pontot a kozéppontbdl kivetitjiikk a félkor atmérdjével parhuzamos érintére, amely
egy szdmegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skdldzdsa megegyezik a félkorével. Mi a kivetitett pont sii-
riiségfiiggvénye? Mi annak a valGsziniisége, hogy a kivetitett pont a (—oo, 2) intervallumba esik? Es annak a
val6sziniisége, hogy a (—1, 1) intervallumba esik? (Az igy kapott eloszlds a Cauchy-eloszlds.)

Egyenletesen valasztunk egy pontot a egységsugaru félkoriven, majd az igy kapott pontot levetitjiik az atmérére.
Mi az igy kapott pont eloszlas- és stirliségfiiggvénye? Mi annak a valdszinfisége, hogy az igy kapott pont a
(—0.5,0.5) intervallumba esik? Mi annak a valészintisége, hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mint @? (Az
igy kapott eloszlds az drkuszszinusz-eloszlds.)

Egyenletesen vdlasztunk egy pontot a [—1, 1] intervallumban, jel6ljiik ezt X-szel. Mi annak a valdszintisége,
hogy X3 < 0.5? Es ha a pontunkat a [0, 1]-ben vélasztjuk egyenletesen? Mi lesz X eloszlasfiiggvénye? Es a
stirtiségfiiggvénye?

Hatarozd meg az eloszlas- és stirtiségfiiggvényét az aldbbi valdsziniiségi valtozoknak, tovabba gondolkodjunk
el azon, hogy ha csak a siirliségfiiggvényt ismernénk, hogyan tudnank megmondani az eloszlasfiiggvényt:

a) X =5RND

b) X =2+5RND

¢c) X=-2+5RND

d) X = RND?

e) X =RND™2

f) X = RN D¢ ahol c egy pozitiv konstans

g2) X = RN D*€ ahol c egy negativ konstans

h) X =InRND

i) X=—-—InRND

j) X =25v/RND

k) X =t¢(RND) ahol y = t(x) egy szigorian monoton ngvekvd folytonosan differencilhat6 fiiggvény

1) X =t(RND) ahol y = t(x) egy szigorian monoton csokkend folytonosan differencidlhaté fiiggvény
Legyen az X egy tetszSleges folytonos valdszintiségi viltozé F'(z) eloszldsfiiggvénnyel, U pedig egyenletes
eloszldsu a [0, 1] intervallumon. Tegyiik fel, hogy F'(x) egy [A, B] intervallumon (A lehet —oo, B lehet co)

szigortan novekvd, és F(A) = 0, F(B) = 1. Hatdrozzuk meg F~'(U) eloszlsét! (Altaldnositott inverz
eloszlasfiiggvény haszndlataval nincs sziikség a feltevésekre, de ezzel részletesebben nem foglalkozunk).
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Az el6z6 feladatot haszndlva vezesd le az (a,b)-n egyenletes eloszldsu val6szinliségi valtozé szimuldcids képle-
tét!

Hatdrozzuk meg, hogy az A paraméter mely értékére lesz siirliségfiiggvény az f(z) = 4 ¢ > 1! Milyen

39
képlettel lehetne szimuldlni egy ilyen stirliségfiiggvény(i valdszinliségi valtozot?
Legyen RN D; és RN D, két fiiggetlen (0,1)-en egyenletes eloszlasu valdszintiségi véltozé. Mi az eloszlas-

fliggvénye az aldbbiaknak:
a) X = RND?RN D,

_ RND,
b) X = 7D,

RND
©) X = RNp?



