Hetedik A4 gyakorlat

1. Folytonos varhaté érték és exponencialis eloszlas

1. A valésziniiségi valtozd vdrhato értéke a folytonos esetben (feltessziik, hogy az eloszlasfiiggvény folytonosan

differencidlhat6, f(x) jeloli a stirliségfiiggvényt):
oo

E(X)= [ zf(x)dz,

—0o0

és tetszbleges t(X) fiiggvényének vérhat6 értéke: E(¢(X)) = [ t(z)f(z)dx.
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2. Exponencidlis eloszlds

Egy val6szintiségi valtozd ordkifju tulajdonsagid (mas néven: memdria nélkiili), ha teljesiil ra a kovetkezd:
P(X > s+tX >t) = P(X > s) minden s,t > 0 esetén. Azaz ha a val6sziniiségi viltoz6 valaminek az
élettartama, akkor az orokifju tulajdonsag jelentése a kovetkezd: amig a szébanforgd dolog ,.é1”, a tovabbi jo-
vGjét illetSleg esélyei olyanok, mint egy ,,ujsziilott” dolognak.

Egy pozitiv értékii folytonos valészintiségi valtozé akkor és csak akkor orokifji tulajdonsdgu, ha exponencidlis
eloszlasu.

Megjegyzés:

Egy X eloszlasrdl azt mondhatjuk, hogy 6regedik, ha P(X > s +t|X > t) < P(X > s) teljesiil rd. Példa: egy
elhasznalédo alkatrész élettartama.

Hasonléan azt mondhatjuk, hogy fiatalodik, amennyiben P(X > s+¢|X > t) > P(X > s). Példa: egy nagyon
elmaradott orszdgban sziiletett csecsemd élettartama.

A )\ paraméter(i exponencidlis siiriségfiiggvénye: f(z) = e~ 7, eloszldsfiiggvénye: F(x) = 1 — e~ ha
z > 0.

A X paraméter(i exponencidlis eloszlds varhat6 értéke: 1/\. Tehdt ha egy exponenciélis eloszldsd valGszintiségi
véltoz6 varhat6 értéke adott, akkor a paramétere a varhat6 érték reciproka.

Feladatok

1. Legyen X2 egyenletes a [0, 1]-en. Mi lesz X eloszldsa? Mi a varhat6 értéke?
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2. Egy bergengéc DVD napokban kifejezett élettartamdnak stirliségfiiggvénye f(x) = y%, ha z > 1. Mi annak a
val6szintisége, hogy ha janudr 26-an hoztuk haza a boltbdl, akkor februar 1-én még miikodik? Melyik DVD-t
érdemesebb megvenni, a dél-szaharait, aminek stiriségfiiggvénye f(z) = ?12 (ha x > 1) vagy a bergeng6cot?

3. Vilasztunk egy véletlen szdmot egyenletes eloszldssal az (1, 4) intervallumon, majd szerkesztiink egy egyenld
szaru derékszog6 haromszoget, melynek ekkora a befogdja. Mi a hdromszog teriiletének a varhat6 értéke?

4. Egy arverésen a miikincsek élettartama exponencidlis eloszlasd, 100 év varhat6 értékkel. Eladési aruk négyze-
tesen nd az iddvel. Mi az eladdsi ar varhato értéke?

5. Tegyiik fel, hogy egy villanykorte élettartama (évben) % paraméterii exponencidlis eloszlast valdszintiségi val-
tozo.

a) Mennyi a véarhat6 élettartama?
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b) Mi a valészinlisége annak, hogy kevesebb, mint 2 évig ég?
¢) Mi a valdsziniisége, hogy tobb, mint 1 évig nem ég ki?
d) Mi a valésziniisége, hogy mostantdl kezdve egy napig ég, de utdna a kovetkezd nap folyaman kiég?

e) Feltéve, hogy 1 évig nem ég ki, mi a valészinlisége, hogy utdna még legaldbb negyed évig miikodni fog?

Egy buszmegdlléban annak a valészintisége, hogy a kovekez t percen beliil jon busz 1 — e8!, Mi annak a
valészintisége, hogy tobb mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legaldbb 5 percet, de
legfeljebb 10-et? Mi a varakozdsi idonk védrhaté értéke? Mi annak a valdszintisége, hogy ha mdr sikerteleniil
vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk legaldbb 10 percet?

Egy iroddban atlag 5 percenként cseng a telefon. Az utolsé hivds 4 perce volt. Mi a valdésziniisége, hogy az
utolsé hivés €s a kovetkezd hivas kozti id6tartam 5 és 10 perc kozé esik?

Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve % paramétert
exponencidlis eloszldsi. Mi a valdszinlisége, hogy 5 perc milva sem keriilok sorra? Mi a helyzet akkor, ha
tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

Adott tipust elektromos berendezések 2%-a 1000 tizemoran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibasodasig
eltelt id6 exponencidlis eloszlast kovet.

a) Mekkora a val6szinlisége, hogy egy ilyen berendezés az atlagosndl tovabb miikodik?

b) Hany 6ra garanciat vallaljunk, ha a garancialis id6n beliil atlagosan csak 5% garanciaigényt akarunk kielé-
giteni?

Egy orokifja tulajdonsagi villanykorténél % annak a val6szintisége, hogy 2000 6randl tobbet tizemel. Egy va-
rosban 200 ilyen égét helyeziink el. Mi a val6szinlisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppen 150 ég6 vilagit?

A menzai poharak kirakdsukt6l szamitott torési ideje exponencidlis eloszlast kovet 6 hénap varhaté értékkel.
Hatdrozza meg annak valdszintiségét, hogy 50 kirakott poharbdl legfeljebb 30 torik el egy év alatt!

Egy szamitégépes programozasi nyelvben RND fiiggvény elballit egy véletlen egyenletes eloszlasi valdszint-
ségi vdltozét a (0, 1) intervallumon. Milyen transzformdciénak vessiik ald ezt a szdmot ahhoz, hogy a kapott
szdm egy 7 paraméterii exponencidlis legyen?

Bizonyitsuk be, hogy az

P(X <z)=F(x) = l—e haz>0,

PY <y)=Gy)=1-e VY hay>0,

eloszlasfiiggvényekkel megadott X és Y valdszintiségi valtozok koziil az egyik dregedd, a masik fiatalodd!

2. Eloszlas paraméterei

Az m vérhat6 értéki diszkrét valészintiségi valtozé szdrdsnégyzete: o = . (xr, — m)? p(xy,).

Tk
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Folytonos esetben: 0% = [ (x —m)? f(z)dz.

A szérasnégyzet kiszdmitdsa momentumokb6l: o2 = my — m?2.
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Feladatok
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Szamitsa ki a Poisson eloszlas szérdsat!

Szamitsa ki a geometriai eloszlds szorasat!
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Szamitsa ki a A paraméter(i exponencidlis eloszlasi X valészinlségi valtozé szordsat és a varhato értéktdl valod

atlagos abszolut eltérését! Mennyi a medidn, az alsé €s a fels6 kvartilis, illetve dltaldban a p-kvantilis értéke?

(A folytonos F eloszlasfiiggvényi eloszlds p-kvantilise az az x, amelyre F'(x) = p; a medidn és a kvartilisek
1

ennek specidlis esetei rendre p = 3, %, illetve % értékekkel.)

Szamitsa ki az [a, b] intervallumon vett egyenletes eloszldsi X valGsziniiségi valtozo szordsit és dtlagos abszoliit
eltérését! (Az utébbi az E|X — medidn| varhat6 értéket jelenti.)

.

Szdmitsa ki az f(z) = 22 ha 0 < x < 1 striliségfiiggvényli X valdszintiségi valtozé szérasdt és dtlagos
abszolut eltérését!

Mennyi az el6z6 harom feladatban a kovetkezd valdszintiségek értéke (m, o €s d a véarhat6 értéket, a szorast
illetve az atlagos abszolut eltérést jeloli)?

a) Plm—o <X <m+o0)
b) P(m—d < X <m+d)
¢) P(m—20 <X <m+ 20)
d) P(m —2d < X <m+ 2d)

Legyen X egy dobdkockaval dobott szim. Mennyi X szérdsa? Mi a helyzet n oldald "kocka" esetén?

Egy dobozbdl, amiben 4 piros €s 6 fehér goly6 van, visszatevés nélkiil kihizok 3 golyét. Jelolje X a kihizott
piros goly6k szamat! Mennyi X szérdsa?

Legyenek az X;(i = 1...4) valészintiségi véltozok fiiggetlenek és azonos indikdtor eloszldstak, azaz értékiik
J
p valészintiséggel 1 és (1 — p) valészinfiséggel 0! Legyen Y; = > X;(j = 1...4)! Mennyi Y;(j = 1...4)
i=1
szordsa, illetve masodik momentuma p = % p= %, illetve altalanos esetben?

Egy pontosnak tekinthetd ismerdsiinkkel 7 érakor van talalkozénk. Erkezése egyenletes eloszlas, ot perc sz6-
rassal. Melyik az a legkorabbi idépont, amikor ismerdsiink biztosan megérkezik?

Egy iskolai kirdnduldson sordn négy busz szillitja a didkokat. A négy buszban 40, 33, 25 illetve 50 didk uta-
zik. Véletlenszertien kivalasztunk egy didkot, és legyen X az & buszdban utazé 6sszes tanulé szama. A négy
buszsof6r koziil szintén véletlenszeriien kivdlasztunk egyet, és legyen Y az § buszdban utaz6 tanuldk szdma.

a) Mit gondolunk F(X) vagy F(Y") lesz nagyobb?

b) Szdmoljuk ki E(X) és E(Y") értékeket!

¢) Szdmoljuk ki X és Y szordsat!



