Matematika A4
I. gyakorlat megoldas

1. Kombinatorikus modszer
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. A hét torpe minden este mds sorrendben szeretne sorba dllni, amikor Héfehérke a vacsorét osztja. Hanyfélekép-
pen tehetik ezt meg?

Megoldds: Az elsd helyre keriilhet mind a 7 torpe, a mdsodik helyre mdr csak 6 torpe keriilhet, és igy tovdbb.
Igy a lehetséges sorrendek szama: 7-6-5-4-3-2-1 = 7! = 5040. (ismétlés nélkiili permutdcid)

. Héanyféle sorrendben rakhaték ki a MATEMATIKA sz6 beti?

Megoldds: A MATEMATIKA sz6 10 betiibdl dll. Az el6z6 feladat alapjdn 10 betiit 10! féleképpen lehet sorba-
rakni. De az A, M és T betiik ismétlodnek 3 — 2 — 2 alkalommal, és ezeket nem kell megkiilonboztetni egymdstol.

Azaz a keresett sorrendek szdma: 3,1279'2, = 151200. (ismétléses permutdcio)

. Egy versenyen 5-en indulnak, az djsdgok az elsé harom helyezett nevét kozlik. Hanyféle lehet ez a lista? (Kozlik
a helyezést is.)

Megoldds: Az elsd helyezett még 5 emberbdl keriilhet ki, a mdsodik mdr csak 4-bdl, a harmadik pedig csak
3-bol. Azaz a keresett sorrendek szama b - 4 - 3 = 60. (ismétlés nélkiili varidcio)

. Egy fagyizéban 5 féle fagylalt kaphatd: vanilia, csoki, mdlna, pisztdcia és citrom. Hanyféleképpen vehetiink 2
gombdcot, ha szamit a gombdeok sorrendje is, és lehet egyfajtabdl tobbet is venni?

Megoldds: Az elsé gombéc 5 féle lehet, a mdsodik gombéc szintén 5 féle. Igy a keresett fagylaltok szdma:
5 -5 = 25. (ismétléses varidcio)

. Van 6 lanyismer&som, és kett6t el akarok hivni moziba. Hanyféleképpen tehetem ezt meg?

Megoldds: Az elsd lanyt még 6-bol vdlaszthatom, a mdsodikat mdr csak 5-bdl. De a kivdlasztds sorrendje nem

szdmit, igy minden esetet kétszer szdmoltunk. Tehdt a kivdlasztdsok szama: %2 = (6) = 15. (ismétlés nélkiili
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kombindcio)



6. 3 1Uj tanart és egy titkarnSt akarnak felvenni egy iskoldban. 6 tanar- és 3 titkdrnd-jelolt van. Hanyféleképpen
keriilhetnek ki koziilikk az iskola dj dolgoz6i?

Megoldds: 6 tandr koziil 3-at, mig a 3 titkdrnd koziil 1-et kell kivdlasztani, a kivdlasztds sorrendje nem szdamit,
és bdarmelyik tandr-vdlasztdshoz tartozhat bdarmely titkdrné-vdlasztds. 1gy a kivdlasztdsok szdma: (g) . (‘;’) = 60.
(ismétlés nélkiili kombindcid)

7. Egy szamkombindcids zarat 3 db kiilonbozd, 1 és 10 kozotti szam begépelésével lehet kinyitni, de tudjuk, hogy
a szdmok novekvd sorrendben vannak. Hany ilyen kombinacié van?

Megoldds: 10 szdam koziil 3-at kell kivdlasztani. Ez a kivdlasztds a novekvd sorrendet mdr egyértelmiien megha-

tarozza, igy a lehetséges kombindciok szama: (130) = 120. (ismétlés nélkiili kombindcio)

2. Valészintiség

Elvégziink egy kisérletet, példaul feldobunk egy kockat, amelynek lehetséges eredményeit kimeneteleknek nevez-
ziikk. A kimenetelek Osszességét egy eseménytérrel (egy matematikai halmazzal) modellezziik. A kimeneteleket mi
valasztjuk meg. Megtehetjiik azt is, hogy azt a két lehet6séget nézziik, hogy hatost dobtunk-e, vagy sem. Ilyenkor két
kimenetel van: hatos, vagy nem hatos, és az eseménytér egy kételemi halmaz. Egy masik lehet&ség, hogy 6 kimenetelt
kiilonboztetiink meg, az eseménytér az {1, 2, 3,4, 5, 6}. Eseményeknek nevezziik az eseménytér részhalmazait.

A kimeneteleket, vagy azok egy fiiggvényét valdszinliségi valtozonak nevezzilk, példaul X = "kockadobdsnal
a foliil ldthat6 szam" egy valdsziniiségi vdltozé. Ezekrdl késdbb még sok sz6 lesz. Ha a dobott szdmok ¥ = X2
négyzetét tekintjik, akkoraz 1 — 1,2 — 4,3 — 9,4 — 16,5 — 25,6 — 36 fiiggvényre is gondolhatunk, amely
az {1,2,3,4,5,6} eseménytéren értelmezett. De tekinthetjiikk egybdl az {1,4,9,16, 25,36} eseményteret is, ezt mi
donthetjiik el.

Egy kisérletsorozatban az egyes eseményekhez tartozo relativ gyakorisdgok a kisérletek szdmanak novelésével
bizonyos értékek koriil "ingadoznak" (a kisérletszdm novelésével konvergdlnak egy-egy elméleti értékhez), ezt az
értéket nevezziik az adott esemény (tapasztalati) valésziniiségének. A valészintiség pontos matematikai fogalmat a
Kolmogorov-féle axiémdk irjak le.

A val6szinliségszamitas legegyszer(ibb modellje az, amikor véges sok, egyformdn valoszinii kimenetel van. Ekkor
egy adott A esemény valdszintisége:

_|A]  kedvezd kimenetelek szdma

P(A)

Q| az dsszes kimenetelek szdma’

Ennél valamivel dltaldnosabb az un. diszkrét eseménytér, amikor véges sok, vagy megszamlalhatéan végtelen sok
wy, kimenetel van. Ekkor egy adott A esemény valdszintisége:

PA) = 3 Pu) = 3 pee

wrEA wrEA

8. Feldobunk egy érmét kétszer egymasutan. Mi a val6sziniisége, hogy dobunk fejet? Es hogy pontosan 1 db fejet
dobunk?

Megoldds: Az eseménytér: { II, FI, IF, FF}. Innen
. 3
P(dobunk fejet) = T

2
P(pontosan 1 fejet dobunk) = 1



10.

11.

12.

13.

Egy csomag magyar kartyabol kivesziink egy lapot, megnézziik a szinét, majd visszatessziik. Megkeverjiik a
paklit, majd megint vdlasztunk egy lapot. Mennyi a valdszintisége annak, hogy a két lap szine kiilonb6z6?

Megoldds: Az elsd hiizdsnak itt csak abbol a szempontbol van jelentdsége, hogy ez hatdrozza meg a szint. Az
osszes eset a mdsodik hiizds sordn is 32, a kedvezd esetek szdma pedig 24, hisz ennyi lap lesz kiilonbozd barmit
is hiztunk elsore.

24 1

P(két lap kiilonbizd) = B35

Mi a val6szintisége annak, hogy két darab (szabalyos) kocka feldobasakor legalabb az egyik 6-os lesz? Es annak
a valésziniisége, hogy egyik sem lesz 6-0s?

Megoldds: A feladat megoldhato leszdmldldssal vagy a komplementer esemény segitségével.
P(legaldbb az egyik 6-os) = 1 — P(egyik sem 6-0s). Az dsszes eset szdma 6 - 6 = 36, mig a kedvezd esetszdm a
komplementer esetben 5 - 5 = 25.

25 11

P(legaldbb ik 6-0s) =1— — = —

(legaldbb az egyik 6-os) 36— 36’
25
P ik 6-05) = —.
(egyik sem 6-0s) 36

Mi a valészintisége annak, hogy egy haromgyermekes csalddban a gyerekek mind egynemtiek, ha a lanyok és a
fiuk sziiletési valészintisége egyarant %?

Megoldds: Az eseménytér: {FFF,FFL,FLF,LFF,FLL, LFL, LLF, LLL}. Igy

2
P(gyerekek egynemiiek) = 3

Legaldbb hany szabdlyos pénzdarabot kell feldobni ahhoz, hogy 90%-ndl nagyobb legyen az esély arra, hogy
legyen koztiik fej?

Megoldds: Itt is a komplementer esemény valosziniiségét konnyebb kiszdmolni. Ha n-szer dobunk a kockdval,
akkor P(legaldbb 1 fej) = 1 — (%)n A feltétel szerint 1 — (1)n > 0,9. Ha ezt az egyenldtlenséget megoldjuk,

2
akkor azt kapjuk, hogy n > 4.

Mennyi a valészintisége, hogy ha egy polcon 7 db konyvet véletlenszerlien sorba rakunk, akkor egy koztiik 1évé
trilégia kotetei egymds mellé keriilnek?

Megoldds: Az dsszes eset szdma nem mds, mint a 7 kdnyv sorbarendezése, azaz permutdcidja: 7!. A kedvezd
esetek azok, amikor a trilogia kotetei egymds mellé keriilnek. A trilogia kotetei lehetnek az 1 — 3, 2 — 4, 3 — 5,
4 —6,5— T helyeken. Ez 5 eset. Am a trilégia kitetei tetszéleges sorrendben lehetnek ezeken beliil (3!), csakiigy,
mint a tébbi kinyv (4!). Igy

5-31-41 1

P(trilégia kotetei egymds mellé keriilnek) = T



14. Hatszor dobunk egy szabalyos dobdkockaval. Mi a val6szintisége annak, hogy mind a hat szam el6jon?

Megoldds: Az dsszes eset szdma ebben az esetben 65, mig a kedvezd esetek szdma a 6 szdm osszes lehetsé-
ges sorbarendezése, azaz 6\. Igy
6! 5

P(mind a hat szdm eldjon) = = 30"

15. A brazil labdartigé valogatott edzésének megkezdése elbtt, az edzésen résztvevd 22 jatékost két csoportba oszt-
jak. Mi annak a valdszintisége, ha taldlomra torténik a szétosztds a két 11-es csoportba, hogy Ronaldo és Ronal-
dinho egymas ellen jatszik?

Megoldds: Rogzitsiik, hogy Ronaldo melyik csapatba keriil ( ez szimmetriai okok miatt megtehetd). Ekkor az
osszes eset: (f(l)) -féleképp lehet feltolteni a csapatdt. Kedvezd esetek szdma: @8) -féleképp lehet feltolteni a csa-
patdt Ronaldinho nélkiil.

2
11
P(kiilonbozd csapatba keriilnek) = Q = —.

(o) 2

(=N}

o=

16. Mennyi a val6szinlisége annak, hogy az 6tos lottén (90-bdl 5 szamot hiznak, sorrend nem szamit) pontosan két
taldlatunk lesz? Es hogy legalabb két taldlatunk lesz?

Megoldds: Az 0sszes eset szdm.: (950), hisz ennyiféleképpen tudunk kivdlasztani 90 szdmbdol 5-0t. Kedvezd esetek
szdma: az 5 kihiizott szambdol vdlasztottunk 2-t, és a maradék 85-bdl vdlasztottunk 3-at, (g) . (835). (hipergeomet-
rikus eloszlds)

5\ . (85
(2) ) (3)
90\ -
(5)
A legaldbb két taldlat az jelenti, hogy 2, 3,4, 5 taldlatunk lehet, ezeket a valdsziniiségeket kell dsszeadni. (komp-
lementer eseménnyel is szdmolhatunk)

PP( legaldbb 2 taldlat) = (g) ) (835) + (g) ) (825) + (451) ) (815) + (55)) ) (805) )

(5)

P(pontosan 2 taldlat) =

17. Egy dobozban 6 zold és 4 sarga golyd van. Kihdzunk (visszatevés nélkiil) 4 goly6t csukott szemmel, mennyi a
val6szintisége, hogy pontosan két zold goly6t hiztunk ki?
Megoldds: Ez a feladat az eléz6hdz hasonloan oldhato meg. Az Osszes eset szdm: (1;)), hisz ennyiféleképpen
tudunk kihiizni 100 golyobdl 4-et. Kedvezd esetek szdma: a 6 zold golyobdl hiztunk 2-t, és a maradék 4 sdrgd-
bol 2-t, (g) . (;l) (hipergeometrikus eloszlds)

6y (4
P(két zoldet hiizunk) = () (5) )

18. Mi a valdszinilisége annak, hogy egy 23 f6s tarsasdgban van legalabb két olyan ember, akiknek a sziiletésnapja
ugyanarra a napra esik (tegyiik fel, hogy az emberek az év 365 napjan egyforma eséllyel sziiletnek)?

Megoldads: A feladatot egyszeriibb a komplementer mddszerrel megoldani: P(legaldbb két ember sziiletett egy napon) =



19.

20.

21.

1—P(mindenki kiilonbozd napon sziiletett). Komplementer esetben az sszes esetek szdma: 36523, mig a kedvezd
esetek szama: 365 - 364 - 363 - ... - 344.

365 - 364 - 363 - ... 344
36523

P(legaldbb 2 ember sziiletett egy napon) = 1 —

Mi a valészintibb: 6 kockadobasboél legaldbb egyszer hatost dobni, vagy 12 kockadobdsbdl legalabb 2-szer ha-
tost dobni?

Megoldds: Itt is a komplementer események valosziniiségét érdemes kiszdmolni. A 10-es feladat alapjdn

55
P(6-bdl legaldbb 1-szer hatos) =1 — 6
512 12.5'1
P(12-bdl legaldbb 2-szer hatos) = 1 — 62 " @iy

Tovabbi feladatok

Addig dobdlunk fel egy szabélyos érmét, amig az elsé fej kijon. Irja fel az eseményteret, amelyben a kimene-
telek a I (irds) és F' (fej) betlik véges ill. végtelen sorozatai! Tegyiik fel, hogy egy k bet(ibdl all6 kimenetel
valészintisége 1/2%.

(a) Mutassa meg, hogy a véges hosszisagu sorozatok valészinliségei Osszesen egyet adnak, igy a végtelen
hosszu kimenetel (hogy mindig irast dobunk) val6szintisége zérus, bar ez a kimenetel is lehetséges!

Megoldds

(b) Mennyi a valésziniisége, hogy legfeljebb harom dobds elegendd a fejhez?

Megoldds
(c) Mutassa meg, hogy 1/2* a valészintisége, hogy a dobds-sorozat nem ér véget a k-adik dobdsig bezardlag,
vagyis nem dobunk fejet az elsé k dobasban.

Megoldds

Harom egyforman er6s jatékos: A, B és C jatszik paros mérkdzéseket. Els6ként A és B jatszik, majd a gydz-
tes jatszik C-vel, és igy tovdbb, mindaddig, amig valaki kétszer egymds utdn nyer és igy megnyeri az egész
meccset. (A dontetlen lehetségét kizarjuk.) frja fel az eseményteret, amelyben a kimenetelek a mérkdzések
gy6zteseit megado betlik véges ill. végtelen sorozatai! Tegyiik fel, hogy barmely mérk6zést barmely jatékos 1/2
valészintiséggel nyer meg, és egy k betlibsl 4116 kimenetel valdszintisége 1/2F.

(a) Mutassa meg, hogy a véges hosszusagu sorozatok valdszinliségei 0sszesen egyet adnak, igy a végtelen
hosszi kimenetelek valdszinfisége zérus (bar ezek a kimenetelek is lehetségesek)!

Megoldds

(b) Mutassa meg, hogy A, ill. B 5/14 valdszintiséggel nyeri meg a meccset, mig C gy&zelme 4/14 valdszinii!

Megoldds

(c) Mutassa meg, hogy 1/2%~! a valésziniisége, hogy a meccs nem ér véget a k-adik mérkézésig bezardlag.

Megoldds



22.

23.

24.

Feldobunk két szabalyos kockdt. Legyen A az az esemény, hogy a dobott szdmok Osszege pératlan, B az az
esemény, hogy legalabb egy hatost dobtunk. Irja fel az AN B, AU B, és A N B eseményeket mint kimenetelek
részhalmazat! Szamitsa ki a valészintiségiiket!

Egyszertisitse le az aldbbi kifejezéseket: (a) (AU B) N (AU B), (b) (AUB)N (AU B)N (AU B),
©)(AuB)N(BUC).

Megoldds

Legyen A, B és C hdrom tetszSleges esemény. Keressen olyan halmazalgebrai kifejezéseket, amelyek pontosan
a kovetkezd eseményeket adjdk meg: (a) csak A kovetkezik be, (b) A és B bekovetkezik, de C' nem (c) mind-
harom esemény bekovetkezik, (d) legalabb egyikiik bekovetkezik, (e) legalabb kettd bekovetkezik, (f) pontosan
egyikiik kovetkezik be, (g) pontosan kettd kovetkezik be, (h) egyik sem kovetkezik be, (i) legfeljebb kettd ko-
vetkezik be.

Megoldds



