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1. Feltéve, hogy a balkezesek ardnya atlagosan 1%, becsiiljilk meg annak a val6szintiségét, hogy 200 véletlensz-
erlien kivdlasztott ember kozott legalabb négy balkezes van. (Szdmoljuk ki a kordbban tanult médszerekkel, és
a Poisson eloszlds segitségével is!)

A 200 véletlenszeriien kivdlasztott ember kozt a balkezesek szdma legyen X. Ekkor ugye X binomidlis elos-
zldsiin = 200 és p = 0, 01 paraméterekkel. Ennek megfelden:

P(X >4)=1-P(X <3)=1-P(X =0)-P(X = 1)-P(X =2)-P(X =3) = 1-() _ (2?0) 0,01¢,99%00%)
=0

Mivel n = 200 mdr "nagy"-nak szamit, a p = 0.01 pedig "kicsi"-nek, ezért a binomidlis kifejezések szdmoldsa
helyett kozelithetiink Poissonnal. Ha n-edrendii p paraméterii binomidlist kozelitiink Poissonnal, akkor \-t np-
nek kell vdlasztani. Esetiinkben ez A = 2-t jelent:

200, 2t 22 23

P(X >4) = 1-P(X = 0)~P(X = )=P(X =2)-P(X = 3) = 1- e >~ Jre? = Jre = 2re ™ ~ 01429

2. Sok év statisztikdja 4ll rendelkezésiinkre arra nézve, hogy naponta hany lakdstiiz volt Budapesten. A napi négy
tlizeset ugyanolyan relativ gyakorisdggal fordul el, mint az 6t tlizeset. Becsiilje meg, hogy a napok koriilbeliil
hany szazalékaban fordul el6 a két tlizeset! Egy nap sordn hany tlizeset a legvaldszintibb?

Legyen X a lakdstiizek szdma egy adott napon. Sok lakds van, mindegyik nap mindegyik lakdsban egy kis
valosziniiséggel iit ki tiiz, igy X tekinthetd Poisson eloszldstunak.

A4 A5

Egyszeri dtrendezés utdn kapjuk, hogy A = 5. A kérdéses érték:

2
2
P(X=2)= X2

-5
o1 ?e ~ 0.08422

3. Atlagosan hdny szem mazsolanak kell lennie egy siitiben ahhoz, hogy egy véletlenszertien kivalasztott siitiben
99%-o0s val6szintiséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Itt is Poisson eloszldst fogunk haszndlni. X legyen egy kivdlasztott siitiben 1évé mazsoldk szdma, és tegyiik
fel, hogy x X\ paraméterii Poisson eloszldsu valosziniiségi vdltozo. Ekkor X vdrhato értéke \. Ez azt jelenti,
hogy ha a paraméter )\, akkor sok kisérlet dtlaga \-hoz fog tartani, vagyis dtlagosan A mazsola lesz egy siitiben.
Ennek megfelelden ha kiszdmoltuk a megfeleld )\ értéket, akkor az lesz a megoldds.



0

A
P(Xz1):1—P(X=0):1—ae*A20.99;s/\zlog100z4,6

Osszegezve tehdt legaldbb 4,6 db mazsoldnak kell egy siitire jutnia.

. Egy 400 oldalas konyvben 6sszesen 200 sajtéhiba van (véletlenszertien elszérva). Mennyi a valészintisége an-
nak, hogy a 13. oldalon tobb, mint egy sajtéhiba van? Héany sajtéhiba a legvalészintibb a 13. oldalon? Mennyi a
valészinlisége annak, hogy a 13. és a 14. oldalon egyiitt tobb, mint két sajtéhiba van?

Poissonnal kozelitiink. Nincs jelentésége, hogy a 13. oldalrdl van szé. Atlagosan fél sajtohiba van egy lapon,
vagyis A = 1/2.

P(13. oldalon 1évé sajtohibdk szama > 1) =

1 — P(13. oldalon 1évé sajtohibdk szdma = 0) — P(13. oldalon 1évé sajtéhibdk szdma = 1) =
PUNINEISY
1-— ae — fe

6 oldalra dtlagosan 6.% = 3 hibdt "vdarunk", ezért ebben az esetben \o = 3.

A~ 0,090204

)\ 0
%ekz ~ 0,05

. Haromszor olyan val6szin(, hogy egy évben két ember 6li magat a Dundba, mint az, hogy o6t.

a) Mire tippel, hdny ember 6li magét a Duniba egy évben?
b) Mi a valésziniisége, hogy senki nem lesz igy ongyilkos?

¢) Atlagosan hany ember vilasztja az ongyilkossdgnak ezt a médjat?

Jelolje X azon emberek szdmadt, akik egy adott évben a Dundba olik magukat. Tegyiik fel, hogy X Poisson
eloszldsti valamely \ paraméterrel. A feladat feltétele szerint:
A2 N

P(X:2):3P(X:5):>je_’\:?)ge_’\:/\:\3/%%2,71

Tehdt dtlagosan \ ~ 2,71 ember oli magdt egy évben a Dundba, és

)\0
P(senki sem lesz igy ongyilkos) = P(X = O)We_’\ =e*~0,067.

. Mennyi annak a valészinusége, hogy ha 4 000 000 lottdszelvényt véletlenszerlien és egymastol fiiggetleniil

kitoltenek, ezek kozott pontosan k db Gttaldlatos szelvény lesz? Mi a valdszintisége, hogy a fényereményen meg
kell osztozni?

Ha X az ottaldlatos szelvények szdma, akkor X eloszldsa nyilvdn binomidlis n = 4000000 és

p = P(egy adott szelvény telitaldlatos) = ﬁ paraméterekkel. Ennek megfelelGen:
5

P(X = k) = <4OOZOOO> ((gio>)k(1 _ (9:)0))4000000k,



melyet \ = np = 40%3%00 ~ 0,091 paraméterii Poissonnal kozelitve:
5
)‘k —lambda
PX=k)= e .
Igy:
A0 Al
P(fényereményen meg kell osztozni) = P(X > 1) = 1-P(X = 0)—P(X = 1) ~ 1— ¢~ lambda_Z_—lambda , ( ()39
Y y g ol 0

7. Percenként 4tlagosan 2 hivas érkezik a tudakozé kozpontba. Mi annak a valészinlisége, hogy 10:00 és 10:05
kozott legalabb 4 hivas érkezik?

Legyen X a 10:00 és 10:05 kozott beérkezd hivdasok szdma, és tegyiik fel, hogy X Poisson eloszldsi. Ezen 5
perc alatt dtlagosan 10 hivds érkezik, igy az eloszlds paramétere A = 10. Ennek megfelelden:
10 5 10 5 107 _,, 103

P(X>4)=1-P(X =0)-P(X =1)-P(X =2)-P(X =3) = 1-—¢ 10— — ¢ 10_—¢

10
0! 1! 9! B¢ =09

8. A ,Kocogj veliink!” mozgalom keretében tavaly futéversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A palyat sajnos kul-
lanccsal fertdzott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyz8k koziil 300-an taldltak magukban egy, 75-en
pedig két kullancsot. Ennek alapjan becsiiljiikk meg, hogy koriilbeliil hdnyan indultak a versenyen!

Legyen X a kullancsok szdma egy adott emberben. Ekkor X tekinthetd Poisson eloszldsunak. A feladat szovege
alapjadn:
AL oA 1
300:75:P(X:1):P(X:2):?e T :>>\:§'

azon versenyzok szdama, akik 1 kullancsot taldltak magukban
osszes indulo szdma

Empirikusan a P(X = 1) valdsziniiség a hdnyadossal kozelithetd,

igy ha N indulo volt 6sszesen, akkor:

11
5 300

9. Egy forgalmas orszdgutszakaszon, ahol maskor is szoktak radarozni, figyelik, hogy 5 perc alatt hany aut6 1épi
at a megengedett sebességhatart. Tapasztalat szerint kb. ugyanolyan valészind, hogy lesz ilyen autd, mint az,
hogy nem lesz. Mennyi a valészintisége, hogy az 5 perc alatt pontosan harom auté 1épi at a megengedett
sebességhatart?

Legyen X azon autdk szdma, akik az 5 perc alatt dtlépik a sebességhatdrt, és tegyiik fel, hogy X eloszldsa
Poisson. A feladat szovege szerint:

1 A0 1
P(X:O):P(X>0):1—P(X:0);»§:P(X:O):ae”:mz—ln(i)mm
igy:
/\3
P(X=3)= 3¢ A~ 0,028

10. Mennyi a szabalyos kockdval végzett kockadobdas sordn a dobott szdm varhat6 értéke?
X legyen a dobott szdm. Ekkor X lehetséges értékei 1,2,3,4,5,6 és mindegyiknek % a valésziniisége. Igy

1 1 1 1 1 1
EX)=1-—-+2-—+43-—+4--+5-—46-- =3,5.
(X) gT2gtd gtdgts g+6- =3



11.

12.

13.

14.

15.

A diszkrét X val6szintésgi véltozo sulyfiiggvénye: p(z) = g—; (z = 1,2,3,4). Mennyi X varhat6 értéke? Es a
m6dusza? Mennyi X? vérhat6 értéke? E(5) =?

X mddusza 4 hiszen ennek a kimenetelnek legnagyobb a valdsziniisége.

12 22 32 42 10
F(X)=1-—+2. —+3. —+4. — =~
(X) 30 7730 7% 30 30 3

12 22 32 42 354
E(X2)=12.—_492.2 4 32. 2 4 42. = _ =
(%) 30 30 " 50 T 30 30

1, 1 12 122 1 3 1 4% 1

X =1T 3 230733 13 3

Albert és Béla a kovetkez6t jatsszak. Mindketten feldobnak egy dobdkockat, majd Albert annyi Ft-ot kap Bélatol
amennyi a két kockan 1év6 pontok kiilonbségének a négyzete. Béla meg annyit, amennyi a két kockén 1év6 pon-

tok Osszege. Melyikiiknek kedvez a jaték?

Egy lehetséges megoldds vdzlata:

Két 6x6-o0s tabldan irjuk fel a kockadobdsok Osszes lehetséges kimenetelét. Az elsd tdbldn miden lehetséges
kimenetelhez irjuk fel, hogy Albert mennyi pénzt ad Béldnak, a mdsik tabldn pedig, hogy Béla mennyi pénzt
ad Albertnek. A felirt események mindegyike 31—6 valdsziniiséggel fordul el6, ezért mindegyik értéket ;—G-dal
megszorozva és dsszeadva a két tabldn megkapjuk, hogy Béla "dtlagosan” (sok jdték utdn a Béla dltal kifizetett
pénz ennyi koriil stabilizdlodna) % Ft-ot ad Aladdrnak, mig "dtlagosan" 7 Ft-ot kap. Igy Béla jdr jobban.

Egy sorsjatékon 1 darab 1 000 000Ft-os, 10 db 50 000Ft-os, és 100 db 5 000Ft-os nyeremény van. A jatékhoz
40 000 db sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy dra, hogy egy sorsjegyre a nyeremény varhat6 értéke a jegy
ardnak a felével egyezzék meg?

Tegyiik fel, hogy az dsszes sorsjegybdl hiiznak majd, és legyen X a nyeremény egy adott sorsjegy esetén. Ekkor:

1 10 100
E(X) =1000000 - ——— 450000 - ——— + 5000 - ——— =
(X) 40000 * 40000 * 40000

igy egy sorsjegy dra 100 Ft kell hogy legyen.

50,

Tételezziik fel a 700 Ft, 10000 Ft, 789 ezer Ft és 535 milli6 Ft fix nyereményeket a lottén. 150 Ft-os jegyérral
szdmolva, egy szelvénnyel fogadva mennyi a nyereségiink varhat6 értéke?

A taldlatok szdma a lotton hipergeometriai eloszldsii A = 5, B = 85,n = 5 paraméterekkel, igy a k-taldlatos
5 85
szelvény valosziniisege: %735*) A nyereségunk minden esetben a nyeremény-150 Ft, igy ennek varhato értéke:

() (7) () (%)
(5)

90
(5)
5\ (85 5\ (85
- (10000 — 150) + (4)921 ). (789000 — 150) + (5)9(00 )
(5) (5)
Péter, ha kockaval paratlant dob 100 Ft-ot veszit, ha 6-ot dob 400 Ft-ot nyer, ha 2-6t, vagy 4-et dob, Gjbél dob.
A masodik dobésndl 10 Ft-ot nyer, ha parost dob, 20-at veszit, ha paratlant dob. Elényds-e ez a jaték szamara?

- (—150) +

- (=150) +

- (700 — 150)+

- (535000000 — 150) = —106.34F't

Legyen X Péter "nyereménye” a jdatékban. Ekkor X lehetséges értékei —100, —20, 10, 400. Konnyen szdmol-

hatd, hogy ezek valdsziniiségei rendre 2,2 -3 2.2 1 joy

64 6°6 6’6’
3 2 3 2 3 1
E(X)=-100- = —-20)---=+10-=--=4400- - = 15.
( ) 6+( ) 4 6+ 6 6+ 6

Mivel E(x) > 0, a jdték elényds Péter szdmdra.



16. Anna és Béla két kockaval jatszanak. Az A jatékos akkor fizet B-nek, ha a feldobott kockdkon pératlan szamok
szerepelnek. A B jatékos akkor fizet A-nak, ha pontosan az egyik kockaval paros szdmot dobnak. Ha mds eset
fordul el8, egyik sem fizet. Milyen pénzdsszegben dllapodjanak meg, hogy a jaték méltanyos legyen?

A jdték akkor igazsdgos, ha mindkét fél esetén a "nyeremény" vdarhato értéke 0. Nyilvdn most elég megkdvetelni,
hogy Anna nyereményének vdrhato értéke 0 legyen. Anna nyereményét tehdt jelolje X, pdratlan szdmok esetén
Anna fizessen Béldnak y-t és kiilonbozd paritdsii szdmok esetén Béla fizessen Anndnak z-t. Az utobbi 2 esemény

valdsziniisége konnyen szdmolhatd, mégpedig P(2 pdratlan) = 32 = 1 és P(kiilonbézd paritds) = 233 = 1.
Igy Anna vdrhaté nyereménye:
1 1
E(X)=(—y) ~+2 -
(X)= () 5+

Igazsdgos jdtékhoz E(X) = 0 kell, ami x = 2z esetén teljesiil, vagyis az kell, hogy az Anna dltal fizetett dsszeg
kétszerese legyen a Béla dltal fizetett 0sszegnek.

17. Egy dobozban 5 piros és 2 kék golyd van. Visszatevés nélkiil hiizzunk addig, amig az els6 kék golyét kihizzuk.
Jeloljik X -szel az els6 kék goly6 hiizdsanak sorszamat. Tekintsiik egy ilyen hizdssorozatot egy kisérletnek. a)
Adjuk meg az X valdszintiségi valtozo eloszlasat! b) Szamitsuk ki a X val6szinliségi valtozé varhato értékét és
moduszat!

X lehetséges értékei 1,2,3,4,5,6.

2 6
PX=1)=-=—
( ) 7T 21
2
P(X=2)=2.2=2
7T 6 21
5 4 2 4
PX=3)=2.2.2_*%
( 3) 7 6 5 21
54 3 2 1
P(X =4)=2.2.2.2 _-_ 2
( ) 7T 6 5 4 17 21
5 4 3 2 2 2
P(X=5=2.2.2.2.%2 -2
( 5) 7 6 5 4 3 21
5 4 3 21 1
P(X = =—_._-.-.Z-.Z. 1=—
( 6) 7T 6 5 4 3 21
Ez alapjdn X médusza 1 és vdrhato értéke:
6 5 4 3 2 1 8
E(X)=1—.-42. — B I 2 =2
(%) 21 * 21—1—3 21+ 21—’—5 21+6 21 3

18. Egy kockdval addig dobunk, mig 6-ost nem dobunk. Mennyi lesz az addigi dobdsszdm varhat6 értéke, ha az
utolsé dobdst is beszamitjuk? Es ha két kockdval dobunk addig, amig valamelyiken 6-ost nem dobunk?

Jelolje X a sziikséges dobdsok szdmdt. Ekkor X optimista geometria eloszldsi p = % paraméterrel, igy vdarhato

értéke E(X) = % = 6. Amennyiben 2 kockdval dobunk, a paraméter értéke p = P(valamelyik kockdn 6-os van) =

_ 25 _ 11 . . o . . s 1 36
38 = 3g-ra vdltozik, ennek megfelelden pedig a vdarhato érték 5= i1

19. Egy dobdkockéval addig dobunk, amig kétszer egymdsutan ugyanazt nem dobjuk. Mennyi a dobdsok szdmanak
varhat6 értéke?

Jelolje X a dobdsok szamdt. Ekkor X =Y + 1, ahol Y eloszldsa megegyezik egy p = % paraméterii optimista

2

geometriai valdsziniiségi vdltozo eloszldsdval (a "siker" eseménye mindig vdltozik az el6z6 dobds értékének
megfelelen). [gy E(X) =1+ E(Y) =1+ % =7



20. Piroska és Zoli kockdznak. Piroska feldob egy piros, Zoli feldob egy zold kockat. Ha Piroska 1-et vagy 2-t dob,
6 nyer, és kap Zolitél 5 Ft-ot; ha Zoli 6-ot dob, § a nyertes, és 11 Ft-ot kap Piroskétdl. Ha egyikiik sem nyer,
illetve ha mindketten egyszere dobnak nyerdt, nem fizetnek, hanem el6lrdl kezdik a dobdlast. Zoli azt javasolja,
hogy ne koptassanak két kockat, inkabb kérjék meg Ferit, dobdljon 6 egyetlen fehér kockaval, de a nyerési és
fizetési feltételek maradjanak véltozatlanok. Erdemes-e elfogadni Piroskdnak Zoli ajanlat4t?

Vizsgdljuk a jdtékot Piroska szempontjdabol, és legyen X Piroska nyereménye a jdték sordn. X lehetséges nem
nulla értékei 5 és —11.

2
P(X =5) = P(Piroska l-et vagy 2-t dob és Zoli nem dob 6-ost) = 6 g = —

1
P(X = —11) = P(Piroska legalabb 3-at, Zoli pedig 6-ost dob) = — - 6=

| o~

Igy Piroska nyereményének virhaté értéke:

) 2 17

A mddositott jdtékszabdlydk esetén Piroska nyereményét jelolje Y, melynek érékei tovdbbra is 5 és —11.

2
P(Y = 5) = P(Feri 1-et vagy 2-t dob) = 5

1
P(Y = —11) = P(Feri 6-ost dob) = 6

2 1 1
E(Y)=5 24 (-11)-= = —=

Mivel E(Y)>E(X), ezért Piroska jol jar, ha elfogadja Zoli ajdnlatdt.

21. Mennyi az 6tos lottén a taldlatok szimanak varhaté értéke?

Otos lotton a taldlatok X szdma hipergeometriai eloszldsii A = 5, B = 85,n = 5 paraméterekkel, igy vdrhato

éricke E(X) =5 - 52 = 13-

22. Két ember asztaliteniszt jatszik. A gy&ztesnek hdrom jatszmat kell nyernie. Legyen p, illetve ¢(= 1 — p) annak
a valdszintisége, hogy egy jatszmat az elso jatékos, illetve a masodik jatékos nyer. Mennyi a jatszmak szimanak
varhato értéke? Mikor lesz maximadlis a jatszmdk szdmanak varhaté értéke?

Legyen X a sziikséges jdatszmdk szama. Ekkor X lehetséges értékei 3,4 és b. A két jdtékost jeloljiik A-val és
B-vel, az egyes kimeneteleket pedig ezen betiikbdl dllo szavakkal, amelyekben az i. pozicioban lévd betii az i.
Jjdtszma gydztesét jeloli. Ekkor

2 N ..
P(X =3) = P(AAA, BBB) = (O>p3 + (o) ¢ =p"+q,

P(X =4) = P(AABA,ABAA, BAAA, BBAB, BABB, ABBBB) = (?) pq+ G’) pq® = 3p*q+3pg®,

P(X =5)=P({3dbAés2dbB,és A vanavégén} vagy {3dbBés2db A, és B van a végén}) =
4 4
<2>p3q2 + <2)p2q3 = 6p°q”® + 6p°q°,
valamint
E(X) =3(p" + ¢°) + 4(3p°q + 3pg®) + 5(6p°¢* + 6p°¢®).

A jdtszmdk szamdnak vdrhato értéke nyilvdn akkor lesz a legnagyobb, amikor a jdték a legkiegyenlitettebb,
vagyis amikor p = q = %



23.

24.

Egy jatékos 250 Ft-ot befizet a banknak, majd egy kockaval, amelynek 6t oldala z6ld, hatodik pedig fekete,
egy sorozatot dob. Barmelyik dobds utan bejelentheti, hogy nem akar tovabb jatszani és ilyenkor annyiszor 100
Ft-ot kap, ahdny zo6ldet dobott addig. Ha viszont barmikor feketét dob, akkor vége a sorozatdnak, s semmit se

7z

kap a banktol. Keresse meg a jatékos szdmdra optimdlis stratégidt és gy6z6djon meg, hogy még az is veszteséges!

Ennél a jdtékndl minden stratégia iigy néz ki, hogy a jdtékos rogzit egy k értéket, és addig jdtszik, amig feketét
nem dob, vagy be nem fejezi a k. kort. Rogzitett k mellett:

)
P(ajétékos nyer) = P(elsS k dobds zold) = (g)k

Minden mds esetben a jdtékos veszit. Ha X jeloli a nyereményét, akkor:

5

E(X) = (k- 100 — 250) - (%)"f + (—250) - (1 — (g)’“) = 100k(6)k — 250.

Az optimdlis stratégidhoz a fenti kifejezést kell k-ban maximalizdlnunk. Ehhez k szerint derivdlva, és egyenlévé
téve 0-val kapjuk, hogy:

L
~100

5
6

5

5
— 5,48
6

100(=)* + 100k( n

)kln(%):O:ﬂfz—

Konnyii ellendrizni, hogy ez valoban maximum, és hogy ha csak egész k-ra nézziik a dolgot, akkor k = 5 és
k = 6 adja a legnagyobb értéket. Vagyis az optimdlis stratégidndl k = 5 vagy k = 6, de a vdrhato érték ekkor
is csak E(X) = 500(2)° — 250 ~ —49.

Két kosaras felvéltva dob. Ha az egyikiik dobdsa sikeres, akkor abbahagyjak a dobélast. Az els6 0.5, a masodik
0.6 valdszintiséggel dob sikeresen.

a) Mi a valészintisége, hogy az elsd jatékos nyer?

b) Mi a kosarra dobasok szamanak varhat6 értéke?

Az elsd jatékos pdratlan sok kosdrra dobds utdn nyerhet.

P(els6 jatékos 2k + 1 dobds utdn nyer) = (1 — 0,5)*(1 — 0.6)*0,5 = 0,270, 5

Ha ezeket a valosziniiségeket dsszeadom k = 0,1,2, . .. -ra, akkor megkapom a kivdnt valdsziniiséget:
oo
0,5 5
P(elsd jatékos nyer) = 0,2%0,5 = : ==,
(elsd ] yer) kzzo 03”3

A vdrhato értékhez:

P(mésodik jatékos 2k + 2 dobds utdn nyer) = (1 — 0,5)**1(1 — 0.6)¥0,6 = 0, 2%0, 3.

Tehdt:
E(X) = 2k+1)0,2%0,5+) (2k+2)0,2%0,3=---==+2-2+4+(2-0,5+2-0,3 k-0,2% =
(X) ;( ) ;( ) 3 3 ( );
e _02 _ 4
8 T 1-0,22 24

A hatralévd feladatokndl minden esetben (hol egyszertibben, hol bonyolultabban) az egyes formuldkat kell k-ban
maximalizalni.



25. Hatdrozza meg a binomidlis eloszlds m6duszat!

P(X =k)= (Z)pk(l —p)" % = médusz:k = [(n+ 1)p| (ha ez egész, akkor (n + 1)p — 1 is médusz)

26. Hatiarozza meg a geometriai eloszlas méduszat!

P(X =k)=(1-p)fp = médusz:k =0
27. Hatdrozza meg a Poisson eloszlds m6duszat!
/\k
P(X =k)= ﬁe_’\ = moédusz:k = | A](ha ez egész, akkor A — 1 is médusz)

28. Hatdrozza meg a hipergeometrikus eloszlds méduszat!

() (2w
(*37)

n

P(X=k)= = médusz:[%

]



