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1. Primitiv fliggvény, hatarozatlan integral

@ f-nek F az I intervallumon primitiv fiiggvénye, ha Vx € [-re:

F(x) = [(x).
. L.
f(z) =sinx - cosx = §SH12.1'
2
F(QZ):SH;:E, G(x>:_00821'

Az [ = (=00, 00) intervallumon F' és G primitiv fliggvények, mert

F'(z) = G'(x) = f(x), st (F(2)+C) = (G(x) +C) = f(x)

@ Ha f-nek F' és G primitiv fliggvénye I-n, akkor 3C € R :
Fl)=G(z)+C, zel

Tehat a primitiv fliggvények csak egy allandoban kiilonboznek.

Mar volt. Ez az integralszamitas I. alaptétele.

@ f hatarozatlan integralja I-n: a primitiv fliggvények Osszessége.
[fx)de ={H: H'(z)=f(z) z€lre}=F()+C

2

Pl. fzdxz%%—C

&9

(z) = Inz, ha x>0
)= 44 In(—z), haz <0

()

34+ Inzx, haz >0
—2+1In(—z), haz<0

¢'(z) =9¢'(x) = i, hazx e R\ {0} =H

1
Tehat a H halmazon mindkettd primitiv fliggvénye —nek, de nem csak egy konstansban
x

kilonboznek. Ui.:
-3, haz>0

o) ota) = B2

De most nem is intervallumon dolgoztunk!

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 1 vl.1



Fontos! Az integralszamitds alaptétele csak intervallumra igaz!

Ennek ellenére hasznéljuk a kovetkezo jelolést:
1
[=dz=Inlz|+C
T
Jelentése Inxz + C, ha I C (0,00) és In(—z)+C, hal C (—o0,0).

A hatarozatlan integral néhany tulajdonsaga :
(A definici6 és a derivélasi szabélyok kovetkezményei)

J(f(@) + dx:ff r)dz + [ g(z)dz
Jc f dq:—cff
[ fle )dx—F(go(:c))—i-C', ha [ f(z)de = F(z) + C
ff’(x)-fa(x)dx:%%—o a# —1
T do =l f()] +

( )ef(CC dz =e/® 4+ C

1.1. Példak

8
sin 8z dz :_Cos8x+c
sin £
Cosgdx = 12+C’
2
3z
e dx :e—+C

Te¥ + 83
eQz

dz | = / (7e™ +8e") do = —Te " + 8" + C

2x

(1+€")*de :/(1+2e$+62m)dx:x+2ex+%+0

_ (1+e%)°

e’ (1+e")’dx 5

+C

|| [ | — | [ —] | —
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/tgasdm :/Smxdx:—/_Smxd:v:—ln\cos:d—l—C’
COS T COS T
in? 1 — cos? 1
/tgzxdx :/sm ° :/—COS ° :/ —1l)de=tgz—a2+C
cos? x cos? x cos? x
1 2
/ 2, :/ o tgadr = g:c+c
cos cos? x
sin®
/coszsm rdx | = 3 +C
3 1 3 4 L.
22 coszt dx =1 4x” cosx d:r:Zsm:v +C
5 5 [1 5
— p— — :—1
/3.7: 3/ dz nlz|+C
51 3
Vagy: = / n| i +C (csak egy dllandéban kiilénboznek)
5 5
dz |= = :—1 1+3 C
/1+3zx 3/1+3 nfl+3ef+
5 1 _ 5(143z)7!
— dz|=5-=- [31+3x)de =" 4 (C
/(1+3x)2x 3/(+x) SR
5 1 tg V3
/ 5 dx =5/ —zdx:5—amg\f"@+(}
1+ 3 1+ (V32) V3
5%5 1 6x 5
=5-= de==In(1+3z%)+C
/1+3:c2 6/1+3:c2 T g
2x
/ehdx :e—+C
2
1

2
/ xe® dx

— .~ ] 2 CEQ
/eIde #62——1-0: (e_
x

e . 2x . 2x — e . 2

(22)?

f(z) = e®’-nek van primitiv fiiggvénye (kés6bb tudjuk megindokolni), de nem tudjuk

elddllitani zart alakban.

/ 1 d / 1 d arcsin 2z L C

= dzl= T —

V1 — 4z 1 — (22)2 2
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/ 1 d 1 / 1 d 1 arcsin 2z LC
V2 — 822 V2. 1= (21)? V2 o2
x 1 1 (2—8372)%

———dz |= —162(2 — 8z 2 dr = —— C =

/\/2—8932 MERE A ’
4+ 3z / 1 / x
——dr | =4 | ——=dr+3 | ———=dzr=4a+3
V2 — 8x? V2 — 8x? V2 — 8x? &
1
| m== s
3—2x —x? (x+1 z+1
1 arcsin 24
- 2# +C =19
2

/ dr + 2 —2—2x /

——dz | =

V3 — 2z — 22 V3 —2x—x2 V3 —2x—x2

3—2x —x?
_ _Q—fo aic
2
1 ’” ’ .. . . /7 ..

/ ——dx A nevezének vannak valds gyokei, ilyenkor részlettortekre

2246z + 1

bontassal dolgozunk (1dsd kés6bb).

dz 1 _ (x+2)71
—— = ————dx= [ 1- 2)?dr = 2 — 4+ C
/x2+4x+4 /(x+2)2 ! / (z+2)7de B
/ dz 1/ 1 1/ 1
= | =5 | 7/ wdr=- | ——=dr =
322 + 6x + 12 3) 3+ (x+1)2 9 14 (222
V3
1arctg”+1
9% +C =4
I
6z + 6
=1In (32 + 62+ 12) +C =
/3$2+6x+12 n(3z° + 62+ 12) + c
6x + 6 1
/ br+3 :/Ldm+2/—dx:5+25
322 + 6z + 12 3x? + 6x + 12 3x? + 6x + 12
/ sin 2z /—QSinxcosxd In(1+ cos?z) + C
= — _—_— T = — 1N
1+ cos?x 1+ cos?x
/118(31;18';: = arctgcosx + C
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.9 _1
[sin® x , 3 , 3 cos”zx
dz |= [ |sinz|cos 2 xdx = [ —sinzcos 2 xdxr = +C
3 1
cos® —3
7T
r=(-59)

2. Hatarozott integral

2.1. Jelolések, definiciok

A tovéabbiakban feltessziik, hogy a < b.
f: [a,b] = R és f korlatos [a, b]-n.

Néhany definicié

@Osztépontok: e k=0,1,....nya=20<x1 < - <Tp 1 <xp <---<x, =Db
@ A k-adik részintervallum: Ij, = [xy_1, x|, hossza: Axy =z — x_1 > 0.
@ [a,b] egy felosztésa: F ={I;: k=1,2,...,n} (= P-vel is jeldljiik)
@ Also kozelito osszeg (vagy alsé Gsszeg): (a rogzitett F' felosztashoz tartozik)
Sp = ka(a:k —Tp1) = kaAxk my = inf {f(z)} (3, Dedekind)
k=1 k=1

€l

@ Felsé kozelits Osszeg (vagy fels6 Gsszeg): (a rogzitett F felosztashoz tartozik)

$EIk

Sp =Y My(zy—zp1) = Y MpAxy M, = sup {f(z)} (3, Dedekind)
k=1 k=1

@ Az F felosztas finomsaga: AF = max Axy,

@ Az [a, b] intervallum (F},) felosztasainak sorozatét minden hataron til finomodénak

(m.h.t.f.f.s.) nevezziik, ha
lim AF, =0

n—oo

Az alsé és fels6 Osszeg tulajdonsagai:

© (=5 ]

my < My-bol kivetkezik.
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@) [F*: F-bél egy 1j osztépont elhelyezésével szarmazik. Ekkor
sp < spx < Sp- < Sp

Tehét a felosztéds finomitasaval az alsé kozelitd dsszeg (a.k.6.) nem csokken-
het, a fels6 kozelit6 6sszeg (f.k.6.) nem néhet.

sp < sp+ -0t bizonyitjuk. Az 1j osztépont kertiljon [i-ba.

Spr — sp = my (25 — xp_1) +my (v — %) —my (2, — 1) =
=(m, —my) (2" —2p_1) + (M) —myp) (x, — %) >0
(i — my) ( k—1) + (my — my) (Tx ) >

>0 >0 >0 >0 n

@) [sr < Sk, Fi, F tetszbleges. Tehat barmely a.k.6. < barmely £.k.6.-nél.

Az egyesitett felosztéds segitségével:

SFl S SF1UF2 S SF1UF2 S SF2
T5 miatt T7 miatt T5 miatt

@ Jsup{sp} =h é inf{Sp}=H

b b
h = / f(z)dz Darboux-féle alsé integrdl, H = / f(z) dz Darboux-féle fels6 integral

{sr} feliilrél korlatos szdmhalmaz, hiszen barmely f.k.6. fels6 korlat.

— 3 szuprémuma.
Dedekind t.
{SF}-re hasonl6an bizonyithato. n

® (A7)

B)sp, <Sp, VFite = h<Sp YFae = h<H
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A hatarozott integral definicidja:

@ Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény.
Azt mondjuk, hogy az f fliggvény az [a,b] intervallumon Riemann szerint
integralhaté, ha h = H = . Ezt a kézos I szdmot az f fiiggvény [a, b]-beli

hatarozott integraljanak nevezziik és
b
[ s [ 1

a,b]

b

[:/f(:c)dx:
[

a

modon jeloljiik. (f: integrdlandé fliggvény vagy integrandusz.)

flx)=ceR fbcdx:?

sF:imkAxk:ic-Amk:ciAxk:c(b—a) Y F-re.

k=1 k=1 k=1
Sp = ZMkAxk = Zc-Awk =c(b—a) VF-re.
k=1 k=1
h=sup{sp} =c(b—a)=inf{Sp} =H

Tehat

fbcdx:c(b—a)

a

1, h 2
R [ 1) o=

SF:ZO-Axkzo VFre — h=0
k=1

Sp=>Y 1-Azy=b—a=2-1 VFre = H=1#h

k=1

2
= 3 [ f(z)dz (M4s intervallumon sem integralhato!)
1

(D) Jelolés:

Riap) vagy >, az [a,b] intervallumon Riemann-integrélhat fiiggvények halmaza.
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3. A Riemann integralhatdésag sziikséges és elégséges

feltételel

Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény.

Segédtétel:

Ha (F,) m.h.t.f.fs., akkor sp, és Sp, konvergensek és
lim sp, =h; lim Sp, = H.

n—oo n—oo

(—B)

b
2. Ha 3F, m.h.t.LLs,, melyre lim sp, = lim Sp, =1 = 3/ f(z

b b
@ 1. Ha [ f(z)dz3 = VF, mhtffsra: lim sp, = lim Sgp, = [ f(z)dx

)dx és = 1.

1. A Segédtétel miatt: sgp, — h A Sp, = H

b
De az integralhatésdg miatt: h=H = [ f(z)dx.

2. A Segédtétel miatt: sp, — h A Sp, - H

b
A feltétel miatt azonban h=H(=1) = 3 [ f(z)dxés=1.

a ]
@ Az F felosztashoz tartozé oszcillacios Osszeg:
0 S OF = SF — S = Z (Mk — mk)Axk
k=1
@ b
= /f(a:)dx <= Ve>0-hoz 3F: Op<e
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l. = =¢ °
. — =
2

g—héz JF* és F**  hogy h — spe < g A Spe — H < g
F:=F*UF* (egyesitett felosztas)

Tudjuk: sp« < sp < Sp < Sp« EbbOl:

OSOF:SF_SFSSF**_SF*:SF**_H+h_SF*<£+§:€
—_—— —\— 2 2

>0 >0

2. <—
Mivel sp < h < H < Sp mindig fennall:

0<H-—h<Sp—sp=0p<e Ve>0ra =— H=nh,

vagyis f Riemann integralhaté [a, b]-n. n

@ Az f fliggvény F felosztashoz tartozo integralkozelitd osszege:

or =Y (&) Azk =Y f(&) (2x — 241),
k=1 k=1

ahol & € I, = [xx_1, k] : reprezentans pont,
f(&) : reprezentéans fliggvényérték.

@ Geometriai tartalom: a fliggvénygorbe alatti (el6jeles) tertilet kozelito értéke.

@ sp < op < Sp mindig fennall.
Ugyanis minden részintervallumon teljesiil, hogy my < f(&) < My . Ebbél mar kévet-
kezik az allitas.

b
@ L3 [flx)de = I — VF, m.h.t.ffsra a reprezentdns pontok

valasztasatol fiiggetleniil a oy, integralkozelitd osszeg sorozatra fennall, hogy

n—oo

b
lim op, = /f(a:) de =1

b
2.3 [f(z)de = I <= 3F, mhtlfs, hogy a reprezentdns pontok

valasztasatol fiiggetleniil 3 lim op, = I.

n—oo
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1. Nyilvanval6 Ty-bél, ugyanis sp, <op, < Sp, = op, — I

! !
I I n

2. B

@ Fontos, hogy a hatarérték a reprezentans pontok valasztasatol fiiggetleniil létezzen.

Pl. a Dirichlet-fiiggvényre tetszoleges F), m.h.t.f.f.s-ra:

& rac. esetén: O’Fn:Zl-A$k:A$1+"'+Aﬂfn:b—a—>b—a
k=1

n
& irrac. esetén:  op, = E 0-Azp,=0—0.
k=1

4. Elégséges tételek Riemann integralhatésagra

@ [+ [a,b] — R korldtos és monoton = f € Ry

f legyen monoton novo!
Axy = b-a (egyenletes felosztas; ekvidisztans alappontok)
Op = Y (My —mi)Azy = ——= > " (f () = [(25-1)) =
k=1 k=1

:b;a(f(ml)_f(wo)+f(x2)—f(x1)+f(x3)_f(fEQ)"’"“i‘f(xn)_f(xn—l)):

=P ) ) = 0 - fa) < 2 b > CZ IO 2T
(b~ a)(f (1) ~ Sia)

3

Tehét Ve > 0-hoz IF : Op < e (F : I-t negyenld részre osztjuk, az n >

feltétel teljesiilése mellett. )

@ fe C[?z,b] = [ € Ry

Belatjuk, hogy Ve > 0-hoz 3 F : Op < e.
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e > 0 legyen tetszoleges. f € C[%,b] —>  f egyenletesen folytonos [a, b]-n, vagyis
Vet = ﬁ > 0-hoz 34(e*) :

|f(z1) — fxo)] <€, ha |z —ax9| <6(e%);  x1,29 € [a,b]
F, legyen egy minden hatéron til finomodé felosztas sorozat, tehat AF,, —4-0.

Ezért 3ng : AF,, <d(e*) =6 (3= ). Erre az F,, felosztasra igaz:

o

OFnO = SFnO — SFnO = Z (Mk — mk.)Axk =
k=1

A folytonossag miatt f felveszi szuprémumat ill. infimumat (W. IL. t.)
ng
=D (f(&) — f (&) Any <
k=1

€. — & < Az, < 6(e%), 1gy az egyenletes folytonossdg miatt 0 < f(&) — f(&) < &*

9

no no
< Ze*Azk ze*ZAxk =c*(b—a) = b—a(b_a) =c
k=1 k=1

Tehét F = F,. "

@ [ korldtos és egy pont kivételével folytonos [a,b]-n = f € Ry

Belétjuk, hogy Ve > 0-hoz 3F : Op < e.

Az intervallumot 3 részre osztjuk. (f az xy pontban nem folytonos)
1. Vizsgalat
O[[:(M[[—m[[)'Q(s < 2[(2(5<E

[f(@)] < K
Feltétel: § < & (¢, K adott). Ilyen d-t valasztva O < %
2. la,79 — §]-n f folytonos = IFY: O; = Opn) < %
3. [zo+ d,b]-n f folytonos =— AF@ . Oy = Ope < %
F: a 3 felosztés egyesitése:
e € €
OF:OI+OI]+OIII<§+§+§:5 "
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A kovetkez6 tételeket bizonyitas nélkiil kozoljik.

@ Ha f korlatos és véges sok pont kivételével folytonos [a,b]-n, akkor integralhaté

la, b]-n.

@ Egy Riemann integralhaté fiiggvény értékét véges sok pontban megvaltoztatva a

fliggvény integralhaté marad, és az integral értéke is ugyanaz.

@ Ha f € R[_a’a} és

f pératlan: [ f(x)dz =0

f péros: fa flx)yde =2 [ f(z)dx

0

5. Newton—Leibniz-tétel

@ Ha f € Ry és itt létezik primitiv fiiggvénye (F), azaz x € [a, b]-re

F'(z) = f(z), akkor

F,: m.htffs.

3

F(b) — F(a),
han — oo

a Lagrange-féle k.é.t. miatt

n

_ ZF’(gk)A:pk = Z f(&)Azy = o,
k=1 k=1 l
b
J f(z)dz,
ﬁa n — oo
n
vl.1
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1
/az3dx :%4
0

2m
/sinxdx = —cosz|T=—1—(-1)=0
0

/sinxdx = —coszlpg=1—(—1)=2
0

@ Mindkét feltétel fontos a Newton—Leibniz-tételben. Az aldbbi példdk mutatjak,
hogy egyik sem hagyhato el.

F(w):{ xQSin%, ha z # 0

0, haz =0

o1 2 1
F'(z) = f(z) = 2xsmﬁ—;cos;, ha z # 0
0, haz =0

/ f(z)dz A, mert f nem korlatos, de 3 primitiv fiiggvény.
0
5

/sgn (% — 5 4 6) dz 3, mert f 2 pont kivételével folytonos. De F A, mert egy

0
derivaltfiiggvénynek (f lenne) nem lehet els6faju szakaddsa.

6. A Riemann integral tulajdonsagai

@f € Riap (b> a) zf(ﬁ)dx =— [ f(z)dx

a

@ [ f(z)dz:=0 (az el6zbvel 6sszhangban)
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(T)|Ha f € Ry 6s fE€Rpy (a<c<b) —> f€Rpy és

/bf(x)dxz/cf(m)dwr/bf(fc)dx (—B)

@ Ha f € R,y = f€ Rjaq, ha c€ [a, b] (—B)

@ Ha f,g € Rayy = f+9g€ Ry é c-f € Ry
Tehdt Rj,p) linedris tér (vektortér).

Pl f + g-re:

F,: m.h.t.ffs.; reprezentans pontok: &1,&,...,&,
b

of = Zf(@)A:ck R / f() do =
or, —ngk Axk;—>/

a reprezentans pontok Valasztasatol fuggetlenul

o £:9=Z<f+g><£k Axk—fok AxHngk Az — I+ I

n
k=1 k=1 k=1
@ ®: H — R leképezés (operdtor) funkcional, ha
H: tetszoleges halmaz, R: a valés szamok halmaza.
@ ® : H — R linearis funkcional, ha
H: linearis tér a valds szamok teste felett, R: a valds szamok halmaza.
® linedris operdtor, tehat ®(cx) = c®(z), P(x; + x2) = D(x1) + D(22).
b
Pl ®(f):= [ f(z)dz, ®: Ry — R linedris funkcion4l.
Ui. igaz: ®(cf) = c¢®(f) (homogén), ®(f + g) = O(f) + ®(g) (additiv).
b
@HafeR[a,b] és f(x) >0, ha z€la,b] = [ f(x)dz>0
a{;ZO‘v’F—re —  lim o}, >0 m

AF—0
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@ Ha f,g € Ry és f(z) <g(x) x€la,bl-ben — fbf(:c) dz < fg(:c) dz

a

h(z) := g(z) — f(z) > 0 + elézd tételek.

Tehat

f>0:
f<g: @f)<P(g) (monotonitis)

7. Az integralszamitas kozépértéktétele

ff(x) dz

@ Integralkozép: o=t (b>a)
—a

@ 1. Ha f € Rgy, M = sup {f(x)}, m= ir[lfb] {f(x)}, akkor m < < M.
z€|a,

z€a,b]

2. Ha f € Cp,,, akkor 3¢ € [a,b], hogy f(§) = s.

1. Mivel m < f(z) < M, az integrdl monotonitdsa miatt:

m(b—a):/bmdx§/bf(:v)d:vg/bde:M(b—a)

Innen (b — a)-val valé osztéassal adddik az allitas.
2. Weierstrass I1. tétele miatt f felveszi m-et és M-et, tehat
361752 € [a7b]7 hOgy f(él)zm és f(£2):M

€1, &)-re (Al [&9, & ]-re) alkalmazhaté a Bolzano-tétel. Mivel m < 3 < M, a
Bolzano-tétel értelmében

3¢ € [61,&] (Il € €&, 6]), hogy [f(§) =
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@ Az f fuggvény [ pozitiv részét és f~ negativ részét a kovetkezOképpen definidljuk:

vy ) f(@), ha f(z) =0
/ (x)_{O, ha f(z) <0
- f(x), ha f(z) <0
f@):{o, ha f(z) >0

(M) Konnyen lathato, hogy f = f*+ f~ é|f| = f+ — f~.

@ Ha f € R,y , ahol a < b, akkor

L. ff € Ry, [~ € Ry é |f] € Ry

b

[ f(z)da

a

2.

< fIf(@) de

1. Az oszcillacios Osszegekre vonatkozd sziikséges és elégséges tételbol kovetkezik,

. + , - . . o . ; .

mivel Of, < O} < eés O}, <Of <e, ezért f* illetve f~ Riemann integralhatd,
valamint killonbségik |f| € Ry

2. Mivel
—|f(@)] < f(z) < [f(z)],

ezért az integral monotonitdsa miatt

_/b,f(x)ydg;g/bf(x)dxﬁ/b!f(ﬂf)!df’?

amit bizonyitani kellett.

@ Ha nem tessziik fel, hogy a < b, akkor a 2. tétel allitdsa

fbf(x)da? j|f(x)|dx

<

alaku lesz.

Az alabbi fiiggvény példa arra, hogy ha |f| € Ry, akkor f € Ry, nem feltétleniil
teljestil.

fz) = 1,  ha z racionalis
| —1, ha z irraciondlis

|f(x)| =1 folytonos = |f| € Rjay, de [ & Rjay
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7.1. Feladatok

—3, ha z irracionalis

3,  ha x racionélis
L7 = {

Léteznek-e az alabbi integralok?

2. A kozépértéktétel felhasznalasaval becsiilje meg az
3
/\/1 + cos? zdzx
0

integral értékét!

3. Hatarozza meg az

f(z) =cos®x

fliggvény [0, 7] intervallumbeli integrélkozepét!
4. Adjon 0-tdl kiilonbozé alsé, illetve felsé becslést az
: 2
1l—x
—d
/ a2 +1 v
0
integral értékére!
5. Mutassa meg, hogy fennall a kovetkezo egyenlétlenség!
Loa’ 1
a) 0< | ——=dor < =
) of V1 + 26 8
100 e %

b) 0< [

de <1
)z 100

11 1
¢) —< [eVidr<1—-
e e
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e—1
2e

]

1
< fxe_f‘”3 dx
0

cos cx®

r+1

d)

e) dz

<In2,

2
6. [sgnz-z®- cosxdr =7
2

2
7. [V1—2z+42?de ="
0

3
8. [ |a*—22%de ="

-2

8. Integralfuggvény

¢ tetszoleges valds szam

x, ha z € [0, 1]
3z —2, haze(1,2]

f(:v)={

F(z)= [ f(t)dt =7, ha z € [0,2]; Fl(z) =7
0
Megoldés:
Ha z € [0, 1]:
2|, 2
0 0
Ha z € (1,2]:
T 1 T 1 -
2 ¢ 3,
Fz)= [ fit)dt= [ tdt+ | Bt—2)dt= —| + 3= —2t =22 _9r 41
2|, 2 L2
0 0 1
2
13_7 ha 2 € [0,1] T, ha0<z <1
F(z) = 32 Flz)=4{ 32z—2, hal<z<?2
§x2—2m+1, ha z € (1,2] 1, haz =1
Tehét F'(x) = f(x). Létni fogjuk, hogy ez nem véletlen.
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@ fGR[mb]. Az
F(:B):/f(t)dt:/f(x)dx, x € [a,b]

fiiggvényt f integralfiiggvényének nevezziik.

Az integralszamités 1. alaptétele

®

f € Rjay; F(z) = /f(t) dt, =z € |a,b]

1. Az integralfiiggvény folytonos [a, b]-ben.

2. Ha még f folytonos is xy € (a,b)-ben, akkor F differencidlhaté
To-ban és

F'(z0) = f(20).

1. feR,y = 3K : |f(x)] < K. Micsak belsé pontra bizonyitunk. Legyen
xo € (a,b). Meg kell mutatnunk, hogy

|F(x) — F(xo)| <e, ha |z — x| <d(e)

P(@) - Plao)l = | [ syt~ [ sy =| [ o) | 1701 a] <

< jKdt = |K(z — 20)| = K|z — 20| < &, ha |z — x| < %:5(5)
2. F'(ay) :I1L%szf(xo), ha Ve > 0-hoz J6(c) > 0:
'M—f(xo) e, haO< |z —a| <)
P
xf:f(t) dt —f F (o) dt

‘F(ﬂf)—F(xo)

r — Ig

— f(20)

_ ‘F(ﬂf) — F(o) — f (o) (2 — o)

T — g T — 2o
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T () = Flao)) dt Fao) | dt

r — X9

|z — x|

Mivel f folytonos zg-ban, 36(g) > 0: |f(z) — f(zo)| < &, ha |z — zo| < d(e).

(Legyen z ilyen!) Most |t — x| < |z — x| < d(¢), igy ezzel a 6(g)-nal

[edt

zo

_ Je(z = 20|

® < =
[z — x| |o— o

=¢£

Kovetkezmény:

x

1. Ha f € C'[%’b}, akkor Va € (a,b)-re F(x) = [ f(t)dt differencidlhaté és
Fi(x) = f(x).

2. Folytonos fiiggvénynek mindig létezik primitiv fliggvénye.

8.1. Példak

F(x) = fxe_t2 dt
0

A figgvényt zart alakban nem tudjuk eléallitani, de a kovetkezoket tudjuk réla:
F0)=0

F'(z)=e* >0: F szig. monoton né

F"(z) = =2z ™" : £ <0: F alulrél konvex, z > 0: F alulrél konkdv
A fiiggvény paratlan: F(— f edt = [eCW(-1)du=—F(x)
t:=—u °

(Helyettesités hatrébb!)
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Keresse meg az aldbbi fliggvények derivéltjait!
F(z) = [sint*dt, z#0
0

x

¢}

G(x) = [sint*dt

—

o ©

T4

H(z)= [ sint*dt

f(t) = sint? folytonossdga miatt IF’(z) és F'(z) = sin 2.

G(z) = F(e") derivalhatd, mert derivalhaté fiiggvények Gsszetétele. A lancszabéllyal:
G'(z) = F'(e”) - e* = (sine*) - ®

H(z) = F(e* 4+ 1) — F(e") szintén a lancszabéllyal derivalhaté:
H'(z) = F'(e®+1)-e” — F'(e") - €* = (sin (e” + 1)?) - € — (sine®®) - ”

T
[ arctgt* dt

lim & =7

x—0 ,I‘Q

0
0 alakt és alkalmazhaté a L’Hospital szabaly:

(A szdmlalé arctgt® folytonossaga miatt derivalhato)

Tarctg t2dt 1 arctg 2 1, B
m fﬂ—g L:H lIim & L:H Iim et T 0

x—0 xz x—0 2;13 x—0

1—¢>, hao 1 <
ro={ 20 s, Fl) = [ )

1. F'(1) =7

2. A (0,2) intervallumon hol konvex ill. konkdv az F fiiggvény?

1—22 ha0<z<l1

z . ! _ _
f folytonossaga miatt F'(x) = f(z) = { t—1, hal<az<?2

—2z, hal<z<1
1, hal<zxz <2

F’ folytonos 1-ben. g(x) = 1 — 22, h(z) = x — 1 mindeniitt derivalhaté. Igy
F'(1)=F'(1-0)=-2#1=F'(1) = F'(1+0)

Tehdt 3 F”(1).
F (0,1)-ben konkav (F” < 0 itt) és (1,2)-ben konvex (F” > 0 itt).

F/l(x) —
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8.2. Feladatok

b
1. f s(x®+1)dz =7

b

f s(x®+1)dx =7

b

f cos (23 +1)dx =7

3z

2. F f@“%ﬁ f@“%ﬁ H(x f#“dt

Hatarozza meg a derlvaltfuggvenyeket ahol azok leteznek'
3. f(x) = [ (2® —4)da
0

a) Hol monoton f? Hol van lokalis szélsGértéke?

b) Hol konvex, hol konkav? Hol van inflexids pontja?

4. f(z) = [2?arcsinz dx
0

a) Milyen pozitiv z-ekre differencidlhaté f7

xT
[ 2* arcsinz dz

b) lim >

x—0 x

, 1
c) Irja fel a fliggvény xy = 3 pontbeli érinté egyenesének egyenletét!

t+1, ha —1<t<0
5. f(t) =
t+1, ha0<t<1
a) Irja fel a G(z f f(t)dt fuggvényt! (x € [—1,1])

b) Differencidlhaté-e a felirt G fliggvény (—1,1)-ben?

z 1

6. _ dt 0,3
1) {&7+w&+%+6 , z€0.3]

a) Van-e f-nek lokalis széls6értéke (0, 3)-ban?
b) Hol veszi fel a fiiggvény [0, 3]-ban a minimumat, illetve maximumat?

(A minimum, ill. maximum értéke nem kell.)
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c¢) Van-e inflexiés pontja f-nek?

9. Integralas helyettesitéssel

@ Legyen f € C'[%,b}, Y € C[laﬂ szigordan monoton és ¢(t) € [a,b], ha t € [a, (]
([8,a]).

1. Ekkor
[ f@yde],_, = [ @)@ d  te o)

(Vagyis [ f(x)de = [ Fp()@' () dt],_ )

2. Hap(a) =a és @(B)=b: [ [f(z)dz= [ fle(t)'(t)dt

1. Az integranduszok folytonossdga miatt mindkét hatérozatlan integral 1étezik. Le-
gyen
[ f@)de =F(z)+C x € [a,b].
Azt kell belatnunk, hogy f(¢(t))¢'(t) primitiv fiiggvénye F(p(t)) [a, B]-ban:

%F(w(t)) = F'(p(t)¢'(t) = fle(t)¢'(t)

és
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10. Integralasi moédszerek

10.1.

sin (a + ) = sina cos 3 + cos asin 3
sin (v — 3) = sinacos § — cos asin 3
cos (a + ) = cos acos f — sin asin 3
cos (v — 3) = cos acos 3 + sin asin 3
Ezen azonossagok felhasznalasaval:

1
cos azx - cosbr = 3 (cos (a+ b)x + cos (a — b)x)

sinaz - sinbx = = (cos (a — b)x — cos (a + b)x)

N | —

) 1
sinazx - cosbr = —

fsinwm-cosf)xdx =

1 _cos(m+5)x  cos(m—5)x e
T+5 T—25

(sin (@ + b)x + sin (a — b)x)

J (sin (7 + 5)x + sin (7 — 5)z) do =

N | —

2

Feladatok:
1. fsin\/ix -sin3zdx =7

2. [cos3x-cos8rdr =7

10.2. sin és cos paratlan kitevoji hatvanyai
sin? ™z = sinx - (sin® 7)" = sinx(1 — cos?z)" = . ..
cos? 1z = cosx - (cos> 2)" = cosz(1 —sin’z)" = ...

(Az atalakitds utan a hatvanyozas elvégzése sziikséges)

[sin*zdz | = [sinzsin®zdr = [sinz(l — cos? x) dz =

0083 T

+C

= [(sinz — sinz cos? x) dv = — cosx +

© Konya I. — Fritz Jné — Gyéri S. 24 vl.l



Feladatok:
1. [cosPxdr =7

2. [cos"xdx =7

10.3. sin és cos paros kitevoju hatvanyai
1-— 22 \"
s = (s = (L5
2
1 20 \"
cos” x = (cos® x)" = 1tcosay (3205 m) —

(Azonos édtalakitas a kitevét csokkenti)

1 —cos2z T sin2x
.9 _ _
[sin*zde | = [ 5 dx 5 1 +C

Feladatok:
1. [cos?xdr =7

2. fcoszdx:?

10.4.

[sin™z - cos™xdr =7 n,m € Nt

1. n és m koziil legaldabb az egyik paratlan:

[sin®zcostzdr | = [sina gin?z cos*zdr = [sinx(cos’z — cos®z)dx =

=1-—cos?x

cos®x  cos’x

5+7

+C

Feladat:

f cos® xsin® rdx =7
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2. n és m is paros:

S sin?z cos* z dx
(g’

=1—cos?z

10.5. Parcialis integralas

A szorzatfiiggvény

= [ (cos* x — cos® x) dz

Az aldbbi harom esetet kell felismernitik:

1.

/ polinom -

u

e(ll}

sin ax
COos ax
shax
chazx

v/

de =7

(n-edrendii polinomnél n-szer kell parcidlisan integralni.)

)-e

257 " 125

2 2
—r° - — +—)+C
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Feladatok:

a) [(2z+1)sinbrdr =7
b) [(2?+1)cos®wdx =7
¢) [zcosxsinwdr =
d) [a?sh2zdz =7
2. )
lnax
arcsin ax
arccos ax
/ polinom- arctgax de =7
arcctg ax
arsh azx
\ : J
v’ U
flna:dac :f 1 Inzx da::xlnx—fldx:xlnx—x—i—C
vv=1 wu=Ilnz
v=2a u = %
Feladatok:
a) [arcsinzdr =7
b) [xarctgxdr =7
3.
s ebx
sin ax sin bx
/ cosaxr p -4 cosbr pdx =7
sh ax sh bx
chax ch bx

(Két parcidlis integralassal oldhaté meg.)
Bizonyos parositasokat sokkal egyszeriibben is integralhatunk. Melyek ezek?

De pl. az alabbi integralt csak igy tudjuk kiszamolni:

[ e sin2xdx =7
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) 1 3
i e3® sin2x  dr = —56396 cos 2z + 3 i e’ cos2rx dx =
u=-e v’ = sin2x u=e3* v’ = cos 2z

u = 3639: v = _605221 uw = 3639: v = 5111221

2\2

Ezt az egyenletet kell megoldani a keresett integralra:

1 3 /1 3
— —§e3‘” cos 2z + — (—e?"” sin 22 — 2 f e3® gin 2 d:p)

4 1 3
/esx sin 2z dx = R (—56396 cos 2z + Zegm sin 21:) +C

Masik lehetoség: parcidlisan integralunk két kiillonbozé kiosztassal, majd a kapott
egyenletrendszert megoldjuk az eredeti integralra.

2 2
X :/ e3r sin2z dz =e* <—COS $> — /363“” (—COS x) dx
U:egm 2 NG 2 2

v’ =sin 2z

'

Njw

1 1
X = / e3® sin2z dx = e3$§ sin 2z — / §e3x 2cos2x dx
v = eSr N

u = sin 2z

Vo
2
-2y

(Ezt az egyenletrendszert kell megoldani X-re.)

10.6. Racionalis tortfiiggvények integralasa

1. lépés: Valddi tortfiiggvény-e? Ha nem, osztassal atalakitjuk egy raciondlis egész
fliggvény és egy valddi raciondlis tortfliggvény osszegére.

2. 1épés: A valodi tortfiiggvény nevezdjében 1évo polinomot felirjuk valds egytitt-
hatoju elso- és méasodfoku gyoktényezok szorzataként.

3. 1épés: Résztortekre bontunk.

4 3 2
/295 + 3z° — 18x +8x+1d$:? ¥
2+ 2z — 8

Altort: (22% + 323 — 1822 + 8z + 1) : (22 + 2z —8) = 222 — 2, maradék=1

1 1111
xe[(2 ot Vaoe [(22—ws il 2L L Y g
/(x x+x2+2x—8) v /(x SR 6x+4> .
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3 2P
32
U _ 1 1 A n B
anis = =
&Y ?2+2r -8 (z—2)(z+4) -2 x+4
Az egytitthatok meghatéarozasa:

1 1
+61n|:c—2\—61n]x+4]—|—0

1. Behelyettesitéssel (kozos nevezére hozas utdn a szamlaldkat egyeztetve):
1=A(x+4)+ B(x —2)
xr=-4: 1= B(-6) B:—é
r=2: 1=A-6 A= é
2. Egyiitthat6 0sszehasonlitassal: 1=(A+B)x+4A—2B
4A-2B=1&8A+B=0 = A=

/;iidx:? =X

z+1 z+1 _A Bx +C

B+r x(@?+1) oz 2?+1

r+1=A*+1)+(Bz+C)z=(A+B)2*+Cx+A = A=1,B=-1,C=1

1 —x+1 1 1 2z 1
X = z dr = -z dr =
/(a:+:c2+1> v /(w 2x2—|—1+1+x2> o

1
=In|z| - 51n(3:2+1) + arctgz + C

Feladatok:

222
J

4 —1
22% + 1 : -3 T+
dz | = 2 4242 2 Ndr=-..--|=7
fo(x2+2x+2) a:( f<x2+ T +x2+2x—|—2 v

P (:f(1+ 2 _1_1) dx:...):?

x3 — 2

de =7
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10.7. Integralas helyettesitéssel

/ f(z)da

[ t@rae= [ st -0

= e o

t=p~1(z)

1. /R(x,m> dx, a#0

Teljes négyzetté kiegészitéssel az alabbi alakok valamelyikére hozzuk:

™

V1— A2 A:=sint, te [—g,ﬂ (vagy A :=cost, te|0,7]
vB?+1 B :=sht
c? -1 C :=cht

A cos?t+sin?t =1; ch*t —sh®t =1 azonossigok felhasznéldsaval elvégezhetd
a gyokvonas.

/mdx:? =X

r =sint (= ¢(t)) == ¢ =arcsinx
d
d—f = cost (= /(1)) (dz = cost dt)

/\/1—sin2t costdt:/]cost\ costdtz/cothdt:

1 2t 1 1
:/idt:—t—l——sin%qLC’ tE[—7r W]

2 2" 4 2'2
X @H 2 it V1~ st + c) - ey VISP Lo
Hatarozott integral esetén:
b B
[ @@= [se@p o a=ela) b=u)
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1 T
/\/l—wzdm—/\/l—sm t costdt = [ t—l—zsm%} =

0

IS

Feladatok:

f\/x2+2x+ 2dx =7

=7
R e v \/1—21‘2
¢) [2*V16 —z?2da =7
T+ 2

d)
N ™

(Ez elemi tton is integralhatd, mert [ f'f*dx alakd. Csindlja meg mindkét
modon!)

=7

Racionalis tortfiiggvény integraljara vezeto helyettesitések

2. /R(e‘”) dz

1
e =t — rx=Int — dxzzdt

/1_:exd1::?::X

1 1 -1 1
— . Cdt= [ ([— 4+ =) dt=—In|l+t{+Inft|+C
/1+t t /<1+t+t) nfl+t e+

Uevani 1 A B
anls = —
&Y L+t 1+t ¢

1=At+B(1+t) — t=0: B=1, t=-1: A=—1

Ennek megfelel6en a megoldas:

X=—In(l+e")+z+C

Feladatok:
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dz
R

dx
b) fe2f”—2e“”3 =

/R(%m) dz | Var 1 b=t

T —3
/(x+1)mdx—? =X

Vr—2:=t — z=t24+2 — dx=2tdt

t?—1 t?+3—4 4 1

/—ztdt_2/+—dt_2/ l—-———— | dt=
(t2 4 3)t t2+3 34 ¢
T\

g arctg =

V3

8 r—2
X =2V —2— — arct —+C
/3 eV TS

Feladatok:

a) [avbr+3de ="
b) [ (2z+1)y/(5z —3)3dx =7

1
- 4
©) f\/i(1+x)dx '
322 + 4 )

d) f\?’/ﬁdx:'

/R (:1:&: =1,2,... ,n)) de t:= x%, q: qi,--.,q, legkisebb k6z6s tobbszorose

3
@ 3 der =7 |:= X =2, ¢p=4 q=4
z1+1
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t=zi — =t — dr=4t3dt

2 1o 1 3t? 3 4
A3dt =4 dt =4 A dt =4———Inl|* + 1|+C
/t3+1 /t3+1 /( 3t3+1> TR R

ng (ﬁ—ln‘\“/ﬁ+1‘>+0

Feladatok:

1+ a2
—dx =7
3

3—x3

a) [

1
b ———=dr =7
) f1+3/x2

1
T8 — I8

5. / R(sin x, cos x) dz

x 2
t:= tg§ —  x=2arctgt — dz= mdt
. 2t 1—t2 . 2t . 1—¢?
sine = ——:; cosx = r=——; ctgx=
1+t 1+ ¢2 & 1 —¢t2’ & 2t

d
/sin:v(lj—cosx) ==X

1 2 1+ 1t 1 t?
dt = dt=[(=+=)dt=zhj|+=+C
/ 2 (1+18) 1+ / 2t /<2t+2> g it gt

1442 142

1
/mdx:? =X
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1+t2 1+t 2 2 +1 A B C
dt = dt = Yt —— ) dt=...
/Qt 1—t2 14 ¢ /t(l—t)(1+t) / t+1—t+1+t

Feladatok:

a) fsmx dz =7

b) f . de =7
©) f cosa: v=t
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11. Improprius integral

11.1. Definicidk

11.1.1. Ha az intervallum nem korlatos

@ Ha Vw € (a,00)-1e f € Rjg :

/f(x) dz = lim [ f(x)dx

wW—00

a

Ha létezik a hatarérték, akkor az improprius integral konvergens. Ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, akkor az improprius integral divergens.

[e.9]

/ﬁdx:? =X

2

Részlettortekre bontassal kell dolgoznunk.

6 A N B
24+r—2 x-—1 T+ 2

— 6 =A@ +2)+B(x—-1)

X = lim de:hm 2 2 dr =
w—00 24+ —2 w—00 r—1 T+ 2
2 2
=2 lim (In(z—1)—In(x+2))[; =2 lim (In(w—1) —In(w+2) —(In1-In4)) =

~
co—oco alakl

=2 lim <1nw_; +1n4) = 2 1n4

w—00 w +

1
In —%—0
1+2

@ Ha Vw € (—o00,b)-re f € Ry -

b b

/f(x)dx: lim f(z)dx

w

Ha létezik a hatarérték, akkor az improprius integral konvergens. Ha a hatarérték
végtelen, vagy nem létezik, akkor az improprius integral divergens.
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-1

1
/(m—Z) TR

— 00

—1 1 In (2 —
X = lim —— (In(2—2)) 2 der= lim (In ( :
w——00 g — X P w——00 5

w

f fe alaku

=2 lim (VIn3—/In(2—w))=—occ (divergens)

W——00

11.1.2. Egy fontos megjegyzés
b
@ Az / f(z) dz improprius integralt konvergensnek mondjuk, ha tetszdleges ¢ € (a, b)

/cf(x) dz és /b f(z)dx

mindketten konvergens integralok, és a fenti integrdl divergens, ha az utobbi két integrél
koziil akar csak az egyik divergens.

mellett

D) ?f(x)d:cz Jim /f(x)dx

@ Az eléz6 definicié miatt / f(x)dx # lim /f(m) dz.

o0 w o0

2 2
Ui. / xdr # lim [ zdz = lim {% - %1 = 0, mert pl. /xdx divergencidja miatt
—00 —w 0
/ xdx is divergens.
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11.1.3. Ha a fiiggvény nem korlatos

@ Ha a-ban nem korlatos, de f € Rpa4sy (a <a+6 <b)

a—a+0

b b b
/f(x) dx:(sl_i,rfo f(z)dx vagy = lim /f(x) dz

a+9d

@ Ha b-ben nem korlatos, de f € R,y

b b—6 B
[t@ae=tin [ f@)de  we = lm [ f@d

@ Ha ¢ € (a,b)-ben nem korlatos:

b c b c—01

/f(:c)dx:/f(x)dx—i—/f( dx—éllgl}ro/f )dx + 2hﬂnrio/bj‘“(:c)d:c

a a c c+02

1
Varcsinz
0/ L 1 x

1—§

3
nz)?
= lim arcsinw)% dz = lim (arcsinz)?

5_>+o R /1 — 12 5—40 g

J

f e alaku
2 . . 3 2 /T\ 5
=3 61_12_10 <(arcsm (1-9))2 — 0) =3 (§>
A 1
v/ (z —5)?
5
7 Nt

(x—5)3
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11.2. Fontos példak

I
Milyen a-ra konvergens / —dx ?
xOé
1

Ha a = 1:
1 e o
lim [ —dz = lim Inz| = lim (lnw—In1l) = oo, tehat divergens
w—00 x Ww—00 1 w—00

1

Ha a # 1:

w

—a+1 W 11—« 1
lim [ z7%dz = lim [x } = lim [w — ]

w—00 w—00 —O{—'—]_l_w—’oo 1_a ]__O[

Konvergens, ha 1 —a <0, tehat o« >1.
Divergens, ha 1 —a >0, tehat a < 1.

Osszefoglalva:

1 { konvergens, ha a > 1
xﬂt

= F= divergens, haa <1
1

1
1
Milyen a-ra konvergens / —dx ?
x
0

Hasonléan megmutathaté, hogy

1

1 d — konvergens, ha a <1
~ | divergens, haa>1

Ui: a = 1:

1

= lim (In1 —1Ind) = o0, divergens
é 0—+0

1
1 1
/—dx: lim —dx = lim Inzx
xT 6——+40 xT 6——+40
0 )
a# 1

1

—a+1 71 1 51—04
lim " %dx = lim * = lim —
5—40 i—+0 [—a+1|, —+0|l—-a 1-a

0
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Konvergens, ha 1 —a >0, tehat o <1.
Divergens, ha 1 —a <0, tehat o > 1.

o)
1
Milyen a-ra konvergens / —da ?
xOé
0

— dx = / —dx + / —dx igy divergens V a-ra

konv ha a<1 konv ha a>1

11.3. Az improprius integralok néhany tulajdonsaga

b
@ Az / f(z)dx (ill. / f(z) dz) improprius integral akkor és csak akkor konvergens,

ha Ve > 0-hoz EIQE&) € R szam tugy, hogy Vw; > Q, wy > Q (ill. w; < Q, wy < Q)
esetén:

/ flx)dz| <€ (Cauchy kritérium)

(—B)

@ Ha / | f(x)| dz konvergens, akkor f abszolit konvergens.

Ha / f(z) dz konvergens, de / | f(x)| dz nem konvergens, akkor az improprius in-

tegralt feltételesen konvergensnek mondjuk.

@ Ha / | f(x)| dz konvergens, akkor /f(x) dz is konvergens, és

7f(56)d:6 S]olf(w)ldw
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w2 w2
/f(x)dx < /\f(x)\dx <e wy,ws > e)

Az els6 egyenlGtlenség a hatarozott integralnal tanultak miatt, a mésodik pedig az
abszolut konvergencia és T miatt all fenn. Tehat / f(x) dz is konvergens.

MaAsrészt:

—|f(x)] < flz) < [f(2)] miatt

- / /()] dr < / flo)da < / /()] da Vora (0> 0)

Ekkor a limeszekre is igaz:

w

- Jim [17@)]de < m [ f@)de < in [ 17@)]do

W—00
a

tehat . . -
- [Vl [f@ar< @)
— |[t@ar| < [1r@lde
a a ]
11.3.1. Majorans kritérium

@ f € Rjow) Yw € (a,00)-re és |f(x)| < g(x) x € [a,00)-re.

Ha /g(x) dz konvergens, akkor /|f(a:)|dx is az (az el6z6 tétel miatt

[ee]

/ f(x) dx is konvergens) és

a

7f($)dx < 7|f($)|dw§79(x)dl’
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g-re igaz a Cauchy kritérium:

w2

/g(x) dr| <e

De 0 < |f(x)| < g(z) miatt:

w2

7|f<x>|dx < / glw)da| <

w1

tehat | f|-re is teljesiil a Cauchy kritérium.

Maésrészt: " .

[1s@lar < [ gte)ac
YV w-ra és ezért a limeszekre is teljesiil. u
11.3.2. Minorans kritérium

(e 9]

@ Ha 0 < h(x) < f(z) x € |a,00)-re és/h(x)dx:oo = /f(a:)dxzoo

a

e}

Ha / f(z) dz konvergens lenne, akkor az el6z§ tétel miatt / h(z) dz is konvergens

a a
lenne. n

@ Hasonlé tételek mondhatdk ki a (—oo, b] ill. [a, b] intervallumon definidlt improprius
integralokra is.

11.4. Feladatok

2

2
1
1. ——dx =7
1/\/4—x2

1

2. /Cosﬁdx:?
NG

0
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©w
@
s
8
o
S
|
~

=~

/ 1 dx =7 /ldx:?
14+ 22 T

e’ -
10./82x_1dx:? (t :=¢€")

T dx
11. /62
0

12. Konvergens-e az alabbi integral?

1dx:? (t:=¢€")

/x4+2x3—|—1 o
1

x
b) /x4+2x3+1dx
0
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13. Konvergens-e az
o0

x?cosx
— dx
/SB4+2[172+2
0

improprius integral? Ha igen, adjunk becslést az integral értékére!

12. Az integralszamitas alkalmazasa

12.1. Terulet

mesH—/bf(x)dx—/By(t)-j:(t)dt

f@) 20, feChy yt) >0, yeCp g v € Cy,y szig. mon. (vagy [B,a])

12.2. Szektorteriilet

12.3. Forgastest térfogata

Feltételek a tertiletnél.

12.4. fvhosszﬁség

(3 ivhossz = rektifikdlhaté a gorbeszakasz)
s = sup {hurpoligonok hossza} (s = oo, ha a halmaz nem korlétos)

oy

1. A folytonossag nem elégséges feltétele a rektifikalhatdsdgnak.

1 2
Pl f(z) = { El):cos z’ i i 8 x € [O, ;] -re § = 00, pedig folyt.
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2. A folytonos differencialhatésag mar elégséges feltétel.

s:/,/ufﬂ(x)dx:jmdt

VS C[la,b}v S C[%n,tz] szig. mon., Yy € C[%flth]
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