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Kivonat

Egy �osszetett kvantum rendszer �allapota rekonstru�alhat�o az egyik r�eszrend-
szeren v�egzett m�er�esekb}ol, ha a k�et r�eszrendszer k�oz�ott k�olcs�onhat�asokat
kapcsolunk be. A dolgozatban k�et kvantum bit}ol �all�o �osszetett rendszert
vizsg�alunk, �es c�elunk annak meg�allap��t�asa, hogy minim�alisan h�any k�olcs�on-
hat�asra van sz�uks�eg a hat�ekony �es teljes rekonstrukci�ohoz. A k�erd�es arra
a matematikai probl�em�ara vezethet}o vissza, hogy az eredeti rendszerhez
tartoz�o m�atrixalgebra hogyan bonthat�o fel olyan r�eszalgebr�akra, melyek
szint�en m�atrixalgebr�ak. A probl�ema a komplement�aris m�er�esek fogalm�a-
nak r�eszalgebr�akra val�o kiterjeszt�es�ehez is elvezet.

A dolgozatban r�eszletesen t�argyaljuk a k�et kvantum bit}ol �all�o rendszert le��r�o
4x4-es m�atrixalgebra eset�et. Megmutatjuk, hogy legal�abb hat r�eszalgebra
sz�uks�eges a teljes 4x4-es m�atrixalgebra line�aris kifesz��t�es�ehez, ha a r�eszalgeb-
r�akat elemi tenzorokkal lehet gener�alni. Mind a hat r�eszalgebra nem lehet
(p�aronk�ent) komplement�aris, de n�egy p�aronk�ent komplement�aris r�eszalgebra
k�onnyen konstru�alhat�o. A line�aris kifesz��t�eshez egy �ot�odik r�eszalgebr�at
v�eletlen unit�errel is gener�alhatunk. �Erdekess�egk�eppen azt is megmutajuk,
hogy az �ot�odik r�eszalgebra Hadamard-m�atrixokkal is kifesz��thet}o.

Petz �es Kahn bizony��tott�ak, hogy �ot p�aronk�ent komplememt�aris r�eszalgebra
nem l�etezik. Erre az eredm�enyre �uj bizony��t�ast adunk, �es azt is megmutat-
juk, hogy ha a n�egy komplement�aris r�eszalgebr�at elemi tenzorok gener�alj�ak,
akkor az ortogon�alis komplementumuk kommutat��v algebra.

1SZTAKI Rendszer- �es Ir�any��t�aselm�eleti Kutat�o Laborat�orium
2BME Anal��zis tansz�ek
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1. Bevezet�es

A kvantum rendszerek le��r�as�anak, �allapot reprezent�aci�oj�anak �es ir�any��t�as�anak mate-
matikai probl�em�ai napjaink m�elt�an n�epszer}u, elm�eletileg �erdekes �es gyakorlati szem-
pontb�ol is fontos kutat�asi ter�uletei. A kvantum rendszerek kezel�es�enek matematikai
probl�em�ait az inform�aci�o�atvitel �ujfajta m�odjai �es a kvantumsz�am��t�og�ep elm�eleti meg-
jelen�ese is motiv�alja [3, 2]. Az ir�any��t�ashoz is szorosan kapcsol�od�o probl�emak�or a
kvantumrendszerek �allapotbecsl�ese, m�assz�oval a kvantumtomogr�a�a [1].

Amennyiben a rendszer eg�esz�ere vonatkoz�o m�er�eseket v�egz�unk, akkor egy �erdekes,
�es az irodalomban alaposan vizsg�alt k�erd�es az, hogy h�any �es milyen obszerv�abilis kell
ahhoz, hogy az �allapotot hat�ekonyan rekonstru�alni tudjuk. K�onny}u l�atni, hogy egy
N szint}u rendszer �allapotrekonstrukci�oj�ahoz legal�abb N2 � 1=(N � 1) = N + 1 ob-
szerv�abilisra van sz�uks�eg. Term�eszetesen az obszerv�abiliseket t�obbsz�or is meg kell
m�erni, a rendszer azonos m�odon prepar�alt p�eld�anyain, mivel a m�er�es kimenetele szto-
chasztikus.

A dolgozatban vizsg�alt probl�em�ak olyan kvantumtomogr�a�ai k�erd�esek vizsg�alatakor
vet}odtek fel, amikor egy t�obb kvanrum bitb}ol �all�o rendszernek csak az egyik bitj�en
v�egzett m�er�esekb}ol pr�ob�alunk k�ovetkeztetni a rendszer �allapot�ara. Ez volt a szerz}o
hallgat�oi t�emalaborja, amely azt�an a [9] publik�aci�ohoz vezetett. A hat�ekony �allapot-
becsl�eshez kapcsol�odik a m�er�esek komplementarit�as�anak fogalma, amely sz�eles iroda-
lommal rendelkezik [14]. Amennyiben a r�eszleges inform�aci�ot a kvantum rendszerr}ol
nem m�er�essel, hanem egy r�eszrendszer ismeret�evel kapjuk, akkor m�as, de hasonl�onak
mondhat�o komplementarit�asi fogalom jelenik meg.

2. Alapfogalmak

Az al�abbiakban �osszefoglaljuk azokat a kvantummechanikai alapismereteket, melyek
sz�uks�egesek a dolgozat meg�ert�es�ehez. A r�eszletes t�argyal�as standard, matematikai
szeml�elet}u kvantummechanikai tank�onyvekben megtal�alhat�o, l�asd p�eld�aul [7, 8].

2.1. V�eges kvantummechanikai rendszerekr}ol

Minden v�eges kvantummechanikai rendszerhez tartozik egy Hilbert-t�er. A rendszer
�allapotait a Hilbert-t�eren �ertelmezett statisztikus oper�atoroknak, azaz 1 nyom�u, pozit��v
oper�atoroknak feleltethetj�uk meg. V�eges dimenzi�os esetben, azaz v�eges rendszerek
eset�eben a statisztikus oper�atorokat s}ur}us�egi m�atrixoknak is nevezik.

Egy �allapotot tiszt�anak nevez�unk, ha fel��rhat�o D = jxihxj alakban, ahol x egy
egys�egvektor. Minden 1 rang�u m�atrix fel��rhat�o ilyen alakban. A nem tiszta �allapotokat
keverteknek nevezz�uk. A kevert �allapotok mer}olegess�eg�et a Hilbert-Schmidt bels}o szor-
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zattal �ertelmezz�uk:
hA;Bi = Tr(A�B):

Egy rendszert N -szint}unek nevez�unk, ha a hozz�a tartoz�o Hilbert-t�er CN .

Egy �osszetett rendszerhez tartoz�o Hilbert-t�er az alrendszerekhez tartoz�o terek ten-
zorszorzata.

A m�er�est egy obszerv�abilis, azaz egy �onadjung�alt oper�ator seg��ts�eg�evel �ertelmez-
hetj�uk. A m�er�es eredm�enye az obszerv�abilis saj�at�ert�ekeinek egyike, �es a m�er�es ut�an a
rendszer tiszta �allapotba ker�ul. Ha A =

P
i �iEi egy obszerv�abilis spektr�alis felbont�asa,

akkor a �i saj�at�ert�ek val�osz��n}us�ege TrDEi, ahol D az �allapot s}ur}us�ege a m�er�es el}ott, a
m�er�es v�arhat�o �ert�eke pedig TrAD, melyre az hAiD jel�ol�est is haszn�alj�ak.

Egy H1 
 : : :
Hn szorzatt�eren az

Ai =

i�1z }| {
I 
 : : :
 I 
A
 I 
 : : :
 I

obszerv�abilist felfoghatjuk egy, az i-edik komponensre koncentr�alt m�er�esnek. Ennek
seg��ts�eg�evel bevezethetj�uk a reduk�alt s}ur}us�egeket : Di az i-edik reduk�altja D-nek, ha
TrDAi = TrDiA. A reduk�alt s}ur}us�eg a margin�alis eloszl�as anal�ogi�aja, �es ahhoz ha-
sonl�oan egy konkr�et felbont�ashoz tartoz�o reduk�alt s}ur}us�egek egy�uttesen sem adnak
teljes inform�aci�ot az �allapotr�ol.

A reduk�alt s}ur}us�egek kisz�amol�as�ahoz hasznos m}uvelet a parci�alis nyom. Ha egy
H1 
 : : :
Hn szorzatt�eren hat�o �onadjung�alt oper�atorok k�oz�ott r�ogz��t�unk egy fBi1

1 

: : :
Bin

n gi1;:::;in b�azist, akkor a

Trk(B
i1
1 
 : : :
Bin

n ) = Tr(Bik
k )B

i1
1 
 : : :
B

ik�1
k�1 
B

ik+1
k+1 
 : : :
Bin

n

kiterjed egy line�aris lek�epez�ess�e, �es

Di = Tr1 : : :Tri�1Tri+1 : : :TrnD

2.2. Kvantum bit �es �allapot�anak reprezent�aci�oja

Az egyik legegyszer}ubb kvantummechanikai rendszer a kvantum bit (r�oviden qubit,
vagy m�asn�even feles spin). A hozz�a tartoz�o Hilbert-t�er C2. A C2 t�eren hat�o �onadjung�alt
m�atrixok ter�eben ortogon�alis b�azist alkotnak az I = �0 identit�as �es a

�1 =

�
0 1
1 0

�
; �2 =

�
0 �i
i 0

�
; �3 =

�
1 0
0 �1

�
:

Pauli-m�atrixok.
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A Pauli-m�atrixok �onadjung�altak, nulla nyom�uak, �es teljes�ul r�ajuk a k�ovetkez}o �osz-
szef�ugg�es:

�i�j = �ijI + i
3X

k=1

�ijk�k ;

ahol �ijk a Levi-Civita tenzor:

�i1i2:::in =

8<
:

0 ha 9j; k, hogy ij = ik,
1 ha (i1i2 : : : in) p�aros permut�aci�o,
�1 ha (i1i2 : : : in) p�aratlan permut�aci�o.

Egy feles spin �allapota fel��rhat�o

1

2
(I +

3X
i=1

xi�i)

alakban, ahol xi 2 R. Ekkor a pozitivit�as krit�eriuma ekvivalens a
P3

i=1 x
2
i � 1

egyenl}otlens�eggel, �es tiszta �allapotot kapunk pontosan akkor, ha
P3

i=1 x
2
i = 1. �Igy

az �allapotok egy-egy�ertelm}uen megfeleltethet}oek az R3-beli egys�egg�omb pontjainak, �es
ez a megfeleltet�es line�aris. Ezt a reprezent�aci�ot nevezz�uk Bloch-g�ombnek.

A Bloch-g�ombbel t�ort�en}o �abr�azol�as nagy el}onye, hogy k�onnyen k�epszer}us��thet}o.

Ennek a reprezent�aci�onak egy �altal�anos��t�as�ahoz, az �altal�anos��tott Bloch-vektorhoz
jutunk, ha egy N-szint}u rendszer eset�en r�ogz��t�unk egy f�igN2�1

i=1 b�azist a CN nulla
nyom�u �onadjung�alt oper�atorai k�oz�ott, �es a

D =
1

N
I +

N2�1X
i=1

�i�i; �i 2 R

�allapotnak a � = f�igN2�1
i=1 2 R

N2�1 vektort feleltetj�uk meg. A Bloch-vektorok tere
N � 3 esetben nem olyan egyszer}u, mint a Bloch-g�omb, de mindig r�esze azN -dimenzi�os
egys�egg�ombnek, �es tetsz}oleges N -re a v�alasztott b�azis bizonyos struktur�alis konstansa-
it�ol f�ugg}o egyenl}otlens�egek form�aj�aban pontosan megadhat�o [6].

3. K�et kvantum bit �allapot�anak rekonstrukci�oja

Legyen a k�et kvantum bitb}ol �all�o rendszer�unk s}ur}us�ege D0. Ekkor az M2(C)
M2(C)
szorzatt�eren k�epezhetj�uk a D0

1 = Tr2D reduk�alt s}ur}us�eget. A rendszeren bekapcsolt
k�olcs�onhat�as egy unit�er transzform�aci�onak felel meg: Di = UiD

0U�

i valamely Ui unit�er
transzform�aci�oval, �es az ehhez tartoz�o reduk�alt Di

1 = Tr2D
i. �Igy reduk�altak egy

fDi
1gki=1 sorozat�ahoz jutunk. A k�erd�es az, hogy mekkora legyen k minim�alisan, hogy

az eredeti s}ur}us�eget m�ar meg tudjuk hat�arozni. Megmutatjuk, hogy ez a minimum 5.
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A s}ur}us�eg helyett az algebr�at is transzform�alhatjuk, azaz M4(C) algebr�anak olyan
Ai r�eszalgebr�ait keress�uk, melyek izomorfak az M2(C) algebr�aval, �es kifesz��tik a teljes
M4(C) algebr�at.

Mivel dimM4(C)	CI = 15, �es dimM2(C)	CI = 3, ez�ert legal�abb 5 r�eszalgebr�ara
mindenk�epp sz�uks�eg van. Azt kell teh�at megmutatni, hogy ennyi el�eg is.

3.1. Absztrakt Pauli-m�atrixok

Egy S = fSig3i=1 �M4(C) h�armast absztrakt Pauli-m�atrix h�armasnak, vagy egyszer�uen
csak Pauli-h�armasnak nevez�unk, ha nulla nyom�uak, �onadjung�altak, �es teljes�ul r�ajuk a
Pauli-m�atrixok szorz�asszab�alya, azaz

SiSj = �ijI + i
3X

k=1

�ijkSk

Egyszer}u sz�amol�asb�ol k�ovetkezik, hogy ez ekvivalens a

S2
1 = I; S2

2 = I

S1S2 + S2S1 = 0

S3 = �iS1S2

egyenletekkel.

Az Si 2 M4(C) absztrakt Pauli-m�atrixok eset�en a �i 7! Si megfelelt�etes kiterjed az
M2(C) algebr�anak az M4(C) algebr�aba val�o be�agyaz�as�av�a.

3.2. Elemi tenzorok esete

Elemi tenzornak nevezz�uk a �k(1) 
 : : :
 �k(n) alak�u szorzatokat.

A k�ovetkez}o t�etel mutatja, hogy k�et feles spin eset�eben elemi tenzorokb�ol nem l�etezik
minim�alis rekonstrukci�o.

1. T�etel. Tegy�uk fel, hogy a k�et feles spinhez tartoz�o rendszer minden reduk�altj�at ele-
mi tenzorokb�ol �all�o absztrakt Pauli-m�atrix h�armasokkal adunk meg. Ekkor legal�abb 6
reduk�alt sz�uks�eges a rekonsrukci�ohoz.

Bizony��t�as. Legyen egy ilyen reduk�alt a fT1; T2; T3g Pauli h�armas. Ha T1 = �i 
 �j �es
T2 = �k 
 �l; i; j; k; l 2 f1; 2; 3g, akkor a Ti-kre vonatkoz�o szorz�asi szab�alyok alapj�an

iT3 = T1T2 = (�i�k)
 (�j�l)
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�es az �i-kre vonatkoz�ok alapj�an

iT3 = �
X
m;n

(�ikm�jln�m
�n)+i(�ik
X
n

(�jln�0
�n)+�jl
X
m

(�ikm�m
�0))+�ik�jl�0
�0

amib}ol (mivel T3 �onadjung�alt, de i�i 
 �j nem az) l�atszik, hogy i = k �es j = l k�oz�ul
pontosan az egyiknek kell fenn�allnia, �es minden ilyen reduk�altban legal�abb az egyik
tagnak �0 
 �j vagy �j 
 �0 alak�unak kell lennie.

Viszont nyilv�an az sem lehet, hogy pontosan k�et ilyen tag van, mert

(�i 
 �0)(�j 
 �0) = �i�k 
 �0

is ilyen alak�u, azaz h�arom ilyen tagot kapunk, illetve (�i
�0) �es (�0
�j) kommut�alnak,
��gy nem alkothatnak Pauli-m�atrix h�armast.

Ekkor viszont a skatulya elvb}ol �es abb�ol, hogy �osszesen h�arom-h�arom �0 
 �j �es
�j 
 �0 alak�u elemi tenzor van, k�ovetkezik, hogy ha a reduk�altak elemei kifesz��tik a
teret, akkor legal�abb hat ilyen reduk�altra van sz�uks�eg.

A t�etel egy �altal�anos��t�as�at Sz}oll}osi Ferenc mutatta meg [9] az al�abbi t�etel form�aj�aban:

2. T�etel. Ha az n feles spinb}ol �all�o rendszer minden reduk�altj�at elemi tenzorokb�ol �all�o
absztrakt Pauli-m�atrix h�armasokkal adunk meg, akkor t�obb, mint 22n�1

3
reduk�altra van

sz�uks�eg.

Bizony��t�as. Vil�agos, hogy egy elemi tenzor m�atrix minden eleme tiszt�an val�os vagy
tiszt�an k�epzetes, mert az egyetlen Pauli-m�atrixnak, amelynek k�epzetes elemei is van-
nak, minden eleme tiszt�an k�epzetes.

Ebb}ol k�ovetkezik, hogy egy fT1; T2; T3g Pauli h�armasnak vagy egy vagy h�arom
tiszt�an k�epzetes tagja van. Legyen egy rekonstrukci�oban az el}obbiek sz�ama N , az
ut�obbiak�e M . Ekkor, mivel a tiszt�an k�epzetes �onadjung�alt m�atrixok altere 22n�2n

2

dimenzi�os, ez�ert

N + 3M =
22n � 2n

2

ami nem �allhat egyszerre fent a minimalit�asb�ol k�ovetkez}o

N +M =
22n � 1

3

egyenl}os�eggel.
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3.3. Rekonstrukci�o elemi tenzorokkal

A 1. t�etel szerint �ot elemi tenzorokkal gener�alt r�eszalgebr�akkal nem l�etezik rekonstruk-
ci�o, hattal viszont m�ar igen. Az al�abbi hatos egy lehets�eges megold�ast mutat.

f�1 
 �1; �1 
 �2; I 
 �3g
f�2 
 �2; �2 
 �3; I 
 �1g
f�3 
 �3; �3 
 �1; I 
 �2g
f�2 
 �2; �3 
 �2; �1 
 Ig
f�3 
 �3; �1 
 �3; �2 
 Ig
f�1 
 �1; �2 
 �1; �3 
 Ig

(1)

Ez a rekonstrukci�o nem minim�alis, de j�ol �attekinthet}o a strukt�ur�aja, tov�abb�a nem
egy�ertelm}u, p�eld�aul a Pauli-m�atrixok indexeit testsz}olegesen permut�alva egy m�asik
kaphat�o.

3.4. Minim�alis rekonstrukci�o

A k�ovetkez}o n�egy Pauli-h�armast 0 nyom�u elemi tenzorok alkotj�ak:

fI 
 �1; �1 
 �2; �1 
 �3g
fI 
 �2; �2 
 �3; �2 
 �1g
f�1 
 I; �2 
 �2; �3 
 �2g
f�2 
 I; �3 
 �1; �1 
 �1g

Ha tal�alunk hozz�a egy olyan �ot�odik Pauli-h�armast, hogy az azt alkot�o m�atrixok
f}o�atl�oja f�uggetlen, akkor egy teljes, �es minim�alis rekonstrukci�ot kapunk. Erre egy
p�eld�at Sz}oll}osi Ferenc tal�alt sz�am���og�epes keres�essel [9]:

1

2

0
BB@

1 1 1 1
1 1 �1 �1
1 �1 �1 1
1 �1 1 �1

1
CCA ;

1

2

0
BB@

1 i i �1
�i �1 �1 i
�i �1 1 �i
�1 �i i �1

1
CCA ;

1

2

0
BB@
�1 i 1 i
�i 1 i 1
1 �i 1 i
�i 1 �i �1

1
CCA :

Az �ot�odik r�eszalgebr�at a fenti Hadamard-m�atrixok [13] fesz��tik ki line�arisan.

Egy m�asik megk�ozel��t�esben az �ot�odik r�eszalgebr�at v�eletlen unit�er gener�al�as�aval is
kereshetj�uk [12].

3.5. Minim�alis rekonstrukci�o v�eletlen unit�er transzform�aci�okkal

K�onnyen l�athat�o, hogy azok a W1;W2; : : : ;W5 unit�er transzform�aci�ok, amelyekre az
Wi(I 
 M2(C))W

�

i r�eszalgebr�ak nem feszitik ki line�arisan a 4 � 4-es m�atrixok al-
gebr�aj�at egy alacsonyabb dimenzi�os r�eszhalmaz�at alkotj�ak az U(2) Lie-csoport �ot�odik
hatv�any�anak. Ez�ert ez a halmaz a Haar-m�ert�ekre n�ezve 0 m�ert�ek}u kell, hogy legyen.
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Ha teh�at a Wi unit�ereket a Haar-m�ert�ek szerint v�eletlen�ul v�alasztjuk, akkor a

fWi(I 
 �j)W
�

i g3j=1

Pauli-h�armasok 1 val�osz��n}us�eggel line�arisan f�uggetlenek lesznek, �es ��gy az identit�assal
egy�utt line�arisan kifesz��tik az eg�esz M4(C) algebr�at [9, 12]. Ez a m�odszer tetsz}oleges
sz�am�u feles spin eset�eben alkalmazhat�o.

4. Komplementarit�as

A komplement�aris, vagy k�olcs�on�osen torz��tatlan b�azisok fontos szerepet j�atszanak a
p�eld�aul kvantumtomogr�a��aban [14] �es a kvantummechanika m�as ter�uletein [15]. A
k�olcs�on�osen torz��tatlan m�er�esek p�aronk�ent komplement�aris, maxim�alis kommutat��v al-
gebr�aknak felelnek meg [5]. A k�ovetkez}o t�etel ennek egy anal�ogi�aja:

3. T�etel. [9] Legyenek az A1 �es az A2 r�eszalgebr�ai az Mn(C) algebr�anak, �es legyenek
izomorfak az Mk(C) algebr�aval. Ekkor az A1	CI �es az A2	CI alterek pontosan akkor
ortogon�alisak, ha minden P1 2 A1 �es P2 2 A2 minim�alis projekci�ora TrP1P2 =

n
k2
.

A hasonl�os�ag indokolja a k�ovetkez}o elnevez�est: azt mondjuk, hogy a fenti t�etelben
szerepl}o A1 �es az A2 r�eszalgebr�ak komplement�arisak, ha az A1 	 CI �es az A2 	 CI
alterek ortogon�alisak.

A komplement�aris m�er�esek hat�ekonyabb �allapotrekonstrukci�ot tesznek lehet}ov�e [14],
ez az oka annak, hogy komplement�aris r�eszalgebr�akat igyeksz�unk tal�alni.

4.1. Hasznos unit�erek

Felmer�ul a k�erd�es, hogy mikor lesz k�et r�eszalgebra komplement�aris. Val�oj�aban el�eg
a CI 
Mn(C) algebr�aval val�o komplementarit�ast vizsg�alni, hiszen tetsz}oleges U;W 2
Mn(C)
Mn(C) unit�er transzform�aci�ok eset�en ha a CI
Mn(C) �esW (CI
Mn(C))W

�

algebr�ak komplement�arisak, akkor nyilv�an az

U(CI 
Mn(C))U
� �es UW (CI 
Mn(C))W

�U�

algebr�ak is azok.

4. T�etel. [10] Legyen W =
P

ij = Eij 
 Uij unit�er m�atrix, ahol Eij; Uij 2 Mn(C),
�es (Eij)kl = �ik�jl. A W (CI 
Mn(C))W

� algebra pontosan akkor komplement�aris a
CI 
Mn(C) algebr�aval, ha fWijg ortonorm�alt b�azist alkot a Mn(C) m�atrixok k�oz�ott.

A t�etelbeli W unit�er m�atrixokat hasznos unit�ereknek nevez�unk.
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Hasznos unit�erre egy j�o p�elda a

1p
2

�
I �3
�1 i�2

�

blokkm�atrix alakban ��rt transzform�aci�o.

A t�etel szerint k p�aronk�ent komplement�aris r�eszalgebra l�etez�ese ekvivalens hasznos
unit�erek olyan W0 = I;W1;W2; : : : ;Wk�1 csaladj�anak l�etez�es�evel, hogy WiW

�

j is hasz-
nos unit�er.

4.1.1. Konstrukci�o

Hasznos unit�erek konstrukci�oj�ara j�ol haszn�alhat�o az al�abbi m�odszer.

Legyen fjeiign�1i=0 egy b�azis, q = e
i2�
n �es legyenek X �es Y a k�ovetkez}o unit�er transz-

form�aci�ok:

Xjeii =
� jei+1i; ha i 2 f0; 1; : : : ; n� 2g
je0i; ha i = n� 1

Y =
X
i

qijeiiheij:

L�athat�o, hogy Y X = qXY , vagy �altal�anosabban

Y jXk = qjkXkY j

teljes�ul. Legyen

Sj;k = Y jXk =
n�1X
i=0

qijjeiihei+kj;

ahol az indexbeli �osszead�as modulo n �ertend}o. Ekkor

Sj;kSl;m = qklSj+l;k+m;

�es TrSj;k = 0, kiv�eve, ha j = 0, vagy k = 0, ��gy a fSj;k : 0 � j; k � n � 1g unit�er
m�atrixok p�aronk�ent ortogon�alisak. Legyen

Uij = cijSi;j;

ahol (cij) unit�er. Ha

W =
X
ij

= Eij 
 Uij;

akkor
(WW �)ik =

X
j

UijU
�

kj =
X
j

cijc
�

klX
i�k = �ikI

�es W unit�er m�atrix. M�asr�eszt TrUijU
�

ij = jcijj2TrI = njcijj2. Ha ez 1, akkor W egy
hasznos m�atrix lesz.
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4.2. Komplementarit�as k�et kvantum bit eset�eben

Ha W 2M4(C) hasznos unit�er, akkor l�etezik W Cartan felbont�asa [11]:

W = (L1 
 L2)N(L3 
 L4);

ahol Li 2M2(C); i = 1; : : : ; 4 unit�er m�atrixok, �es

N = ei
P
j �j�j
�j 2M4(C)

unit�er.

Egyszer}u behelyettes��t�esb}ol l�atszik, hogy a W (CI 
Mn(C))W
� algebra nem f�ugg az

L3; L4 m�atrixokt�ol, a CI 
Mn(C) algebr�aval val�o komplementarit�as pedig az L1; L2

m�atrixokt�ol.

�Igy feltehetj�uk, hogy Li = I. A 4. t�etel alapj�an kapjuk, hogy

N =
3X

i=0

ci�i 
 �i;

ahol
c0 = cos�1 cos�2 cos�3 + i sin�1 sin�2 sin�3

c1 = cos�1 sin�2 sin�3 + i sin�1 cos�2 cos�3

c2 = sin�1 cos�2 sin�3 + i cos�1 sin�2 cos�3

c3 = sin�1 sin�2 cos�3 + i cos�1 cos�2 sin�3;

�es

jcij2 = 1

4
;

azaz a (4.2) k�epletben szerepl}o �i param�eterek k�oz�ul kett}o �=4+k�=2 alak�u, a harmadik
tetsz}oleges [10]. Legyen N a felt�eteleket kiel�eg��t}o unit�er m�atrixok halmaza, �es

Ni = fN 2 N : �i tetsz}oleges, a m�asik kett}o �=4 + k�=2 alak�ug

1. Lemma. Ha Ni 2 Ni; akkorNi(I 
 �i)N
�

i = ��i 
 I

Bizony��t�as. Jel�olj�uk N elemeit N(�1; �2; �3)-al a param�eterek f�uggv�enyek�ent. A ci
param�eterek szimmetri�aj�ab�ol ad�odik, hogy ha � egy permut�aci�o, akkor

N(��(1); ��(2); ��(3)) =
3X

i=0

c�(i)�i 
 �i =
3X

i=0

ci��(i) 
 ��(i);

ez�ert el�eg a t�etel �all��t�as�at egy konkr�et i-re bel�atni.
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Legyen Nk;l(�) = N(�=4+k�=2; �=4+ l�=2; �) 2 N3. Ekkor Nk;l(�) az al�abbi alak�u:0
BB@

cos(1
2
(k � l)�)ei� 0 0 sin(1

2
(k � l)�)iei�

0 sin(1
2
(k + l)�)e�i� cos(1

2
(k + l)�)ie�i� 0

0 cos(1
2
(k + l)�)ie�i� � sin(1

2
(k + l)�)e�i� 0

sin(1
2
(k � l)�)iei� 0 0 cos(1

2
(k � l)�)ei�

1
CCA :

Mivel Nk;l(�) = �N(k+2);l(�), illetve Nk;l(�) = �Nk;(l+2)(�), ez�ert elegend}o az
fNk;l(�) : (k; l) 2 f0; 1g2g transzform�aci�okat vizsg�alni, az al�abbiak szerint:

N0;0(�)(I 
 �1)N
�

0;0(�) = sin(2�)�1 
 I + cos(2�)�2 
 �3;

N0;0(�)(I 
 �2)N
�

0;0(�) = sin(2�)�2 
 I � cos(2�)�1 
 �3;

N0;0(�)(I 
 �3)N
�

0;0(�) = �3 
 I

N0;1(�)(I 
 �1)N
�

0;1(�) = � sin(2�)�1 
 I � cos(2�)�2 
 �3;

N0;1(�)(I 
 �2)N
�

0;1(�) = sin(2�)�2 
 I � cos(2�)�1 
 �3;

N0;1(�)(I 
 �3)N
�

0;1(�) = ��3 
 I

N1;0(�)(I 
 �1)N
�

1;0(�) = sin(2�)�1 
 I + cos(2�)�2 
 �3;

N1;0(�)(I 
 �2)N
�

1;0(�) = � sin(2�)�2 
 I + cos(2�)�1 
 �3;

N1;0(�)(I 
 �3)N
�

1;0(�) = ��3 
 I

N1;1(�)(I 
 �1)N
�

1;1(�) = � sin(2�)�1 
 I � cos(2�)�2 
 �3;

N1;1(�)(I 
 �2)N
�

1;1(�) = � sin(2�)�2 
 I + cos(2�)�1 
 �3;

N1;1(�)(I 
 �3)N
�

1;1(�) = �3 
 I

Az egyenl}os�egekb}ol l�athat�o, hogy val�oban teljes�ul a lemma �all��t�asa. L�athat�o az is,
hogy az Nk;l(�)(CI 
Mn(C))N

�

k;l(�) algebra nem f�ugg k �es l v�alaszt�as�at�ol.

A 1. lemma egy fontos k�ovetkezm�enye a k�ovetkez}o k�et t�etel:

5. T�etel. Ha A az M4(C) algebra r�eszalgebr�aja az M2(C) algebr�aval izomorf, �es az
CI
M2(C) algebr�aval komplement�aris, akkor A �es M2(C)
CI metszete nem trivi�alis.

Bizony��t�as. Van olyan W = (L1 
 L2)N hasznos unit�er �es i 2 f1; 2; 3g, hogy N 2 Ni,
�es A = W (CI 
Mn(C))W

�. Ekkor

(L1 
 L2)N(I 
 �i)N
�(L�1 
 L�2) = �L1�iL

�

1 
 I;

�es L1�iL
�

1 6= cI, hiszen �i spektruma f1;�1g.
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6. T�etel. Az M4(C) algebr�anak nincs 5 p�aronk�ent komplement�aris, az M2(C) al-
gebr�aval izomorf r�eszalgebr�aja.

Bizony��t�as. Legyenek az fAg4i=1 algebr�ak a t�etel felt�etel�eben szerepl}o tulajdons�ag�uak.
Ekkor az Ai algebra metszete a (M2(C)
CI)	C(I
I) t�errel legal�abb 1 dimenzi�os, �es
mivel dim(M2(C)
CI)	C(I 
 I) = 3, ez�ert az Ai algebr�ak nem lehetnek p�aronk�ent
komplement�arisak.

A 6. t�etel els}o bizony��t�as�at Petz D�enes �es Jonas Kahn adta [10].

4.2.1. P�aronk�ent komplement�aris algebr�ak ortokomplementuma

�Erdekes k�erd�es az, hogy a 4 r�eszalgebra ortogon�alis komplementuma (az identit�ast
hozz�aadva) algebra strukt�ur�aval is rendelkezik-e, �es ha igen, milyennel? Azt tal�altuk,
hogy elemi tenzorok eset�eben ez egy kommutat��v algebra lesz, �es azt sejt�uk, hogy ez
mindig ��gy van.

7. T�etel. Ha az Ai � M4(C); i = 1; : : : ; 4 elemi tenzorokkal gener�alt r�eszalgebr�ak
az M2(C) algebr�aval izomorfak �es p�aronk�et komplement�arisak, akkor az ortogon�alis
komplementumuk egy kommutat��v algebra.

Bizony��t�as. Minden az Ai r�eszalgebr�ahoz tartoz�o Pauli-h�armas tartalmaz pontosan egy
vagy h�arom �k 
 I vagy I 
 �k alak�u elemet (l�asd az 1.t�etel bizony��t�as�aban). Tegy�uk
fel, hogy az egyik, p�eld�aul A0 az CI 
M2 r�eszalgebra. Ekkor az 5. t�etel miatt minden
�j
I; j = 1; 2; 3 benne van pontosan az egyik r�eszalgebr�ahoz tartoz�o Pauli-h�armasban,
legyen ez Aj. Teh�at az Aj r�eszalgebr�at gener�al�o Pauli-h�armas f�kj
�nj ; �lj
�nj ; �j

Ig alak�u, ahol r�ogz��tett j-re kj; lj; j k�ul�onb�oz}ok, nem null�ak, �es ugyan ez teljes�ul az
n1; n2; n3 indexekre is. Teh�at a h�arom kimarad�o elemi tenzor a f�j
�njg3j=1, �es ezek az
indexek k�ul�onb�oz}os�ege miatt egy kommutat��v algebr�at gener�alnak. Az A0 = M2 
CI
eset ugyan��gy bizony��that�o.

Tegy�uk fel most azt, hogy nincs a n�egy r�eszalgebra k�oz�ott CI 
M2. Ekkor, mivel
�osszesen hat �k 
 I vagy I 
 �k alak�u elemi tenzor van, ez�ert ezek k�oz�ul kett}o olyan
van, amelyik nem eleme egyik Ai r�eszalgebr�anak sem.

Bel�atjuk, hogy az nem lehet, hogy a k�et kimarad�o elemi tenzorban az identit�as ugyan
abban a tenzorfaktorban van. Tegy�uk fel indirekt, hogy az A0 r�eszalgebr�ahoz tartz�o
Pauli-h�armas a f�r
I; �y
�x; �z
�xg; x 6= 0, �es azAk; k = 1; 2; 3 r�eszalgebr�ahoz tartz�o
pedig a fI
�k; �lk
�mk

; �lk
�nkg, ahol mk; nk; k k�ul�onb�oz}ok, nem null�ak, �es ugyanez
teljes�ul az r; y; z indexekre is. Nyilv�an ha p 6= q, akkor lp 6= lq, hiszen csak h�arom
�lk
�s; s 6= 0 alak�u elemi tenzor van, �es��gy �lm
�x =2 Ak8k pontosan akkor, ham = x.
Ekkor viszont az A0 r�eszalgebr�anak a t�obbi r�eszalgebr�aval val�o komplementarit�as�ahoz
az z = lx = y egyenl}os�egnek teljes�ulnie kell, ami viszont ellentmond�as, mert z 6= y.
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Ezek alapj�an feltehetj�uk, hogy f�r 
 I; I 
 �sg \Ak = ;; k = 0; 1; 2; 3, ahol r; s nem
null�ak. �r
�s nem lehet benne egyik Ak r�eszalgebr�aban sem, mert ha p�eld�aul az A0 al-
gebr�ahoz tartoz�o Pauli-h�armas a f�n
I; �r
�s; �m
�sg lenne, ahol n; r;m k�ul�onb�oz}ok,
nem null�ak, akkor, mivel abban a k�et r�eszalgebr�aban, melyek Pauli-h�armas�aban van
I 
 �p alak�u tag, kell lennie �q(p)
 �s alak�u tagnak is, m�ar n�egy �x 
 �s; x 6= 0 alak�u
elemi tenzort kapn�ank, ami ellentmond az Ak r�eszalgebr�ak komplementarit�as�anak. Ek-
kor viszont �r 
 �s =2 Ak, �es a f�r 
 I; I 
 �s; �r 
 �sg Pauli-h�armas egy kommutat��v
r�eszalgebr�at gener�al.

5. �Osszefoglal�as

Az �allapotrekontstrukci�ot abban az esetben vizsg�altuk, amikor a m�er�esek csak az egyik
biten hajthat�ok v�egre a k�et kvantum bitb}ol �all�o rendszerben.

Bel�attuk, hogy k�et kvantum bit eset�eben elemi tenzorokb�ol legal�abb hatra van
sz�uks�eg a rekonstrukci�ohoz, �es megadunk egy Hadamard m�atrixokat haszn�al�o rekonst-
rukci�ot is. Ezen t�ulmen}oen mutattunk egy algoritmust v�eletlen�ul gener�alt minim�alis
rekonstrukci�o el}o�all��t�as�ara [9], ahol az ut�obbi tetsz}oleges m�eret}u rendszerre kiterjeszt-
het}o.

Vizsg�altuk a komplementarit�ast k�et kvantum bit eset�eben, �es �uj bizony��t�ast adtunk a
komplement�aris algebr�ak maxim�alis sz�am�ar�ol sz�ol�o t�etelre [10], valamint megmutattuk,
hogy ha a n�egy komplement�aris algebr�at elemi tenzorok gener�alj�ak, akkor az ortogon�alis
komplementumuk kommutat��v algebra.

5.1. Tov�abbi kutat�asi ir�anyok

A tov�abbi kutat�asok sor�an szeretn�enk meghat�arozni k�et qubit eset�eben a p�aronk�ent
komplement�aris algebr�ak ortokomplementum�at az �altal�anos esetben, �es megbecs�ulmi
a komplement�aris r�eszalgebr�ak sz�am�at t�obb kvantum bit eset�en. Vil�agos, hogy az n
kvantum bitb}ol �all�o rendszer 22n�1 dimenzi�os, ��gy legfeljebb 22n�1

3
ilyen algebra lehet,

de a 2. T�etel alapj�an arra k�ovetkeztethet�unk, hogy a fels}o korl�at �altal�aban nem �erhet}o
el.
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