1. Zarthelyi megoldasokkal
1994 657

1. Igaze hogyha axc=bxc é c#0, akkor a=>b ? Allitdsat indokolja!

MO. Nem: axc=bxc iff (a—b)xc=0 if a=0b VAGY a—b parhuzamos c—vel. Példdul
két azonos c alapu és azonos magassagui haromszog esetén, melyeknek ¢ kezdopontjabdl kiindulé egy-egy
oldalvektora a ill. b # a (tovabbd a és b c—nek ugyanabba a félsikjdba esnek ) igaz, hogy a X ¢ = b x ¢,
hisz a két haromszog teriilete megegyezik és a x ¢ valamint b X ¢ irdnyai is azonosak.

2. Van-e az aldbbi egyenletekkel megadott egyeneseknek kozos sikja? Ha van, adja meg az egyenletét !

€1 €es:
= 14t xr = 3—1
y = 2—1 y = 2t
z = =142t z = 3+t
MO. 1+t=3-X,2—-t=2\ ~ A=0,t=2¢é —1+2-2=3=3+0, tehat az egyenesek metszik

egymdst az e1(2) = 2(0) P = (3,0,3) pontban. A keresett S sik normélvektora n = e., X €., =
(1,-1,2) x (—=1,2,1) = (=5,-3,1), tehat S : —5(z —3) — 3y + (2 —3) =0.

3. Bizonyitsuk be, hogy tetszoleges A, B és C halmazok esetén: AN (AN E) =BnN(BN Z) !

MO. a-ab=a(a+b)=ab=ba=bb+a)=b-ba .
4. Adjameg az (1 + j)° komplex szdm kanonikus alakjét !
MO.
(145)° = (VB - 209 = (VB)* - 20 (14 ) = 16(1 4 j)
5. Hatarozza meg az 6sszes olyan komplex szamot, melyre fenndll, hogy

2=z

MO. z=el? —vel: e21? = ¢3¢ iff 399 =1 iff 3p=0 (mod 2r) iff z=e"F n=01,2.

6. Van-e olyan 0 — hoz konvergal6 pozitiv elemi sorozat, melyhez nincsen olyan kiiszobindex, ami utan
mar a sorozat monoton volna ? Allitdsdt indokolja!

/////

MO. Van, példaul az % és a % sorozatok Osszefésiilésébol keletkezett sorozat.

7. Szamitsa ki az aldbbi sorozat hatérértékét !
2-3"+4+1
ap =\ ———F—
n + 3n

2, n —n
\/ 3 +1:\/ 2+3 V3
n—+ 3" n-37"+1

8. Legyenek (a,) és (b,) tetszoleges sorozatok.

MO.

a) Tegyiik fel, hogy lim,, oo an - b, =0 . Igaz-e, hogy (a,) és (b,) koziil valamelyik 0 — hoz tart ?
b) Tegyiik fel, hogy lim, . a, =0. Igaze, hogy lim, .o an-b, =07
Allitésat indokolja !

MO.

a) Nem. Példdul a, = (-1)"+1 és b, =aps1 esetén lim, ..ay,-b, =0,
pedig sem (a,) sem (b,) nem konvergens.

b) Nem. Példaul ha a,, = % —0 és b,=mn, akkor lim, ., a, -b,=1.
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1. Hatédrozza meg az Gsszes olyan egyenes egyenletét, mely parhuzamos az S : 2x + 2y — z = 1 sikkal és
atmegy a P = (1,2,1) ponton!

MO. A kivant tulajdonsdgi egyenesek irdnyvektorai e = (a,b,1) vagy e = (a,b,0) alakiak, melyek
merolegesek a sik normaélvektorara, tehdt 2a +2b—1 = 0, azaz b = 1 — a, vagy 2a + 2b = 0, azaz
b= —a. lgy (mivel P rajta van az egyeneseken) az ¢ = at+ 1, b= (1—a)t+2, c=t+1 és az
r=at+1, y=—at+2, z =1 egyenletii egyenesek a kivant tulajdonsiaguak barmely a # 0 valds esetén.

2. Vektoralgebrai eszk6zokkel bizonyitsa be, hogy a rombusz atl6i merélegesek egymaésra !
MO. (a +b,a —b) = a® + (a,b) — (b,a) — b*> = a? — b?> = 0, mert a? = |a|? = |b]? = b?
3. Bizonyitsa be, hogy barmely A, B, C halmazok esetén fennéll, hogy

ha ACBNC é ACBNC, akkor A=DB=C

MO.ACBNC~ ACBés ACC,méstészt AC BN C ~ AC Bés AC C,mely utébbiakbél
BCAéCCA.

4. Hatérozza meg a z = (1+7)- (%)16 komplex szdm abszoltit értékét és az x tengellyel bezart szogét!

MO. %zlfj:ﬁ@’j%, igy |z| :\/§~(\@)16:256~ﬂé5 argz = 5 +16- (=) = § (mod 27),

tehdt argy 2 = 7

5. Mutasson példét olyan sorozatra (ha létezik ilyen) melynek

a) nincs divergens részsorozata

b) pontosan egy divergens részsorozata van
¢) pontosan két divergens részsorozata van
d) végtelen sok divergens részsorozata van !

MO. a) Barmely konvergens sorozat. b) és ¢) nincs, mert ha van divergens részsorozat, akkor biztosan
van végtelen sok kiilonbo6z6 részsorozat. (Valdban, ha a sorozat korldtos és van egy divergens részsorozata,
akkor annak van két kiillonb6z6 hatarértékhez konvergdld részsorozata, melyek Osszefésiilésével kapunk
egy olyan sorozatot, melybdl példaul minden harmadik elemet elhagyva egy masik divergens részsorozatot
kapunk és példdul minden 6todiket elhagyva egy harmadik divergens részsorozatot kapunk stb.), mig ha
a sorozat nem korlatos, akkor abszoltit értéke végtelenhez tart, melynek minden részsorozatara ugyanez
igaz.) d) Béarmely divergens sorozat (lasd az eléz6ekben mondottakat.)

—Vn=1
6. Sémitsa ki a kivetkezd hatérértéket! Lim Y- Y"1
n—oo\/n+1—+/n
MO. Sz&mlal6 é 6 konjugéltjdval vals ssal YA=VATL _ Vndliyn _ VIER VL
. Dzamlalo es nevezo Onjuga Java valO szorzassa. M*\/ﬁ = \/ﬁ"’m = \ﬁ-i,- 1_%

T

7. Tegyiik fel, hogy a,, — +o0o. Mely valés r szamokra lesz igaz, hogy a,” — +o00 7

MO. a,” — O0Ohar <0, a,” — 1lhar=0, a,” — +oohar >0, hiszenanZK%«»anTZKha
r>0, és - —0haa,”

an — +00.
8. Hatarozzuk meg a kiovetkezd f fiiggvény jobb— és baloldali hatarértékét az x = 0 helyen! Létezik—e
_1

— x
e ¢

a fliggény hatarértéke itt? f(x) =e~

1
= P

S .. 7 ’ z 7 . —e "€ g . —_ 76'/ . —e? . ’
MO. Osszetett fliggvény hatarértéke: lim e~ ° = lim e ¢ = lime® = lim e¥=- és
r—0+ Yy—> —00 z—0 z—— e
1

. _6767; . _eiey . _ez . w .. . . 71 7

lim e = lim e = lim e = lim e¥ =1 (roviden, de informélisan: egyrészt
r—0— y—+00 zZ———00 z—0

1 1

__—e 1O L —eT @ _ 0 _ L, ., _—e O _—etoe __—oo

e ¢ =e € =e® =e ' =1 mdsrészt e° =e ¢ =e ¢ =e'=1.)

A két oldali hatarérték nem egyezik meg, tehat nem létezik a lim0 f(z).
T—
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1. Hatarozza meg azon f egyenes egyenletét, mely atmegy az e : * = —2t+1, y =t+ 1, z = —t egyenes
ésaz S: 2x + 2y — z = 1 stk k6z6s pontjan és merdleges a sikra!

MO. f irdnyvektora az S normdlvektora: n = (2,2,—1) és egy pontja a déféspont, P = S Ne, azaz
2(=2t+ 1) +2t+1)+t=1~ t=3 ~ P=(-5,4,-3) ~ f:x=-5+2t, y=4+2t, z2=-3—1¢.

2. Vektoralgebrai eszkozokkel bizonyitsa be, hogy az egyenloszari haromszog alapjahoz tartozé sulyvonal
egybeesik az alaphoz tartozé magassagvonallal !

MO. Legyen a két szar b és c egymashoz csatlakozva irdnyitva. Ekkor az alap: a = b+ ¢ és a hozza
tartozo stlyvonal: s =b—%. Ezekkel s-a = (b—25)-(b+c) = 3(2b— (b+c¢)) - (b+c) = 3(b—c)(b+c¢) =
= 3(b* — ¢®) = 0 (mert b* = [b|? = |c|? = ¢?), vagyis s merSleges a-ra, azaz magassdgvonal.

3. Bizonyitsa be, hogy barmely A és B halmazok esetén fenndll, hogy ha (AN B) U (BN C) = (), akkor
ACC.

MO. (ANB)U(BNC)=0 ~ANB=0 é BNC=0) ~ ACB é BCC ~ ACC, hiszen
tetsz8leges D és F halmazok esetén DNE = () iff D C E.

4. Oldja meg a z* = —1 egyenletet a komplex szdmok kérében!
MO 21’2,3’4 = ig(l ij)

5. Melyik igaz, melyik nem? Igenl6é valaszat bizonyitsa, a nem nemleges vélasz esetén mutasson el-
lenpéldat!

a) Két korldtos pozitiv tagi divergens sorozat Osszege divergens

b) Két korldtos sorozat Gsszege korlétos

¢) Két monoton sorozat 0sszege monoton

d) Két nem monoton sorozat 0sszege nem monoton

MO. a) Nem: z,, = (-1)", a, = 2+zy, by, =2—z,, a,+b, =4. b) Igen: a két korldt dsszege korldtja
az Osszegnek, hiszen minden n-re |a, + b,| < |an| + |bn] < K7 + K3. ¢) Nem, még szigorti monotonitéds
esetén sem: a, = (1,3,4,6,7,9,...), b, = (-1,—-2,—4,-5,-7,-8...), (an +b,) = (0,1,0,1,0,1,...).
d) Nem, még szigorian monoton is lehet: a, = (0,1,0,2,0,3,...),

by = (0,0,2,1,4,2,6,3,8,...n—1,2n,...), (an +bn) = (0,1,2,3,4,...,2n — 1,2n,...).

6. Szamitsa ki az aldbbi hatérértéket!

Vo2 +1—+vn—1

lim
n—soo n+1
MO.
m2 _ — 2 _ _
VonZ +1—+/n I 2n%+1 (n—-1) 1 —>i:\/§
n+1 V2n24+1+4++vn—1 n+1 V2

2

(Mind a szamldléra mind a nevezdre igaz, hogy ~ n?, és az n?-es tag egyiitthatéja a szdmlaléban 2 mig

a nevez6ben \@)
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1. Bizonyitsa be, hogy tetszbleges A, B halmazok esetén: ANBNANB=A

MO. Legyen A BCE. ANBNANB=(ANB)U(ANB)=AN(BUB)=ANE=A

2. Hatérozza meg az x —y — 2z = 1 és = + 2y + z = 0 egyenletli sikok metszésvonaldnak egyenletét és
mutassa meg, hogy ez valéban metszésvonal !

MO. S :z—y—2=1,8:z4+2y+2z=0,ee€ 55N ~ 2r+y=1~ y=1-2z ~
~erx=ty=1-2t,z=—a—-2y=—1t—-2(1-2t)=3t—2.e€ S NSy: t—(1-2t) —(3t—-2)=1
ést+2(1—-2t)+(3t—2)=0.

3. Hatédrozza meg azokat a komplex szamokat, melyekre fenndll, hogy j -z = —z.

MO. j-z=r-e"/279) = p. ™9 ~ T _ =1+ (mod2r) ~ ¢ =—= (mod 7).

4. Melyik igaz, melyik nem ? (Vélaszait indokolja!)

Ha egy sorozat konvergens, akkor minden részsorozata monoton

Ha egy sorozat minden részsorozata monoton, akkor a sorazat konvergens

Ha egy sorozat konvergens, akkor minden részsorozata korlatos

. Ha egy sorozat minden részsorozata korlatos, akkor a sorozat konvergens.

MO. 1. Nem: 1, 2 3 5gszefésiilése 2. Nem: a, =n 3. Igen: konvergens sorozat korlitos, igy minden

n’>n’n
részsorozata is az 4. Nem: 0,1,0,1,0,1....

. 1In®4+7n!—5-3"
5. lim =
n—oo 10n8 —967’1'—1—42” .
. n"+7n!—5-3" . 1n?/nl+7-5-3"/n! 7
MO. 1 - __ T ek <an <nl b o1
nroo 10n8 — 6n! +4 - 27 i e 10n8/n! — 6 + 4 -2 /n! g mertnt<dat<dn: ha a

6. Abrézolja vazlatosan a +oo—ben és a szakadasi helyeken vett jobb— és baloldali hatarértékei, gyokhelyei

=N

?

és az x = 0 helyen felvett értéke alapjén az f(x) = 3x 1 fiiggvényt !
3 —

MO. lim f(z)=+0, lim f(z)=+oo, lim f(z)=—o0, f(0)=0 >



