1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998/99 tél L. évf. 13.-18.tk.

1. Legyen v(r) = (z,y%) egy kétdimenzids vektortér és F' az a haromszogvonal, melynek csicsai az
orig6, a (0,1) és az (1,0) pontok. Szadmitsuk ki v fluxusdt F—en mint egy kifelé irdanyitott kétdimenzidbeli
valédi feliileten, kétféleleképpen:

a) a fluxus definiciéja alapjan kozvetkleniil a v—nek az F—en valf feliilletmenti integraldséval

b) a Gauss-Osztrogradszkij tétel alapjan

MO. a) A tengelyek mentén a fluxus nulla, mert a vizszintes tengely pontjaiban csak vizszintes, a
fliggbleges tengely pontjaiban pedig csak fiiggéleges komponense van a fliggvénynek, igy itt a feliileti
normélis és a fliggvény egymadsra merélegesek. Ami az F atfogot illeti, egy egyenlete (melynek esetén a
térrészbél kifele van irdnyitva: r(t) = (¢,(1 —t)), t € [0,1]. Igy

CROSS(#(1)) = — i _‘71 ‘ = (1,1) (persze!)

és igy a ﬁuxus
! ) ! ) 2 3 1 1 4
/vdf / ) - CROSS(7(t)) d :/(t7(1—t))-(1,1)dt:/1—t+t dt=t— —+ — ’ =l--+5=-
0 0 2 310 2 3 6

0 Ove
b)dive = % + — oy = 1+ 2y, {gy Gauss-Osztogradszkij tétellel a fluxus (a hdromszoglapot V-vel jelolve):
Y

1—z 1
/vdf:/divvdV:/ 1—|—2de:/ / 1+2ydydx:/ y+y2|é_zda::/ (1—x)—|—(1—x)2dm:/ 2 —.
F v v o Jo 0 0 0

2. Szamitsuk ki a CROSS(rdiv (r|r])) (r € R) értékét a P = (3,4) pontban!

MO. div (r|r|) = |r|divr+r-grad |r| = 2|r\+r = = 3|r|. (VAGY koordindtanként: r|r| = (zv/22 + y2,y/22 + y2), div (r|
2
x
z2+2+7+ x2+2+7:3x2+2’
y e y e Va?+y?)
igy (rdiv (r|r])) = 3r|r|, tehdt CROSS(rdiv (r|r])) = CROSS (3|r|(x,y)) = 3|r|CROSS (r) = 3|r|(—y,z)|p =
15(—4,3) = (—60, 45).

3. Hatdrozzuk meg a v(z,y) = (2 + y2, 22y) vektorfiiggvény potencidjét, ahol az létezik!

0 0
MO. rotv = ( , 07 5 Oy > =2y — 2y =0 , tehat mindeniitt van potencidl. u, = z%+y?, u, = 2y,
e +y° 2xy ‘
3 3
tehat u = 2y? + c(x), azaz 2° +y? =u, = y% + ¢, vagyis ¢ = 2%, fgy c = 3 amib6l u = zy? + 3

=2
4. Legyen f(z) = 2 haz #0 és f(0)=0. Hol folytonos az [ fliggvény?

z
MO. Mindeniitt, mert z # 0 esetén folytonos fiiggvényekbél szarmazik folytonossiagot megérzé modon és
=2 |2 2
Gl M

2| el

5. K egységnyi sugari, origd kézépponta kor. Mekkora az
622

/ 5 dz integral ?

K <

e%?22dz 21§

MO. Cauchy integralformulédval / (€%)"|=0 = 97j .

= 2
K
6. Hatédrozza meg a f(z) = %- figgvény azon z = —1 pont koriili Laurent sorat mely a z = 1 pontban
eléallitja a fliggvényt!
1 1 1 > =
MO. = - = = .
1) z (z+41)—-1 z+41 1- g (z+1 Z z+1

z+ n:l



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998/99 tél L. évf. 13.-18.tk.

1. Legyen v(r) = (y,2?) egy kétdimenzids vektortér és L az a hdromszogvonal, melynek csticsai az origé,
a (0,1) és az (1,0) pontok. Szdmitsuk ki v cirkuldciéjat L—en mint egy pozitivan irdnyitott kétdimenzidbeli
gbrbén, kétféleleképpen:

a) a cirkuldcié definicidja alapjan kozvetkleniil a v—nek az L—en valé gorbementi integraldsaval

b) a Stokes tétel alapjan

MO. a) A tengelyek mentén a cirkuldcié nulla, mert a vizszintes tengely pontjaiban csak fiiggéleges, a
fliggbleges tengely pontjaiban pedig csak vizszintes komponense van a fiiggvénynek, igy itt az érinté és
a fliggvény egymdsra merélegesek. Ami az L dtfogdt illeti, egy egyenlete (melynek esetén, mint a térrész
hatéra pozitlvan van irdnyitva: r(t) = ((1 —¢),t), t € [0,1]. Igy a cirkuldcid:

1 1 2 — 3,
/vdr—/ t)dt = /O(t,(lft)2)~(71,1)dt:/0 —t+(1—t)?dt = 7%7(130 o:*%+é:*é-

92 0
rotv = | 9% 85 =2r—1

X

gy Stokes tétellel a cirkuldcié (a hdromszoglapot V-vel jeldlve):

1 pl-z 1 1
Y 1-—
/vdr:/rotvdV:/Qx—ldV:/ / 233—1dydx:/ x2—x’(1) d:z::/ (1—m)2—(1—x)d33=:—( -
L % 1% 0o Jo 0 0 .

2. Szamitsuk ki a CROSS(r(1 + 1ot (r|r|)) (r € R?) értékét a P = (3,4) pontban!
MO. rot (r|r]) = |r|rotr — CROSS (r) - grad|r| =0+ CROSS( )y = (VAGY koordinatanként:

il = (/e T 9,y /2 T )0t (rlr) = /2 + o ——x\/xz—i—y ),
O \/x2 AR
igy (rot (r|r])) = 0, tehdt CROSS(r(1 + rot (r|r|)))|p = CROSS( e =(—y,z)|p =(—4,3).

3. Hatdrozzuk meg a v(r) = r|r|, » € R* vektorfiiggvény potencidjat, ahol az létezik!

1
MO. rot v = 0 (az el6z6 példaban méar lattuk), tehat mindeniitt van potencial. gy u(r) = / v(rt) - rdt =
0

1 1 1 1 t3
:/ rt\rt|-rdt:/ |r|2t|rt|dt:/ |r|3t|t|dt:|r|3/ t2dt = |r|> =
0 0 0 0 3

2
4. Legyen f(z) = Zj ha z#0 és f(0) =0. Hol folytonos az f fliggvény?
z

MO. Mindentitt, mert z # 0 esetén folytonos fliggvényekbol szarmazik folytonossagot megérz6é médon és

21 _ 12 _ P

z

P

0 3

= = |z‘ — 0.
Rz 20

5. K egységnyi sugari, origd kozéppontu kor. Mekkora az
(sin z2™)™ . )
————dz integral ?
K

Z2n

S' ny\n S' ny\n
MO. / % dz = 0 mert lim % = 0, igy megsziintethet6 szakaddsa van az origéban.
K 22n 2—50 z2n
6. Hatédrozza meg a f(z) = %— fliggvény azon z = 1 pont koriili Laurent sorat mely a z = —1 pontban
eléallitja a fliggvényt!
1 1 1 1 1 «— 1 > 1
MO. = - = = : — —1" —
1) z (z-1)+1 =z-1 144 zflnz:%( ) (z—1)n T;)(zfl)nﬂ



3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1998/99 tél L. évf. 13.-18.tk.

1. Legyen v(r) = (r—y,x+y) egy kétdimenzids vektortér és L az a hdromszogvonal, melynek csicsai az
orig6, a (0,1) és az (1,0) pontok. Szadmitsuk ki v fluxusdt F—en mint egy kifelé irdanyitott kétdimenzidbeli
valédi feliileten és v cirkuldcidjat L—en mint egy pozitivan iranyitott kétdimenzidébeli gorbén.

MO.

0 0
a) dive = % + 8Ly2 =14 1=2, igy Gauss-Osztogradszkij tétellel a fluxus (a haromszoglapot V-vel
jelolve): / vdf = / divedV = / 2dV:2/ v =2|V|=1.
1% 1%

b) rotv = o oy ’ =2

T—Yy xT+y
igy Stokes tétellel a cirkuldcié (a hdromszoglapot V-vel jelolve): / vdr = / rotvdV = / 2dV =2 / dV = 1.

L 1% 1% v

2. Szamitsuk ki a rot (rdiv (r|r|)) (r € R*) értékét a P = (3,4) pontban!
MO. div (r|r|) = |r|divr+r-grad |r| = 2|r|+r = = = 3|r|. (VAGY koordinaténként: r|r| = (zv/x2 + y2, y\/22 + y2), div (7|

22 y?
Vit + 2+ ————=+ V2’ + y’ + ———= =3V +¢?
Va2 4+ y? Va?+y? B
2lr| +r - L, 3|r|. Masrészt rot (r|r|) = |r|rotr — CROSS (1) - grad|7“| 0+ CROSS( ) -

7

igy div (r|r]) = |r|divr + r - grad |r| =
=0.

\7\

(VAGY koordindtéanként: r|r| = (z\/22 + y2,y\/x2 + y2), rot (r|r|) = 3 y\/ 2 4+ 92 — —x\/xz +y2 =
yz Ty
Vat 2 a2
3. Adjunk meg egy olyan u = u(r), r € R* skaldr-fiiggvényt, melyre fennall, hogy grad u = r|r|?> minden

r € R* esetén!
MO. Legyen v = r|r|? = (z(z + y,y(x + v)).
rotv = rot (r|r|?) = r|r|*rot (r) — CROSS (r) - grad (|r|*) = 0 — CROSS (r) - 2|T|L =0

(
=0), gy (rot (rdiv (r|r])) = rot (3r|r|)) = 3rot (r|r|)) = 0.

Ir|
9 0
rotv = rot (z(z + y,y(z + y)) = ( w(;’i 2) y(mai 2) ) =2xy — 22y =0

tehat mindeniitt van potencidl. fgy

1 1 1 4 1 |7"|4
u(r) :/ o(rt) -1 dt :/ rtfrt]? - rdt :/ 2|t :/ ettt 2dt = |7‘|4/ Pt = |t
0 0 .o 0 o 4
(VAGY: u, = z(2?+y?), uy = y(z?+y?), tehdt u = %+ % -y%c(y), azaz 2?y+c'(y) =uy, = y(x2+y2),
y* Lo y* 1 a2 _ It
Vagyisc’:y3,igyc:Z,amibélu:Z—i—?-y +Z 1( +y%) :T)

4. Legyen f(z) =
MO. Az orig6 kivételével mindeniitt, mert z £ 0 esetén folytonos fiiggvényekbdl szarmazik folytonossagot

megorzo moédon és —

(0) =0. Hol folytonos az f fiiggvény?

=1+ = és %f nek nincs hatarértéke az origéban, hiszen itt az x tengely mentén:
gy
—Jy
5. K egységnyi sugari, origd kozéppontu kor és c tetszoleges egész szam. Mekkora az

f(z) = f(z,0) = % =1, mig az y tengely mentén f(z) = f(0,y) = =—1.

e*
— dz integral ?
K z¢
MO. Ha ¢ nem pozitiv, akkor, mivel az integrandus reguléris, az integral 0. Egyebként persze Cauchy

integral-formuldval, vagy residuum-tétellel:
e* 27§ 1
/K P dz = =t (c—1D)!
6. Hatdrozza meg a f(z) = %- fliggvény azon z = j pont koriili Laurent sorat mely a z = —j pontban
elééllitja a fliggvényt!

1 1 1 1 1 N T VNS
Mo'f(z)‘z_(z—j)+j_z—j'1+z%j_z—j,;(il) (Z—j)"_z( Ve




1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999/2000t61 L. évf. 13.-18.tk.

1. Legyen F a z-tengelyii R sugard m magassigi egyenes korhengerpaldst. / rdf =7
F

MO./ vdf :/ vn|df|:/ R|df|:R/ df| = R|F| = R-2Rrm = 2R*mm
F F F F

2. Szamitsuk ki a div (|r|(k x r)) értékét minden r € R3 | r # 0 esetén !
MO. div (|r|(k x r)) = |r|div (k x ) + (k x r) - grad |r| = 0, mert div (k x r) =0 (pl. azért mert k x r
antiszimmetrikus) és grad |r| = & || r, k x 7 L7, igy skaldrszorzatuk 0.

3. Legyen H az a hdromszogvonal, melynek csicsai a (—a,0), (0,b), (¢,0) pontok. Legyen

v(z,y) = (2% — 2y, 22 + y?) minden (z,y) € R?—re. / vdr =7
H
9 )

Bz 9y
22 -2y 2z +49?

/Hvdr:/Frotvdf:4/Fdf:4|F|=2(c+a)b.

4. A derivélt definiciéja alapjan allapitsa meg, hogy hol derivdlhaté az f(z) = z2 fiiggvény !
MO.

MO. rotv = =4 {gy Stokes tétellel (F a H &dltal bezart hdromszoglap) :

—2 — =2 - — —2
o z4+h —%z2 Z242Zh+h -7 _h -—h o z4+h =72
Csak az origéban, mert . = - = 235 + hE ~» 1 }113%) —

h —h h
IFF z =0 hiszen ‘E' =1 ~» hE PR 0, tovdbb4 Zl}llin% 7 és két olyan fliggvény Osszegének nincs

hatarértéke, melyek koziil pontosan egynek van.

1
5. Adja meg az f(z) = o fiiggvény z =1 és z =0 koriili 6sszes Laurent sorat !
P

MO. .
=1: =
a) z fz)=—
1 1 = . L1 1 I3l
b)zfo.1)f(z)fz_1f71_zf7;z 2)f(z)—z_1—;~1_%f;;o;n*;,znﬂ

6. / zsin % dz =7
|z]=1 z
MO.

Az f(z) = 23 cos Z% fiiggvény origd koriili Laurent-sora: z° - (1 — 5(—2)2 +.. ) =25 +...,
12 !
igy Res.—of(z) = —4,5 tehdt residuum tétellel:

3
/|| 23 cos o) dz =2mj-Res ,—of(2) =27j - —4,5 = —97j
z|=1




2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999/2000 tél I1. évf. 13.-18.tk.

1. Legyen F az [zy| sikban fekvé R sugard origékdzéppontu felfelé irdnyitott korlap és k a =z

tengely irdnyu egységvektor. / rot (k xr)df =7

MO. F normélisa n = k, leg;eH v=rot (k X ) erre esd vetiilete v, .

rot (k x r) =2k (pl. rot def.—bbl) ~» v, =|v| =2 ~» / vdf :/ U, |df | :/ [v] |df| :/ 2|df| =
F F F F

:2/F |df| = 2|F| =2 R*r. VAGY /F rot (k r)df:/ (kxr)dr =2- R*r, ahol

L
L akorvonal (ldsd Jegyzet 1.23(1) ).

2. Szamitsuk ki a div (grad |r|?) értékét minden r € R0 r =£ 0 esetén!

MO. grad |r|? = 2|r| 7 =2r ~» divgrad [r|?) = 2divr = 2100 = 200.

3. Legyen H az a hdromszogvonal (mint kétdimenziébeli feliilet), melynek csicsai a
(—a,0), (0,b), (c,0) pontok. Legyen v(z,y) = (2x+y?, 22+ 2y) minden (z,y) € R?-re. / vdf =7
H
0 0
MO. divv = # + % =2+ 2 =4, igy Gauss—Osztrogradszkij tétellel (F' a H altal bezart haromszoglap) :
€T Y
/ vf :/ divvdV :4/ AV = 4|F| = 2(c + a)b.
H F F
4. Legyen f(z) = f(z + jy) = 2? |m\i|y\ - lim f(z) ="
1
MO. |f(2)| = |z ——— < |[z)* = =|2] —— 0 ~» lim f(2) =0
£ = ol oy < ey = lel 5 lim /()

1

5. Adja meg az f(z) = — fliggvény z =1 és z =0 koriili osszes Laurent sorat !
z

MO.

a)z=0: f(z)== |2/>0
b)z=1: 1) f(2) = ooy = D=1 (2-1<))

1 1 1 - L1 >, 1
D& = T T v~ it Y e~ X oy (1>

3
z
6./ —5—dz ="
|z|=1 sin”z

MO. sin®z = 0 iff sinz = 0 iff e —e 7 =0 iff &% = 7% iff jz = —jz (2mj) iff
iff 2j2=0 (2nj) iff 2 =0 (7) f{gy
3 2

3
z
/ ——dz= 0,
|z|]=1 Sin®z
z z

mert f(2) = —5— = 2—— 0-1=0 ~» f(2)-nek az egyetlen a korlapon levl szingularitdsidban,
sin” z sin“z z—0

az origbban megszintethetd szakadasa van.




3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999/2000 tél I1. évf. 13.-18.tk.

1. Legyen F az R sugart origékézépponti kifelé irdnyftott gomb és v(r) = r|r|%. / vdf =7
F

MO. F normélisa n || 7 | r|r|?> = v(r), igy v(r) —nek a normélisra valé vetiilete: v,(r) = |[v(r)| = |r|>.
Mésrészt a gombén |r| = R, gy a gdmbon v, (r) = |v(r)| = R3. Mindezekkel

[ovdr = [ wnlart= [ 1P ar = IR° [ = BIF| = B 4R = 4
F F F F

2. Szamitsuk ki a graddivr|r|? értékét minden r € R0 #£ 0 esetén!

MO. divr|r|? = |r|*divr 4+ 7 - grad |r|?, grad|r|* =2]|r|- — =27, divr =100 ~» divrr|* =

| |
=100 |r]* + 2|r|* = 102|r|* ~» graddivr|r|* = grad 102 |r|* = 102 grad |r|* = 102 - 27 = 204 r

3. Legyen K az [wy] sikbeli origékézépponti pozitivan irdnyitott korvonal és v(x,y) = (22 y?, 23 y)

minden (z,y) € R?-re. / vdr =7

K
9 9
MO. rotv =| 9, P ‘ =322y — 222y = 2%y igy Stokes tétellel (F a K altal bezart korlap) :
rry: vy

/ vdr = / rotvdV = / 22 ydV = // z?ydrdy =0, mert F az x tengelyre szimmetrikus és az
K K F F

integrandus y —ban paratlan.

4. Hatdrozza meg azt a tartoményt, melybe az f(z) = QL fiiggvény a T = {2z € C: Rez < 1}
—z

tartomanyt képezi ! _ _
(=1)- , +2 , 1/z . L1, , Jy_J
MO.T — {zG(C.Rez>—1}—>{z€(C.Rez>1}—>{z€(C.|z—§\<§}—>{Z€C.|z—§|<§}.

2
5. Szdmitsa ki az f(z) = i fiiggvény 100. derivaltjat az origéban !
z

-2
2 e — f™(0) , 22
MO. Az f(z) = — 5 fiiggvény origd koriili Taylor—sora: Z = fz) = por S
_ 22 :_1' 22 :_i'i(i)n:_izn_ﬂ n+1_ Zz 2—n+1/‘\f>
2—z 2 1-3 2 = 2 =
100
A~ f( )(O) 2100 — 727992100 ~> f 100)( ) 72799 100|

100!

22 2'2
6. a / dz=7 b / dz =7
) l2]=1 =2 ) l2|=3 Z =2

MO. a) Az integrandus a korén beliil reguléris, tehat Cauchy integraltétellel az integral 0.
1 22
271'] |z|=3 z—2

b) z? mindeniitt regularis, tehat Cauchy integralformulaval : 22‘ . dz ~»

2

~ dz = 2mj - 22‘222 = 8rj

j2l=3 Z — 2




4. Vizsgazarthelyi megoldasokkal
1999/2000 tél T1. év. 13.-18.tk.

1. Legyen F' a z-tengelyi R sugari m magassagui egyenes korhengerpaldst. / (kxr)ydf =7
F

MO. / (kxr)df = 0. Ugyanis F normdlisa n € L(k,r), azaz n benne van a k és r altal kifeszitett

F
sikban, mig persze k xr L k,r ~» k xr L n. Kovetkezésképp az integrandus minden pontban meréleges a
feliileti normaélisra, azaz az integrédl 0.

VAGY:v(r)=kxr, F :r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v), 0 <u<2r,0<v<m ~»

i j k
~> v(r)=[0 0 1|=(-y,z,0) ~» v(r(u,v)) =(—Rsinu, Rcosu,0), r, = (—Rsinu, Rcosu,0),
x Yy =z
i ik
ro =(0,0,1) ~» n=ry xXr,=| —Rsinu Rcosu 0 |=(Rcosu,Rsinu,0) ~»
0 0 1
~ v(r(u,v)) - (re X 10) = —R*sinu cosu + R*cosu sinu+0=0 ~»

/F(er)df :/OQW/Omv(r(u,v)l(ruxru)dudv =0

2. Szamitsuk ki a rot ((divr)(k x 7)) értékét minden r € R®, r # 0 esetén !
MO. rot (divr (k x r)) =rot (3(k x r)) = 3rot (k x ) = 6k, mert rot (k x r) = 2k, mert k X r antiszZimmetrikus

i j k
lin. op., vagy mert ahogy a fenti pl.—ban littuk k x r = (—y, z,0), 3% a% % =(0,0,2).
-y = 0

3. Legyen K az [xy] sikbeli origékoézépponti korvonal, mint kifele irdnyitott kétdimenzidbeli feliilet és
v(z,y) = (z*y?, zy®) minden (z,y) € R*-re. / vdf =7

K
MO. divv = % + %—Zj = 2zy® + 3zy® = 5zy’® {gy Gauss—Osztrogradszkij tétellel (F a K 4ltal bezart korlap) :

/ v df :/ divo dV :/ 5zy° dV = // 5zy°dedy =0, mert F az y tengelyre szimmetrikus és az inte-
K K F F

grandus x —ben pératlan.

4. Legyen g(z,y) = az origén kivill és ¢(0,0) = 0, tovdbbd f(z) = f(z + jy) = g(z,y) + jg(z,y).

Ly
.132 + y2
Allapitsa meg, hogy az origéban :

a) fennallnak—e a Cauchy—Riemann differencidegyenletek b) derivdlhaté—e az f fiiggvény!
MO. a) Igen: u(z,y) = v(z,y) = g(z,y) ~ u(0,y) = u(z,0) = v(0,y) = v(z,0) = 0 ~» uz(0,0) =
= uy(0,0) = v(0,0) = v,(0,0) = 0. b) Nem: u(z,y) = v(z,y) = g(z,y) nem derivilhaté az origéban, hiszen

nem is folytonos itt: lirrh g(z,x) = 5 0= lir% g(z,0).

5. Adja meg az f(z) = Ll fliggvény origé koriili azon Laurent sorait, melyek a a z = % ill. a z2=3
- —

pontokban elballitjdk a figgvényt és mutassa is meg, hogy a megfelel sor ott valéban elballitja a fliggvényt !

z z n n
MO. a) |z| < 1: f(z):z_lzfl_zzfz-zz :722
n=0 n=1

z 1 =1
b 1: = = =S =
e O S T e D
> =1 1 1 1 1 1 1 z 1
I z_l — Zn = — = . P — :71:72 = 2 = = —
e T e S EraEnn Wl
oo o0
1 1 1 1 3 3 z
-3 = — = = — - =2__2 _ — (3
# Zzn Zgn 1-1 2 2 3—-1 z—11]__ f3)
n=0 2=3 n=0 3 3 z2=3

6. / ¢ 2_1dz:?
|z]=1 z

MO. Az integral 0, mert f(z) =

P —— 1 ~» f(2)—nek az egyetlen a korlapon levd szingularitdsdban,

az origéban megsziintetheté szakadédsa van.



1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal

2000/01 tél I1. Villamosmérnok 13.—18.tk.

1. Legyen H az a hiromszdgvonal, melynek cstcsai a (-2,0), (0,2) , (2,0) pontok a sikban. Legyen
v(z,y) = 2y — 22,9% — 22) egy kétdimenzids vektorfiiggvény. Szadmitsuk ki v vonalmenti integraljat
H-n!

MO. rotv = % — 68'—‘; = —2—2=—4 | {gy Stokes tétellel (F a H altal bezért haromszoglap):

/vdr:/rotvdV:—4/ dV = —4|F| =-16.
H F F

2. Legyen G az origékozéppontu R sugaru gombfeliilet a haromdimenzids térben. / ]
a|r
MO. Legyen v(r) = &, n a gdmb normaélisa, v,, pedig v-nek n-re esé vetiilete. Ekkor v||n ~» v, =

[r]
R
dfl = | S ldfl= [ |df| =|G|=4R’r.
1= [ Flan= [ =16 = arts

v[, fgy /Gvdf:/Gvn ‘df‘:/G

3. Szémitsuk ki div grad|r|? értékét, mint r fiiggvényét minden r € R*re ha r # 0!
g 2g

MO. grad|r|* = 2|r| - grad|r| = 2|r| - ﬁ =2r ~ divgrad|r|* = div2r = 2divr =2-4=38.
r

r

df =7

o
7]

4. Szimitsuk ki a sinj + jcosj értékét !
R B

MO. sinj+jcosj = : + 3
27 2

— % (=€ + 797 4 91 4 e7F) = je

e“—1 -1
9. lim =2 —— =7
z—0 z
MO. e? Taylor-sora:
P14 +22+23+ ezz_l—l 1+z+ 1 L 0
= —_ —_ .. —_— = = — —_— = —
e 2t 3 5 ~> . 55 5 a =z
1
6. Legyen K egységnyi sugart, origékozépponti kor. Mennyi az / 2% sin - dz integral értéke ?
K z
.11 1 1 1 1 5 . 1 11 1 1
~ Resf()=—g ~ [ f(:) dz = —g2mj = —gmi.



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal

2000/01 tél II. Villamosmérnok 13.—18.tk.

1. Legyen H az a hdromszogvonal, melynek csicsai a (0,0), (0,2) , (2,0) pontok a sikban. Legyen
v(z,y) = (2® — 2yz, y* — zy) egy kétdimenzids vektorfiiggvény. Szamitsuk ki v felilletmenti integraljat a
kifelé irdnyitott H—n!

MO. dive = 8”1 + 8”2 =2z —2y+2y —x =z , {gy Gauss—Osztrogradszkij tétellel: (F a H &ltal bezért
haromszoglap):

/vdf /dlvvdV / xdV = / / :Edydx—/o my!o_xdac—/ (2fm)dm:/022x7m2dx:

VAGY : a tengelyek mentén a feliileti integral 0, mert az = tengely mentén: v(z,0) = (x2,0), melynek csak
irany, tehat a normélisra mer6leges komponense van és u.igy a mésik tengely esetén. Tehat csak az dtfogora kell
kiszdmitani a feliileti integralt. Ennek egyenlete :

r(t)=(t,2—-1),(t €[0,2]) ~ 7(t)=(1,-1) ~» CROSS(7(t)) = (1,1) ~»

o(r(t)) = (=22 -t)t, 2-1)° - t(2—1t)) = (3t° — 4t,4 — 6t + 2t2) ~

~ o(r(t)) - CROSS (7(t)) = 5t> — 10t + 4 ~» / vdf = / - CROSS (7(t)) dt =
2 562 10t 240 40 120 48 4

— 2 — f— [ — —_ —_— —_ = =

7/0 5t — 10t + 4 dt (3 5 +4t)0 3 2+8 6 G 53

2. Legyen H az a z tengelyli R sugari h magassigi (hdromdimenziébeli) egyenes kérhengerpaldst, melynek
alapkore az [z,y] sikban van. rdf =7
MO. Legyen v(r) =r,na heﬁglferpalést normalisa, v, pedig v—nek n-re esé vetiilete. Ekkor a hengerpalaston
mindeniitt v, = R igy / vdf :/ vn |df| :/ R |df| = R/ |df| = R- 2Rw - h = 2R*hrr.
VAGY : a hengerpaldst egl;enlete: rh(’u, v) = (R cgs u, Rsinu, v)l,H (u€0,2n], v €[0,h]) ~»
A Ty X1y = (Rcosu, Rsinu,0) ~» v(r(u,v)) =r(u,v) = (Rcosu, Rsinu,v) ~»
~ v(r(u,v)) Ty X Ty = R? ~us / rdf = /ZW/thdudv = R?. 21 - h = 2R*hr.
H o Jo
3. Szamitsuk ki grad divr|r|?> értékét, mint r fiiggvényét minden r» € R*-re ha r # 0!
MO. divr|r|® = |r|*divr + 7 - grad |[r|*> = 4|r]* + 7 2|r||:—| =4lr]> 4 2|r]* = 6|r)?

~» graddivr|r]® = grad 6|r|* = 12\r|% =12r (r#0).

4. Szamitsuk ki a jsinj —cosj értékét !

Ji _ p—3i Ji i1 g - - Iy
MO. jsinj—cosj=j—o— - ¢ te = (e”—e_“—e“—e_“) =—e Y =—e.
27 2 2
cosz 1 + 1
5. lim —*——2 =7
z—0 22
2 2t 28
MO. Legyen f(z) a fenti fiiggvény. cos z Taylor—sora: cosz = 1 — 7 + 5% 720 +... ~~
cosz — 1 1 22 2t 1 22 1
L8ET 2z 4. — _Z 4.~ n
22 2721 70 ~ 1) =51~ 730 Ty M 20
2 -2 2si 1
VAGY : L’Hospitallal : f(z) = % ~~ (3 derivdlds utdn) f(z) ~ Z;I;Z — 3 ha z—0

6. Legyen K egységnyi sugari, origdkozéppontu kor és n > 0 tetszOleges természetes szam.
2z

Mennyi az

! (n)
MO. A Cauchy integralformula szerint : f(")(a) = L / _f&) dz ~ / _fE) dz =27j 1)
2mj (z —a)ntt (z —a)ntt n!

2n+1

dz =)

— A _ 2z (n) n
Itt most a =0 és f(z) =e* ~» f7(0)=2 f\»/ T



3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal

2000/01 tél II. Villamosmérnok 13.—18.tk.

1. Legyen H az a haromszdgvonal, melynek csticsai a (0,0), (0,2) , (2,0) pontok a sfkban. Legyen
v(z,y) = (y° + 2y, 22 + yx) egy kétdimenzids vektorfiiggvény. Szadmitsuk ki v vonalmenti integraljat
a pozitivan irdnyitott H-—n!

MO. rotv = % — % — 954y —2y—2z = —y , igy Stokes tétellel: (F a H altal bezart hdromszoglap):

% 2 12—y 2 ) 2 2
/vdr:/rotvdV:/ —de:—// ydxdy:—/ acy|07ydy:—/ y(2—y)dy=—/ 2y —y’de =
H F F o Jo 0 0 0

3 2
:y7,x2 :§f4:,é
3 0 3 3

VAGY : a tengelyek mentén a vonalintegral 0, mert az x tengely mentén: v(z,0) = (0,2%), melynek csak
y irdnyud, tehat az érintére meroleges komponense van és u.igy a masik tengely esetén. Tehét csak az
atfogora kell kiszdmitani a feliileti integralt. Ennek egyenlete ha L—et negativan irdnyitjuk :
r(t)=(t,2—-1t), t€[0,2] ~ 7(t)=(1,-1) ~»
o(r(t) = (2—t)*+22—t)t, P +t2—1t) = (4—t32t) ~»

2

~s v(r(t) - m(t) = =t =2t +4 ~» /_Lvdr:/o v(r(t)) - 7(t) dt =

3 2

2
t 8§ 12 24 4
:/ —t2—2t+4dt:(—§—t2+4t)
0

8 4
A S 373737377 /L”r 3

2. Legyen m > 0 és K a hdromdimenzids térben az a z = m sikban elhelyezkedd R sugari felfelé
irdnyitott korlap, melynek kozéppontja a z tengelyen van. / rdf =7
H
MO. Legyen v(r) = r, n = k a kérlap normélisa, v, pedig v-nek n-re esd vetiilete. Ekkor a kérlapon
mindentitt v, = m {gy / v df :/ vp, |df] :/ m|df| =m / |df| = m - R*nr = R*m .
K K K K
VAGY : a korlap egyenlete: r(u,v) = (ucosv,usinv,m), (u € [0,R], v € [0,27]) ~»

~s Ty X1y = (0,0,u), v(r(u,v)) =r(u,v) = (ucosv,usinv, m) ~
2

R 2w W2 IE R2
~ (r(u,v)) Ty X Ty =mu A~ /rdf:/ / mudvdu:m%r? 2
H o Jo

:m277?:R mm.

0

3. Adjunk meg egy olyan R*-en értelmezett u = u(r) skaldrfiiggvényt, hogy gradu = r|r|? legyen min-
den
r€R*, r#£0 esetén!

1 1 4 3
MO. v(r) = r|r|? potencidlja: u(r) = / rtlrt|* - r dt = |r|4/ 3 dt = % . Valéban: gradu =4 % . |T—| =rlr|*.
0 0 r
4. Szémftsuk ki a jsh(j3) —ch(j3) értékét ! _
T T, el —eTIT et 4elE 1 . . .
MO. jsh(j5)—ch(j5) = - =500 = (=)= (G +-5)=-1.
2 2 2 2 2
ef-1
5. Legyen minden z # 0 esetén f (Z) = —=——— . TFolytonossa tehet6—e az f fiiggvény az origéban ?
z

Ha igen, a folytonositott valtozat derivalhaté—e az origéban ? Ha igen, mennyi a derivalt értéke ?

22 23 el 1 1 1
MO. e* Taylor-sora: e* :1—|—z—|—?+€+... ~ fz) = 2——= i—i—f—l—... ha z#0 ~» f(2) é§

z

esetén f egy mindeniitt konvergens hatvanysor hatarfiiggvénye, igy mindeniitt akarhanyszor derivalhatd,

Taylor—sora az 6t eléallité hatvanysor ~» f/(0) = 6

6. Legyen K az origékozépponti R = 2 sugart kér. Mennyi az / dz integrél értéke 7

Kk 22—4243

MO. Cauchy integralformuléval :
1

1 1 1
/7512:/7(&:/ 3 Q=2 ——
Kk 22 —42+3 x (z=1)(z=13) xz—1 z2—3

o1 .
=2mj(=5)=-7j.

z=1

10



1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal*

B3* 2001/02 tél
1. Szdmitsa ki div grad|r|® értékét, mint r fiiggvényét minden r € R®—re ha r # 0!

MO. grad|r|® = 3|r|? - grad|r| = 3|r|* - |T—| =3|r|r ~ divgrad|r|® = div3|r|r = 3|r|divr + 3r - grad|r| =
r
= 15(r| + 37 - |i| = 15r| + 3|r| = 18]r|
r

2. Legyen N az [xy]-sikbeli (0,0), (0,2), (2,2), (2,0) csicsponti négyzetvonal és v(z,y) = (3z +
2y2, 4y + 22?%) kétdimenziés vektorfiiggvény. Szamitsuk ki v felilletmenti integraljat N—en, mint egy
kétdimenzidbeli valddi feliileten !

MO. Mivel dive = 3 +4 = 7 , igy T-re alkalmazva a Gauss—Osztrogradszkij tételt (V a T hatard

négyzetlap):/vdf:/divvdV:/7dV:7/ AV =7-1V|=7-4=28.
T v v v

3. Legyen G hiromdimenzids térben az origékozéppontit R sugart felsd félgdmbfeliiletbél és az azt alulrél
lezaré origékdzépponti R sugaru [z,y] sikbeli korlapbdl all6 kifelé irdnyitott zart feliilet. /G rlr|? df =
?

MO. Legyen v(r) = r|r|?, n a gdmb normaélisa, v,, pedig v-nek n-re esé vetiilete. Ekkor a félgémbon :
/ vdf = / Un |df| / Ir)? |df| = / R |df| = R3/ |df| = R3|G| = R® - 2R?r = 2R°n

(VAGY : Gauss-Osztrogradszkijjal : divr|r|? = |[r[?divr +r - grad |[r|> = 3 |r|> +r - 2|r| — !

Irl
/2

/2 pR 2w
~ /r|r\2 df:/5\r|2 dVZ/ / / 5r2-7"281n19d<pdrd19:5-27r—(—(3089 )=R’-27-1=2R°r).
G 1% 0 o Jo 5 0

A koron pdig az integrél 0, mert annak normélisa: —k L r||v, hisz r € [z,y] a korlapon.

=5r> ~»

2
4. Hol létezik hatérértéke az f(z) = : — komplex fiiggvénynek?

z2+z
MO. Az y tengely kivételével (tehat ahol z +Z # 0) mindeniitt, mert folytonosok hényadosa. Az
2 2 _ 24 9 2 _ .2 2 _ .2
y tengelyen nem, mert f(z) = c — = Ty vy Ty + jy és nyilvan -nek nincs
z+z 2z 2z
vy Ty
hatarértéke ha x — 0 mert valamely yg # 0 esetén > =3 9 aminek a mésodik tagja nem
x x
) o . . R R | 1
korlatos ha z — 0. Az origéban pedig: pl. f(z,z) =0 — 0 ill. Re(f(z,v)) = 5 =5 " 5 #0
x
ha =z — 0+.
e3w
5. Legyen minden z-re K(z) az egységnyi sugart z kozépponti kor a komplex sfkon és f(z) = / W=7 dw .
K(z) -z
Szdmitsuk ki az f'(2) értékét (ha létezik) !
1! 63111

MO. A derivaltakra vonatkozé Cauchy-féle integralformuldval n = 1-re: —— —
27j Ji(z) (w—2)
3w

~ f(z) = / ¢ _dw= 21j - 3e3* = 6mje®* ~ f'(2) = 18mje3* ~ f/(2) = 187jeC.
K(z) (w—2)?

dw = ()| _. =3 ~

2
6. Legyen K az egységnyi sugar, origékozéppontt kor. Mennyi az / zch — dz integral értéke?
K z
22 24 2 14 2 )
MO. ch z Taylor-sora: chz:1+?+4|—|— ~ zch- = (1—1—7—4— )=z+—+...,tehdt a
z z
fliggvény

residuuma a nulldban 2, vagyis az integral értéke: 2mj - 2 = 47y .

11



2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal*

B3* 2001/02 tél

1. Hatérozzuk meg az r = r(t) = (t,t3), t € [0,2] kétdimenziébeli valédi felillet P = (2,8) pontbeli

érintOsikjanak egyenletét !

MO. #(t) = (1,3t*) ~ #2) = (1,12) ~ CROSS(#(2)) = (=12,1) ~ =12z —2)+(y—8) =0~ —122+y = —16.
(Valéban, az érint6sik az y = 2°-nek az x = 2-beli érintéje,vagyis (mivel 3/ (2) = 12) az y — 8 = 12(x — 2)

egyenes.)

2. Adjunk meg egy olyan u = u(r) skalarfiiggvényt a sikban, hogy gradu = 7 |r|? legyen minden sikbeli
r # 0 esetén !
Ir* r[?

4 !
. (Valéban: (Z)) = 4% . grad ‘7"| — |7«|3 . |T7| — 7“‘7”|2)

3. Legyen K a sikbeli pozitivan irdnyitott origdkozépponti R sugart korvonal. Szdmitsuk ki a v(r) =
CROSS(r|r|) sikvektorfiiggvény vonalmenti integraljat K—n!

MO/ (|rt)?>rt-r)dt = |r\4/ 3 dt =

MO. K minden pontjéban e érintéjére: e L r||r|r] L CROSS(r|r|||v) ~ el||v, azaz v e irdnyd, {gy

pérhuzamos a v(r) = CROSS(r|r|)—el, tehdt v—nek az érintére esé vetiilete v, = |v| = |[CROSS(r|r|)| =

[r|> = R?, a koron, ezért / vdr = / ve |dr| = [ R?|dr| = R? / |dr| = R* |K| = R* - 2Rt = 2R*n
K K K K

(Valéban: rot CROSS(r|r|) = rot |r| CROSS(r) = |r|rotCROSS(r) — CROSS(CROSS(r))grad |r| = 2|r| —

(=) _

= 2|r|+|r| = 3|r| miatt Stokes tétellel (V akorlap) : / vdr = / CROSS(r|r|) df = / rot CROSS(r|r|) dV

2m 2
/3|r\dV / / 3rrdrdgo—3/ / r?drdp = 27R3.)

4. Hatdrozzuk meg azt a tartomdnyt, melybe a T = {z € C : |z| < 1} korlapot az f(z) = Ll komplex
5

fliggvény képezi!

z
MO. :: z—l—l—&—i1 ~ 271—14—271.

T~ {zeC: |Z—|—1|<1} P {z€C:Rez< —1/2} © {zeC:Rez§+1/2}

2
5. Legyen K egységnyi sugari, origékdzéppontt kor. Mennyi az / 2% dz integral értéke ?

K
2 3
3 1.9 1 27
MO. ezTaylors?())ra:lezzl—i—z—i—Zz—|—;+... ~> eg/z =14+ — —|—§ —4—1—6 Zﬁ—i—... ~>
2 2
oz =y 2 2 2 4~ Res 2e¥7 =3 ~ ze?’/z dz =2mj -3 = 6mj
z 2 2 z2=0 %

2
6. Adjunk meg egy olyan z = 0 koriili Laurent-sort, mely eldallitja az f(z) = j_ . figgvényt a z = 2—
z

ben!
2 oo 1
MO. z—vel végigosztva: f(z) = zi 1= 1a % = ZZ nz_()(—l)"z?%1 =z—-14+-- = +

1
és ez konvergens ha ‘ - ‘ <1l < |z|>1.
z

12



3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal

B3* 2000/01 tél

1. Legyen wv(z,y) = (3z — 2y,2x + 3y) egy kétdimenzids vektorfiiggvény és L az a hdromszogvonal,
melynek csicsai az origé, a (0,2) és a (2,0) pontok. Szdmitsuk ki v fluxusdt L—en mint egy kifelé irdnyitott
kétdimenziébeli valédi feliileten és v cirkuldcidjat L—en mint egy pozitivan irdnyitott kétdimenziébeli
gbrbén.

MO. Jeldljiik a haromszoglapot V-vel.

3x — 2y 2x—|—3y

/vdr:/rotvdV:/4dV=4/ dV =4V|=4-2=28.
L % v 1%

2. Legyen F a haromdimenzids térben az a z = 3 sikbeli R = 2 sugart felfelé irdnyitott korlap, melynek

) dive = % + % = 3 + 3 = 6, igy Gauss-Osztogradszkij tétellel a fluxus:
/vdf /le’UdV /GdV:6/ dV =6|V|=6-2=12.
v
b) rotv = ‘ % 9y ’ =2—(—2) =4 igy Stokes tétellel a cirkuldcié:

kozéppontja a z tengelyre esik. / rdf =
F

MO. Legyen (1) az r—nek az F normdlisdra, azaz k-ra es6 vetiilete (k a z irdnyd egységvektor). Ekkor

/rdf / |df|:/F3\df\:3/F|df|:3|F|:3-227r:127r

3. Hatdrozzuk meg a v(x,y) = (22 +y3, 3zy?) kétdimenziés vektorfiiggvény potencialjat, ahol az létezik!

9 0
MO. rotv = G070 o 9y, ) =3y* —3y®> =0, tehdt mindeniitt van potencial.
z°+y° 3xy

3

uy = 2% + 3, uy = 3zy?, tehatu—xy +c(z), azaz 23 +y> = u, = y3 + ¢, vagyis ¢ = 23, {gy
4

c=2", amibdl u = 233 + - . Valéban, gradu = (y* + 23, 32y?) = v(z, y) .

4 4

4. Oldjuk meg a komplex szdmok korében a cos4z = 0 egyenletet !

MO. cosdz=0 ~» Y2 =_—c42 ~ %2 =¢elTe 42 ~y ¥Z =T 42 A~
~s 4jz=jm—4jz (21j) ~~ 8jz=jm (21j) ~ z=7/8 (n/4).

sh z
5. Legyen K egységnyi sugarti, origékozépponti kor. Mennyi az / —¢ dz integral értéke 7
K <

MO. A derivéltakra vonatkozé Cauchy-féle integrélformuléval n = b-re:

sh® 2 = / shz ~s / ShZ sh(5) _2m ch(0) = mJ
2=0 271'] e =0 120 60
6. Adjuk meg az f(z) = o fiiggvény z = —1 koriili Laurent-sorat! Mennyi a fiiggvény
residuuma a z = —1 pontban ?
2 1-1 2
MO. f(z) = P92t =2— —— tehdt a residuum a z = —1-ben —2.
z+1 z+1 z+1

13



1. Vizsgazarthelyi megoldasokkal (B3* 2002/2003 tél Serény)

1. Legyen v(r) = (z—y,z+y) egy kétdimenzids vektortér és L az a hdromszogvonal, melynek csiicsai az
origd, a (0,1) és az (1,0) pontok. Szamitsuk ki v fluxusdt F—en mint egy kifelé irdnyitott kétdimenziébeli
valddi feliileten és v cirkulaciéjat L—en mint egy pozitivan irdnyitott kétdimenzidbeli gbrbén.

MO. A héromszoglapot V-vel jelolve: a) dive = % + 672 =1+1=2, igy Gauss-Osztogradszkij
x Y

tétellel a fluxus /vdfz/divvde/?deQ/ v =2|V|=1.
F v v v

el 0
b)rotv =| 9= 9y ‘ = 2 igy Stokes tétellel a cirkulécié/ vdr = / rotvdV = / 2dV = 2/ av = 1.
T—y T+Yy L v v v

2. Szamitsuk ki a rot (rdiv (r|r])) értékét minden r € R?, r #0 pontban!
MO. div (r|r|) = |r|divr + 7 - grad |r| = 2|r| + 7 - = 3|r].

T

0 0
(VAGY koordindtanként: 7|r| = (zv/x2 + y2,y/22 + 42),div (r|r]) = —z/22 + y2 + 8—yy\/x2 +y? =

Ox
2
S N +7—3\/2+
CA g TV ey Ty

Miésrészt rot (r|r|) = |r|rot r — CROSS (r) - grad |r| = 0+ CROSS( ) |T—| =0 hisz CROSS( ) L

(VAGY koordindténként: r|r| = (zv/22 + 42, yv/22 + y2), 1ot ( =52 y\/ x?+y? — —x\/:c2 +y? =

_ oy my
Va2 +y? a2 +y?

3. Adjunk meg egy olyan u = u(r), r € R? skalar-fiiggvényt, melyre fennall, hogy grad u = r|r

r € R? esetén!

MO. Legyen v = r|r|> = (z(x?+y?, y(224+y?)). rotv = rot (r|r|*) = r|r|*rot (r) — CROSS (r) - grad (|r|?)

>-0-0
= 0— CROSS (r) - 2|7~|| rir| !

0 (az origéban is, mert v'(0) = 0 hiszen ] =r|r| 5 0).
0 92 =
(VAGY: rot v = rot (2(2? + 42, y(a? + 7)) = ( @47 oo o) ) =2y —22y=0).

=0). Végilis tehdt rot (rdiv (r|r|) = rot (3r|r|)) = 3rot (r \r|)) =0.

|2 minden

Tehat mindeniitt van potenci&il fgy
1
|7°

1 4
t
u(r):/ v(rt)-rdt:/ rtlrt]? - rdt = / Ir[24r 2t = / |4t 2dt = |7“|4/ i = it =1
0 0 0 0

(VAGY: u, = z(22+y?), uy = y(@®+y?), tehdt u = T—i—?y +c(y), azaz 2?y+c (y) = uy = y(xQ—i—yQ)7
4

I 4

Y at Pyt 1, o _ It ¢
vagyis ¢ = 2, fgy c = T amibdl u = T + >V + 1= l(x +y°) = e .) Es ez val6ban potencidl :
4 3 4_0-0-
grad —— Ir | =4 |7;l| ﬁ =r|r|* (azorigéban is, mert gradu|,—o =0 hiszen |T|||T = |r? — 0).
r r z—

4. Legyen f(z) = Zfﬂ ha z#0 és f(0) =0. Hol folytonos az f fliggvény?
z

MO. Az origo6 kivételével mindeniitt, mert z £ 0 esetén folytonos fiiggvényekbdl szarmazik folytonossagot

meg6rzé modon és z i_ - 1+ é és é, nek nincs hatarértéke az origéban, hiszen itt az x tengely mentén:
Z zZ Z .
x
f(z) = f(z,0) = — = 1, mig az y tengely mentén f(z) = f(0,y) = ﬂ =—1.
T —JY
eZ
5. K egységnyi sugari, origd kozéppontti kor és ¢ tetszbleges egész szam. —dz =7
K 7
MO. Ha ¢ nem pozitiv, akkor, mivel az integrandus reguléris, az integral 0. Egyebként persze Cauchy
. [ [ . . e? 27mj
integral-formuldval, vagy residuum-tétellel: —dz =
K 2° (c—1)!
6. Hatdrozza meg a f(z) = % fliggvény azon z = j pont koriili Laurent sorat mely a z = —j pontban
elééllitja a fliggvényt! - -
MO. f(2) = - . L LSy = Sy
. Z)=—= N T = T = - — . = — N7
2 (=04 2 1+ -4 (=5 = (z =g+t
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2. Vizsgazarthelyi megoldasokkal

2002/03 tél B3* Serény

1. Legyen H az a haromszdgvonal, melynek csticsai a (0,0), (0,2) , (2,0) pontok a sfkban. Legyen
v(z,y) = (y° + 22y, 22 + yx) egy kétdimenzids vektorfiiggvény. Szadmitsuk ki v vonalmenti integraljat
a pozitivan irdnyitott H-—n!

MO. rotv = % — % — 954y —2y—2z = —y , igy Stokes tétellel: (F a H altal bezart hdromszoglap):

% 2 12—y 2 ) 2 2
/vdr:/rotvdV:/ —de:—// ydxdy:—/ acy|07ydy:—/ y(2—y)dy=—/ 2y —y’de =
H F F o Jo 0 0 0

3 2
:y7,x2 :§f4:,é
3 0 3 3

VAGY : a tengelyek mentén a vonalintegral 0, mert az x tengely mentén: v(z,0) = (0,2%), melynek csak
y irdnyud, tehat az érintére meroleges komponense van és u.igy a masik tengely esetén. Tehét csak az
atfogora kell kiszdmitani a feliileti integralt. Ennek egyenlete ha L—et negativan irdnyitjuk :
r(t)=(t,2—-1t), t€[0,2] ~ 7(t)=(1,-1) ~»
o(r(t) = (2—t)*+22—t)t, P +t2—1t) = (4—t32t) ~»

2

~s v(r(t) - m(t) = =t =2t +4 ~» /_Lvdr:/o v(r(t)) - 7(t) dt =

3 2

2
t 8§ 12 24 4
:/ —t2—2t+4dt:(—§—t2+4t)
0

8 4
A S 373737377 /L”r 3

2. Legyen m > 0 és K a hdromdimenzids térben az a z = m sikban elhelyezkedd R sugari felfelé
irdnyitott korlap, melynek kozéppontja a z tengelyen van. / rdf =7
H
MO. Legyen v(r) = r, n = k a kérlap normélisa, v, pedig v-nek n-re esd vetiilete. Ekkor a kérlapon
mindentitt v, = m {gy / v df :/ vp, |df] :/ m|df| =m / |df| = m - R*nr = R*m .
K K K K
VAGY : a korlap egyenlete: r(u,v) = (ucosv,usinv,m), (u € [0,R], v € [0,27]) ~»

~s Ty X1y = (0,0,u), v(r(u,v)) =r(u,v) = (ucosv,usinv, m) ~
2

R 2w W2 IE R2
~ (r(u,v)) Ty X Ty =mu A~ /rdf:/ / mudvdu:m%r? 2
H o Jo

:m277?:R mm.

0

3. Adjunk meg egy olyan R*-en értelmezett u = u(r) skaldrfiiggvényt, hogy gradu = r|r|? legyen min-
den
r€R*, r#£0 esetén!

1 1 4 3
MO. v(r) = r|r|? potencidlja: u(r) = / rtlrt|* - r dt = |r|4/ 3 dt = % . Valéban: gradu =4 % . |T—| =rlr|*.
0 0 r
4. Szémftsuk ki a jsh(j3) —ch(j3) értékét ! _
T T, el —eTIT et 4elE 1 . . .
MO. jsh(j5)—ch(j5) = - =500 = (=)= (G +-5)=-1.
2 2 2 2 2
ef-1
5. Legyen minden z # 0 esetén f (Z) = —=——— . TFolytonossa tehet6—e az f fiiggvény az origéban ?
z

Ha igen, a folytonositott valtozat derivalhaté—e az origéban ? Ha igen, mennyi a derivalt értéke ?

22 23 el 1 1 1
MO. e* Taylor-sora: e* :1—|—z—|—?+€+... ~ fz) = 2——= i—i—f—l—... ha z#0 ~» f(2) é§

z

esetén f egy mindeniitt konvergens hatvanysor hatarfiiggvénye, igy mindeniitt akarhanyszor derivalhatd,

Taylor—sora az 6t eléallité hatvanysor ~» f/(0) = 6

6. Legyen K az origékozépponti R = 2 sugart kér. Mennyi az / dz integrél értéke 7

Kk 22—4243

MO. Cauchy integralformuléval :
1

1 1 1
/7512:/7(&:/ 3 Q=2 ——
Kk 22 —42+3 x (z=1)(z=13) xz—1 z2—3

o1 .
=2mj(=5)=-7j.

z=1
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3. Vizsgazarthelyi megoldasokkal

2002/03 tél B3* Serény

1. Legyen ¢ € R? rogzitett vektor és v(r) = ¢ x r minden r € R®-re. Hatdrozza meg a
dive és a rotv értékét!

MO. divev =0, rotv = 2¢ mert v antiszimmetrikus linedris operdtor ~ v’ = v antiszimmetrikus
linedris operdtor ~» v skaldrinvaridnsa = 0, antiszimmetrikus része énmaga és vektorinvaridnsa pont
az a vektor, mellyel mint vektordlis szorzat eléall, rotv pedig ezen vektorinvarians dupléja.

2. Legyen a haromdimenzids térben K az [x,y] sikbeli pozitivan irdnyitott origdékézépponti R sugari

korvonal és v(r) = (kxr) x k minden r € R3 —re, ahol k a z tengely irdnyi egységvektor. vdr =7
K

MO. A K koérvonal minden pontjdban v L k ~» v benne van K sikjaban. Mésrészt kxr L k ~» kX
r is benne van K sikjdban és kxr Lr ~» kxr||le, ahol e K érintéje. Kovetkezésképpen v(r) = (kx
r) x k 1 e~ Ve = 0 (ve v—nek e-re esd vetiilete) ~>
~>  frevdr= [pvel|dr]=0

3. Legyen V egy n dimenzidbeli V, térfogati térrész, melynek hatira az F pozitivan irdnyitott

mérhet§ felszinii zart n dimenziébeli valddi feliilet. Szamitsa ki az rdf integrél értékét !
F

MO. Gauss—Osztrogradszkij : / rdf = / divrdV = / ndV = n/ dV =nV,
F 1% % v

4. Hatérozza meg az f(z) = shz fliggvény valds és képzetes részét !

MO. sh s — e —e* ertiv — e~ (@ tiy) _ e(cosy +jsiny) e *(cosy — jsiny) _
2 2 2 2
T—e " Tte” . .
= cosy 5 + 37 siny ——— =shz cosy+jchz siny

5. Hol derivalhaté az f(x + jy) = |y| + j|=| komplex fiiggvény ?

MO. A masodik és negyedik siknegyed belsejében, azaz pontosan azon z = x + jy komplex szamokra,
melyekre x -y < 0, mert itt az wu(z,y) = |yl é a wv(xz,y) = |z| derivdlhatéak, tovabba
>0,y <0~ flzt+jy) =lyl+jlzl = —y+jr ~ u =0=0y, uy = -1 = —v; és a
maésik eset analég, igy itt fennédllnak a Cauchy—Riemann diff. egyenletek.

6. Hany olyan az egész komplex sikon reguldris komplex fiiggvény van, melynek értéke az egységkor
belsejében mindeniitt 1 ?

MO. Egyetlen, az f(z) = 1 minden z € C—re. Valéban, ha ¢ reguldris az egész sikon, akkor z = 0
koriili Taylor—sora mindeniitt eldéllitja igy, ha g(z) = 1 az egységkoron beliil, akkor g(0) =1, ¢’(0) =
0,9”7(0) = 0,...,9" = 0,... ~ gz) = 1+ ¢g'(0)z + 97@22 + ... =
=14040+...=1 minden z € C—re.
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