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KOMPLEX SZAMOK MEGADASA

Legyen z = a+ bi € C egy algebrai alakban adott komplex
szam.

Kérdeés:

A valds és a képzetes rész mellett milyen adatokkal lehet még
meghatarozni z-t?

A z komplex szam abszolut értéke a z-t reprezentald helyvektor
hossza, azaz a fenti alakban

z| =Vzz = V& + b2
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KOMPLEX SZAMOK MEGADASA

Az e C\ {0} komplex szam iranyszégéenek vagy
argumentumanak nevezzik azt a ¢ € R széget, amellyel az
x-tengely pozitiv felét elforgatva a 0 kezdBpontu, a z-nek
megfelel6 ponton keresztiil haladé félegyeneshez jutunk.

Jelolés:
» = arg(2).

Fontos észrevétel: az arg(z) értéke csupan 2nr (ahol n € Z)
alaku szamok hozzaadasa erejéig j6l meghatarozott.



KOMPLEX SZAMOK MEGADASA

Komplex szamsik Képzetes tengely

Valos tengely
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KOMPLEX SZAM TRIGONOMETRIAI ALAKJA,
KONJUGALAS

Vegyuk észre, hogy
a . b

- mre TV Vee

ahonnan atrendezéssel:

a=|z|cos(p), b= |z|sin(p).

Szokés hasznalni a |z| = r jel6lést. Ekkor tehat:

Z = r(cos(y) + sin(p)i) .
Ez z € C trigonometriai alakja.
Minthogy cos(—¢) = cos(y) és sin(—¢) = —sin(p), kapjuk:

Z = r(cos(—¢) + sin(—y)i) .
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Legyenek

zy = ry (cos(ip1) +sin(p1)i) 22 = r2 (cos(ip2) + sin(2)i)
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SZORZAS TRIGONOMETRIAI ALAKBAN

Legyenek

zy =y (cos(p1) +sin(pq)i) 22 = r2 (cos(p2) + sin(p2)i)
trigonometriai alakban adott nem 0 komplex szdmok. Belatjuk,
hogy
Z1Zp = i1z (cos(1 + ¢2) + sin(p1 + p2)i) .
Valéban, mar lattuk, hogy
|z122| = |z1]| z2],
tehat csak azt kell megmutatni, hogy

arg(z1zz) = arg(z) + arg(zz).-
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SZORZAS TRIGONOMETRIAI ALAKBAN

Legyenek

zy = ry (cos(ip1) +sin(p1)i) 22 = r2(cos(ip2) + sin(i2)i)
trigonometriai alakban adott nem 0 komplex szdmok. Belatjuk,

hogy
212p = 112 (cos(p1 + @2) + sin(p1 + @2)i).

Valéban, mar lattuk, hogy
12125| = |z1]| z2],
tehat csak azt kell megmutatni, hogy
arg(z1z) = arg(z1) + arg(zz).

Ez kévetkezik abbdl, hogy a (0,1, z;) és (0, z5, z12») csucsu
haromszdgek hasonldak, mert a masodik haromszdg
oldalhosszai rendre rp-szeresei az elsd haromszdg megfeleld
oldalainak.



3. ELOADAS: KOMPLEX SZAMOK 2.

SZORZAS TRIGONOMETRIAI ALAKBAN

N zZi5-2 B
N
N
2,2,
z -
/zl—l




3. ELOADAS: KOMPLEX SZAMOK 2.

INVERZ-SZAMITAS ES OSZTAS TRIGONOMETRIAI
INWN TN

Legyen
Z = r(cos(p) + sin(¢p)i) # 0.
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Legyen

Z = r(cos(p) + sin(¢p)i) # 0.
Ekkor
—1

77" = r=" (cos(— ) + sin(—)i),
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1 = 1(cos(0) + sin(0)i)
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INVERZ-SZAMITAS ES OSZTAS TRIGONOMETRIAI
INWN TN

Legyen

Z = r(cos(p) + sin(¢p)i) # 0.
Ekkor
—1

77" = r=" (cos(— ) + sin(—)i),

amint az azonnal kdvetkezik a szorzas alakjabdl:

1 = 1(cos(0) + sin(0)i) = rr~" (cos(p — ) + sin(p — @)i).
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INVERZ-SZAMITAS ES OSZTAS TRIGONOMETRIAI
INWN TN

Legyen
Z = r(cos(p) + sin(¢p)i) # 0.
Ekkor
77" = r 1 (cos(—¢) + sin(—p)i),

amint az azonnal kdvetkezik a szorzas alakjabdl:

1 = 1(cos(0) + sin(0)i) = rr~" (cos(p — ) + sin(p — @)i).

Ebbdl eddigi jeldléseinkkel

Z4 I-

1 . .
= — (cos(p1 — p2) +sin(p1 — w2)i).
Z2 P
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HATVANYOZAS (DE MOIVRE-KEPLET)

Ha
z = r(cos(p) + sin(¢)i) # 0,

és n ¢ Z, akkor

n

z" = r"(cos(ny) + sin(nyp)i) .

Bizonyitas: n > 0-ra teljes indukciéval z trigonometriai
alakjabdl a szorzas szabalyanak segitségével; n < 0-ra teljes
indukcioval z—1 trigonometriai alakjabol.
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KOMPLEX Nn-EDIK GYOKOK

Legyen
Z = r(cos(yp) +sin(p)i) #0

rogzitett, és keressik az 6sszes olyan

w = t(cos()) + sin(¢))i)
komplex szamot, amelyre
=z

Az ilyen w € C szamok neve: z komplex n-edik gyokei.
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2k
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n
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AZ N-EDIK GYOKOK TRIGONOMETRIAI ALAKJA

Minden z # 0 komplex szamnak n kiilénbdz6 komplex n-edik
gyOke van, amelyek abszolut értéke és argumentuma:

2k
t=r, ¢=27T

n

ahol0 < k< n-—1.
Egy z # 0 komplex szam n-edik gybkei egy szabalyos n-sz6g
csucsai, melynek kézéppontja 0.
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AZ N-EDIK GYOKOK TRIGONOMETRIAI ALAKIJA,
BIZONYITAS

A de Moivre-képlet értelmében,

w" = t" (cos(mp) + sin(mp)i) .
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A de Moivre-képlet értelmében,
w" = t" (cos(mp) + sin(mp)i) .
Ahhoz, hogy w" = z legyen, pontosan az kell, hogy t" = r és
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w € C gyOkot kapjuk.
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AZ N-EDIK GYOKOK TRIGONOMETRIAI ALAKIJA,
BIZONYITAS

A de Moivre-képlet értelmében,
w" = t" (cos(mp) + sin(Mmp)i).
Ahhoz, hogy w" = z legyen, pontosan az kell, hogy t" = r és
mp — p = 2Kr
teljestljon valamely k € Z-ra, vagyis

@ + 2km
—

)=

Azonban k-t (k + n)-re cserélve ebben a képletben, ugyanazt a
w € C gyokot kapjuk. A kilonbdzd gyokodket tehat pl. a
0 < k < n— 1 értékek szarmaztatjak.
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r=v(1)2+(-1)2=v2;, tgp=1
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(71 o i)2020 —?

De —1 — i a 3. negyedben van, tehat ¢ = 3.
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(71 o i)2020 —?

De —1 — i a 3. negyedben van, tehat ¢ = 2F. Ebbdl

(—1 —)2020 = (\@ <cos e +isin 4>> =

2020 . :
_ (\@> (cos 5m 5020 isin 5m 2020) _
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(71 o i)2020 —?

De —1 — i a 3. negyedben van, tehat ¢ = 2F. Ebbdl

(—1 —)2020 = (\@ <cos e +isin 4>> =

2020 . :
_ (\@> (cos 5m 5020 isin 5m 2020) _

21919 (cos 7 + isin )
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PELDA TRIGONOMETRIKUS ALAK HASZNALATARA

(71 o i)2020 —?

De —1 — i a 3. negyedben van, tehat ¢ = 2F. Ebbdl

(—1 —)2020 = (\@ <cos e +isin 4>> =

2020 . :
_ (\@> (cos 5m 5020 isin 5m 2020) _

21910 (cos 7 +isinm) = —21910,
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PELDA TRIGONOMETRIKUS ALAK HASZNALATARA

—1 + /3 =2

r=+/(-12+(3)2=2; tg¢=—-v3=¢=—Fvagy
o
De —1 + V/3i a 2. negyedben van, tehat ¢ = 2.
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—1 + /3 =2

r=4/(-12+(3)32=2;, tgp=-V3=¢= —3 vagy
o=5
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—1 + /3 =2

r=4/(-12+(3)32=2;, tgp=-V3=¢= —3 vagy
o=5

De —1 + v/3i a 2. negyedben van, tehat ¢ = Z*. Ebbdl a
képletbe behelyettesitve:

2% +isin &) ~ 0.965 + 0.810i

\:yé COS 5§~
\3/1+f3i{ (oo
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PELDA TRIGONOMETRIKUS ALAK HASZNALATARA

r=\(12+(V32=2 tgo=-V3=¢=—Fvagy
-5

De —1 + v/3i a 2. negyedben van, tehat ¢ = Z*. Ebbdl a
képletbe behelyettesitve:

\eﬁ(cos +isin 9 ) ~ 0.965 4+ 0.810i
3 . .
—1 +V3i= \/é(cos +isin 9)%—1.184—1—0.43“



3. ELOADAS: KOMPLEX SZAMOK 2.

PELDA TRIGONOMETRIKUS ALAK HASZNALATARA

r=\(12+(V32=2 tgo=-V3=¢=—Fvagy
-5

De —1 + v/3i a 2. negyedben van, tehat ¢ = Z*. Ebbdl a
képletbe behelyettesitve:

. V2 (cos & +isin Z°) ~ 0.965 + 0.810i
—1+V38i= \3/§(c058”+ism%“)% —1.184 + 0.431i
V2 (cos 1 +isin 18T) ~ —0.219 — 1.241]
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POLINOMOK ES GYOKEIK

Legyen

P(w) = aw" +aw™" +.. +ap
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Lattuk: minden z € C\ {0} esetén a
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polinomnak w-ben n kilénb6z6 gydke van.
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POLINOMOK ES GYOKEIK

Legyen

P(w) = aw" +aw™" +.. +ap
egy nem azonosan 0 komplex egyutthatdés n-edfoku polinom
(azaz, ag,...,an € C,ag # 0). Egy wy € C gydke P-nek, ha
P(wp) = 0. Megmutathato, hogy ha wy gydke P-nek, akkor
létezik olyan Q polinom, amelyre

P(w) = (w — wp)Q(w).

Lattuk: minden z € C\ {0} esetén a
w'—z

polinomnak w-ben n kilénb6z6 gydke van. Ellenben, z =0

esetén a

WI"I

polinomnak mindéssze wy = 0 a gydke.
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Egy altalanos P polinom gydkei azonban mar nem fejezhetdk ki
az egyltthat6ibol algebrai miiveletek segitségével.
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| A

PELDA

A p(x) = x? — 1 nem val6s irreducibilis, mert
x2—1=(x—1)(x+1). Ap(x) = x? + 1 polinom valds
irreducibilis, mert ha egy felbontasaban nincs konstans
tényez0, akkor mindkét tényezdbje elsbfoku, azaz lenne gydke.

o
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4

Vegylk észre, hogy ha p egy valés polinom, akkor a konjugalas
tulajdonsagai miatt p(z) = p(z) minden z komplex szamra.
Tehéat ha z egy komplex gybke p(w)-nek, akkor z is. Masrészt,
haz=a+ bi, a,b, € R, akkor

(w—2)(w — 2) = w? — 2aw + (& + b?)

egy valos polinom.
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ALLITAS (AZ ALGEBRA ALAPTETELENEK KOVETKEZMENYE)

Minden valds polinom felbonthato valds elséfoku és negativ
diszkriminansu valés masodfoku polinomok szorzatara.




