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(z)xﬁ = <2>x,§ <(1+x)"=n.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK III.

Teljesdil

lim ¥n=1.

n—o0

Bizonyités.

Legyen x, = v/n — 1 > 0; ekkor a binomidlis tétel szerint
n(n—1 n
nin—1) 5 )xﬁ = <2>x,§ <(1+x)"=n

Ebbdl (n > 2) esetén atrendezéssel

/[ 2
O<xp <\ ——
n—1



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK III.

Teljesdil
lim ¥n=1.

n—o0

Bizonyités.
Legyen x, = v/n — 1 > 0; ekkor a binomidlis tétel szerint

—1
n(n2 )xﬁ = <g>x,§ <(1+x))"=n.
Ebbdl (n > 2) esetén atrendezéssel

2 2
0<Xn< — < n
n— 2



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK III.

Teljesdil
lim ¥n=1.

n—o0

Bizonyités.
Legyen x, = v/n — 1 > 0; ekkor a binomidlis tétel szerint

—1
n(n2 )xﬁ = <g>x,§ <(1+x))"=n.
Ebbdl (n > 2) esetén atrendezéssel

2 2 4
0<xp<\/—= <\/7=1\/=
n— g n



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK III.

Teljesdil
lim ¥n=1.

n—o0

Bizonyités.
Legyen x, = v/n — 1 > 0; ekkor a binomidlis tétel szerint

—1
n(n2 )xﬁ = <g>x,§ <(1+x))"=n.
Ebbdl (n > 2) esetén atrendezéssel

/[ 2 2 4
O<xp< /| — < n:\/>:2n‘5,
n— 3 n



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK III.

Teljesdil
lim ¥n=1.

n—o0

Bizonyités.
Legyen x, = v/n — 1 > 0; ekkor a binomidlis tétel szerint

—1
n(n2 )xﬁ = <g>x,§ <(1+x))"=n.
Ebbdl (n > 2) esetén atrendezéssel

/[ 2 2 4
O<xp< /| — < n:\/>:2n‘5,
n— 3 n

és a rendor-elv alapjan
Xp—0 (n— o0).



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.

Minden p € R és x > 0 esetén

l i 0
e (14 X)1




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.

Minden p € R és x > 0 esetén

l i 0
e (14 X)1

Bizonyitéas.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.

Minden p € R és x > 0 esetén

l i 0
e (14 X)1

Bizonyitéas.
Roégzitslink egy olyan k € N szamot, amelyre k > p.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.

Minden p € R és x > 0 esetén

l i 0
e (14 X)1

Bizonyitéas.
Roégzitslink egy olyan k € N szamot, amelyre kK > p. A
binomialis tétel alapjan minden n > 2k esetén

(1+x)"> (Z)x"



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.

Minden p € R és x > 0 esetén

. nP
lim

Jim s =0

Bizonyitéas.
Roégzitslink egy olyan k € N szamot, amelyre kK > p. A
binomialis tétel alapjan minden n > 2k esetén

(14 %) > (Z)X“ _ n(n—kz ) -_-'1()n”—.¢+ 1) x




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.

Minden p € R és x > 0 esetén

. nP
lim

Jim s =0

Bizonyitéas.
Roégzitslink egy olyan k € N szamot, amelyre kK > p. A
binomialis tétel alapjan minden n > 2k esetén

n n _n(n—1)---(n—k+1) n\k x
(1+x) ><k>xk Kk —1)---1 > (3) dr

k




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.

Minden p € R és x > 0 esetén

l i 0
e (14 X)1

Bizonyitéas.
Roégzitslink egy olyan k € N szamot, amelyre kK > p. A
binomialis tétel alapjan minden n > 2k esetén

n n _n(n—1)---(n—k+1) n\k x
(1+x) ><k>xk Kk —1)---1 > (3) dr

k

ami atrendezés utan
nk 2kk!

0<(1+X)n< v




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.(FOLYT.)

Bizonyités.
Innen

nP 2k k!
. pfk
0<(1+x)”<xkn .



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK IV.(FOLYT.)

Bizonyités.
Innen

k

nP - 2 k!npfk.
(1+x)" = xk
A jobb oldalon a tért egy régzitett érték, és mivel p — k < 0
ebbdl a renddr-elv alapjan kapjuk a tételt.

0<



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A SZAMTANI ES MERTANI KOZEP KOZOTTI
EGYENLOTLENSEG

Tetszbleges ay, ..., an € R, esetén legyen

@+t an

An(a‘],...,an) n

e szamok szamtani kdzepe,



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A SZAMTANI ES MERTANI KOZEP KOZOTTI
EGYENLOTLENSEG

Tetszbleges ay, ..., an € R, esetén legyen

@+t an

An(a‘],...,an) n

e szamok szamtani kdzepe, és

Gn(ay,...,an) =ai---an

e szamok mértani kdzepe.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A SZAMTANI ES MERTANI KOZEP KOZOTTI
EGYENLOTLENSEG

Tetszbleges ay, ..., an € R, esetén legyen

@+t an

An(a‘],...,an) n

e szamok szamtani kdzepe, és
Gn(ay,...,an) =ai---an

e szamok mértani kdzepe.

Minden a4, ...,an € Ry esetén

An(ai,...,an) > Gp(ay,...,an).




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.

Teljestdil

lim cqﬂ¥=-+oo.

n—o0




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.

Teljestdil

lim v/l = +00.

n—o0

Bizonyitéas.
Alkalmazzuk a szamtani és mértani k6zép kozotti
egyenldtienséget az a; = 1,8, = 3,...,a, = L szamokra:



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.

Teljestdil

lim v/l = +00.

n—o0

Bizonyitéas.
Alkalmazzuk a szamtani és mértani k6zép kozotti
egyenldtienséget az a; = 1,8, = 3,...,a, = L szamokra:
1 1
1 145+ t+g

n - n




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.

Teljestdil

lim v/l = +00.

n—o0

Bizonyitéas.
Alkalmazzuk a szamtani és mértani k6zép kozotti
egyenldtienséget az a; = 1,8, = 3,...,a, = L szamokra:
1 1
1 145+ t+g

n - n

Ennek reciproka:

vn! > -




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.

Teljestdil
lim V/n! = +oc.
n—oo
Bizonyitéas.
Alkalmazzuk a szamtani és mértani k6zép kozotti
egyenldtienséget az a; = 1,8, = 3,...,a, = L szamokra:

1 1
VAR ES EaRa

n' — n
Ennek reciproka:
n
vnl >

IR R
ezért a rendor-elv miatt elég megmutatni, hogy a jobb oldal a
végtelenbe tart.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitas.
Legyen k € N az egyetlen olyan egész szam, amelyre

ok < n < ok+1,



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitas.
Legyen k € N az egyetlen olyan egész szam, amelyre

ok < n < ok+1,

Ekkor

1+

N =



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitas.
Legyen k € N az egyetlen olyan egész szam, amelyre

ok < n < ok+1,



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitas.
Legyen k € N az egyetlen olyan egész szam, amelyre

ok < n < ok+1,
Ekkor
YISO Y LU N L
2 n— 2 3 2k 2k+1 _ A
(e (2 D
2 2 2k 2k )7

ahol az als6 sorban minden % éppen 2/-szer szerepel.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitas.
Igy tehat
k+1

1 1 /Y
T+t <T+T++1=k+1,



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitéas.

igy tehat
1 1 5
—
T+o+ - <14+1+- +1=k+1,
2 n
ahonnan
n 2k
1 T~
1+§+"'+ﬁ k+1



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitéas.

igy tehat
1 1 5
—
T+o+ - <14+1+- +1=k+1,
2 n
ahonnan
L > 2! -+ (n — )
o0 0
1+%+"'+1ﬁ k+1



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

NEVEZETES SOROZATOK V.(FOLYT.)

Bizonyitéas.

igy tehat
k+1
1+%+---+%<m:k+1,
ahonnan
n ok

> — +00 n— oo
1+%+"'+1ﬁ k+1 ( )

mert ahogy n — oo Ugy k is tart a végtelenbe.



AMSOROZATOK 2. — NEV

KAMATOS KAMAT




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

KAMATOS KAMAT

TegyUk fel, hogy egy bizonyos pénzintézetben lekotott
Osszegekre 100p%-0s a kamatlab, azaz, a lekotétt 6sszeg
helyett egy év utén az (1 + p)-szeresét kapjuk vissza.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

KAMATOS KAMAT

TegyUk fel, hogy egy bizonyos pénzintézetben lekotott
Osszegekre 100p%-0s a kamatlab, azaz, a lekotétt 6sszeg
helyett egy év utén az (1 + p)-szeresét kapjuk vissza.
Feltesszlik, hogy nincs kezelési koltség.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

KAMATOS KAMAT

TegyUk fel, hogy egy bizonyos pénzintézetben lekotott
Osszegekre 100p%-0s a kamatlab, azaz, a lekotétt 6sszeg
helyett egy év utén az (1 + p)-szeresét kapjuk vissza.
Feltesszlik, hogy nincs kezelési kdltség. Ha fél év utan
kivesszilk, akkor (1 + 5)-sz6rosét kapjuk vissza.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

KAMATOS KAMAT

TegyUk fel, hogy egy bizonyos pénzintézetben lekotott
Osszegekre 100p%-0s a kamatlab, azaz, a lekotétt 6sszeg
helyett egy év utén az (1 + p)-szeresét kapjuk vissza.
Feltesszlik, hogy nincs kezelési kdltség. Ha fél év utan
kivesszilk, akkor (1 + §)-sz6rosét kapjuk vissza. Ha most ezt
ismét lekotjik fél évre, akkor ennek leteltével ennek az (j
Osszegnek kapjuk vissza az (1 + §)-szorosét,



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

KAMATOS KAMAT

TegyUk fel, hogy egy bizonyos pénzintézetben lekotott
Osszegekre 100p%-0s a kamatlab, azaz, a lekotétt 6sszeg
helyett egy év utén az (1 + p)-szeresét kapjuk vissza.
Feltesszlik, hogy nincs kezelési kdltség. Ha fél év utan
kivesszilk, akkor (1 + §)-sz6rosét kapjuk vissza. Ha most ezt
ismét lekotjik fél évre, akkor ennek leteltével ennek az (j
Osszegnek kapjuk vissza az (1 + 5)-szorosét, ami tehat az
eredeti 8sszeglink (1 + 5)?-szerese.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

KAMATOS KAMAT

TegyUk fel, hogy egy bizonyos pénzintézetben lekotott
Osszegekre 100p%-0s a kamatlab, azaz, a lekotétt 6sszeg
helyett egy év utén az (1 + p)-szeresét kapjuk vissza.
Feltesszlik, hogy nincs kezelési kdltség. Ha fél év utan
kivesszilk, akkor (1 + §)-sz6rosét kapjuk vissza. Ha most ezt
ismét lekotjik fél évre, akkor ennek leteltével ennek az (j
Osszegnek kapjuk vissza az (1 + 5)-szorosét, ami tehat az
eredeti 6sszegink (1 + g)z—szerese. Hasonl6an latjuk, hogy ha
minden hénapban Ujra lekétjik a teljes addig felhalmozott
Osszeget, akkor egy év elteltével az eredeti 6sszeglink a

(148"

szorosara novekszik.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

KAMATOS KAMAT

Létezik-e az alabbi hatarértek?

[im (1 + %)n

n—oo




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA

TETEL

Az

1 n

sorozat monoton névekvoé és fellilrél korlatos.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA

1 n

sorozat monoton névekvo és feliilrél korlatos. Tébbek kozt,

létezik az
1 n
e = lim <1 + )
n—o00 n

hatarérték.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA

1 n

sorozat monoton névekvo és feliilrél korlatos. Tébbek kozt,

létezik az
1 n
e = lim <1 + )
n—o00 n

hatarérték.

e=2718...,




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA

1 n

sorozat monoton névekvo és feliilrél korlatos. Tébbek kozt,

létezik az
1 n
e = lim <1 + )
n—o00 n

e=2,718..., neve: Euler-féle szam, vagy a természetes
logaritmus alapja.

hatarérték.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
MONOTONITAS

Megmutatjuk, hogy e, monoton névekvo.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
MONOTONITAS

Megmutatjuk, hogy e, monoton névekvd. A szamtani és
mértani kbzép kozti 6sszefliggést alkalmazzuk az

1
31:"':an:1+Ba any1 =1

szamokra:



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
MONOTONITAS

Megmutatjuk, hogy e, monoton névekvd. A szamtani és
mértani kbzép kozti 6sszefliggést alkalmazzuk az

1
31:"':an:1+Ba any1 =1

szamokra:

n+1 -

n(1+1)+1 o e <1+1)n‘



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
MONOTONITAS

Megmutatjuk, hogy e, monoton névekvd. A szamtani és
mértani kbzép kozti 6sszefliggést alkalmazzuk az

1
31:"':an:1+Ba any1 =1

szamokra:

nt+p)+1_ ( 1)”‘

> 1+ —
n+1 n

Atrendezve, és mindkét oldalt (n + 1)-edik hatvanyra emelve,

kapjuk:
1 n+1 1 n
> - .
<1+n+1> _(1+n)




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
KORLATOSSAG

Megmutatjuk, hogy e, felllrdl korlatos.



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
KORLATOSSAG

Megmutatjuk, hogy e, felllrdl korlatos. A szamtani és mértani
kdzeép kodzti 6sszefliggést alkalmazzuk az

1 1
aj==a=1+_, aui=an2=7

2
szamokra:



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
KORLATOSSAG

Megmutatjuk, hogy e, felllrdl korlatos. A szamtani és mértani
kdzeép kodzti 6sszefliggést alkalmazzuk az

1 1
aj==a=1+_, aui=an2=7

2
szamokra:



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
KORLATOSSAG

Megmutatjuk, hogy e, felllrdl korlatos. A szamtani és mértani
kdzeép kodzti 6sszefliggést alkalmazzuk az

1

1
aj==a=1+_, aui=an2=7

szamokra:

n+2 n) 4

n(1+21)+1 o 2 <1+1>n1

A bal oldalon all6 érték 1, ezért mindkét oldalt (n + 2)-edik
hatvanyra emelve, kapjuk hogy:

1\" 1
> — ] =
12 (1+7) 3



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJA,
KORLATOSSAG

Megmutatjuk, hogy e, felllrdl korlatos. A szamtani és mértani
kdzeép kodzti 6sszefliggést alkalmazzuk az

1

1
aj==a=1+_, aui=an2=7

szamokra:

n+2 n) 4

n(1+21)+1 o 2 <1+1>n1

A bal oldalon all6 érték 1, ezért mindkét oldalt (n + 2)-edik
hatvanyra emelve, kapjuk hogy:

1\" 1 1\"
1>(1+-) —-= (1+-] <4
n/ 4 n



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJANAK
HATVANYAI

Minden o € R esetén

im (1+ 3)" _

n—o0




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

A TERMESZETES LOGARITMUS ALAPJANAK
HATVANYAI

Minden o € R esetén

im (1+ 3)" _

n—o0

Nem bizonyitjuk.



OROZATOK 2. — NEV

PELDAK 1.

im n+vn?+n
"I—>O<>2n— m —2n



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 1.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 1.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 1.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 1.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 2.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 2.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 2.




5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 2.

nlLrT;o(n_ n2_2>:nirgo<n<1_ 1_:2>> =o0-(1-1)

KRITIKUS HATARTERTEK!



5. ELOADAS: SZAMSOROZATOK 2. — NEVEZETES SOROZATOK

PELDAK 2.

. _ 2
Jim, (= Vi =2) = Jim (n (1 - 1—n2)> = o0 (1-1)
KRITIKUS HATARTERTEK!

lim (n— n2—2) =

n—oo



PELDAK 2.

Jim, (= Vi =2) = Jim (n (1 - H)) = o0 (1-1)

KRITIKUS HATARTERTEK!

_ o (n—m)(n+m)_
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