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Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy kérnyezetében.
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Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f folytonos xy-ban, ha
minden ¢ > 0 esetén létezik olyan § > 0,
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fliggvény minden xy € R pontban folytonos.




10. ELOADAS: VAL YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

FUGGVENY FOLYTONOSSAGA

DEFINICI10

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f folytonos xy-ban, ha
minden ¢ > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy ha |x — xg| < 9,
akkor |f(x) — f(xo)| < e.

PELDA
@ Geometriailag ‘dgy tiinik’, hogy az f(x) = €%, x e R
fliggvény minden xy € R pontban folytonos.
@ A Dirichlet-fliggvény sehol nem folytonos.




10. ELOADAS: VAL YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

FUGGVENY FOLYTONOSSAGA

DEFINICI10

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f folytonos xy-ban, ha
minden ¢ > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy ha |x — xg| < 9,
akkor |f(x) — f(xo)| < e.

PELDA
@ Geometriailag ‘dgy tiinik’, hogy az f(x) = €%, x e R
fliggvény minden xy € R pontban folytonos.
@ A Dirichlet-fliggvény sehol nem folytonos.

@ Az f(x) = ¢ konstans fliggvény mindenhol folytonos
minden ¢ € R esetén.




10. ELOADAS: VAL YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

FUGGVENY FOLYTONOSSAGA

DEFINICI10

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f folytonos xy-ban, ha
minden ¢ > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy ha |x — xg| < 9,
akkor |f(x) — f(xo)| < e.

PELDA
@ Geometriailag ‘dgy tiinik’, hogy az f(x) = €%, x e R
fliggvény minden xy € R pontban folytonos.
@ A Dirichlet-fliggvény sehol nem folytonos.

@ Az f(x) = ¢ konstans fliggvény mindenhol folytonos
minden ¢ € R esetén.

Q Az f(x) = x fuggvény mindenhol folytonos (6 = ¢).
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lgazolja, hogy az x — x? fiiggvény minden pontban folytonos. \
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Legyen xp € R és ¢ > 0 tetszbleges.
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hogy ha [x — xo| < &, akkor |x2 — Xx2| < e.
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\XZ —x§| < |x—xo| - (2x0] +1) < e.
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X2 — x| <e.
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V.

Egy f figgvénynek legfeljebb egy hatarértéke van xq-ban.
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DEFINICIO

Azsgn: R — R,

1, hax >0,
sgn(x) = 0, hax=0,
-1, hax<0

fliggveényt signum-fliggvénynek nevezzik.
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FUGGVENY HATARERTEKE
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FIGURE: Az x — sgn(x) figgvény FIGURE: Az X = |sgn(x)|
grafikonja figgvény grafikonja
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TETEL

Legyen f: D — R értelmezve xy egy kérnyezeteben.
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AZ ATVITELI-ELV

Legyen f: D — R értelmezve xo egy kérnyezetében. Ekkor f
pontosan akkor folytonos xy-ban, ha minden x, — Xg, Xn € D
sorozatra f(xn) — f(Xp)-
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Legyen f: D — R értelmezve xo egy kérnyezetében. Ekkor f
pontosan akkor folytonos xy-ban, ha minden x, — Xg, Xn € D
sorozatra f(xn) — f(Xp)-
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TETEL

Legyen f: D — R értelmezve xo egy kérnyezetében. Ekkor f
pontosan akkor folytonos xy-ban, ha minden x, — Xg, Xn € D
sorozatra f(xn) — f(Xp)-

TETEL

Legyen f : D — R értelmezve xy egy pontozott kérnyezetében.
Ekkor f-nek pontosan akkor hatarértéke xp-ban A € R, ha
minden X, — Xo, Xnp € D\ {Xo} sorozatra f(x,) — f(Xp)-

| A

N
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) kérnyezetében.
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) kbérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f
jobbrdl (balrdl) folytonos xy-ban,
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) kbérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f
jobbrdl (balrdl) folytonos xy-ban, ha minden > 0 esetén létezik
olyand > 0,
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FOLYTONOSSAGA

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) kbérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f
jobbrdl (balrdl) folytonos xy-ban, ha minden > 0 esetén létezik
olyan > 0, hogy haxg < x < Xg+ 6 (X0 — 6 < x < Xg), akkor
|£(x) — f(x0)| <e.
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) kbérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f
jobbrdl (balrdl) folytonos xy-ban, ha minden > 0 esetén létezik
olyan > 0, hogy haxg < x < Xg+ 9 (Xo — 6 < x < Xg), akkor
[f(x) — f(x0)| < e.

ALLITAS
Az f: D — R valds flggveény pontosan akkor folytonos xo-ban,
ha itt jobbrol és balrdl is folytonos.

| A

A\
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) pontozott kérnyezetében.
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) pontozott kbrnyezetében. Azt
mondjuk, hogy f hatarértéke xy-ban jobbrdl (balrdl) A € R,
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DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy jobboldali (baloldali) pontozott kbrnyezetében. Azt
mondjuk, hogy f hatarértéke xq-ban jobbrdl (balrdl) A € R, ha
minden e > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy ha

Xo < X<Xo+0d (Xo— 9 <x < Xp), akkor |f(x) — Al < e.




10. ELOADAS: VALOS F YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

FUGGVENY FELOLDALI HATARERTEKE ES
FOLYTONOSSAGA

DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg

egy jobboldali (baloldali) pontozott kbrnyezetében. Azt

mondjuk, hogy f hatarértéke xq-ban jobbrdl (balrdl) A € R, ha

minden e > 0 esetén létezik olyan § > 0, hogy ha

Xo < X<Xo+0d (Xo— 9 <X < Xp), akkor |f(x) — A| < e. Jele:
lim f(x)=Avagy lim f(x)= A (illetve |m f(x)=A

X—Xo+0 X‘)XJ X—Xo—0

vagy lim f(x)=A).

X‘)X0
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Az f: D — R valos fliggvénynek pontosan akkor van
hatarértéke xy-ban,
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Az f: D — R valos fliggvénynek pontosan akkor van

hatarértéke xqo-ban, ha itt van baloldali és jobboldali hatarértéke
is,
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Az f: D — R valos fliggvénynek pontosan akkor van

hatarértéke xqo-ban, ha itt van baloldali és jobboldali hatarértéke
is, és ezek egyenlbek.
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Az f: D — R valos fliggvénynek pontosan akkor van
hatarértéke xqo-ban, ha itt van baloldali és jobboldali hatarértéke
is, és ezek egyenlbek. Ekkor

lim f(x) = (x)=lim f(x).

lim f
X—Xo X—Xp+0 X—Xp—0
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ALLITAS

Az f: D — R valos fliggvénynek pontosan akkor van
hatarértéke xqo-ban, ha itt van baloldali és jobboldali hatarértéke
is, és ezek egyenlbek. Ekkor

lim f(x) = (x)=lim f(x).

lim f
X—Xo X—Xp+0 X—Xp—0

ALLITAS
Az f: D — R valds fliggvény pontosan akkor folytonos xq-ban
jobbrdl (balrdl),

| A
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ALLITAS

Az f: D — R valos fliggvénynek pontosan akkor van
hatarértéke xqo-ban, ha itt van baloldali és jobboldali hatarértéke
is, és ezek egyenlbek. Ekkor

lim f(x) = (x)=lim f(x).

lim f
X—Xo X—Xp+0 X—Xp—0

ALLITAS
Az f: D — R valds fliggvény pontosan akkor folytonos xq-ban

fobbrdl (balrdl), ha van xy-ban jobboldali (baloldali) hatarértéke,
és az f(xp).

| A




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK



10. ELOADAS: VALOS F YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK

DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy pontozott kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f hatarértéke
Xo-ban oo (—o0), ha minden K € R esetén létezik olyan 6 > 0,
hogy ha 0 < |x — xo| < ¢, akkor f(x) > K (f(x) < K). Jele:

XIer)( f(x) = o0 (XIer}( f(x) = —0).




10. ELOADAS: VALOS F YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK

DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy pontozott kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f hatarértéke
Xo-ban oo (—o0), ha minden K € R esetén létezik olyan 6 > 0,
hogy ha 0 < |x — xo| < ¢, akkor f(x) > K (f(x) < K). Jele:

XIer)( f(x) = o0 (XIer)( f(x) = —0).

DEFINICIO

\ |
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MAS HATARERTEKTIPUSOK

DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van xg
egy pontozott kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy f hatarértéke
Xo-ban oo (—o0), ha minden K € R esetén létezik olyan 6 > 0,
hogy ha 0 < |x — xo| < ¢, akkor f(x) > K (f(x) < K). Jele:

XIer)( f(x) = o0 (XIer)( f(x) = —0).

DEFINICIO

Legyen f : D — R egy valds fliggvény, mely értelmezve van X
egy jobboldali (baloldali) pontozott kérnyezetében. Azt
mondjuk, hogy f hatarértéke xo-ban jobbrol (balrdl) oo, ha
minden K € R esetén létezik olyan 6 > 0, hogy ha

Xo < X<Xo+9 (Xo— 9 < X< Xp), akkor f(x) > K. Jele:

Xi|g+0 f(x) =0 (xall)g;—o f(x) = o0).
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MAS HATARERTEKTIPUSOK

FIGURE: Az x — I fliggvény FIGURE: Az x — J; fliggvény

grafikonja grafikonja



MAS HATARERTEKTIPUSOK

FIGURE: Az x — I fliggvény FIGURE: Az X — % faggvény
grafikonja grafikonja

lim — = oo,
x—04+0 X



10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK

FIGURE: Az X — - fuggveny FIGURE: AZ X > 7 !, fliggvény
grafikonja grafikonja

. 1 . 1

lim — = o0, lim = —00,

x—0+0 X x—0-0 X
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MAS HATARERTEKTIPUSOK

FIGURE: Az x — I fliggvény FIGURE: Az x — J; fliggvény
grafikonja grafikonja

, 1 . 1 1

lim — = oo, im —=—00, lim — =00

x—0+0 X x—0-0 X x—0 X2
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10. ELOADAS: VALOS F YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK

DEFINICI1O

Legyen f : D — R egy valds fliiggvény, mely értelmezve van az
(Lo, o0) intervallumon valamely Ly € R esetén. Azt mondjuk,
hogy f hatarértéke co-ben A € R, ha minden ¢ > 0 esetén
létezik olyan L € R, hogy ha x > L, akkor |f(x) — A| < . Jele:
lim f(x)=A.

X—>00




10. ELOADAS: VAL YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK

DEFINICI1O

Legyen f : D — R egy valds fliiggvény, mely értelmezve van az
(Lo, o0) intervallumon valamely Ly € R esetén. Azt mondjuk,
hogy f hatarértéke co-ben A € R, ha minden ¢ > 0 esetén
létezik olyan L € R, hogy ha x > L, akkor |f(x) — A| < . Jele:
lim f(x)=A.

X—>00

| A

DEFINICI10

Legyen f : D — R egy valds fliiggvény, mely értelmezve van az
(Lo, o0) intervallumon valamely Ly € R esetén. Azt mondjuk,
hogy f hatarértéke co-ben oo, ha minden K € R esetén létezik
olyan L € R, hogy ha x > L, akkor f(x) > K. Jele:

XILrQO f(x) = 0.

N




10. ELOADAS: VALOS FU VENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK

FIGURE: Az x — e* fliggvény grafikonja

lim e* = oo,
X—00



10. ELOADAS: VALOS FU VENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK

FIGURE: Az x — e* fliggvény grafikonja

lim e* = oo, lim e =0

X—00 X——00
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MAS HATARERTEKTIPUSOK: OSSZEFOGLALAS

lim f(x) =

X—a



10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK: OSSZEFOGLALAS

lim f(x) =

X—a

Itt:

o< {Xo,Xo + O,XO — 0, 0, —OO},
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MAS HATARERTEKTIPUSOK: OSSZEFOGLALAS

lim f(x) =

X—a

Itt:

(CRS {Xo,Xo—I—O,Xo—0,00,—OO}, /3 S {A,OO, —OO}



10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MAS HATARERTEKTIPUSOK: OSSZEFOGLALAS

fim f(6) = 5

Itt:

(CRS {Xo,Xo—I—O,Xo—0,00,—OO}, /3 S {A,OO, —OO}

Osszesen 15-féle hatarértéktipus van

MEGIJEGYZES
Mindegyik fenti hatarértéktipusra kimondhato az atviteli-elv.
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MAS HATARERTEKTIPUSOK: OSSZEFOGLALAS

lim f(x) =

X—a

Itt:

(CRS {Xo,Xo—I—O,Xo—0,00,—OO}, /3 S {A,OO, —OO}

Osszesen 15-féle hatarértéktipus van

MEGJEGYZES

Mindegyik fenti hatarértéktipusra kimondhato az atviteli-elv.
Pongyolan fogalmazva: limy_,, f(x) = /3 pontosan akkor
teljestl,
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MAS HATARERTEKTIPUSOK: OSSZEFOGLALAS

lim f(x) =

X—a

Itt:

(CRS {Xo,Xo—I—O,Xo—0,00,—OO}, /3 S {A,OO, —OO}

Osszesen 15-féle hatarértéktipus van

Mindegyik fenti hatarértéktipusra kimondhato az atviteli-elv.
Pongyolan fogalmazva: limy_,, f(x) = /3 pontosan akkor
teljesul, ha minden x, — « sorozatra f(x,) — 5.




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xq pontban,
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VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xo pontban, akkor az f + g, fg
fliggvényeknek is létezik hatarértéke xy-ban,




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xo pontban, akkor az f + g, fg
fliggvényeknek is létezik hatarértéke xy-ban, és

lim (f+9g) = I|m f+ lim g

X—Xo X—Xo
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VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xo pontban, akkor az f + g, fg
fliggvényeknek is létezik hatarértéke xy-ban, és

lim (f+9g) = I|m f+ lim g

X—Xo X—Xo
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VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xo pontban, akkor az f + g, fg
fliggvényeknek is létezik hatarértéke xy-ban, és

lim (f+9g) = I|m f+ lim g

X—Xo X—Xo

Ha tovabba létezik olyan o > O amelyre minden
0 < |x — Xp| < a esetén g(x) # 0,
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VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xo pontban, akkor az f + g, fg
fliggvényeknek is létezik hatarértéke xy-ban, és

lim (f+9g) = I|m f+ lim g

X—Xo X—Xo

Ha tovabba létezik olyan o > O amelyre minden
0 < |x — xo| < « esetén g(x) # 0, valamint limy_,x, g # O,




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xo pontban, akkor az f + g, fg
fliggvényeknek is létezik hatarértéke xy-ban, és

lim (f+9g) = I|m f+ lim g

X—Xo X—Xo

Ha tovabba létezik olyan o > O amelyre minden
0 < |x — xo| < o esetén g(x) # 0, valamint limy_,x, g # 0, akkor

X—Xo g |imx_>xog.
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VEGES HATARERTEK VISELKEDESE MUVELETEKRE

TETEL

Ha f és g valds fliggvények, amelyeknek létezik véges
hatarértéke valamely xo pontban, akkor az f + g, fg
fliggvényeknek is létezik hatarértéke xy-ban, és

lim (f+9g) = Xli_)rr)m(0 f+ lim g

X—Xo X—Xo

Ha tovabba létezik olyan o > O amelyre minden
0 < |x — xo| < o esetén g(x) # 0, valamint limy_,x, g # 0, akkor

X—Xo g |imx_>xog.

Hasonlo allitasok ioazak féloldali és véatelenbeli hatarértékre.



10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

VEGTELEN HATARERTEK VISELKEDESE
MUVELETEKRE

TETEL
Ha f és g valos figgvények, limy_x, f = 00, limy_,x, g # O,
akkor

Xli_)rr;(o(f +9g) ==t

XIi_}r’r;(()(fQ) = +00
lim — = +o00




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MUVELETEK FOLYTONOS FUGGVENYEKKEL

A hatértértékre latott eredményekbdl rogtén kdvetkezik:



10. ELOADAS: VALOS F YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MUVELETEK FOLYTONOS FUGGVENYEKKEL

A hatértértékre latott eredményekbdl rogtén kdvetkezik:

Ha az f és g valds fliggvények folytonosak xy-ban, akkor
ugyanez igaz az f + g és fg fliggvényekre, valamint
amennyiben g(xo) # 0 akkor az é flggvényre is.




10. ELOADAS: VAL YEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

MUVELETEK FOLYTONOS FUGGVENYEKKEL

A hatértértékre latott eredményekbdl rogtén kdvetkezik:

Ha az f és g valds fliggvények folytonosak xy-ban, akkor
ugyanez igaz az f + g és fg fliggvényekre, valamint
amennyiben g(xo) # 0 akkor az é flggvényre is.

TETEL

Legyenek
f:Df—=R, g:Dg—R

valds fiiggvények. Teqgylk fel, hogy g o f értelmezési
tartomanya tartalmaz valamely intervallumot xo Kordl.
Amennyiben f folytonos az xo pontban és g folytonos az f(xg)
pontban, akkor g o f is folytonos xp-ban.




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

NEVEZETES HATARERTEKEK

A sorozatoknal tanult nevezetes hatarértekek altalaban
természetes modon kimondhatok fliggvényekre is.
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NEVEZETES HATARERTEKEK

MEGIJEGYZES

A sorozatoknal tanult nevezetes hatarértekek altalaban
természetes modon kimondhatok fliggvényekre is.

| \

MEGJEGYZES
A kritikus hatarértékek ugyanazok fliggvényhatarértékek
esetén is.

N
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NEVEZETES HATARERTEKEK

ALLITAS

Ha0 < x < 3,
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Ha0 < x < 3, akkor

sin(x) < x < tg(x).
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas. o
CD = sin(x),




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas. o o
CD =sin(x), AB = tg(x)
B




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas. L o
CD =sin(x), AB = tg(x)
B Az OAC haromszdg terllete:
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.
CD = sin(x), AB = tg(x)

B Az OAC haromszdg terllete:
T, = OACD _
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas. L o
CD =sin(x), AB = tg(x)
B Az OAC haromszdg terllete:

OA-CD sin(x
T1202 - I2()'




10. ELOADAS: VALOS FUGGVENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAI

NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas. L o
CD =sin(x), AB = tg(x)

B Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk tertlete:
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.

CD = sin(x), AB = tg(x)

Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk terllete:
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.

CD = sin(x), AB = tg(x)

Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk terllete:
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.

CD = sin(x), AB = tg(x)

Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk terilete:
Az OAB héromszég terilete:



10. ELOADAS: VALOS F

3VENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAL

NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.

CD = sin(x), AB = tg(x)
Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk terdlete:
Az OAB héromszég terilete:

_ OAZB _
Ts="%"=



10. ELOADAS: VALOS F

3VENYEK LOKALIS TULAJDONSAGAL

NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.

CD = sin(x), AB = tg(x)
Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk terdlete:
Az OAB héromszég terilete:

_ OAAB _ tg(x
To = QA8 — 100,
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.

CD = sin(x), AB = tg(x)

Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk terilete:
Az OAB héromszég terilete:
Ty = OAfB = 0,

DeTi< T < T3
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Bizonyitéas.

CD = sin(x), AB = tg(x)

Az OAC haromszdg terllete:
T _ OA CD sm(X)

Az OAC korC|kk terilete:
Az OAB héromszég terilete:

Ts = OA2AB tg(X)
DeTi<T< T3, tehat

sin(x) _ x _ tg(x)
> S22~
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Tétel bizonyitasa.
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Tétel bizonyitasa.
Az éllitas alapjan, ha 0 < x < 7,
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

sin(x) < x < tg(x) =
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

sin(x)

sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

sin(x)

sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’

De ebbdl, ha 0 < x < 7,
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

) _sin(x)
sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
De ebbdl, ha 0 < x < 7, akkor
cos(x) < sin(x) <1

X
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NEVEZETES HATARERTEKEK

Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

) _sin(x)
sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
De ebbdl, ha 0 < x < 7, akkor
cos(x) < sm)EX) <1

Mivel cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x),
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Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

) _sin(x)
sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
De ebbdl, ha 0 < x < 7, akkor
cos(x) < sin(x) <1
X
Mivel cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x), ezért ez igaz

—5 < x <O0eseténis.
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Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

) _sin(x)

sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
De ebbdl, ha 0 < x < 7, akkor

cos(x) < sin(x) <1
X
Mivel cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x), ezért ez igaz
—5 <x <0esetéenis. De
lim cos(x) =

x—0
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Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

) _sin(x)
sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
De ebbdl, ha 0 < x < 7, akkor
cos(x) < sin(x) <1
X
Mivel cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x), ezért ez igaz

—5 <x <0esetéenis. De

lim cos(x) =1 =
x—0
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Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

) _sin(x)

sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
De ebbdl, ha 0 < x < 7, akkor

cos(x) < sin(x) <1
X
Mivel cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x), ezért ez igaz
—5 <x <0esetéenis. De
lim cos(x) =1 = lim 1

x—0 x—0
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Tétel bizonyitasa.
Az allitas alapjan, ha 0 < x < 7, akkor

) _sin(x)
sin(x) < x < tg(x) = cos(x)’
De ebbdl, ha 0 < x < 7, akkor
cos(x) < sin(x) <1
X
Mivel cos(—x) = cos(x), sin(—x) = —sin(x), ezért ez igaz
—5 <x <0esetéenis. De
lim cos(x) =1 = lim 1
x—0 x—0

tehat a renddr-elv miatt lim <) —
x—0
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1 — cos(x)
x—0 X
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NEVEZETES HATARERTEKEK

0 ~ im (1 — cos(x))(1 + cos(x)) _
x—0 X x—0 X(1 + COS(X))
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o 1 — cos(x) . (1 — cos(x))(1 + cos(x)) _
x—0 X x—0 x(1 + cos(x))
1 — cos?(x)

= x(1 + cos(x))
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o 1 — cos(x) — lim (1 — cos(x))(1 + cos(x)) _
x—0 X x—0 Xx(1 + cos(x))

1—cos?(x) . sin(x) sin(x)

= x(1 +cos(x))  x—0 X 1+ cos(x)
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o 1 — cos(x) — lim (1 — cos(x))(1 + cos(x)) _
x—0 X x—0 Xx(1 + cos(x))

1—cos?(x) . sin(x) sin(x) 0

= XA Foos(x) A x T tcos(x) 141
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NEVEZETES HATARERTEKEK

o 1 — cos(x) — lim (1 — cos(x))(1 + cos(x)) _
x—0 X x—0 Xx(1 + cos(x))

1—cos?(x) . sin(x) sin(x) 0

XA Fcos(X)) ~ A x  Ttcos(x) L Axd O




