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Vektorok: rendezett (P P2) pontparok, ahol azonositjuk a
(P1P>) és (Q;Qv) parokat, amennyiben Py, P, Qo, Q; ebben a
sorrendben egy valamilyen iranyban kérdljart parallelogramma
egymas utan kdvetkezd csucspontjai.

Py P5.

Minden v vektorhoz és P; ponthoz létezik egyetlen olyan P,
pont, hogy PP, = V. P; neve: V kezddpontja, P, neve: v
végpontja.
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Legyenek vy, v» vektorok. Ha vy = PP és vo = P, P3, akkor v;
és Vp Osszege:
—~ - =5
Vi + Vo = P{Ps.

ALLITAS

Minden &, b, ¢ vektor esetén
d+b=b+3,
valamint
(2+b)+Cc=2a+(b+¢C)
Végiil, )
a+0=3a
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pontra, amelyre Ps, Py, P> pontok egy egyenesre illeszkednek,
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Specidlis eset: —v = (—1) - V.
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—a+38 -7 0
2a—4y | =10
—2a — B+ 5y 0
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Legyen V egy vektortér és legyenek vy, ..., v, € V.

DEFINICIO

Azt mondjuk, hogy a vy, . . ., V, vektorok V egy
generatorrendszerét alkotjak, ha barmely v € V esetén létezik
Vi,..., Vp-nek olyan linedris kombin&cidja, amely megegyezik
v-vel.

Azt mondjuk, hogy Vi, ..., V, vektorok V egy bazisat alkotjak,
ha linearisan fiiggetlenek és generator-rendszert alkotnak.
Amennyiben V -nek létezik véges elemszamu bazisa, akkor egy
bazisanak (egyértelmien meghatarozott) elemszamat V
dimenzidjanak nevezziik.
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VEKTORTER GENERATORRENDSZERE, BAZISA

Legyen V egy vektortér és legyenek vy, ..., v, € V.

DEFINICIO

Azt mondjuk, hogy a vy, . . ., V, vektorok V egy
generatorrendszerét alkotjak, ha barmely v € V esetén létezik
Vi,..., Vp-nek olyan linedris kombin&cidja, amely megegyezik
v-vel.

Azt mondjuk, hogy Vi, ..., V, vektorok V egy bazisat alkotjak,
ha linearisan fiiggetlenek és generator-rendszert alkotnak.
Amennyiben V -nek létezik véges elemszamu bazisa, akkor egy
bazisanak (egyértelmien meghatarozott) elemszamat V
dimenzidjanak nevezziik.

Vi, ..., Vp akkor és csak akkor alkot bazist, ha minden v ¢ V
eloall egyértelmiien vy, . . ., V, linedris kombindcidjaként.
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VEKTORTER GENERATORRENDSZERE, BAZISA

DEFINICI0

Vektorok egy halmaza kollinearis, ha van olyan egyenes
amelyik mindegyik elemét tartalmazza,
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VEKTORTER GENERATORRENDSZERE, BAZISA

Vektorok egy halmaza kollinearis, ha van olyan egyenes
amelyik mindegyik elemét tartalmazza, és komplanaris, ha van
olyan sik, amelyik mindegyik elemét tartalmazza.
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VEKTORTER GENERATORRENDSZERE, BAZISA

Vektorok egy halmaza kollinearis, ha van olyan egyenes
amelyik mindegyik elemét tartalmazza, és komplanaris, ha van
olyan sik, amelyik mindegyik elemét tartalmazza.

TETEL
A sik (R?) dimenziéja 2, és a bazisai a nem kollineris
vektorokat tartalmazo vektorparok,
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VEKTORTER GENERATORRENDSZERE, BAZISA

Vektorok egy halmaza kollinearis, ha van olyan egyenes
amelyik mindegyik elemét tartalmazza, és komplanaris, ha van
olyan sik, amelyik mindegyik elemét tartalmazza.

A sik (R?) dimenziéja 2, és a bazisai a nem kollineris
vektorokat tartalmazé vektorparok, a tér (R®) dimenziéja 3, és a
bazisai a nem komplanaris vektorokat tartalmazo
vektorharmasok.
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VEKTORTER GENERATORRENDSZERE, BAZISA

FIGURE: Egy vektor felbontasa a sikon adott vektorokkal parhuzamos
Osszetevokre



24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Legyen V egy vektortér és éy,. .., €, egy bazisa.
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BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Legyen V egy vektortér és éy,. .., €, egy bazisa.

DEFINICIO

Egy tetszéleges V € V &é,. .., éy-re vonatkozo koordinatai az
egyetlen olyan (vy,...,vp) € R",
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BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Legyen V egy vektortér és éy,. .., €, egy bazisa.

Egy tetszéleges V € V &é,. .., éy-re vonatkozo koordinatai az
egyetlen olyan (vy,...,vy) € R", amelyre

V=Vi€1+  + Vpén.




24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Legyen V egy vektortér és éy,. .., €, egy bazisa.

DEFINICIO

Egy tetszéleges V € V &é,. .., éy-re vonatkozo koordinatai az
egyetlen olyan (vy,...,vy) € R", amelyre

V=Vi€1+  + Vpén.

TETEL
Legyenek a v, w € V koordinatai az é, .. ., €, bazisra nézve
rendre (Vi,...,Vn),(Wy,...,wp) € R

| A\




KTOROK A TERBEN

BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Legyen V egy vektortér és éy,. .., €, egy bazisa.

DEFINICIO

Egy tetszéleges V € V &é,. .., éy-re vonatkozo koordinatai az
egyetlen olyan (vy,...,vy) € R", amelyre

V=Vi€1+  + Vpén.

| A\

TETEL
Legyenek a v, w € V koordinatai az é, .. ., €, bazisra nézve
rendre (v1,...,Vn), (Wy,...,wp) € R". Ekkor v + w koordinatai

ugyanerre a bazisra nézve: (Vi + Wy, ..., Vp + Wp).




KTOROK A TERBEN

BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Legyen V egy vektortér és éy,. .., €, egy bazisa.

DEFINICIO

Egy tetszéleges V € V &é,. .., éy-re vonatkozo koordinatai az
egyetlen olyan (vy,...,vy) € R", amelyre

V=Vi€1+  + Vpén.

| A

TETEL

Legyenek a v, w € V koordinatai az é, .. ., €, bazisra nézve
rendre (v1,...,Vn), (Wy,...,wp) € R". Ekkor v + w koordinatai
ugyanerre a bazisra nézve: (vi + wy, ..., Vo + Wy). Barmely

a € R esetén « - vV koordinatai ugyanerre a bazisra nézve:
(avy,...,avp).
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

FELADAT

2 17 1 3
Legyen v = 2 |,a= 2 |,b= 1(,6=111].
5 0 —1 2
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

2 17 1 3
Legyen v = 2 |,a= 2 |,b= 1(,6=111].
5 0 —1 2

Bontsuk fel V-t az 3, b, ¢ vektorokkal parhuzamos Gsszetevékre.
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

2 17 1 3
Legyen v = 2 |,a= 2 |,b= 1(,6=111].
5 0 —1 2

Bontsuk fel V-t az 3, b, ¢ vektorokkal parhuzamos Gsszetevékre.

Az a kérdés, hogy hogyan lehet felirni v-t ad+ 8b + ¢ alakban.
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

2 17 1 3
Legyen v = 2 |,a= 2 |,b= 1(,6=111].
5 0 —1 2

Bontsuk fel V-t az 3, b, ¢ vektorokkal parhuzamos Gsszetevékre.

Az a kérdés, hogy hogyan lehet felirni v-t ad+ 8b + ¢ alakban.

{HEERHEH]

+ 8
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

2 17 1 3
Legyen v = 2 |,a= 2 |,b= 1(,6=111].
5 0 —1 2

Bontsuk fel V-t az 3, b, ¢ vektorokkal parhuzamos Gsszetevékre.

Az a kérdés, hogy hogyan lehet felirni v-t ad+ 8b + ¢ alakban.

[ [
|

2o+ B+
—B+ 2y

3
1
2
-oz+,6’—|-37] |:
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

2a0+pB+y = 2

—a+pf+3y = -2
—f+2y = 35
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—B+2y = 3
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—B+2y = 3

—a+(2y-5)+3y = -2
2o+ (2v-5)+~y = 2
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—B+2y = 3

—a+(2y-5)+3y = -2 N —a+5y = 3
2o+ (2v-5)+~y = 2
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—f+2y = 35
—a+(2y-5)+3y = -2 N —a+5y = 3
2a+(2y -5+~ = 2 2a+3y = 7

= a=5y-3
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—f+2y = 35
—a+(2y-5)+3y = -2 —a+5y = 3
2a+(2y -5+~ = 2 2a+3y = 7

—a=5y-3=25v-3)+3y=7
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—f+2y = 35
—a+(2y-5)+3y = -2 —a+5y = 3
2a+(2y -5+~ = 2 2a+3y = 7

—=a=5y-3=2(57-3)+3y=7=137y=13 =
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—f+2y = 35
—a+(2y-5)+3y = -2 —a+5y = 3
2a+(2y -5+~ = 2 2a+3y = 7

—=a=5y-3=2(57-3)+3y=7=137y=13 =

v=1
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—f+2y = 35
—a+(2y-5)+3y = -2 —a+5y = 3
2a+(2y -5+~ = 2 2a+3y = 7

—=a=5y-3=2(57-3)+3y=7=137y=13 =

y=1=p=-3,a=2,



24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—f+2y = 35
—a+(2y-5)+3y = -2 —a+5y = 3
2a+(2y -5+~ = 2 2a+3y = 7

HEHNEEN
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VEKTOR FELBONTASA PARHUZAMOS OSSZETEVOKRE

—a+pf+3y = -2
2a+pB+y = 2 )} =p=2y-5=
—f+2y = 35
—a+(2y-5)+3y = -2 —a+5y = 3
2a+(2y -5+~ = 2 2a+3y = 7

HEHNRIEHRHEEEN
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BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Szokasos bazis L
R2-ben: i,j egységnyi hosszu, merbleges vektorok, ahol i-t j-be
pozitiv forgasirdnyu 90°-os forgatés viszi at.
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Szokasos bazis L
R2-ben: i,j egységnyi hosszu, merbleges vektorok, ahol i-t j-be
pozitiv forgasirdnyu 90°-os forgatés viszi at.

R3-ben: /. ], k egységnyi hosszu, paronként merdleges
vektorok, melyek ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert
alkotnak.



24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

BAZISRA VONATKOZO KOORDINATAK

Szokasos bazis L
R2-ben: i,j egységnyi hosszu, merbleges vektorok, ahol i-t j-be
pozitiv forgasirdnyu 90°-os forgatés viszi at.

R3-ben: /. ], k egységnyi hosszu, paronként merdleges
vektorok, melyek ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert
alkotnak.

Jobbsodrasu rendszer pongyolan: az 7, j, k vektorokat a jobb
kezlnkkel fel tudjuk mutatni ugy, hogy a vektorokat rendre a
hiivelykujjunkkal, a mutatéujjunkkal és a k6zéps6 ujjunkkal
reprezentaljuk, de egyiket sem térjik ki.



24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi sik 2-dimenzids, tehat egy T,fbéziséra vonatkozé
koordinatak segitségével azonosithatjuk R?-tel, azaz a valos
szamparok halmazéaval.



24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi sik 2-dimenzids, tehat egy T,fbéziséra vonatkozé
koordinatak segitségével azonosithatjuk R?-tel, azaz a valos
szamparok halmazaval. Legyenek (x, y) egy P pont koordintai
i, j-re nézve.
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A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi sik 2-dimenzids, tehat egy T,fbéziséra vonatkozé
koordinatak segitségével azonosithatjuk R?-tel, azaz a valos
szamparok halmazaval. Legyenek (x, y) egy P pont koordinatéi

i,j-re nézve. Ekkor x neve: P abszcisszdja, y neve: P
ordinatjja.
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A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi sik 2-dimenzids, tehat egy T,fbéziséra vonatkozé
koordinatak segitségével azonosithatjuk R?-tel, azaz a valos
szamparok halmazaval. Legyenek (x, y) egy P pont koordinatai
T,f—re nézve. Ekkor x neve: P abszcisszaja, y neve: P
ordinataja. Az O(0,0) pont: a koordinata-rendszer origdja.
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A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi sik 2-dimenzids, tehat egy T,fbéziséra vonatkozé
koordinatak segitségével azonosithatjuk R?-tel, azaz a valos
szamparok halmazaval. Legyenek (x, y) egy P pont koordinatai
T,f—re nézve. Ekkor x neve: P abszcisszaja, y neve: P
ordinataja. Az O(0,0) pont: a koordinata-rendszer origdja.
Legyen Py (X1, ¥1), P2(X2, y2) két pont.
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A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi sik 2-dimenzids, tehat egy T,fbéziséra vonatkozé
koordinatak segitségével azonosithatjuk R?-tel, azaz a valos
szamparok halmazaval. Legyenek (x, y) egy P pont koordinatai
i, j-re nézve. Ekkor x neve: P abszcisszaja, y neve: P
ordinataja. Az O(0,0) pont: a koordinata-rendszer origdja.
Legyen Py(x1, ¥1), Po(X2, y2) két pont. Ekkor Py és P,
egymastél mért tavolsaga (Pithagorasz):

d(Py, P2) = \/(X1 —%2)?+ (y1 = y2)?.



24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi tér 3-dimenziés, tehat egy 7,] k bazisara
vonatkozo koordinatak segitségével azonosithatjuk R3-bel,
azaz a valés szamharmasok halmazaval.
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A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi tér 3-dimenziés, tehat egy 7,] k bazisara
vonatkozo koordinatak segitségével azonosithatjuk R3-bel,
azaz a val6s szdmharmasok halmazaval. Legyenek (x, y, z)
egy P pont koordinatai 7, j, k-ra nézve.
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A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi tér 3-dimenziés, tehat egy 7,] k bazisara
vonatkozo koordinatak segitségével azonosithatjuk R3-bel,
azaz a val6s szdmharmasok halmazaval. Legyenek (x, y, z)
egy P pont koordinatai 7, j, k-ra nézve. Az 0(0,0,0) pont: a
koordinata-rendszer origdja.
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A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi tér 3-dimenziés, tehat egy 7,] k bazisara
vonatkozo koordinatak segitségével azonosithatjuk R3-bel,
azaz a val6s szdmharmasok halmazaval. Legyenek (x, y, z)
egy P pont koordinatai 7, j, k-ra nézve. Az 0(0,0,0) pont: a
koordinata-rendszer origdja.

Legyen P1 (X1 V1,24 ), P2(X2, Yo, Zg) két pOﬂt.



24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

A DESCARTES-FELE DEREKSZOGU
KOORDINATA-RENDSZER

Az euklideszi tér 3-dimenziés, tehat egy 7,] k bazisara
vonatkozo koordinatak segitségével azonosithatjuk R3-bel,
azaz a val6s szdmharmasok halmazaval. Legyenek (x, y, z)
egy P pont koordinatai 7, j, k-ra nézve. Az 0(0,0,0) pont: a
koordinata-rendszer origdja.

Legyen P4 (X1 V1,24 ), P2(X2, Yo, Zg) két pont. Ekkor P; és Ps
egymastél mért tavolsaga (Pithagorasz):

d(Py, Pp) = \/(X1 = X)2+ (1 —y2)P + (21 — )2
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SKALARIS SZORZAT A TERBEN

DEFINICIO

Legyenek U, v € R® vektorok, melyek &ltal bezart sz6q ~.
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Legyenek U, v € R® vektorok, melyek altal bezart széqg ~. Ekkor
U és v skaldris szorzata




24. ELOADAS: VEKTOROK A TERBEN

SKALARIS SZORZAT A TERBEN

DEFINICIO

Legyenek U, v € R® vektorok, melyek altal bezart széqg ~. Ekkor
U és v skaldris szorzata

U-v=|d|-|V]-cosn.

| A\

MEGIEGYZES (GEOMETRIAI JELENESE)

Jelblje v\ a v vektornak az u-n 4tmené egyenesre vett
merdleges vetiiletének elbjeles hosszat.
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SKALARIS SZORZAT A TERBEN

DEFINICIO

Legyenek U, v € R® vektorok, melyek altal bezart széqg ~. Ekkor
U és v skaldris szorzata

U-v=|d|-|V]-cosn.

| \

MEGIEGYZES (GEOMETRIAI JELENESE)

Jelblje v\ a v vektornak az u-n 4tmené egyenesre vett
merbleges vetiletének elbjeles hosszat. Ekkor
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SKALARIS SZORZAT A TERBEN

FIGURE: Vektorok egyenesre vett merbleges vetiiletei
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SKALARIS SZORZAT A TERBEN

FIGURE: Vektorok egyenesre vett merbleges vetiiletei

Tetszbleges U, v, w € R® vektorokra

U(V+w)=0v+ uw.
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A skalaris szorzat tulajdonsagai
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A skalaris szorzat tulajdonsagai
@ Szimmetrikus, azaz minden U, v € RS esetén u
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SKALARIS SZORZAT TULAJDONSAGAI

A skalaris szorzat tulajdonsagai
@ Szimmetrikus, azaz minden U, v € RS esetén v = V.
@ Tetszbleges U, v, w € R3 vektorokra

GV + W) = GV + W, (0 + V)W = GW + V.
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A skalaris szorzat tulajdonsagai
@ Szimmetrikus, azaz minden U, v € RS esetén v = V.
@ Tetszbleges U, v, w € R3 vektorokra

GV + W) = GV + W, (0 + V)W = GW + V.

Q Tetszbleges U, v € R3 vektorokra és A € R szdmra
(A\O)V = AUV = U(\V)
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SKALARIS SZORZAT TULAJDONSAGAI

A skalaris szorzat tulajdonsagai
@ Szimmetrikus, azaz minden U, v € RS esetén v = V.
@ Tetszbleges U, v, w € R3 vektorokra

GV + W) = GV + W, (0 + V)W = GW + V.

Q Tetszbleges U, v € R3 vektorokra és A € R szdmra
(A\O)V = AUV = U(\V)

Q Tetszbleges U, v € R3 vektorokra

uav=0<u0.lv



KTOROK A TERBEN

SKALARIS SZORZAT TULAJDONSAGAI

A skalaris szorzat tulajdonsagai
@ Szimmetrikus, azaz minden U, v € RS esetén v = V.
@ Tetszbleges U, v, w € R3 vektorokra

d(V+w) =av+dw, (d+ V)W = 0w+ vw.
Q Tetszbleges U, v € R3 vektorokra és A € R szdmra

(AD)V = ATV = G(\V)

Q Tetszbleges U, v € R3 vektorokra

Uv=0<« 01 Vésii=|ul?
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SKALARIS SZORZAT TULAJDONSAGAI

A skalaris szorzat tulajdonsagai
@ Szimmetrikus, azaz minden U, v € RS esetén v = V.
@ Tetszbleges U, v, w € R3 vektorokra

d(V+w) =av+dw, (d+ V)W = 0w+ vw.
Q Tetszbleges U, v € R3 vektorokra és A € R szdmra

(AD)V = ATV = G(\V)

Q Tetszbleges U, v € R3 vektorokra
Uv=0<« 01 Vésii=|ul?

A két k6zépso tulajdonsagot ugy is mondjak, hogy a skalaris

szorzas linearis mindkét valtozéjaban.
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UV =X1Xp + Y1y + 2123

Bizonyitéas.

GV = (X171 + y1j + z1K) - (xal + yof + 22K) = X101 + X1 y2ij+
+X1 220K + Y1 X0fi + V1Yol + Y1 2] K + Z1XoKi + 21 yokj + 21 zokk =

= X1X2 + V1Yo + Z122.
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2
sz6g97?
Megoldas
d-b=|3|-|b|cosy => cosy = f.b_,
& - [b]
cosy = (-1)-24+2-(-2)+2-1

V(=12 +22 422.,/22 1 (-2)2 12
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L2 a2 g b
a-b=1|al-|blcosy = cosy=——=
al - [b

cosy = (1) 2+2:(-2)+2 1 —E(OS’YSWOO)

JE+ 2122224 (22 +12 9

— » ~ 116,3878°.
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