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1. Alkalmas helyettesítéssel számoljuk ki a következ® integrálokat.
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2. Keressük meg a primitív függvényeket.
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Emlékeztet®

� A helyettesítéses integrálás:

∫
f(x) dx =

∫
f(φ(t))φ′(t) dt|t=φ−1(x), amennyiben φ′(t) < 0

vagy φ′(t) > 0 a kérdéses intervallumon.

(Nem korrekt, ám könnyen megjegyezhet® erre így gondolni:
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dt =

∫
f(x(t))x′(t) dt. Ekkor valójában egy x = x(t) helyettesítést végzünk. A

kapott eredmény t függvénye, azaz vissza kell helyettesíteni t helyébe az x(t) függvény inverzét.)

� Racionális törtfüggvények integrálásának lépései:

� polinomosztás (ha a számláló foka kisebb, mint a nevez® foka, nem lehet/szükséges
elvégezni)

� a nevez® szorzattá bontása els®fokú, illetve negatív diszkriminánsú másodfokú tényez®k
szorzatára

� parciális törtekre bontás

� a parciális törtek integrálása

� Alkalmas helyettesítéssel racionális törtre visszavezethet® függvénytípusok:

� R(ax) esetén, ahol R egy racionális tört: t = ax helyettesítéssel

� R( m
√
x) esetén t = m

√
x helyettesítéssel (ha többfajta gyök szerepel a függvényben, ezek

rendjének legkisebb közös többszörösét érdemes venni)



� R(sinx, cosx) esetén t = tg x
2
helyettesítéssel

� R(shx, chx) esetén t = th x
2

helyettesítéssel, vagy átírva R̄(ex) alakúra és a t = ex

helyettesítéssel

� R(x,
√
ax2 + bx+ c) esetén a gyökös kifejezés a szokásos átalakításokkal (teljes négyzetté

alakítás, kiemelés)
√

±1± (Ax+B)2 alakúra hozható, majd az alábbi helyettesítések
valamelyikével az el®z® két eset valamelyikére a függvény visszavezethet®:

1.
√
1− (Ax+B)2 esetén az Ax+B = sin t helyettesítés

2.
√

1 + (Ax+B)2 esetén az Ax+B = sh t helyettesítés

3.
√

(Ax+B)2 − 1 esetén az Ax+B = ch t helyettesítés


