FELADATMEGOLDASOK AZ Al (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23/6sz, 8. hét

1. Milyen «, p-ra derivalhatoak a kovetkezs fiiggvények?

a—cosx haz>0 sin x hax >0 »¥+a hax>1
a) b )k C)hf
Bx kiilonben axr + [ kiilonben 2 — fx  kiilénben

Megoldas a) Legyen f a megadott fliggvény. Vegyiik észre, hogy = # 0 esetén a fiiggvény
derivalhato, és derivaltja sinz, ha x > 0, és 3, ha x < 0. Megvizsgaljuk az x = 0 pontot: el6szor
megnézziik, hogy milyen feltétel mellett lesz itt f folytonos. Szamoljuk ki f bal- és jobboldali
hatérértékét 0-ban; f akkor lesz itt folytonos, ha mindkét hatarértékre f(0) = §-0 = 0 adodik.
Mivel

xE%r-}-Of(x) - xl—g)g-oa Cesr=as 1’ azl—g)llof(x) - xggn—o BZL’ - 07

igy a folytonossag sziikséges és elégséges feltétele, hogy o« — 1 = 0, azaz a« = 1. Ekkor
kiszamolhatjuk f bal- és jobboldali derivaltjat is 0-ban:

fi(@) = (@ = cosz)' [o=g = (sin @) o0 = 0;  f(2) = (B2) =0 = 5.

Mivel egy fliggvény pontosan akkor derivalhato xq-ban, ha itt balrél és jobbrol is derivalhato, és
a féloldali derivaltak megegyeznek, igy a derivalhatosagra a fenti kifejezésekbdl 5 = 0 adodik,
azaz f pontosan akkor derivilhato, ha a =1és g = 0.

b) Legyen f a megadott fiiggvény. Az a) rész gondolatmenetét alkalmazva az adodik, hogy

Jig, o) = g oo =00 lip f0) = lip oo+ 5= J0)=5

azaz [ = 0, valamint ezen feltétel mellett:
file) = (sina) om0 = (cosz) om0 = L;  fL(x) = (az + ) om0 = a
vagyis f pontosan akkor derivalhato, ha a =1 és g = 0.

c) A feltételek most 1 + =2 — 3 és 3 = —f3, amibdl f = —3 és a = 4.

2. Irjuk fel az alabbi fiiggvények grafikonjanak o abszcisszaju pontjahoz hiizott érinté és normalis
egyenes egyenletét!

a) f(z)=2° x9=2 b)
) f(z) =sinz, x0=m; )

f(r) =In3z, z¢=¢*/3;

f(x) =1 +sin(ze®* ™), 2o =0.

Megoldas Az érintési pont Py (xg, f(z0)) = Py (2,8). Az érint6 meredeksége a derivalt 2-
beli értéke, azaz m. = f'(2) = (32?) |,=2 = 12. Az m meredekségii, Py(xo,y) ponton atmend
egyenes egyenlete y = yo + m(x — x), azaz az érint§ egyenlete y = 8 4+ 12(x — 2), vagyis
y = 12z — 16. A normalis egyenes a megadott ponton atmend, érintére meréleges egyenes.
Igy az egyenletének felirasahoz egyediil a meredekségét kell kiszamolnunk. Ismert, hogy ha m;
és my két egyenes meredeksége, akkor az egyenesek pontosan akkor merdlegesek egymasra, ha
1 1

igaz az mymy = —1 Osszefiiggés. Azaz jelen esetben a normalis meredeksége m, = ——- = — 15,
€

és az egyenlete y = 8 — 15 (z — 2).
b) Az érintési pont Py (%,f ( )) =B (%,2). Az érint6 meredeksége m, = f’ <§) = e%

62
3
= —%. Végiil az érint6 egyenlete y = 2 + e% <£E - é); és

A normalis meredeksége m,, = — 3

1
Me
a normalis egyenlete y = 2 — % (x — %)

¢) Az el6z6ekhez hasonld szamoléssal az érint6 egyenlete y = —(xz — 7), a normalis egyenlete
Yy=2x—T.

d) Mivel f'(x) = cos (ze** 1) (e2**1 + 2e**T12) az érint egyenlete y = 1 + ex, és a normalis
egyenlete y = 1 — 2.



3. Irjuk fel az y = In (22 + 1) gorbének az y = x + 2 egyenessel parhuzamos/meréleges érintéinek
egyenletét.

Megoldas Az y = r+2 egyenes meredeksége 1, igy a vele parhuzamos egyenesek meredeksége
1, és a r4 merGleges egyeneseké —1. Az y = In(2® + 1) gorbe x pontjaban hizott érint&jének
meredeksége (In (22 4 1)) = 2+1 [gy az = pontban hizott érintd pontosan akkor parhuzamos
a megadott egyenessel, ha 2 7 = 1. Ezen egyenletnek egyetlen megoldasa o = 1. Felirva
az itteni érint§ egyenletét y = In2 + (z — 1) addédik. Hasonloan, ha az xz-ben huzott érinté
merGleges a megadott egyenesre, akkor 12211 = —1. Ennek az egyenletnek egyetlen megoldasa

x = —1. Az itteni érint6 egyenlete y = In2 — (x + 1).

4. Pista ceruzajanak a hegye a (4,0) pontban van, és innen érintGegyenest szeretne hizni az
f(x) = 2?/3 fiiggvényhez. Hany fokos szogben kell elinditania a ceruzajat?

Megoldas Irjuk fel a megadott egyenes x-beli érintGjének egyenletét. Az érintési pont

2
Py (3307 %) Az érint6 meredeksége m, = Qﬂ, igy az érinté egyenlete y = x“ + 25‘0 (x — x0).

A keresett érint6k atmennek a (4,0) ponton, azaz a hozzajuk tartozd x megoldasa a

0= % + 2% (4 — xg) egyenletnek. Az egyenlet megoldésai x; = 0 és xo = 8. Az ezekhez

tartozo érint6k meredeksége my; = 0 és my = %. Egy egyenes meredeksége az iranyszogének
tangense, igy a két érint6 iranyszogei 0° és 79, 38°. Azaz Pistanak 0°-os vagy 79, 38°-0s szégben

kell elinditania a ceruzéjat.
5% Van-e az f(r) = 22 — 1 parabolanak olyan érintGje, amely atmegy a (2,2) ponton? Ha igen,

irjuk fel az érint6 egyenletét!

Megoldas A parabola xy ponthoz tartozo érint('ijének egyenlete y = 22 — 1+ 2xo(z — ). Ha
az érint6 atmegy a (2, 2) ponton, teljesiil a 2 = 22 —1+2x(2— () egyenlet. Ennek megoldésai
x1 =1 6és x9 = 3. Az ezen pontokhoz tartozo érint6k egyenlete y = 2z — 2 és y = 6x — 10.

6. Kiszamoland6 hatarértékek:

: v
a) lim e b) lim S ¢) lim 2%~
z—0 e — 1 z—0 2 £—00
t T4+1)—2(e"—1
d)*lim(Inz) - tg (Ea:> e )™ lim 8T ) lim (e +1) , (e )
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Megoldas a) lir% S““”l = hH(l) 8L — 1 felhasznalva, hogy az eredeti hatarérték ,,0’ tipust.
b) lim ©=2= = —1 — lim & = 1, felhasznélva, hogy az els6 két hatarérték ,,2” tipusi.
20 T x—0 2’” -0 2 0

2
= lim 5 = 11m55x—11m 2 _—

¢) A hatéarérték ,,00-0” tipust, igy étalakltjuk. lim x%e=5® oh

T—00 T—>00 T—00
0, minthogy a 2. és a 3. hatarérték ,27 tipusu.

d) A hatarérték ,,0 - (£o00)” tipust, igy atalakitjuk. lirr%(lnx) - tg (%x) = lim Bz 7=
z—

01 cta(5e
1 _ 2

lim & — fi 0 (E)

2 z—1 §z

09

= —%, mivel a 2. hatarérték g

tipusi.




1
e) A hatarérték ,,2” tipusi. gy hm = lim ez

”0 x+ sin 20 ltcosz 2°
. v 41)—2(e”—1 oy —2 1)e®+1 @ o
f) lim M = lim (Jr);# = lim (3”3# = lim &= = lim & = %, mert az elsé
z—0 x—)O x z—0 x z—0 °F z—0
és a harmadlk hatarérték ,,0 7 tipusa.

g) A hatarérték 27 tipusi, azaz nem kritikus. A Bernoulli-L’Hospital szabaly nem

»0
alkalmazhat6, viszont a hatarérték kozvetleniil megallapithato. 111121 % = 0.
T—r2T
h) A hatarérték ,oo — oo” tipusi, igy Atalakitjuk. hm (5 — =) = lim¥pz=2 —
=0 CE rsmox z—0 < smx
cosxz—1 _ —sinx _ 1 —cosm _ 1 B
h 02xs1nx+aﬂcosr - h 02sm:p+4xcosm r2sinx :}:IE)% 6cosz—6xsinz—x2cosr 67 mert a 2-4.
hatarertekek ,,0’ tipusuak.
7
: Tlnz : Z —00»
i) lim Inz” = hm % = lim 2% = lim —14+/x = 0, mert a 2. hatarérték
) 20+ v S0+ TP g0 32 ? a o0k Vi = 7 oo
tipusu.
1 1
D lim (<5 — L) = Jjm &nem=h) oy meteesl o g e g e 1
J) iliq (m 1 lnm) - iliq (z—1)Inz = ;77 lnz—i-(z—l)-% sare) lnx—l—l—% - }C;H% %-{-I% 2 mert a 2
és a 4. hatarérték ,,%” tipustl.
s . P . , L) . 4 sy : . . tgx
k) A hatarérték ,,0° tipusi, azaz kritikus, igy atalakitjuk. lim 2% = lim (e"%)®" =
r—0+ r—0+
lim e™*t8? Kiszamoljuk a kitevs hatarértékét. lim Inz - tgz = lim f”“ = lim —&— =
z—0+ z—0-+ z—0+ 8T x%OJr T ainla
. _gin2 . o .
lim =% = lim M = 0, mert a 2. hatarérték ,==”, a 4. hatarérték ,,0 ” tipust. Igy
z—0+ z z—0+
lim 2%% = ¢ = 1.
z—0+
1) A hatarérték ,,15°°” tipust, azaz kritikus. Az el6z6 feladat gondolatmenetével
lim (tgz)®% = lim e'8=%82 A kitevs hatarértéke lim Intgz - tg2r = lim &2
x—7/4 7 /4 z—7/4 /4 8T
1 1
. tez . _ sin2
lim Etepfe — Jim =SR2 — Jim —sin 2z = —1, felhasznalva, hogy a 2. hatéarérték ,,3”
x—>7r/4 _7&“221 I—)ﬂ'/4 cosrsix CZ'—)7T/4
tipusa. Igy hm (tgz)e? =t =1
/4
. 1 Inctgx . L P . Inctgz : ct;:c'i;?lx
m) lim (ctgx)lnw = lim e mx . A kitevé hatarértéke lim =782 = lim <egnie —
z—0+ z—0+ z—0+ ¥ z—0+ z
—2 __ — iy snz L —1, mivel az 1. hatarérték ,,==” tipusi, és felhaszalva a
$*>0+ SInx cCosx I*}O‘F x COosS T —00
. 1
lim 822 = 1 nevezetes hatarértéket. Igy lim (ctgz)™s = 1.
x—0 x—0+ €



