FELADATMEGOLDASOK AZ Al (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23/6sz, 10. hét

1. Végezziik el a teljes fiiggvényvizsgalatokat, rajzoljuk le a fiiggvényeket.

1 x 2
a)xHx—ﬁ b)$HFx2 c) x> ze
d) z s 22° — 92% + 122 e e ™ )" 2+ sin? 2 — 2sin

Megoldas a) Megnézziik a vizsgalando tulajdonsagokat az f(x) = x — ?12 fiiggvényre.

1) A kikétések alapjan x # 0, azaz Dy = R\ {0}.

2) Zérushelyek: 2 — 5 =0= 2 = 1.

3) f(—z) = —x — 5. Mivel f(—z) # +f(z), a figgvény nem paros és nem pératlan. Mind az
értelmezési tartomany, mint a zérushelyek mutatjak, hogy a fiiggvény nem periodikus.

4) A fiiggvény folytonos Ds-en. A hatéarértékei:

lim (a: - :%2) = lim = (1 — x%) = 00; és hasonldan

L300 X T—00
xEIPOO (v = 52) = —o0;

5) A fliggvény derivaltja f'(x) =1+ %, melynek egyetlen zérushelye © = —/2 ~ —1,2599. A

tablazat:
< —V2|lz=-V2|-V2<2r<0|0<x
f'(x) + 0 - +
f(z) T lok. max. { 0
A lokélis maximum értéke f (—\‘75) = -2 - % = —%ﬁ ~ —1,8899.
6) A fiiggvény mésodik derivaltja f”(z) = —% # 0. A tablazat:

r<0 | 0<zx

f'@) | = -
f(z) | konkav | konkav

7) A grafikon és az értékkészlet: Ry = R (a grafikon alapjan), és

b) Legyen f(z) = =.
1) A kikotések: = > 0 a logaritmus miatt, és Inx # 0, azaz © # 1. Azaz Dy = R" \ {1}.
2) Zérushelye nincs.



3) Az értelmezési tartomanybol lathato, hogy nem paros, nem paratlan és nem periodikus. 4)
Az értelmezési tartomanyon folytonos. A hatarértékek:

x11_>no10 e = xh_)n;() % = oo (a hatarérték kritikus, igy alkalmaztuk a Bernoulli-L’Hospital
szabalyt);

xgg}ro = = 0 (a hatarérték ,,%” tipusi);

5) A fiiggvény derivaltja f'(z) = hlln“";;l, melynek egyetlen gyoke x = e. A tablazat:

O<ar<l|l<zxz<e r=ce e<x
f'(z) - - 0 +
f(x) { i) lok. min. | 1

A lokalis minimum értéke f(e) = e.

6) A fiiggvény masodik derivaltja f”(x) = i}i‘;i, melynek egyetlen gyoke z = e? ~ 7,3891. A
tablazat:
O<z<l|l<az<eéer| z=¢€ |e?<x
f//(x) _ + 0 _
f(z) | konkav konvex | infl. pont | konkav

Az inflexios pont y-koordinatéja f (e?) = % ~ 3,6945.
7) A grafikon (megjegyezziik, hogy helyesen az origbban egy tires karika jelenne meg):

Az értékkészlet Ry = (—00,0) U [e, 00).

¢) Legyen f(z) = x?e®.
1) D; =R.
2) Az egyetlen zérushely z = 0.
3) Mivel f(—z) = 2%e™%, igy a fiiggvény nem péros és nem péaratlan. A zérushelyekbdl latszik,
hogy f nem periodikus.
4) A fiiggvény folytonos R-en. .
T 2x

lim z2e® = oo, és lim z%® = lim = lim = lim

e~ —e— T
T—00 T—r—00 T—r—00 T—r—00 T—r—00

L’Hospital szabalyt.
5) A derivalt: f'(x) = 2ze” + 2%e” = x(x + 2)e*, ennek zérushelyei x = 0 és z = —2. A
tablazat:

2

e~

= 0, alkalmazva a

r< =2 v=-2 |-2<z<0] z=0 |0<u
f'(z) + 0 - 0 +
f(z) 0 lok. max. { lok. min. | 7




A lokalis szélséértékek f(0) =0 és f(—2) = 5 ~ 0,5413.
6) A masodik derivalt f”(z) = (22 + 4a + 2) €, melynek gyokei v = —2 + /2 ~ —0, 5858 és

r=—-2—2=~ —3,4142. A tablazat:

r<-2-V2]z=-2-V2|-2-V2<ox<-24V2]2=-2+V2|-24+2<2
1" (x) + 0 — 0 +
f(z) konvex infl. pont konkav infl. pont konvex

Az inflexiés pontok y-koordinatai f(—2 — v/2) ~ 0,3835 és f(—2 4+ v/2) = 0,1910.
7) A grafikon:

Az értékkészlet Ry = [0, 00).

d) Legyen f(z) = 22® — 9z + 12x.

1) D; =R.

2) A zérushelyek egyediil x = 0.

3) f(—x) = —22% — 922 — 122, azaz f nem paros és nem paratlan. A zérushelyekbdl latszik,

hogy f nem periodikus.

4) A fiiggvény R-en folytonos.
lim (22% — 922 + 122) = —oo0.

T—r—00

5) f'(x) = 62% — 18x + 12, melynek gydkei x = 1 és v = 2. A tablazat:

lim (22% — 922 + 12z)

T—r00

lim 2% (2 — 2 + 00 és

T—r00

r<l1 r=1 l<x<?2 T =2 2<zx
f(x) + 0 — 0 +
f(z) 1T | lok. max. 1l lok. min. | *

A szélsgértékek f(1) =5 és f(2) = 4.
6) f"(z) = 12z — 18, melynek egyetlen gyoke = = % A tablazat

x <3 =3 | 3<y
)| = 0 +
f(z) | konkav | infl. pont | konvex

Az inflexios pont x-koordinataja f (%) =3

3¢

7) Az értékkészlet és a grafikon Ry = R és




e) Legyen flz) =e™.
1) Dy =

2) Nincs zerushely

3) f(—x) = f(x) és a fiiggvény péaros. A késGbb vizsgalt tulajdonsigok alapjan lathato, hogy
f nem periodikus.
4) A fiiggvény R-en folytonos. lim e ** = 0.

r—F00

5) A derivalt f'(z) = —2ze~*", melynek egyetlen gyoke = 0. A tablazat:
r<0| =0 |0<=x

flx) | + 0 -
f(z) T |lok. max.| |

A lokélis maximum érteke f(0) = 1.
6) f"(x) = (422 — 2) e, melynek gybkei z = +5 ’5- A tablazat:

1

f"(x) + 0 — 0 +
f(z) | konvex |infl. pont konkav infl. pont | konvex

Az inflexios pontok y-koordinatai f <j:\/i§> = % ~ 0,6065.
7) Az értékkészlet Ry = (0, 1], és a grafikon

1.3

f) Legyen f = sin®z — 2sinz.
1) Dy = R.



2) A zérushelyek sinz = 0 és sinz = 2, amib6l x = kr, k € Z.

3) f(—x) =sin?x + 2sinx, azaz f nem paros és nem paratlan. A fiiggvény periodikus, és 27
periédusa. Igy a tovabbiakban csak a [—, 7] intervallumon vizsgaljuk.

4) A fiiggvény folytonos R-en, és nincs hatarértéke (+oo)-ben.

5) A derivalt f'(x) = 2sinxcosz — 2cosz, melynek gyokei cosz = 0 és sinx = 1, azaz a
vizsgalt intervallumon x = £7. A tablazat:

—rT<r<—J|r=—3 |—sg<u<3| r=73 s<x<Tm
f'(x) + 0 — 0 +
f(z) 0 lok. max. i) lok. min. 0

A lokalis szélsGértékek f (—7—5) =3és f (%) =—1.
6) A méisodik derivalt f”(x) = 2cos?z — 2sin® r + 2sinx = 2+ 2sinz — 4sin® z. Ennek gydkei

sinx = —% és sinx = 1, azaz a vizsgélt intervallumon x = —%’r, r=—7%, v =7%. A tablazat:
—r<gp< =2 O HMogpc 2] I | Zop< z r<z<m

f(z) + 0 — 0 + 0 +

f(x) konvex infl. p. konkav infl. p. konvex nincs infl. p. | konvex
Az inflexios pontok y-koordinatai f (—%”) = % =f (%’r)
7) A grafikon:

6 4 B DU s 5
14
Az értékkészlet Ry = [—1, 3].
. Szamoljuk ki a megadott fiiggvények derivaltjat.
: 1—x , ,
_\/5 b hf 3 - 2 sin 22 t d I _ (zx)
) 1 (o -2) O it Pa (=)

/ 1
Megoldas a) (:L’_\/E), = ((elm)_ﬁ) = (e‘ﬁlnz), = ¢ Vel (—%afﬁ Inx — ﬁ%) =
x*ﬁ—_éj%w. | .
b) Legyen f(z) = (2% —2)""". Ekkor In f(z) = In (2% — 2)™"" = sinzIn (2® — 2). Derivalva
mindkét oldalt -~ - f/(z) = cosz In (2® — 2) + sin 222, Mindkét oldalt szorozva az eredeti

f(=x) x3—2
fiiggvénnyel megkapjuk a végeredmeényt: f'(z) = (2® — 2)™"" <cos rln (23 — 2) + sin mz33””_22>
1
¢) Vegyiilk észre, hogy /tg 11+_22; = (tg 114:2:2) 2? Most mar akir az a),
1N\/
akir a b) feladat modszerével megkaphatdo a végeredmény: <(tg 1&:—2‘2) -”2) =
22— 1 =3 ___9zlntg =2
1 1)2 g

2 142z

o 1= 1—
(t 1—z )I—Q tgﬁé% Cosziﬂ% 1+
g 142z 4

d) Valamelyik el6z6 modszer kétszeres alkalmazasaval (xxm)/ =2" (2" (Inz+ 1) Inz 42”1

—
~—




3. Irjuk fel a megadott gorbék megadott pontbeli érintdjének egyenletét.
a) x3 +sin (zy) + v =z — 2y, Py(1;0) b /2?4 y? =22 + 1, Py(0;1)

_ 3 — 94
) x(t) = COSt}7t0—” ) x(t) = 2t—2sint }7 =

y(t) = sin®t ~ 3 y(t) = 24 2cost ~ 3

Megoldas a) Az F(x,y) = 0 implicit modon adott fiiggvények derivalasi szabalyat
alkalmazzuk: v = —%L. Ez adja meg a vizsgalt pontban htzott érinté meredekségét.

9, F
Jelen esetben F(z,y) = a3 + sin (zy) + y> + 2y — z. Tehat 9, F = 322 + cos (xy) -y — 1 és
O, F = cos (zy) - @ + 3y* + 2. A vizsgalt pontban tehat (0,F) (1,0) = 2 és (9,F) (1,0) = 3.

Tehat az érint6 meredeksége m, = —%. Az adott ponton athaladé, adott meredekségii egyenes
egyenletét felirva az érints egyenlete: y = —2(z —1).

b) Az érint meredekségének kiszamitasara most egy masik modszert alkalmazunk. Képzeljiik
el, hogy y = y(x) egy olyan fliggvény, melyre minden pontban teljesiil a megadott feltétel
legalabb Py(0;1) valamilyen kornyezetében. Ekkor a megadott feltétel bal- és jobboldalan
lathato fiiggvények, igy derivaltjaik is megegyeznek. Derivaljuk mindkét oldalt:

_1
(2* +y*) % - (20 +2yy') = 22

DO | —

Helyettesitsiik be a megadott pont koordinatait x és y helyett; ekkor 3 értéke éppen az adott

pontbeli érinté m, meredeksége lesz: m, = 0. Ebbdl az érint6 egyenlete y = 1.

¢) Az r = xz(t)
= y(t)

meredeksége) a to paraméterértékhez tartozé pontban y'|—y, =

} paraméteres alakban adott fiiggvény derivaltja (azaz érintGjének
y(to)
#(to) "

. , . . . 3sin“ I cos = , . L.
—3cos’tsint és y(t) = 3sin’tcost, vagyis me = g5 = —tg 2 = —V/3. Az érintési
3 3

pont po(z(to), y(to)) = po (1 3f> gy az érints egyenlete y = 3\/§ -3 (a: — %)

—2sin

d) Most @(t) = 2 — 2cost és y(t) = —2sint, vagyis m6 = m = —+/3. Az érintési pont

B, (%ﬂ — \/g, 3). Az érint6 egyenlete y = 3 — \/g (x _2r + \/‘)
4. Szamoljuk ki a kovetkez§ Taylor-polinomokat, és irjuk fel a hozzajuk tartoz6 hibatagot!

a) f(x)=(v—2)772 kozéppont: 3, T3(z) =

Jelen esetben &(t) =

b f(x) = sinz, kozéppont: T, T.(z)=7"

oM fx) = kozéppont: 0, Ts(x) =7

A f(z) = ln cos , kozéppont: 0, To(x) =7

Megoldas a) Kiszamoljuk az emlékeztetGben is szerepld képletben hasznalt mennyiségeket:
fx) = =2(x —2)73, f"(x) = 6(x —2)~* és f"(x) = —24(x — 2)7°. A kdzéppontban
felvett értékek: f(3) = 1, f'(3) = =2, f"(3) = 6 & f"(3) = —24. Azaz T3(zx) =
18) 4 IO 3) 4 L8 —3)2 4 265 3)3 = 1 — 2(x — 3) + 3(z — 3)2 — 4(z — 3)°.

b) Most f'(z) = cosz, f'(x) = —sinz, f"(z) = —cosz és fW(z) = sinz = f(x).
Innentél fogva altalanosan is fel tudjuk irni a derivaltakat: f*(z) = sinz, f@*+D(z) = cosz,
fUR2) (1) = —sing és fU**3)(2) = —cosz minden k € N esetén. Minthogy sint = 0 és

2m+1l minden m € N

cosm = —1, azt kapjuk, hogy To,i1(x) = Tomie(z) = Z (2m+1 (x — )

esetén.

¢) Vegyiik észre, hogy f () = ¢® minden n € N esetén. Mivel ¥ = 1, igy Ty(z) =
2 d 4

lto+2 42 po o | | 2

d) Ennel a feladatnal f/( ) _ __sin f//( ) — 1 fm(l’) — _ 2sinz (4)($) _ 2(2cos”z—3)

cosx ’ " cos?x? cos3 x? cost x ’

f(5)(:c) _ 8 sin 2(cos? x—3) és f(6)<l') __ 8(2cos? x+1551n2x). A kézéppontban f(O) _ O, f/(O) _

cos® cosb z




f"0) = f”’( ) =0, f0(0) = =2, fO0) = 0¢és fO0) = —16. Vagyis Tp(z) =

5. In(1.1)-et szeretnénk kozelitGleg kiszamolni az In(1 + x) fiiggvény 0 kézepii Taylor-polinomja
segitségével. Hanyadik tagig kell elmenniink, hogy a kozelités hibaja 1078 ala csokkenjen?

Megoldas A fenti fiiggvénynél f'(z) = =, f"(z) = —(1+x)72, f"(z) = (=1)(=2)(1+x)~®
Végiggondolhato, hogy f™(z) = (=1)"'-(n — 1)!- (1 +2)™. Azaz T,(r)-et hasznilva a
kozelitéshez x = 0, 1 esetén a hibatag legfeljebb ‘LO 1"*1’ =

0,1n+1 :
T+6)" 1 (n+1)! T 0" i (nt 1) maximuma

- 0,17

at € [0;0,1] intervallumon, ami Azaz ahhoz, hogy a kozelités hibaja 1078 ala

ntl
csokkenjen, elég azt garantalni, hogy % < 1078 teljesiiljon, ami igaz lesz n = 7 esetén.

Tehat a hetedik tagig elmenve a hiba 10~% al4 csokken.

6" Irjuk fel az f(z) = 2? + 5z — 3 + sin 2z fiiggvény o = 0 kozéppontd harmadrendii Taylor-
polinomjat és a hozza tartozo hibatagot! Legfeljebb mekkora hibat kovetiink el, ha f(0,1)
értékeét T3(0,1) értékével kozelitjik?

Megoldas f'(z) = 2z 4+ 5 + 2cos 2z, f"(x) = 2 — 4sin2x, f"(x) = —8cos2x, fW(x) =
16sin 2z. Mivel f(0) = =3, f'(0) =7, f"(0) = 2 f”(0) = =8, igy Ts(x) = =3+ Ta + 2% — 3.
A kozelités hibéja legfeljebb % -0, 1* maximuma a ¢t € [0;0, 1] intervallumon, ami legfeljebb

s00.2  1,32:107%, illetve ha egyszeriien a | sin a| < 1 becslést hasznaljuk, akkor felss becslésnek

15?00
15006 adodik.




