FELADATMEGOLDASOK AZ Al (VBK) TARGY HALLGATOI SZAMARA
2022/23/6sz, 14. hét

1. Bontsuk fel a ¢ vektort a d, b és a & vektorokkal parhuzamos Osszetevikre.

9 2 ~1 1

a) = -9 |,a=|-1|,b=| 3|, é=|0
| 10 1 0 7

[ 31 -8 0 1
byfg=| —-37 |,a=| 7|, b=]|3],é=| -1
19 1 2 4

Megoldas Ebben a feladatban a v = ad + Bb + ~¢C egyenlet megoldasait keressiik, ahol
a, 3,7 € R az ismeretlenek.

a)

9 2 -1 1
-9 | =al| -1 |+p0 3| +~v1(0
10 1] 0 7
Ebbél: _
9 20— B+
-9 | = —a+36 |,
10 i o+ Ty

igy a koordinatak egyenlGségébdl kapunk egy harom egyenletbdl 4ll6 linearis egyenletrendszert,
melynek megoldasa o = 3, f = —2 és v = 1, azaz v felbontésa v = 3@ — 2b + ¢.
b) Az el6z6 feladathoz hasonld modon kaphatjuk a megoldast: v = —3d — 3b + 7¢.

. Dontse el, hogy linearisan fliggetlenek-e.

4 0 4 9 1 1
a) a=| 2|, b=1]4],é=] 6 bg=| 9|, b=|0|,c=|1
1 3 4 3 2 1

Megoldas Ebben a feladatban azt akarjuk megtudni, hogy az 0 = ad + Bb+ ~¢ egyenletnek,
ahol 0 a nullvektor, van-e az a = = v = 0 megoldastol kiilonbéz6 megoldasa. Ha nincs, a
vektorok linedrisan fliggetlenek, ha van, 6sszefiiggéek.

a) Az egyenletiink:

0 —4 0 —4
0| =« 2 +p81 4| +7y 6 |,
0 1 3 4
azaz
0 —4da — 4y
0| =1 2a+45 + 67y
0 a+ 38+ 4y
Ebb6l, némi szamolassal azt kapjuk, hogy a fenti egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa
van: § = «a, 7 = —a, ahol a € R tetsz6legesen valaszthato. Tehat a vektorok linearisan
Osszefiiggdek.

b) Hasonlé szamolassal kapjuk, hogy a kérdéses vektoregyenletnek csak o = = = 0 a
megoldéasa, azaz a vektorok linearisan fiiggetlenek.

7 2
3" Szamitsuk kiazd= | —1 |, b= | 20 | vektorok sz0gét.
6 1



a-b

Megoldas A két vektor ~ szOgére az igaz, hogy cosvy = i Jelen esetben @ - b =
7-24(—=1)-2046-1=0. Tehat cosy = 0, amibdl v = 7.

3 12
4. Mennyi legyen t € R értéke, hogy az = | —6 |, b= 4 | vektorok merélegesek legyenek
1 t

egymasra’

Megoldas A két vektor pontosan akkor meréleges egymasra, ha a skalaris szorzatuk nulla.
Most @-b=3-12+4 (—6) -4+ 1-t =12+, tehat a két vektor t = —12 esetén lesz egymasra
meréleges.

5. A z-tengely melyik pontjabol latszik az A(1,0,0), B(0,1,0) pontpar 30°-os szdg alatt?

Megoldas A z-tengely egy tetszGleges pontja felirhatéd C’(O,_(),>z) alakban. Ekkor C-bél
pontosan akkor latszik az_A}, B pontpar 30°-os szog alatt, ha a C'A és C@ vektorok szdge 30°;
més szoval, ha teljesiil a CA-CB = |CA| - \C?] - cos 30° egyenl6ség. Koordinatakkal kifejezve
ezt az egyenlGséget a 2?2 = 22+ 1-v/22+ 1cos30° egyenlet adodik, melynek megoldasai
z=2V2V3+3.

6" Bizonyitsuk be, hogy az A(0,0,0), B(4,3,1), C(8,4,—2) és D(4,1,—3) pontok egy rombusz
csucsail.

Megoldas A fenti pontokra 1@ = | 3| = l%, tehat a fenti négy pont egy olyan
1

parallelogramma cstcsai, ahol a csicsok sorrendje A, B, C' és D. Maésrészt ]ﬁ] =
VA2 4+ 32+ 12 = /26 = \B?L tehat a parallelogrammanak egyenlk az oldalai.

3 2
7. Bontsuk fel az @ = | —6 | vektort a b = | —2 | vektorral parhuzamos, és ra merdleges
9 1

Osszetevikre.

Megoldas Ha gegy egységnyi hosszi vektor, akkor @ b iranyt komponense a = <6~ 5) b.
Azaz ha b nem egységnyi hosszi, akkor da)| = %’gﬁ, és a merdleges komponens a; = a — aj. A
6 -3
fenti adatok esetén a)) = | —6 | ésa, = 0
3 6

8. Szamitsuk ki az A(1,0,—2), B(4,3,8) és C'(0,—4,6) cstcst haromszog teriiletét!

Megoldas Az 1@ és 1@ vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete ’zﬁ X 1@ ‘

fgy a keresett haromszog teriilete T' = % A§ x Al E ‘ A tanult modszerek alapjan ﬁ X A(E =
04 \/642+(—34)2+(—9)
“ 24+(=34)2+(-9)2 _ /5333
—3;1 . Ebb6l T = 5 = Y222 & 36, 51.

9" Egy kocka egyik csicsa az origo, két vele szomszédos csics pedig (1,4,8) és (8,—4,1).
Szamitsuk ki a harmadik origéval szomszédos csiics koordinatéit.



Megoldas A keresett csics helyvektoranak lehetséges értékei éppen a két megadott pont
helyvektorara meréGleges, ezen vektorokkal egyenlé hosszii vektorok. A megadott pontok
helyvektorainak hossza /12 4+ 42 + 82 = 9. Vegyiik észre, hogy: két megoldas van, melyek
egyméas (—1)-szeresei; ha a két helyvektor vektorialis szorzatat vessziik, akkor egy mindkét
helyvektorra meré6leges, de 81 egység hosszu vektort kapunk. A tanult szamitasi mod szerint
1 8 36
4 | x| -4 | = 63 |. Ezt 9-cel osztva kapjuk az egyik megoldas helyvektorat. Tehat
8 1 —36
a 3. cstics lehetséges koordinatai: (4,7, —4) és (—4,—7,4).

10" Mekkora szoget zarnak be az ABCD tetraéder ABC és ABD lapsikjai, ha a cstcsok

11.

12.

13.

koordinatai A(2,3,1), B(4,1,-2), C(6,3,7) és D(—5,—4,8)?

Megoldas Vegyiik észre, hogy két sik szoge éppen a sikokra meréleges vektorok szoge
(amennyiben ez nem tompasz0g). Masrészt az @ = AB x AC' vektor mer&leges az ABC sikra,

—12 —7
mig a b= 1@ X E vektor az ABD sikra. Ezen két vektorra @ = | —24 | és b = 35
8 —28

Kiszamoljuk a vektorok v szogét: cosy =
sik altal bezart szog 180° — v ~ 75, 056°.

ab
b

|al-

7 f\f Ebb6l v ~ 104, 944°, amibdl a két

Dontsiik el, a megadott négy pont egy sikba esik-e: A(1,2,—1), B(0,1,5), C(-1,2,1),
D(4,1,3).

Megoldas A pontok pontosan akkor esnek egy sikba, ha az f@, 1@ és /ﬁ vektorok
ugyanazon, origon atmené sikba esnek. Ez pontosan akkor teljesiil, ha a vektorok altal
kifeszitett parallelepipedon elfajulo, azaz térfogata nulla. Ezen parallelepipedon el&jeles
térfogata a harom vektor vegyes szorzata. Azaz azt kell csak eldonteniink, hogy a fenti harom

vektor vegyesszorzata nulla-e, vagy sem. Jelen esetben <B X 1@) zﬁ = —4, azaz a pontok
nem esnek egy sikba.

Mennyi az A(2,—1,1), B(5,5,4), C(3,2,—1) és D(1,2,3) cstcst tetraéder térfogata?

Megoldas A tetraéder térfogata

:%‘(Exfé) @)_ 54| = 9.

2 4 1
Szémitsa kiaz @ = | —3 |, b= 2 | ésc= 0 | vektorokra (@ x b) x € értékét.
1 -1 -3

Megoldas A vektorialis szorzasra vonatkozd (c? X 5) x = (a-0)b— <l; 5) d azonossagot
—18
alkalmazzuk. Ez alapjan <c? X b) X ¢ = 19
—6



