Skaldr, skaldris: a lépcsd, létra je-
lentést latin scalae sz6bol ered. E
sz0 szarmazéka a skala sz6 is, mely
jOl Orzi az eredeti jelentést. A ska-
lar vagy skalaris szot a matematika-
ban szam vagy szamszerl értelemben
hasznéljuk, példaul olyankor, amikor
egy mennyiségrsl azt akarjuk hangsi-
lyozni, hogy irany nélkiili, azaz nem
vektor jellegi.

Vektor: a hordozo, wvivd, utazo je-
lentést latin vector sz6bdl szarmazik.
A tudomény mas teriiletein hordozé
anyag, az élettanban virushordoz6 ér-
telemben hasznéljak.

(b)

1.1. abra. Kotott vektorok: (a) el-
mozdulasvektor (labnyomokkal), (b)
rugalmas testen alakvéltozast okozo
er$ vektora

1. fejezet

Vektorok, terek, egyenletek

1.1. Vektorok a 2- és 3-dimenzidés térben

E fejezetben réoviden dttekintjik a sik €s a tér vektoraira vonatkozd geo-
metriai alapismereteket.

Vektorok. A természeti jelenségek leirasakor sok Osszefiiggést szamszert
adatokkal, an. skaldrokkal vagy skaldrmennyiségekkel fejeziink ki, mig
masok leirdsahoz a szamadat mellett egy irany megadasa is sziikséges, ez
utébbiakat vektoroknak vagy vektormennyiségeknek nevezziik.

Skalarra példa egy gépkocsi sebességmérén mutatott pillanatnyi se-
bessége, egy futballmérkézés levegGjének hémeérséklete, egy Formal-es
auté hatsod kerekének surlodasi tényezbje vagy a vesztasziizek pofonerds-
sége egy szamitogépes kalandjatékban. Vektorra példa egy sarkanyrepiils
szarnyéara hato erg a felemelkedés pillanataban, a sebességvektora ugyan-
ebben a pillanatban, vagy az az elmozdulasvektor, mely a megtett teljes
utat mutatja.

A vektor a linearis algebra egyik legfontosabb alapfogalma, mely geo-
metriai eredetd, de nem azonos az iranyitott szakasszal.

Iranyitott szakaszon olyan szakaszt értiink, melynek végpontjain meg-
adunk egy sorrendet, azaz kijel6ljiik, hogy melyik a kezdd- és melyik a
végpontja. Az A kezdGpontu és B végpontu iranyitott szakaszt AB jeloli.

Alkalmazéasokban gyakran el6fordul, hogy egy jelenség kiilonbozs ira-
nyitott szakaszokkal is ekvivalens modon leirhat6. Vektorrdl akkor beszé-
liink, ha megadjuk azt is, hogy két iranyitott szakaszt mikor tekintiink
ekvivalensnek. A fizikdban tobb kiilonb6z8 vektorfogalmat hasznalnak,
mi csak kettGvel foglalkozunk.

Kitott vektorokrol beszéliink, ha két iranyitott szakaszt csak akkor
tekintiink ekvivalensnek, ha kezd6 és végpontjaik is egybe esnek. Ter-
mészetes példa kotott vektorra az elmozdulasvektor, mely megadja, hogy
egy targy a tér mely pontjabdl melyik pontjaba jutott. Masik példa
kotott vektorra a rugalmas testen alakvaltozast okozo erét leiré vektor
(1.1. abra).

A vektor fenti definicioja magatol értetédének tinik, hisz két kotott
vektor pontosan akkor azonos, ha mint irdnyitott szakaszok azonosak.
A gyakorlatban azonban olyan esetekkel is taladlkozunk, és minket ezek
jobban fognak érdekelni, amikor egy iranyitott szakasszal leirt jelensé-
gen semmit sem valtoztat, ha az iranyitott szakaszt onmagéaval parhu-
zamosan eltoljuk. Példaul ha egy targy mozgasat egy olyan irédnyitott
szakasszal jellemezziik, melynek hossza az idSegység alatt megtett ut
hosszaval egyenld, irdnya pedig a mozgéas iranyat jelzi, akkor mindegy
hogy a tér melyik pontjabol inditjuk e szakaszt, a mozgast ugyanigy le-
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1.2. abra. Példa szabad vektorra

1.3. abra. ,a vektor egy halraj”

Vektorok jelolése: Miiszaki, fizikai sz6-
vegek szedésének tipografiai szabalyait
az ISO 31-11 szabvany irja le. Esze-
rint a vektorok félkévér bettikkel sze-
dendgk. Kézirasban szokas alahiizas-
sal, vagy folé irt nyillal jelezni a vek-
tort (pl. z, u, ¥...), de koriiltekinté
jegyzetelés esetén elhagyhatok a jel-
zések. Fels6bb matematikai vagy tu-
domanyos miivek viszont gyakran el-
hagyjak a megkiilonboztetést (x, wu,
v...), mondvan, kideriil a széveghdl,
hogy vektorrdl van-e szb.

OP

1.4. abra. A sik pontjai és vektorai
kozti kdlesonosen egyértelmii megfelel-
tetés: egy P pontnak az OP vektor
felel meg.
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irja (1.2. 4bra). Az ilyen vektorokat szabad vektoroknak nevezziik. Szabad
vektorra példa még a sik vagy a tér egészének eltolasat megado eltolas-
vektor, vagy a merev testre hato nyomatékvektor. Szabad vektorok esetén
két iranyitott szakaszt akkor tekintink ekvivalensnek, ha pdrhuzamos el-
toldssal egyik a mdsikkal fedésbe hozhatd, vagyis az egymésba tolhato ira-
nyitott szakaszok ugyanazt a szabad vektort reprezentéaljak (1.2. abra).
Matematikan kiviili hasonlattal élve: ha az iranyitott szakasz a hal, a
szabad vektor a halraj, melyben minden hal azonos irdnyba és azonos
sebességgel halad (1.3. abra). Osszefoglalva:

SZABAD VEKTOR. Az iranyitott szakaszok osztalyokba sorolhatok ugy,
hogy az egy osztalyba keriilt iranyitott szakaszok mind parhuzamosan
egymésba tolhatok legyenek, a kiilonb6z6 osztalyokba keriilt szakaszok
viszont nem. Szabad vektorokon ezeket az osztalyokat értjiik. A konyv
tovabbi részében a jelz6 nélkiil hasznalt vektor szot mindig szabad vektor
értelemben fogjuk hasznélni.

Vektorok jelolésére félkovér kisbetiiket hasznalunk, pl. x, u, v, stb. A
miiszaki és fizikai szakirodalomban a félkévér nagy beti is el6fordul, pl. az
F ers, a B indukci6 is vektormennyiségek.

Ha a tovabbiakban egy irdnyftott AB szakaszra azt mondjuk, hogy
A—B> vektor, akkor mindig tgy értjiik, hogy az irdanyitott A—é szakasz altal
reprezentalt szabad vektor. Hasonloképp, ha egy a vektort egy irdnyitott
szakasszal abrazolunk, ugy értjiik, hogy az iranyitott szakasz az a szabad
vektor egy reprezentansa.

Vektor magadasa. Egy vektor megadhaté egy iranyitott szakasszal,
azaz két pont és a koztiik 1év6 sorrend kijelolésével. Valojaban ennyi
adat felesleges, hisz egy iranyitott szakasz énmagéval parhuzamosan el-
tolva ugyanazt a vektort adja meg, ezért példaul kikéthets, hogy a kez-
dépont a sik (tér) egy elére adott pontja legyen. Tehat az Osszes vektor
reprezentalhatd, azaz megadhatoé egy el6re rogzitett pontbol induld ira-
nyitott szakasszal. Ezt a rogzitett pontot nevezziik origonak. Egy origd-
bol indul6 iranyitott szakaszt egyértelmiien definidlja a végpontja, igy a
vektorok megadasihoz elég egyetlen pont, a végpont megadasa. Ezzel a
stk vagy tér pontjai és vektorai kozt kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést
létesithetiink (1.4. abra). A késSbbiekben gyakran fogunk egy ponthal-
magzt tgy jellemezni, hogy az origobol a ponthalmaz pontjaiba mutatéd
vektorokat jellemezziik. Amikor vektorok végpontjairol beszéliink, min-
dig a vektorokat reprezentald, az origobdl inditott irdnyitott szakaszok
végpontjaira gondolunk.

Az olyan vektort, melynek kezdd és végpontja egybeesik, zérusvek-
tornak vagy nullvektornak nevezziik. A zérusvektort altalaban félkovér
zérussal, azaz 0-val jeloljiik. A pontok és vektorok kozti megfeleltetésben
a zérusvektornak az origo felel meg.

A vektort végpontjain kiviil egyéb tulajdonsigaival is meg lehet adni,
példaul a hosszéaval és az irdnyaval. Vektor hosszdn vagy abszolit értékén
két végpontjanak tavolsagat értjiik. Az a vektor abszolut értékét |al
jeloli. Az abszolut érték masik neve euklideszi norma, ugyanis speciélis
esete egy késGbb részletezends fogalomnak, a norméanak. Az a vektor
euklideszi norméjara az abszolut értékre emlékeztets, de attol kiillonbozd
jelolés hasznalatos: |a]|.

Az irény fogalmat a ?77. feladatban definidljuk. Itt megelégsziink
annyival, hogy két nemzérus vektort azonos irdnyinak vagy egyirdnyunak
neveziink, ha a kezd6pontjukbél indulo, és a végpontjukon athalado fél-
egyenesek parhuzamos eltolassal fedésbe hozhatok (1.5. (a) abra). Két
nemzérus vektort kollinedrisnak vagy pdrhuzamosnak neveziink, ha az
Gket tartalmazéd egyenesek parhuzamosak. Két vektort, amely parhuza-
mos, de nem egyiranyu, ellenkezd irdnyinak neveziink (1.5. (b) abra).
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1.5. abra. (a) egyiranya vektorok,
(b) kollinearis (parhuzamos) vekto-
rok, vannak koztiikk egyiranytak és
ellenkez§ iranytak

AP i

B
(a) (b) ¢)

1.6. abra. Két vektor szoge (0 <
a, 3,7 < ). Az abra felss felén a két
adott vektor, alatta szoglik meghaté-
rozasanak modja szerepel.

1.7. 4bra. Az a és b vektor Osszege

10 abra Parallelocramma-mads7zer
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A zérusvektor iranyat tetszdélegesnek tekintjiik, igy az barmely vektorral
egyiranyud. Belathato, hogy a vektort egyértelmiien meghatarozza hossza
és iranya.

Vektor iranydnak meghatarozasakor gyakran hivjuk segitségiil a szog
fogalmat.

1.1. DEFINICIO: KET VEKTOR SZOGE. Két vektor szogén azt a szoget
értjik, melyet a sik vagy tér egy tetszéleges pontjabol kiindulo és az
adott vektorokkal egyirdnyu félegyenesek zarnak be (1.6. bra). Az a
és b vektorok szogét (a, b), jeloli.

Két vektor szoge tehat mindig 0° és 180° — radidnban mérve 0 és 7 —
kozé esik, beleértve a hatarokat is. Egyiranyt vektorok szoge 0, ellenkezd
iranytaké .

Vektormiiveletek a 2- és 3-dimenziés térben. A vektormitiveletek —
azaz az Osszeadas és a szammal valo szorzés — definicidja természetes
moé6don adodik, ha a vektorok legtipikusabb alkalmazasaira gondolunk.
Példaul magatoél értet6ds, hogy két elmozdulés 6sszegén az elmozgatasok
egymas utan valo elvégzését, egy eltolas kétszeresén egy azonos iranyu, de
kétszer olyan hosszu eltolast értsiink. Vektorok osszegének definialasara
az un. haromszogmodszert hasznaljuk:

1.2. DEFINICIO: KET VEKTOR OSSZEGE — HAROMSZOGMODSZER. Le-
gyen adva két vektor, a és b. Vegytink {6l egy tetsz6leges O pontot.
Inditsunk bel6le egy a-val egyenld OP vektort, ennek végpontjabol pe-
dig egy b-vel egyenls P—Cj vektort. Az O_Q) vektort az a és b vektorok
Osszegének nevezziik és a + b-vel jeloljiik (1d. 1.7. abra)

Ko6nnyen belathato, hogy az eredmény fiiggetlen az O pont megvalasz-
tasatol, tehat vektorok osszeadésianak miivelete definidlhatoé e modszerrel
(1.8. abra).

1.8. dbra. Az 4brardl leolvashaté annak bizonyitasa, hogy az Osszeg vektor

— —
fiiggetlen az O pont megvalasztasatol, ugyanis az OQ és az O'Q’ vektorok
egyenlGek.

Egy masik moédszert is ismertetiink két nem kollinearis vektor dssze-
gének megszerkesztésére:

PARALLELOGRAMMA-MODSZER. Ha a kozos kezd6pontbol inditott a és
b vektorok nem kollinedrisak, akkor 6sszegiik a kévetkezdképp is meg-
kaphat6: huzzunk a végpontjan at egy b egyenesével, b végpontjan at
egy a egyenesével parhuzamos egyenest. Ezek metszéspontja legyen C'.
Az OC vektor az a és b vektorok osszege (Id. 1.9. abra).

A parallelogramma-modszer kicsit koriilményesebben ugy is megfo-
galmazhato, hogy kollinearis vektorokra is érvényes legyen.



b

1.12. abra. A kiilonbségvek-
tor  kiszdmitdsa  haromszog-  és
parallelogramma-modszerrel.

Torzor: a modern matematika fo-
galma. Néhany példa, miel6tt defini-
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Az alkalmazasokban hol a haromszog-, hol a parallelogramma-modszer
tlnik kézenfekvébbnek, de vigydzzunk, ennek lehet az is az oka, hogy va-
lojaban nem szabad, hanem kotott vektorokrol van szo, mint pl. az 1.10. (a)
abran.

& w%p B c

(a) (b)

1.10. Abra. Az (a) abran a labnyomok O-bodl P-be, majd onnan Q-ba vezetnek.
Az OP és a P—Cj elmozdulasvektorok Osszege O—Cﬁ (haromszogmodszer). A (b)
&bran a csoénak az OB iranyba evez, de a folyo OA iranyba folyik. A két
sebesség eredGje, azaz Osszege oC (parallelogramma moédszer).

Ha a és b két térbeli vektor, akkor a haromszogmodszerben és a
parallelogramma-moédszerben is az a, b és a + b vektorokat reprezen-
talo iranyitott szakaszok egy sikba esnek. Altalaban azt mondjuk, hogy
néhany térbeli vektor egy sikba esik, méas széval komplandris, ha van
olyan sik, hogy mindegyik vektort reprezental6 iranyitott szakasz parhu-
zamosan betolhatd e sikba. Eszerint tehat az a, b és a + b vektorok
mindig komplanérisak.

A vektormiiveletek algebrai tulajdonsagait nem bizonyitjuk, de az
Osszeadas kommutativitasa (a+b = b+a) vagy asszociativitasa (a+(b+
c) = (a+b)+c) kdnnyen leolvashat6 az 1.11. abrarol. Az asszociativitas
kovetkeztében tobb tag Osszeadésanal elhagyhatd a zardjel, példaul az
adbrabeli harom vektor Gsszegére a + b + ¢ irhato.

1.11. abra. A vektordsszeadas kommutativitasa és asszociativitésa.

VEKTOROK KULONBSEGE. Megmutathato, hogy barmely két a és b
vektorhoz egyértelmtien létezik olyan x vektor, melyre a = b + x. Ezt
a vektort a és b kiilonbségének nevezziik és a — b-vel jeloljiik.

Ko6nnyen megkaphato a kiilonbségvektor akir a haromszog-, akar a paralle-
logramma-modszerrel (1d. 1.12. abra), ha arra gondolunk, hogy a — b az
a vektor, melyet b-hez adva a-t kapunk, azaz

a=b+ (a—b).

Az 1.13. abrarol az is leolvashato, hogy ha a b vektorral egyenld
hosszusagu, de ellenkezd irdanyu vektort —b jeldli, akkor fonnall az a—b =
a+ (—b) Osszefliggés, és igy az is igaz, hogy b+ (—=b) = 0.

Erdekes megjegyezni, hogy ha P és Q) két tetszbleges pont, akkor az
— — —

OQ — OP vektort akkor is ismerjiikk — hisz az a PQ) vektor — ha az O
pontot nem. Sok hasonld jelenség vezetett a torzor fogalmahoz, melyet
egy rovid széljegyzetben ismertetiink.
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a—Db

—-b b
1.13. abra. Az a—b = a + (—b) szemléltetése.

VEKTOR SZORZASA SKALARRAL. Legyen k valos szam. Az a vektor k-
szorosan azt a vektort értjiik, melynek hossza az a hosszénak |k|-szorosa,
iranya

etetszbleges, ha k = 0 vagy a = 0,

emegegyezik a irdnyaval, ha k > 0, és

ecllentétes, ha k£ < 0 (Id. 1.14. 4bra).

e

a
la 9, .
(-Da  pa=o0

1.14. abra. Vektor skalarszorosai

A skalarral valo szorzas definiciojabol azonnal latszik, hogy minden a
vektorra la =a, 0a =0 és (—1)a = —a.

E paragrafus végén Gsszefoglaljuk a vektormiiveletek legfontosabb tu-
lajdonsagait, melyek segitségével késGbb altalanositani fogjuk a vektor
fogalmat.

1.3. TETEL: A VEKTORMUVELETEK TULAJDONSAGAI. Ha a, b és c a
2- vagy 3-dimenzits tér tetszéleges vektorai, 0 a zérusvektor és r, s két
tetszoleges valos szam, akkor fonnallnak az alabbi azonossagok:

() a+b=Db+a (e) r(sa)=(rs)a

(b)) (a+b)+c=a+(b+c) (f) r(a+b)=ra+rb
(c) a+0=a (9) (r+s)a=ra-+sa
(d) a+(—a)=0 (h) la=a

Linearis kombinacid, linearis fiiggetlenség. Ha vektorokra a skalarral
val6 szorzés és az Osszeadas miiveletét alkalmazzuk, akkor e vektorok egy

linearis kombinaciojat kapjuk. Pontosabban:
1.4. DEFINICIO: LINEARIS KOMBINACIO. Az aj, as,... a; vektorok
linedris kombindcidjan egy

€121 + co@g + ... + CpaL

.,cr valos szamok. Azt mond-

alaki vektort értiink, ahol cy,co,..
, a, vektorok lineéris kom-

juk, hogy a v vektor elddll az ai, as,...
binédci6jaként, ha vannak olyan ci,ca,...,c, valos szémok, hogy v =
ci1a] + cgag + ... + cpag.
Gyakori feladat, hogy egy vektort el§ kell allitani méas vektorok linearis
kombinaciojaként, ha egyaltalan lehet.

Ha egy vektort egy skalarral beszorzunk, az el6z6 definicid szerint egy
linearis kombinaciojat kapjuk, mely vele parhuzamos, azaz kollineéris.
Ennél t6bb is igaz:

1.5. TETEL: VEKTORRAL PARHUZAMOS VEKTOROK. Ha a nem zérus-
vektor, akkor barmely parhuzamos v vektor az a skalarszorosa, azaz
van olyan c valds szdm, hogy v = ca, mas szoval v el6éll az a valamely
linearis kombinaci6jaként. Ez az elGallitas egyértelmii.
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BizonvyiTAs. Ha a két vektor egyiranyt, az el6allitasban szerepls ¢ kons-
tans egyszeriien a v és a vektorok abszolut értékének hanyadosa, ha el-
lenkez6 irdnyuak, e hanyados (—1)-szerese. |

A haromszégmodszerbdl jol latszik, hogy két tetszoleges vektor bar-
mely linearis kombinacioja velitk komplanéris vektor lesz. Az allitas meg-
forditasa is igaz:

1.6. TETEL: KET VEKTORRAL EGY SIKBA ESO VEKTOROK. Ha aj
és as nem parhuzamos vektorok, akkor barmely veliik egy sikba es6
v vektor elGall az a; és as valamely linearis kombinaciojaként, azaz
van olyan v; és vy konstans, hogy v = wvia; + veay. Ez az elGallitas
egyértelm.

BI1zONYITAS. A bizonyitasnak a felbontas létezését biztosito része konnyen
leolvashato a 77. abrarol. A v végpontjabol huzzunk az a; és az as vek-
torokkal parhuzamos egyeneseket. Az igy létrejott nem elfajuld paralle-
logramma két oldala az el6z6 tétel szerint aj, illetve ay konstansszorosa,
melyek Osszege a parallelogramma szabaly szerint épp v. Elgallitottuk
tehat v-t a; és as linearis kombinaciojaként. Meg kell még mutatnunk,

hogy ez az elGallitas egyértelmid. Legyen

VvV = vja; + v2a82 = wia; + woas.

a v vektor két elgallitasa. Ekkor atrendezés utan (v; — wi)a; = (wq —
vg)ag. Mivel a; és as nem kollinearisak, konstansszorosaik csak akkor
egyezhetnek meg, ha mindketté a zérusvektor. Ugyanakkor a; # 0 és
as # 0, ezért az el6z6 egyenlGség csak akkor all fonn, ha (v; —wq) = (wa—
vg) = 0, azaz ha vy = wy és vy = we. Tehat a felbontas egyértelmd. W

Abban nincs semmi meglepd, hogy a tér hdrom nem egy sikba es6
vektoranak barmely linedris kombinacidja térbeli vektor, az allitas meg-
forditasa viszont igen fontos:

1.7. TETEL: TERBELI VEKTOROK. Ha aj, as és ag nem egy sikba esd
vektorok, akkor a tér barmely v vektora elGall az a;, as és ag valamely
linearis kombinéci6jaként, azaz van olyan vy, vy és vz konstans, hogy

vV = vi1a; + v2ay + v3as. (1.1)
Ez az eléallitas egyértelm.

B1zoNYITAS. A bizonyitas alapdtlete az, hogy a v vektor V' végpontjan
4t parhuzamos egyenest hiizunk az ag vektorral, mely az a; és as vektorok
—
sikjat egy C pontban metszi. Az OC' vektor pedig az el6zd tétel szerint
egyértelmten elGall a; és as linearis kombinaciojaként (??. abra), azaz

— — — — —

OC = via; + vaay. Masrészt v = OV = OC 4+ CV, ahol CV || a3, igy
—

CV = wvzag valamely vz valosra. Tehat v = via; + voag + vsas.

Be kell még latnunk az elGallitas egyértelmtiségét! Tegyiik fel, hogy
V = 0141 + v2a9 + v3az3 = wia] + weas + wsasg
a v két felbontasa. Ekkor (v1 — wi)ag + (va — we)ag + (v3 — ws)az = 0.

Ez azt jelenti, hogy ha vy # wi, akkor a; kifejezhetd as és ag lineéris
kombinaciojaként:

V2 — W2 U3 — w3
ag — a

a; = — 3.

2
V1 — W1 V1 — W1
Ez ellentmond annak, hogy aj, as és a3 nem esnek egy sikba. Igy tehat
vy = wi. Hasonléan kapjuk, hogy vo = we és vs = ws, azaz az (1.1)
elgallitas egyértelmd. |
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Az el6z6 két tételbdl vilagos, hogy a tér harom vektora vagy egy sikba
esik, és akkor valamelyik vektor a masik kettd linearis kombinacidja, vagy
nem esnek egy sikba, és akkor egyikiik sem &ll el6 a masik ketts lineéris
kombinaciojaként. Ez esetben viszont a tér minden vektora elGall az &
linearis kombinéci6jukként. Latjuk, alapvets fogalom az, hogy egy vektor
kifejezhets-e mas vektorok linearis kombinacidjaként.

1.8. DEFINICIO: VEKTOROK FUGGETLENSEGE. Azt mondjuk, hogy
egy v vektor linedrisan figgetlen az aj, ag,...a, (n > 1) vektoroktol
(vagy e vektorokbol allo vektorrendszertdl), ha v nem fejezhets ki e
vektorok linearis kombinéciojaként. Azt mondjuk, hogy az a;, as,...a,
(n > 2) vektorok linedrisan figgetlenek (vagy az e vektorokbol allo
vektorrendszer linedrisan figgetlen), ha e vektorok egyike sem fejezhetd
ki a tobbi linearis kombinéacidjaként. Ha legalabb egyikiik kifejezhetd a
tobbi linearis kombinacidjaként, azaz legalabb egyikiik figg a t6bbitdl,
akkor e vektorokat linedrisan dsszefiiggdeknek nevezziik. Az egyetlen
vektorbol allo vektorrendszert linearisan fliggetlennek tekintjiik, ha a
vektor nem a zérusvektor.

Példaul egy térbeli vektor, mely nem esik egy adott sikba, fiiggetlen a
sikba es6 vektorok barmely rendszerétsl (??. (a) abra). Egy kocka egy
csticsbol kiindulé élvektorai linedrisan fiiggetlenek (??. (b) &bra). Al-
talaban: a stk barmely két nem kollinearis vektora linearisan fiiggetlen,
hasonloképp, a tér barmely harom nem komplanéaris, azaz nem egy sikba
es@ vektora linearisan fliggetlen.

Az 1.6. tétel tehat a kovetkezsképp fogalmazhato at:

1.9. TETEL: SIKBELI VEKTOR FELBONTASA. Ha a; és ay egy sik két
lineérisan fiiggetlen vektora, akkor a sik minden v vektora egyértelmitien
elsall e vektorok linearis kombinaciojaként, azaz egyértelmien léteznek
olyan vy és vy valés szamok, hogy

VvV = vi1a] + v2as.

Hasonloképp az 1.7. tétel igy fogalmazhato at:

1.10. TETEL: TERBELI VEKTOR FELBONTASA. Ha aj, as és az harom
linearisan fiiggetlen térbeli vektor, akkor a tér minden v vektora egyér-
telmten elGall e vektorok linearis kombinaciéjaként, azaz egyértelmien
léteznek olyan vy, v és v3 valds szamok, hogy

VvV = via; + veay + v3ag.

A kovetkezs szakaszban e két tétel lesz alapja a koordindtarendszer be-
vezetésének.

Specialis linearis kombinacidk. A sik és a tér bizonyos konfiguracioi jol
jellemezhet6k linedris kombinaciokkal, ha a kombinéciés egyilitthatokra
kik6tiink bizonyos feltételeket.

1.11. PELDA: KET PONTON ATMENO EGYENES JELLEMZESE. Legyen
O, A és B a sik vagy a tér harom pontja. Jellemezziik az Gsszes olyan
rO—A + SO—lé linearis kombinaciot, melynek végpontja az A és B ponton
Atmend egyenes van.

MEGOLDAS. Legyen a = OA, b = OB, és x mutasson az AB egyenes
— —

valamely X pontjara, azaz legyen x = OB + rBA valamilyen r valos

szédmra, tehat

x=b+r(a—Db), azazx =ra+ (1 —r)b.
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A fenti gondolatmenet 1épésein visszafelé haladva lathatd, hogy minden
valos r szamra az ra + (1 — r)b vektor végpontja az AB egyenesen van.
Fogalmazhatunk gy is, hogy az a és b vektorok végpontjan atmend egye-
nes Osszes pontjat pontosan azok az ra + sb alaki linearis kombinécidok
adjak, amelyeknél r + s = 1. |

1.12. PELDA: INTERVALLUM PONTJAINAK JELLEMZESE. Legyen O, A
és B a stk vagy a tér harom pontja. Jellemezziik az A és B pontot
0Osszekots szakasz Osszes pontjat az O—1>4 és O—B) vektorok lineéris kombi-
nacioival!

MEGOLDAS. Megismételjiik az eléz6 feladat megoldasat azzal a kiilonb-
séggel, hogy itt a BX =rBA Osszefiiggés csak 0 és 1 kozé es6 r értékekre
igaz. Tehat

x=ra+(1—7)b, ahol 0 <r <1.

Masként fogalmazva az a és b vektorok végpontjait Osszekots szakasz
Osszes pontjat pontosan azok a ra+ sb alaki linearis kombinaciok adjak,
amelyekben r +s=1és0<r,s < 1. |

Hasonl6 Gsszefiiggés igaz harom vektor esetén is, azaz megmutathato,
hogy a nem kollinearis a, b és ¢ vektorok végpontjaira fektetett sik pont-
jaiba pontosan azok a vektorok mutatnak, melyeket ra + sb + tc alakba
irvar+ s+t = 1. Ha még azt is kikotjiikk e harom szamroél, hogy legyen
0 < rs,t <1, akkor az ra + sb + tc alaki vektorok a harom vektor
végpontja altal meghatérozott haromszog pontjaiba mutatnak (1d. ?77.
feladat).

1.13. TETEL: SZAKASZT m : n ARANYBAN OSZTO PONT. Ha az AB
szakaszt a P pont ugy bontja ketté, hogy |AP| : |[PB| = m : n, akkor
barmely O pontra igaz, hogy

n — m =

OA + OB.
m-+n m-+n

—
OP =
Specialisan, az AB szakasz felez6pontjaba az
—  —
OA+ OB
2

vektor mutat.

BizonyITAS. Ha |AP| |PB| min, g akkor |AB| | PB
amlbol B‘IS =

(m -+ ),

s BA = OA — OB, igy

(OA OB) amibdl azonnal kovetkezik a bizonyitandé
formula A felezopontot az m = n = 1 esetben kapjuk, és ekkor valoban
— — —

OP = 10A+ 10B. n

l

Tavolsag és szog: skalaris szorzas. A fizikiban az ers altal végzett
munka az Ut hosszdnak és az eré elmozdulas irdnyaba es6 merdGleges ve-
tiilete hosszénak szorzata. Vagyis két vektorjellegli mennyiségbhdl egy
skalarmennyiséget kapunk eredményiil. Ha F jeloli az erévektort, s az
elmozduléasvektort, F; az elmozdulas irdnyiba esé mer6leges vetiileti vek-
tort és v az F és s vektorok hajlasszogét, akkor a munka értéke |F;||s| =
|F||s| cosv. Ez vezet a kovetkezs definiciohoz:

1.14. DEFINICIO: KET VEKTOR SKALARIS SZORZATA. Két vektor ska-
laris szorzatan a vektorok abszolit értékének és az altaluk bezart szog
koszinuszanak szorzatat értjik. Az a és b vektorok skalaris szorzatét
a - b jeloli, tehat

a-b = |a||b| cos(a,b),

ahol a két vektor altal bezart szog (a,b),.
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Ha a és b valamelyike zérusvektor, akkor a két vektor szdge, s igy annak
koszinusza sem hatarozhaté meg egyértelmien, a skaléris szorzat viszont
ekkor is egyértelmt, éspedig 0, hisz a zérusvektor abszolit értéke 0, és 0
béarmivel vett szorzata 0.

Egy tetszsleges a vektorra a - a = |a||a| cos 0 = |al|al, tehat

laj> = a-a, azaz |a| = Va- a.

Szokas a és b skaléaris szorzatat ab-vel is jelélni, de ezt e konyvben
nem fogjuk hasznalni a matrixszorzassal vald Osszekeverés elkeriilése ér-
dekében. Hasonloképp nem fogunk a - a helyett a-et irni.

1.15. TETEL: MIKOR 0 A SKALARIS SZORZAT. Két vektor skaléris
szorzata pontosan akkor 0, ha a két vektor mergleges egymasra.

B1zONYITAS. (<) Ha a L b, akkor (a,b), = 7/2, azaz cos(a,b), =0,
tehat a-b = 0.

(=) Ha a-b =0, azaz |a||b|cos(a,b), = 0, akkor |a| =0, [b| =0
vagy cos(a,b), = 0. Ha valamelyik vektor zérusvektor, akkor iranya
béarmely vektoréra mercGlegesnek tekinthets. Ha viszont a # 0 és b # 0,
akkor cos(a,b), = 0, a cos fiiggvénynek a [0, 7] intervallumban csak
7 /2-ben van zérushelye, tehat a két vektor merdleges egymasra. |

1.16. DEFINICIO: EGYSEGVEKTOR. Minden olyan vektort, melynek
abszolut értéke 1, egységvektornak neveziink.

Ha a egy tetszéleges nemzérus vektor, akkor a/|a| egységvektor, ugyanis

abszolut értéke 1:
1

= —la| =1.
|

a

|al

1.17. TETEL: EGYSEGVEKTORRAL VALO SZORZAS GEOMETRIAI JE-
LENTESE. Ha e egységvektor, akkor az a’ = (a - e)e vektor az a vektor-
nak az e egyenesére val6 meréleges vetiilete. Az a - e szorzat e vetiilet
elGjeles hossza, mely pozitiv, ha a’ és e egyiranytak, és negativ, ha
ellenkez6 iranytak.

BizonyiTAs. Ha e egységvektor, azaz abszolat értéke 1, akkor a-e =
|a| cos(a, e),, ez pedig a koszinusz fliggvény definicidja szerint a merd-
leges vetiiletének elGjeles hosszat jelenti. E szam e-szerese pedig egy e
iranyd, és ilyen hosszi vektort ad, mely épp a vetiileti vektora. |

Jelolje a tovabbiakban az a vektornak a b egyenesére esd merdleges
vetiileti vektorat proj, a. Eszerint ha e egységvektor, akkor

projoa=(a-e)e.

Alapvetd feladat egy vektornak egy masikkal parhuzamos és ra mero-
leges vektorok Osszegére valo felbontasa, amit mésként merdleges Ossze-
tevékre bontasnak neveziink.

1.18. TETEL: VEKTOR FELBONTASA MEROLEGES OSSZETEVOKRE.
Ha a és b a sik vagy a tér két vektora, és b =# 0, akkor a-nak a b
egyenesére es6 merdGleges vetiilete

-b
proj, a = %b.

Az a-nak a b egyenesére merdéleges Osszetevije

a roj,a = a a'bb
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A bizonyitast feladatnak hagyjuk, de megjegyezziik, hogy az els6 képlet
kovetkezik az egységvektorral szorzas geometriai jelentésérsl szolo tétel-
bol (1.17. tétel), mig az allitas masodik képlete abbdl, hogy a két Gssze-
tevl Osszege a.

1.19. TETEL: A SKALARIS SZORZAS TULAJDONSAGAI. Ha a, b és c
tetszoleges térbeli (sikbeli) vektorok és r tetszdleges valos szam, akkor
igazak az alabbi Osszefiiggések:
() a-b=Db-a (kommutativitas)
(b)) (a+b)-c=a-c+b-c (disztributivités)
(¢c) r(a-b)=(ra)-b=a-(rb)
(d) a-a>0,haa#0,ésa-a=0,haa=0.

A bizonyitast most az olvasora hagyjuk, de vissza fogunk még térni ezekre
a tulajdonsagokra a vektorok koordinatas alakjanak vizsgélatakor.

Merélegesség és orientacio: vektori szorzas. Legyenek a és b egy-
masra merdSleges nemzérus vektorok a sikban. Ekkor merdlegesek a és
—b is, azaz (a,b), = (a,—b), = ©/2. Csak az a ismeretében meg
tudjuk-e kiilonboztetni a b és —b vektorokat? Hasonl6 kérdés a térben is
folmeriil: ha c merdleges a nem kollineéris a és b vektorok mindegyikére,
akkor —c is. Vajon c és —c hogy kiilénboztethetd meg egyméstol?

A valaszhoz a sik, illetve tér iranyitasanak, mas szoval orientaciojanak
fogalma vezet. E fogalmat precizen késébb definialjuk (1d. 777. szakasz),
az alapgondolat viszont egyszerd. A sikban a két fiiggetlen vektorbol allo
parokat két osztalyba sorolhatjuk aszerint, hogy a tenyérrel folfelé for-
ditott jobb vagy bal kezlink els6 két ujjaval szemléltethetSek (?77. abra)
(hivelyk az els6, mutaté a mésodik vektor). Hasonloképp: a térben a
fliggetlen vektorokbol allo6 harmasokat két osztélyba sorolhatjuk aszerint,
hogy jobb vagy bal keziink els6 harom ujjaval szemléltethetek (??. dbra).
Aszerint, hogy egy vektorpar a sikban, illetve egy vektorharmas a térben
melyik osztalyba esik, azt mondjuk, hogy jobbrendszert, illetve balrend-
szert alkot. A sikban ezt azzal is ki tudjuk fejezni, hogy két fiiggetlen
vektor szogét elGjellel latjuk el, nevezetesen pozitivval, ha jobbrendszert,
és negativval, ha balrendszert alkotnak. Az igy kapott szoget a két vek-
tor irdnyitott szogének nevezzikk. Az a és b irdnyitott szogét (a,b)
jeloli. Tehat mig (a,b), = (b,a),, addig (a,b)q = —(b,a), és ha
(a,b)q = w/2, akkor (a,—b)q = —7/2. Ez tehat a valasz a paragrafus
elején feltett kérdésre.

A fizikdban t6bb olyan jelenség is van, melyben két térbeli vektorhoz
keresiink egy mindkettére merdleges harmadikat, melynek az iranyat is
meg kell adni. Legszebb példa talan a magneses térben mozgd toltés,
melyre a magneses tér iranyara és a mozgasiranyra is meréleges erd hat.
Konkrétabban, ha B egy homogén magneses tér indukciévektora, és egy
egységnyi pozitiv toltés v sebességgel mozog e térben, akkor a ra haté F
er$ abszolit értéke

[F| = [v]|B]sin(v, B).,

F mer6leges v-re és B-re, valamint v, B és F ebben a sorrendben jobb-
rendszert alkot. Ha az elemi részecske negativ toltést, akkor e vektorok
balrendszert alkotnak. Hasonlé 6sszefiiggés érvényes a forgatonyomaték
szamitasanal is (1d. az 1.1.2. feladatot). Ezek altalanositasa a kovetkezd
definicibhoz vezet:

1.20. DEFINICIO: VEKTORI SZORZAT. A 3-dimenzids tér két vektora-

nak vektori szorzatdn (kiils6 szorzatan) azt a vektort értjiik, melynek

(a) abszolut értéke a két vektor abszolut értékének és a kozbezart szog
szinuszanak szorzata,

(b) irdnya merdleges mindkét vektor irdnyéra és az els6 tényezd, a méa-
sodik tényez6 és a szorzat ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.
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E definicié alapjan is kimondhato: zérusvektor vektori szorzata barmely
vektorral zérusvektort ad, hisz annak hossza 0, irdanya tetszéleges, igy
kielégiti a definicidbeli két feltételt.

Az a és b vektorok vektori szorzatat ax b jeloli, amit ,a kereszt b”-nek
olvasunk. Képletekkel megfogalmazva: a x b egy vektor, melyre

|a x b| = |al|b]| sin(a, b) ,

axb L a,axb L b, tovibba a, b és a x b ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot.

1.21. TETEL: MIKOR O A VEKTORI SZORZAT. Két térbeli vektor vek-
tori szorzata pontosan akkor zérusvektor, ha a két vektor parhuzamos.

BIZONYITAS: (<=) Ha a és b parhuzamosak (méas széval kollinearisak),
akkor (a,b), = 0 vagy m, tehat sin(a,b), =0, igy |a x b| = |a||b|0 = 0,
azaz a X b =0.

(=) Haaxb = 0, azaz |a||b|sin(a, b)), = 0, akkor |a] = 0, |b| = 0 vagy
sin(a,b), = 0. Ha valamelyik vektor zérusvektor, akkor iranya barmely
vektoréval parhuzamosnak tekinthets. Ha viszont a # 0 és b £ 0, akkor
sin(a,b), = 0, a szinusz fiiggvénynek a [0, 7] intervallumban a 0 és a 7
helyen van zérushelye, tehat a két vektor vagy egyiranyua, vagy ellenkezd
irany, tehat parhuzamos.

1.22. TETEL: VEKTORI SZORZAT ABSZOLUT ERTEKENEK GEOMET-
RIAI JELENTESE. Két vektor vektori szorzatanak abszolut értéke a két
vektor altal meghatarozott parallelogramma teriiletének mérészaméval
egyenld.

BizonvyiTAs: Az a és b vektorok altal kifeszitett parallelogramma ol-
dalainak hossza |a| és |b|, az a oldalhoz tartozo magassaga pedig m =
|b|sin(a,b),. A parallelogramma teriilete |ajm = |a||b|sin(a,b), =
|a x b| (??. abra).

1.23. PELDA: i, j, k VEKTORI SZORZATA. Legyen i, j, k harom egy-
mésra paronként meréleges, ebben a sorrendben jobbrendszert alkoté
egységvektor. Készitsiink miivelettablat vektori szorzataikrol!

MEGOLDAS. Mivel (i,i), =0, ezért |i x i| =0, igy i x i = 0. Hasonloan
jxj=0ékxk=0.

Mivel |i] = |j| = 1 és (i,j), = 90°, ezért |i x j| = 1, azaz i x j is
egységvektor. Raadasul i x j mer6leges i-re és j-re, és i, j valamint i X j
jobbrendszert alkotnak épp tgy, mint i, j és k. Ebbdl kiovetkezik, hogy
i x j = k. Hasonloképp j x k =1 és k xi=j. Ha i, j, k jobbrendszert
alkot, akkor j, i és k balrendszert, igy jxi = —k. Mindezeket 6sszefoglalva
a ?7. abra miivelettablajat kapjuk.

E harom vektor kozti szorzatok konnyen megjegyezhetéek, ha egy sza-
bélyos haromszog csucsaira irjuk Gket pozitiv koriiljaras szerint. Ekkor
két kiilonboz6 vektor szorzata a harmadik, ha a két vektor pozitiv ko-
riiljaras szerint kdveti egymast, egyébként a harmadik vektor —1-szerese
(?7. abra). [

1.24. TETEL: VEKTORI SZORZAS TULAJDONSAGAI. Tetszbleges a, b
és c vektorokra, valamint tetszéleges r valds szémra igazak az alabbi

Osszefliggések:
(a) axb=-bxa (alternélo tulajdonsag)
(b)) (a+b)xc=axc+bxc (disztributivitas)

(c) r(axb)=(ra)xb=ax(rb)
(d) laxb|=y/al’b]*—[a-b[?

A tétel bizonyitasa megtaldlhato a feladatok megoldésai kozt.
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Vektori szorzat.

1° Mutassuk meg, hogy ha u merdleges a v és w vekto-
rokra, akkor meréleges minden lineéris kombinaciojukra
is.

2% Egy merev test legyen r6gzitve az O pontjiban, egy F
er§ pedig hasson a P pontjaban. A P ponton atmeng,
F iranyu egyenesnek az O-t6l vald téavolsdgat az erd kar-
janak nevezziikk. Az F hatasara a test O koriil elfordul.
Ennek jellemzésére tudnunk kell a forgas tengelyét, a
forgas ,nagysagat”, és azt, hogy a tengely koriili két for-
gasirany kozil melyikrsl van sz6. Erre alkalmas lehet
egy vektor — ezt nevezziik forgatényomatéknak — mely-
nek iranya a forgastengellyel parhuzamos, hossza a for-
gas nagysagat irja le, és a forgastengellyel parhuzamos
két vektorirany a két forgasirdnyhoz tartozik. Hogyan
definidlhaté a forgatényomaték vektor, ha tudjuk, hogy
abszolat értéke az erSkar hosszanak és az erd abszolut
értékének szorzata?

e
Az er§ karja |OP|sin(OP,F),, igy az M forgatényomaték
abszolut értéke:

IM| = |F||OP|sin(OP, F).,.

A forgas tengelye nyilvan meréleges F-re és OP-re is, csak
—

abban kell megegyezni, hogy az OP, F és M vektorok jobb-

vagy balrendszert alkossanak. A fizikusok a jobbrendszert
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valasztottéak, tehat a forgatonyomaték az M = OP x F vek-
tori szorzattal definialhato.

3°®* Harom linearisan fliggetlen vektornak héany sorrendje
van? E sorrendek koziil héany alkot jobb- és hany bal-
rendszert?

Harom kiilénb6z6 dolog (igy harom vektor is) hatféleképp
rakhat6 sorba. Ha az a, b és ¢ vektorok jobbrendszert al-
kotnak, akkor ugyancsak jobbrendszert alkotnak a b, c, a
és a ¢, a, b vektorharmasok is. A tovabbi harom esetben,
azaz a ¢, b, a, a b, a, ¢c és az a, ¢, b harmasok esetén
balrendszert kapunk. A  bizonyitas” egyelre a keziink ha-
rom ujjarél valo leolvaséssal torténik. Késébb matematikai
bizonyitast is adunk, lasd 777.

4° Szogfelez6. Legyenek a és b nemzérus vektorok. Mu-
tassuk meg, hogy a |bla+|a|b vektor felezi a és b szogét!

Egyik lehetSség a megoldasra: ||blal = ||alb| = |a||b|, ezért
a parallelogramma-modszert egy rombuszra kell alkalmazni.
Egy masik lehet8ség: az a/|al és b/|b| két egységvektor, igy
Osszegiik szogfelezs, mivel a parallelogramma-modszer rom-
buszt ad. E vektor |al|b|-szerese ugyanugy szogfelezs, és épp
ez a feladatbeli vektor.

5° Haromszog szogfelezje. Az el6z6 feladat eredményét
felhasznalva mutassuk meg, hogy a haromszog egyik szo-
gének szogfelezGje a szemkozti oldalt a két szomszédos
oldal hosszanak aranyaban osztja fel.



René Descartes (Renatus Cartesianus)
(1596-1650) francia filozofus és ma-
tematikus, a modern filozéfia atyja,
az analitikus geometria egyik megal-
kotoja. Filozofidjat a puszta hitre ala-
pozott allitasokkal szemben a racioné-
lis érvelések tutjan kivanta folépiteni
(lasd descartesi kételkedés és ,,gondol-
kodom, tehat vagyok”). Orvostudo-
manyt és jogot tanult, végiill hadmér-
noki képesitést szerzett. Tobb habo-
raban is részt vett. 1619-ben egy Ma-
gyarorszagot is érintd hossza Gtjan egy
Ulm melletti paraszthazban hérom al-
mot latott, melyek megfejtése ,egy cso-
dalatos tudomanyhoz” vezette, ami fi-
lozofidja alapjava valt.

1.15. abra. Az egyenes koordinata-
zésa: a 0 és 1 koordinataju pontok
mellett egy harmadik pontot is abra-
zoltunk.

1.16. abra. Két koordinatarendszer.
Mindkettén — az elterjedt szokasnak
megfeleléen — az elsd tengelyt z, a
masodikat y bettivel jeloltiik.
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1.2. Vektorok koordinatas alakban

A koordindtdk bevezetésével eqyrészt uj, algebrai eszkozokhoz jutunk a vek-
torok és a kilonféle geometriai alakzatok vizsgdlatdban, mdsrészt lehetdvé
vdlik a vektor fogalmdnak kiterjesztése.

Descartes-féle koordinatarendszer. Descartes 1637-ben La Géométrie
cim@ mtivében egy szép Otlettel Osszekapcsolta a geometridt az algeb-
raval. Alapgondolata az volt, hogy a sik pontjai és a rendezett valos
szamparok kozt kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés hozhato létre az
azoOta rola elnevezett Descartes-féle koordindtarendszer segitségével, igy
bizonyos geometriai alakzatok algebrai egyenletekkel leirhatéva és vizs-
galhatova véalnak.

A Descartes-féle koordinatarendszer ismertetését az 1-dimenzids geo-
metriai térrel, vagyis az egyenessel kezdjiik. Itt az egyenes pontjai és
a valds szamok kozt fogunk kolcsondsen egyértelmii megfeleltetést 1étesi-
teni. Mas szdval bevezetiink rajta egy koordinatarendszert. Az egyenesen
tetsz6legesen valasztunk egy pontot, ez lesz az origd, amihez a 0 szdmot
rendeljiik. Ezutan egy tetszéleges, az origdtol kiilonbozé pontot valasz-
tunk, amihez az 1 szdmot rendeljiik. Jeldlje e pontot F, az origot O,
és legyen az egyenes egy tetszdleges pontja P. A  yvektorral pArhuzamos
vektorok” cimt 1.5. tétel szerint barmely P ponthoz egyértelmtien létezik
olyan = szam, hogy (jﬁ = :L'O_.>E Ez az x szam lesz a P pont koordind-
tdja. Az e = OF vektort a koordinatarendszer alapvektordnak, illetve e
koordinatarendszer bdzisdnak nevezziik.

A 2-dimenziés tér, azaz a sik esetén vegyiink két tetszéleges linearisan
fiiggetlen vektort, jelolje ezeket e és es. E vektorokat a koordinatarend-
szer alapvektorainak vagy bdzisvektorainak nevezziik, e két vektorbol allo
rendszert pedig bdzisnak vagy alapvektorrendszernek. Jeloljik ki a stk
egy tetszlleges pontjat, legyen ez az origo.

Az origén dtmend, és az alapvektorokkal parhuzamos egyeneseket ko-
ordindtatengelyeknek nevezziik. A koordinatatengelyeket szokés valamely
bettvel jelolni. Példaul az els6 tengelyt gyakran x-szel, mig a masodikat
y-nal jeloljiik (1d. 1.16. &bra).

A sikbeli vektor felbontasarol szolo 1.9. tétel szerint, mivel e; és es
két linearisan fiiggetlen vektor, a sik tetszdleges v = O—‘>/ vektora egyér-
telmten elGéll e vektorok linearis kombinacidjaként, azaz egyértelmten
léteznek olyan vy és v valés szamok, hogy

VvV =vie1 + vges.

Ez azt jelenti, hogy a sik pontjai, vektorai és a rendezett szamparok kozt
kolesonosen egyértelmi megfeleltetést 1étesitettiink. Azt mondjuk, hogy
a V pont, illetve az OV vektor koordindtds alakja (v1,v2). A pont és ko-
ordinatas alakja kozti kapcsolatot egyszerti egymas mellé irassal fogjuk
jelezni: V' (v1,v2), mig a vektor és koordinatas alakja kozti kapcsolatot
egyenlGségjellel: v = (v1,v2). Az, hogy a szampar pontot és vektort is je-
161het, sosem fog zavart okozni, hisz e koordinatas alaknak csak egy adott
koordinatarendszerben van értelme, ahol viszont a koordinatas alakkal
végzett miiveletbsl mindig vilagos lesz, hogy egy pontra, vagy az origod-
boél oda mutatd vektorra gondolunk.

Az 1.17. abran két pontot abrazoltunk, a (2,3) és a (—1,2) pontokat,
illetve az oda mutato vektorokat két kiilonb6z6 koordinatarendszerben.
Az elsén a pontokba mutatod vektorokat p és q, a masodikon a pontokat
P és Q jeloli.

Lathato, hogy ha egy pont az els6 tengelyen van, és azon az egyenesen
x az 1-dimenziés koordinataja, akkor sikbeli koordinatas alakja (x, 0) lesz.



1.19. abra. Pontok a koordinatarend-
szer tengelyein.
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1.17. abra. A (2,3) és a (—1,2) pontok illetve vektorok két kiilonbozs
koordinatarendszerben.

Y

D P(ﬂfo,yo)

(1,0

T

1.18. abra. A P(xo, yo) pont, és az origobol oda mutaté iranyitott szakasz,
azaz a p = (xo,yo) vektor kapcsolata.

Hasonloképp a mésodik tengely minden pontjanak (0,y) a koordinatas
alakja. Az origoé (0,0) (1d. 1.19. abra). Az alapvektorok koordinatas
alakja e; = (1,0) és ex = (0,1).

A 3-dimenzi6s koordinatarendszer megkonstrualasa és a tér pontjai,
illetve vektorai koordinatas alakjanak elGallitasa az 1.10. tételre épiil.

A 3-dimenziés koordindtarendszer megkonstrualasahoz legyen eq, e
és e3 harom tetszdleges linearisan fiiggetlen térbeli vektor. Ezek leszenek
koordinatarendszeriink alapvektorai (bdzisvektorai). A sik egy tetszoleges
pontjat valasszuk origénak.

A térbeli vektor felbontésarol szolo 1.10.tétel szerint, mivel e, eg és
e3 harom linearisan fliggetlen vektor, ezért a tér tetszéleges v = O—‘)/
vektora egyértelmtien elGall e vektorok linearis kombinaci6jaként, azaz
egyértelmtien 1éteznek olyan vy, vy és vg valés szamok, hogy

VvV = vie; + vges + v3es.

Ezzel a tér pontjai, vektorai és a rendezett szamharmasok kézt kolcsono-
sen egyértelmii megfeleltetést létesithets. Azt mondjuk, hogy a V' pont,
illetve az OV vektor koordindtds alakja (v1,vg,v3). AV pont és koor-
dinatéas alakjanak Osszetartozasat a V(vy,ve,vs) irdsmod jelzi. Szokas a
vektorokat tgynevezett oszlopvektor alakba is irni, mi e kényvben ekkor
kerek helyett szogletes zardjelet hasznélunk, példaul:

U1
—
OV = | V2
U3

E jelolés el6nyeivel hamarosan talalkozunk.

Az origobn atmend és az alapvektorokkal parhuzamos egyeneseket itt
is koordinatatengelyeknek nevezziik, az origdn atmend, és 2 tengelyt tar-
talmazo sikokat pedig koordindtasikoknak. Ezekbdl is harom van.

Konnyen lathato, hogy a koordinatatengelyekre esé pontok 3-dimenzios
koordinatas alakja (z,0,0), (0,y,0), illetve (0,0, z) attol fiiggSen, hogy
melyik tengelyrdl van szo. A koordinatasikok pontjainak alakja (x,y,0),
(2,0, z), illetve (0,y,2). Az origéé (0,0,0), mig az alapvektoroké e; =
(1,0,0), e = (0,1,0), e = (0,0,1).
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Miiveletek koordinatas alakban megadott vektorokkal. Legyen adva a
térben egy koordinatarendszer, és abban két tetszSleges u = (uy, uz, u3)
és v = (v1,v9,v3) vektor. E paragrafusban megkeressiik a vektormive-
letek koordinatas alakjat. A kérdés tehat az, hogy hogyan kaphaté meg
u+v,u—v,cu, u-v, ux v koordinatas alakja.
Mindegyik miiveletnél felhasznéaljuk a vektoroknak a bazisvektorok
linearis kombinacidjaként valo elgallitasat. Az adott két vektor Gsszege
u-+v= (U17U2,u3) + (Ul7v27v3)
= (u1e1 —+ ugse9s + ’Z,Lgeg) + (v1e1 “+ voes + 1)383)
= (u1 +vi)er + (u2 + v2)es + (u3 + v3)es
= (u1 +v1,ug +v2,u3 + v3).
Hasonl6 képlet adodik a kiilonbségre
u—v= (Ul,UQ,’LL3) — (’Ul, 1)271)3) = (u1 — V1,Ug — V2,U3 — 1)3).
A skalarral valo szorzas is a koordinatanként valé végrahajtas lehetGségét
mutatja:
cu = c(uy, ug,u3) = c(ure; + uges + uzes)
= cuie] + cugzes + cuses

= (cuy, cug, cug).
Osszefoglalva tehat a kovetkezs allitast kapjuk:

1.25. ALLITAS: VEKTORMUVELETEK KOORDINATAS ALAKJA. Adva
van a térben egy koordinatarendszer, és abban két tetszéleges u =
(u1,u2,us) és v = (v1,v9,v3) vektor, valamint egy tetszéleges ¢ € R
valos szam. Ekkor a vektorok Osszegének, kiilonbségének és skalarszo-
rosanak koordinatas alakja rendre

u+ v = (ur,ug,u3) + (vi,v2,v3) = (u1 + v1, U2 + v2,u3 + v3),
(u17u27u3) - (’111,1)2,113) = (Ul — V1,U2 — V2,U3 — 03),

cu = c(uy,ug,us) = (cuy, cug, cus).

u—Vv=

Az attekinthetébb oszlopvektor jellést hasznalva

Uq U1 Uy + U1 Uy U1 Uy — V1 Uq Ccuy
Ug [+ |v2| = |uz + V2|, (U2|—|V2| = |U2 — V2|, C|U2| = [CU2
us U3 us + v3 us U3 U3 — U3 Uus cus

A sikbeli vektorokra hasonl6 allitasok igazak, csak két koordinataval.
Erdekesebb a helyzet a skalaris szorzassal. Kezdjiik két sikbeli vektorral.
1.26. PELDA: SKALARIS SZORZAS KOORDINATARENDSZERBEN. Tekint-
siink egy olyan sikbeli koordinatarendszert, ahol az els§ alapvektor hossza
1, a méasodiké 2, és a kettsjiik kozti szog /3. Szamitsuk ki az a = (1,1)
és a b= (—5/2,1) vektorok skalaris szorzatat.

MEGOLDAS. Az alapvektorok hosszat és szogét ismerve ki tudjuk szami-
tani az alapvektorok skalaris szorzatait:

e;-e; =1, 92'62:22:4, e1~e2:1-2-cosg:1.
Ezt folhasznalva kapjuk, hogy

5
a-b=(e;+e2)- (fiel +e7)

——§e e —I—(1—§)e estex-e
=5ee gle1-extez-e
5 3

=-2_Z44
2 2"

:07
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tehat a két vektor merdleges egymasra.
Erdekességként meghatarozzuk e koordinatarendszerben a skaléris szor-
zés altaldnos képletét:

u-v= (u1e1 + U2e2) . (v1e1 + ’1)262)
=wujvier - 1 + (uivz + ugvi)er - ez + usvaes - ey

= U1V + U1V + U2V + 4UQ’U2.

Ebbdl lathato, hogy a skalaris szorzat koordinatas alakja fiigg a koordi-
natarendszertdl is. |

A derékszogii koordinatarendszer. A természeti torvények kiilonos fon-
tossdgot adnak az egymésra merdleges irdnyoknak, ezért példaul igen
gyakran érdemes olyan koordinatarendszert valasztani, amelyben az alap-
vektorok merdélegesek, mas szoval ortogondlisak egyméasra. A béazisvek-
torok szoge mellett azok hosszat is érdemes standardizalni, nevezetesen
egységnyi hossztunak valasztani, igy mindegyik koordinata egyuttal té-
volsagot is jelent. Az egységvektorokbol allo ortogonalis bazist ortonor-
maltnak nevezzik.

Az egységes targyalas érdekében a bazisvektorok koriiljarésat is els-
irhatjuk: altalanosan elterjedt szokas a jobbrendszert vélasztani. Az igy
konstrualt bazis vektorait sikban 1i, j, térben i, j és k jeloli.

A két és haromdimenzios térben a skalaris szorzat egyszertd alakot Olt,
ha a koordinatarendszer derékszogii.

1.27. ALLITAS: SKALARIS SZORZAT DEREKSZOGU KOORDINATAREND-
SZERBEN. A sikbeli u = (uj,us2) és v = (v1,v9), illetve a térbeli
u = (ug,uz,us) és v = (v1,v9, v3) vektorok skalaris szorzata derékszogt
koordinatarendszerben

uv = uqv1 + uswse, illetve uv = uivy + usvs + uzvs.

BizONYITAS. A sikbeli esetben kihasznéljuk, hogy i-i = j-j = 1 és

i-j=0:
u- v = (uri+ uzj) - (v1i+ vaj)
= uvii - i+ (urv2 + ugv1)i-j + ugvoj - j
= U1V + UVg
A térbeli eset hasonldéan bizonyithato. |

1.28. ALLITAS: VEKTORI SZORZAT DEREKSZOGU KOORDINATAREND-

ay a2 az ai a2
RV VRN SZERBEN. A térbeli a = (a1, az,a3) és b = (b1, b, b3) vektorok vektori
bi b2 b3 b b2 szorzata derékszogi koordinatarendszerben
1.20. &bra. A vektori szorzat kiszami- a X b = (agbs — asbe, asby — a1bs, a1bs — asby).

tasa a két vektor koordinataibol: ir-
juk a két vektort egymaés ala, majd az
els6 két koordinatat masoljuk a vekto-

rok végére, végiil az X alakba rakott B1zoONYITAS. Az alapvektorok egymassal valo vektori szorzatait mér ki-

nyilparoknal a \, nyil végein 1év6 szé- szamoltuk az 1.23. példaban. Kihasznélva, hogy ixi=jxj=kxk =0,
mok szorzatabol vonjuk ki a / szerinti ixj=k,jxi= -k, .., kapjuk hogy

szorzatot. Az eredmény:

(a2bs — asbz, agby — a1bs, a1ba — azb1). axb= (ali + (lgj + a3k) X (bli + bgj + bgk)

a2bsj X k + agbok X j+ asbr1k x i+ a1bsi x k+ a1boi X j+ agbj x i

agbgi - a3b2i + a3b1j — albgj —+ albgk — a2b1k

(agbs — asba, azbr — a1bs, a1by — aszby).
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1.29. PELDA: PARALLELOGRAMMA TERULETE. Mutassuk meg, hogy
az (a,b) és a (c,d) vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete

lad — bel.

Mi a jelentése az ad — bc el6jelének?

MEGOLDAS. Két 3-dimenzios vektor altal kifeszitett parallelogramma te-
riilete a vektori szorzatuk abszolut értéke. Agyazzuk be a megadott két
vektort a tér egyik koordinatasikjaba, tekintsiik példaul az (a,b,0) és a
(¢,d,0) vektorokat. Vektori szorzatuk

(a,b,0) x (¢,d,0) = (0,0, ad — be),

ennek abszolat értéke |ad — be.

Mivel az (a,b,0), (c,d,0) és (0,0, ad — be) vektorok jobbrendszert al-
kotnak, ezért ad — be pontosan akkor pozitiv, ha a sikban az (a,b) és a
(¢, d) vektorok jobbrendszert alkotnak, és ad —be pontosan akkor negativ,
ha az (a,b) és a (¢, d) vektorok balrendszert alkotnak (gondoljuk meg!).H

Az R" halmaz. Lattuk, hogy 2-dimenzids, illetve 3-dimenzids vektorjel-
legti mennyiségek lefrhatok egy rendezett szdmparral, illetve szd&mhérmas-
sal. Izgalmas a forditott helyzet, amikor legaldbb 4, de akar t6bb millid
szorosan Osszefiiggé adatbol képzett, rendezett szam-n-essel dolgozunk.
Vajon értelmes dolog-e e szam-n-eseket egy n-dimenzios tér vektorainak,
vagy pontjainak tekinteni? Es van-e értelme a 2- és 3-dimenzios térben
hasznalt fogalmak altalanositasanak n dimenziora? A valasz mindegyik
kérdésre hatarozott igen, amit a fizika 4-dimenzios tér-idé fogalma, szam-
talan gazdasagi, vagy internettel kapcsolatos probléma megoldasa fénye-
sen bizonyfit.

Egy tetszéleges H halmaz elemeibdl képzett rendezett elem-n-esek hal-
mazat H"-nel jeloljiik.

Példaul ha H = {0, 1}, akkor
H3 = {(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0), (1,1, 1)},

vagyis H® a H elemeib6l képzett rendezett elemharmasok halmaza. Esze-
rint a sik pontjait R?, a térét R3 elemeivel koordinataztuk.

A fenti jelolésnek megfelelGen R™ a valds szamokbdl képzett rendezett
szdm-n-esek halmazdt jeléli. Igy pl. mondhatjuk azt, hogy az (1,3,0,9,5)
szamotos eleme az R® halmaznak. Késsbb R™ elemein vektormtveleteket
fogunk bevezetni, és R™-rél, mint vektortérrdl fogunk beszélni. Hasonlo-
képp fogjuk R™-t geometriai vagy ponttérnek tekinteni, ha elemeire, mint
pontokra fogunk gondolni, és koztiik geometriai mtiveleteket fogunk vé-

.......................................... gezni. E sokféleség sosem fog gondot okozni: R™ szerepét mindig az fogja
meghatarozni, hogy mit tesziink elemeivel, vagyis a szam-n-esekkel.

Az R™ megismerésében az analdgia fonalan fogunk haladni, a 2- és
3-dimenzios tér fogalmait fogjuk atvinni, altalanositani n dimenziéra. Ez
az analogia fog segiteni abban, hogy magabiztosan érezziik magunkat n
dimenziéban is, akkor is, ha ott ,nem latunk olyan j61”, mint 3 dimenzi6-
ban. Bevezets példaként az analdgiara — képerny6védsk kedvenc témajat
— egy 4-dimenzidés kocka 2-dimenzids vetiiletét mutatjuk az 1.21. abran.

1.21. Aabra.

Miiveletek R"™ vektoraival. 777



Bit: az angol binary digit kifejezés-
bél képzett sz6, ami magyarul bina-
ris, azaz kettes szamrendszerbeli sza-
mot jelent. A szoftver (software) szot
is megalkoté John W. Tukey Otlete.
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1.3. Vektorok véges halmazbdl

Az informatika, a kodelmélet és a kriptogrdfia is haszndl vektorokat, de
ott a valds szdmok helyett véges algebrai struktirdk elemei szerepelnek.
Mégis meglepden sok az analdgia.

l6in az adatok tarolasanak legkisebb egysége a bit. Egy bittel két allapot
tarolhato, melyeket a 0 és 1 szamokkal jeloliink, de amelyek tobb min-
dent is reprezentalhatnak: hamis/igaz, nem/igen, ki/be,.... A biteket a
hardver lehetGségei és a feladat igényei szerint csoportokba, sorozatokba,
vektorokba gytjtik, melyekkel kiilonféle miveletek végezhetsk. Ezek at-
tol is fiiggnek, hogy a bitvektorok milyen adatokat kédolnak. E mitvele-
tek koziil minket azok fognak érdekelni, melyek algebrailag a kordbban
megismert vektormiiveletekre hasonlitanak. Kés6bb latni fogjuk, hogy
itt t6bbrsl van sz6, mint véletlen hasonlosagrol.

A bitvektorok jeltlése a szamitastechnikaban leginkabb a biteket jel616
szamjegyek egyszert egymas mellé irdsaval torténik, vagyis pl. 01110101
a (0,1,1,1,0,1,0,1) vektort jeloli. Mi mindkét jelolést hasznalni fogjuk.

Koédvektorok, kédok. Az informaécio tarolasdhoz, tovabbitasdhoz sziik-
ség van kodoléasra, gyakran egymaés utan tobb kiillonb6z6 kddolési eljaras
alkalmazaséara is. Példaul ha valaki egy gondolatét leirja egy papirra,
majd onnan begépeli egy szamitdégépbe és egy adott formatumban el-
menti, egy tomorité programmal Gsszetomoriti, egy titkositod szoftverrel
titkositja, végiil egy biztonsagos internetes csatornan tovabbkiildi valaki-
nek, hat kodolasi 1épést hajthatott végre.

A kodolashoz mi a tovabbiakban mindig egy rogzitett, véges kodabé-
cét hasznalunk, amelynek betdi altalaban a 0-t6l n — 1-ig terjeds egészek
lesznek. Az abécé ,betiibdl”, azaz elemeibdl képzett vektorokat kddvek-
toroknak vagy kddszavaknak nevezziik. A bitvektorok is kodvektorok,
ahol a kodabécé a kételemi {0, 1} halmaz.

A kodvektorok koordinatainak szamat, vagyis a kodvektor dimenzio-
jat a kod hosszdnak nevezziikk. Ez természetesen nem analdg fogalom a
vektor abszolit értékével.

A személyi szam egy olyan kodvektorra példa, melynek hossza 11,
az abécé pedig a 10-elemi {0,1,...,9} halmaz. Nem minden 11-hosszu
decimalis kddvektor érvényes személyi szdm, vagyis a személyi szamok a
11-hosszu kodvektorok halmazéanak egy részhalmazat alkotjak. Az ilyen
részhalmazokat nevezziik kodnak.

1.30. DEFINICIO: KOD. A kdd azonos dbécébdl képzett azonos hosszi-
sagu kodszavak egy halmaza. Kddolds az a folyamat, amikor az tizenet-
hez kodszavakat rendeliink, dekddolds az ellenkezé iranyua folyamat.

1.31. pELDA: BCD-KOD. Decimalis szamok egyik szokasos kodolasa a
BCD (Binary Coded Decimal), mely a szamok kodolasara a kettes szam-
rendszerbe vald atiras helyett a szamjegyenként vald kodolast valasztja.
Tobb valtozata is van, a legegyszertibbikben egy-egy széamjegynek 4-4 bit
felel meg, igy a 16 lehetséges 4-hossza kodszo helyett csak tizet hasznél: a
0, 1,..., 9 jegyek koddja rendre 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, 0101, 0110,
0111, 1000, 1001. Példaul az 561 BCD-kodja harom kodvektorbol all:
0101 0110 0001. (Kettes szamrendszerbeli alakja 1000110001.)

Aritmetika véges halmazon. Olyan miiveleteket keresiink a véges abécé
elemei kozt, melyek eredménye is az abécébe esik. Tobb ilyen példat is
ismertetiink:



(a) + ‘prs ptl X ‘prs ptl

prs | prs ptl prs | prs prs

ptl | ptl prs ptl | prs ptl

(b)  XOR | h i AND | h i

h h i h h h

i ih i h i

(c) +]0 1 x [0 1
0|0 1 010

111 0 110 1

1.22. 4bra. Miveletek kételemd abé-
céken: (a) egészek kozti miiveletek pa-
ritdsa (prs = péros, ptl = paratlan),
(b) a logikai AND és XOR miiveletek
(h = hamis, i = igaz), (¢) e mtiveletek
a {0,1} abécén.

1.23. abra. Szamolas az 6ran

Modulo: a mérték jelentésii latin mo-
dulus sz6 szarmazéka. Itt a maradék-
osztalyok szamat jelenti.
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1.32. PELDA: EGESZEK PARITASA. Tudjuk, hogy egész szamokkal vég-
zett Osszeadas és szorzas eredményének paritasa csak az Gsszeadandok,
illetve szorzandok paritasatol fligg (mivelettablait lasd az 1.22. (a) ab-
ran). Példaul egy péaros és egy paratlan szam Osszege mindig paratlan.

1.33. PELDA: XOR Es AND. Az el6z6 példabelihez hasonl6 mivelet-
tablakat kapunk két logikai mivelettel is, melyeket az informatikdban
gyakran hasznalunk. Egyik a logikai ,6s” miivelete (AND), a masik a
Jkizaro vagy” (XOR = eXclusive OR). A p és ¢ — igaz vagy hamis logi-
kai értékd — allitast az ,£s” szoval Osszekapcsolva olyan allitast kapunk,
mely pontosan akkor igaz, ha p és q is igaz. E miiveletet szokas logikai
szorzasnak is nevezni, hisz ha a hamis allitas logikai értékét 0, az igazét
1 jeldli, akkor e miivelet eredménye megegyezik e két szammal végzett
szorzas eredményével (1.22. (b) és (c) pont).

Példaul a ,ma este moziba megyiink” és a ,beiiliink valahova vacsorazni”
allitasok Osszekapcsolasaval kapott ,;,ma este moziba megyiink, és beiiliink
valahova vacsorazni” allitas pontosan akkor igaz, ha moziban is megyiink
és vacsorazni is. A, kizar6 vagy” miivelete, melyet legtobbszor a ,yagy. ..
vagy...” kotGszavakkal fejeziink ki pontosan akkor ad igaz eredményt,
ha csak egyetlen argumentuma igaz. Példaul a ,ma este vagy moziba me-
gylink, vagy beiillink valahova vacsorazni” allitas pontosan akkor igaz,
ha az egyik helyre elmegyiink, de mindkettére nem. E két mivelet mi-
velettablait lasd az 1.22. (b) dbran. Ha a paros szamokhoz és a hamis
allitashoz a 0 szamot, a pératlanok szamokhoz és az igaz allitashoz az
1-et rendeljiik, akkor mindkét el6z6 tablabol az 1.22. (¢) abran lathato
miivelettablat kapjuk.

A szamok paritasa ugy is kifejezhets, hogy egy egész szam paros, ha
2-vel valo osztasi maradéka 0, és paratlan, ha osztasi maradéka 1, vagyis
amikor paritasokkal szamolunk, mondhatjuk, hogy a 2-vel vald osztasi
maradékokkal szamolunk. A maradékokkal val6 hasonld szamoléssal a
hétkoznapokban masutt is talalkozunk, pl. az id6pont kiszamitasakor, de
ott nem 2-vel, hanem 12-vel, 24-gyel vagy 60-nal kell osztani.

1.34. PELDA: SZAMOLAS AZ ORAN. Ha most 10 éra van, 5 6ra mulva
3 ora lesz, azaz 10-hez 5-6t adva 3-at kapunk, ha érédkban szamolunk.
Hasonloképp 21 6rédhoz 4-et adva 1-et kapunk. Ha a percmutat6é most 48
percet mutat, akkor 35 perc mulva 23-at fog.

Ha m > 1 egész szam és a tetszbleges egész, akkor a maradékos osztés
szabélya szerint egyetlen olyan q és r egész szam létezik, melyekre

a=mq-+r,

és ahol 0 < r < m. Ezt az r szamot az a szam m-mel valoé osztdsi
maradékanak nevezzik, és az a mod m kifejezéssel jeloljik. Kimondva:
»a modulo m”. Példaul 20 mod 3 = 2, hisz 20 = 6 - 3 4+ 2. Hasonloképp
kapjuk, hogy —12 mod 10 = 8, ugyanis —12 = —2- 10 + 8. Azokat az
egészeket, amelyek ugyanazt a maradékot adjak modulo m, egy osztalyba
soroljuk. Ezeket az osztalyokat maradékosztdlyoknak nevezziik. Példaul
a 13, 33, 103 ugyanabba a maradékosztalyba tartoznak modulo 10.

Koénnyen megmutathatd, hogy barmely két egész szam Osszegének,
kiilonbségének és szorzatanak m-mel valé osztasi maradéka csak a két
szam osztasi maradékatol fiigg, magatol a két szamtol nem. Példaul a
1145 =16, 2+ 2 = 4, —1 + 8 = 7 0Osszadasok mindegyikében két
olyan szamot adtunk Gssze, melyek 3-mal osztva 2-t adnak maradékul, az
eredmény pedig mindig 1-et.

1.35. DEFINICIO: Z,,. Legyen m > 1 egész szam, és jelolje Z,, a
{0,1,...,m — 1} halmazt, melyen két miiveletet definidlunk. Ha a,b €
L, akkor jelolje a + b, illetve ab azt a Z,,-beli elemet, melyet a és b
egész szamként valo Osszegének, illetve szorzatdnak m-mel valo osztasi
maradékaként kapunk.



1.24. abra. Zs mivelettablai

1.25. abra. ,Ora” a Zs-beli szamolas-
hoz

x|0o 1 2 3 4
0/0 0 0 0 0
1o 1 2 3 4
210 2 4 1 3
3]0 3 1 4 2
410 4 3 2 1
x]0 1 2 3 4 5
00 0 0 0 0 O
110 1 2 3 4 5
210 2 4 0 2 4
3/0 3 0 3 0 3
410 4 2 0 4 2
500 5 4 3 2 1

1.26. abra. Zs és Zg szorzastablaja
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Mivel sem az Osszeadas sem a szorzas miiveletén, sem a szamokon nem
latszik, hogy egész szamok kozti miiveletrdl, vagy valamilyen m-re Z,,-
beli miiveletrdl van-e szd, ezért a fenti definiciébeli miveletek csak ugy
egyértelmiiek, ha az elemekrsl tudjuk, hogy mely Z,, elemei. Pl. Zs-ben
1+1=0,deZs-ban 1+ 1 =2 (Id. az 1.24. abrat).

1.36. PELDA: SZAMOLAS Z,,-BEN. Szamitsuk ki Zgp-ban a 48 + 35,
Zs-ben a 4 + 3 és Zq1-ben a 3 - 7+ 10 kifejezések értékét!

MEGOLDAS. Ha Z,, mitvelettablai rendelkezésre allnak, hasznalhatjuk,
egyébként tgy szdmolhatunk, hogy egészeknek tekintjiik a szdmokat, és
vessziik az eredmények maradékat modulo m:
48 4+ 35 mod 60 = 83 mod 60 = 23,
44+ 3mod5="T7modb5 =2,
374+ 10mod 11 = 31 mod 11 = 9.

Z., mivelettablaival, vagy pl. Zio és Zgo esetén egy 6ra mutatdjaval is
szamolhatunk, de mas m-re is hasznalhatunk ,6rat”: Zgg-ban: 48 + 35 =
23, Zs-ben: 4 +3 =2 és Zy1-ben: 3-7+10=10+10=9. |

1.37. PELDA: MUVELETTABLA. Készitsiink miivelettdblat a Zs- és a
Zg-beli szorzashoz!

MEGOLDAS. A miivelettablak elkészitése az 5-tel, illetve 6-tal vett mara-
dékokkal szamolva konnyen megkaphat6. Pl. 3-4 mod 5 = 12 mod 5 = 2,
tehat 3-4 = 2 a Zs-ben. [ |

A két mivelettabla kozt két fontos kiilonbség vehets észre. Az egyik,
hogy mig Zs-nél az els6 sort és oszlopot kivéve minden sorban és oszlop-
ban minden szdm pontosan egyszer szerepel, addig Zg-nal nem. Ez azt
jelenti, hogy Zs szorzasmiivelete a 0 elemet elhagyva invertalhatd, azaz
barmely két a,b € Z5\ 0 elemre az ax = b egyenlet megoldhato. Mas szo-
val Zs-ben van osztas, és minden nemzérus elemnek van reciproka, azaz
multiplikativ inverze. Epp tgy, mint R-ben. Az is lathato, hogy Zg-ban
két nemzérus érték szorzata lehet 0 is.

1.38. PELDA: OSZTAS, RECIPROK. Oldjuk meg a 3 -z = 2 egyenletet és
hatarozzuk meg a 3 reciprokat Zs-ben és Zg-ban!

MEGOLDAS. Mivel Zs-ben 3-4 = 2, és 3-2 = 1, ezért az egyenlet megol-
dasa x = 2, és 3 reciproka 2, azaz 1/3 = 2. Zg-ban az egyenletnek nincs
megoldasa, és 3-nak nincs reciproka. |

Megmutathato, hogy Z,,-ben a szorzés pontosan akkor invertalhato,
ha m prim. Ez esetben Z,,-et F,, jeloli annak kihangsilyozasara, hogy
itt az osztas miivelete is elvégezhetd.

A valosok R, a racionalisok Q és az imént targyalt F,, (p prim) strukta-
rék a kovetkezs algebrai tulajdonsagokkal rendelkeznek: Az 6sszeadés és
a szorzas is kommutativ, asszociativ miivelet, tetszéleges a elemre la = a
és Oa = 0, az Osszeadas invertalhaté miivelet, a szorzas invertalhato a 0
elhagyasa mellett, és végiil a szorzas disztributiv az Osszeadasra nézve.
Az ilyen algebrai strukturakat (algebrai) testnek nevezik. Vannak egyéb
testek is, de ebben a kényvben a fent felsoroltakon kiviil csak a komplex
szamok C-vel jelolt testével fogunk foglalkozni.

Vektormiiveletek Z7 -ben. A korabban bevezetett jelolések szerint Z7,
a Zy,-beli n-hosszu vektorokbol all. E vektorok 6sszeadasa, skalarral valo
szorzasa és skaléris szorzésa a Z,,-beli miiveletekkel az R"-beli vektor-
miiveletekhez hasonléan végezhet el. Ennek kovetkeztében a linearis
kombinacio, linearis fliggetlenség itt is ugyanugy definidlhato és hasznal-
hato.



1.27. tablazat. Vektorok linearis kom-
binécioi (a) Z2 és (b) Zs folott.

ryz xza+yb+4+zc xzy zutyv
000 (0,0,0,0,0,00)0 00 (0,0,0)
100 (1,0,0,1,1,0) 10 (1,1,0)
010 (0,1,0,1,0,1) 20 (2,2,0)
o0o1 (0,0,1,0,1,1) 01 (0,1,1)
110 (1,1,0,0,1,1) 11 (1,2,1)
101 (1,0,1,1,0,1) 21 (2,0,1)
011 (0,1,1,1,1,0) 02 (0,2,2)
111 (1,1,1,0,0,0) 12 (1,0,2)

22 (2,1,2)
(a) (b)
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1.39. PELDA: LINEARIS KOMBINACIO Z!-BEN. Szamitsuk ki a Z3-beli
a=(1,0,0,1,1,0), b=(0,1,0,1,0,1) és ¢ = (0,0,1,0,1,1)

vektorok Osszes linearis kombinacidjat Zo-beli egyiitthatokkal, valamint
a Z3-beli
u=(1,1,0) ésv=(0,1,1)

vektorok Osszes linearis kombinacidjat Zs-beli egyiitthatokkal.

MEGOLDAS. A lehetséges xa+ yb + zc alaki linearis kombinaciok szama
8, hisz z,y, z € Zs, vagyis mindegyik egyiitthatonak 0 vagy 1 az értéke,
ésez 2-2-2 = 8 eshetéség. Az x = y = z = 0 eset a zérusvektort adja. Ha
x, y és z kozil csak egyikiik értéke 1, a tobbi 0, akkor a harom adott vek-
tort kapjuk vissza. Azok az esetek maradnak, amikor legalabb két vektort
kell 6sszeadni. Példaul 1a+ 1b + 0c = (1,0,0,1,1,0) 4+ (0,1,0,1,0,1) =
(1,1,0,0,1,1). Az Osszes linearis kombinaci6é az 1.27. tablazatban lat-
hato.

Az xu+ yv alaku lineéaris kombinaciok szama 9, mivel x,y € Zs, azaz
lehetséges értékiik 0, 1 vagy 2, ami 3 -3 = 9 lehetgséget ad. Példaként
egy linearis kombinécid, a tobbi az 1.27. tablazatban lathaté: 2u+ 1v =
2(1,1,0) + (0,1,1) = (2,2,0) + (0,1,1) = (2,0, 1). |

E paragrafus tovabbi részében a vektormiiveletekre két alkalmazast
mutatunk.

1.40. PELDA: ONE TIME PAD — A TOKELETES TITKOSITAS. Tegyiik
fel, hogy az lizenet kiildése el6tt a kiildé és a fogadd megegyezett egy
titkos kulcsban, mely egy olyan hosszu véletlen bitvektor, mint amilyen
az lizenet legfoljebb lehet. Legyen a kules k € Z5'. Legyen a titkositandd
iizenet u € Z3'. A titkositas egyszertien annyi, hogy kiildé kiszdmolja az
u + k vektort, és azt kiildi a fogadonak, aki a titkositott iizenethez maga
is hozzaadja a kulcsot, és mivel barmely x € Z3' vektorra x +x = 0,
ezért (u+k)+k =u+ (k+k)=u, vagyis a fogado igy valoban megfejti
az lizenetet. Példaként egy iizenet, egy kulcs és a ketts Osszege a tOomor
bitvektor-jeloléssel:

u = 010101010000111111111111
k =001011000101101001011010, ekkor
u+k =011110010101010110100101

E titkositas hatranya, hogy a k kulcs csak egyszer hasznalhato fel, mert
két kiilonb6z6 uy + k és ug + k lizenetet elcsipve és Gsszeadva az (ug +
k) + (uz + k) = uj + uy vektorban mar nem szerepel k, és ez statisztikai
modszerekkel mar megfejthetd.

A kodelmélet egyik célja, hogy redundans informéaci6 hozzaadasaval elérje
az elkiildott lizenet megérkezését zajos, veszteséges csatornan keresztiil
is. Ennek két gyakran alkalmazott tipusa a hibajelzé és a hibajavito
kod: az el6bbi az atvitel soran bekovetkezett bizonyos hibakat jelez a fo-
gado6 szamara, mig az utobbi bizonyos hibak kijavitasat is lehetévé teszi.
Az 1.39. példaban elGéllitott linearis kombinéciok hibajelzd kodok, egyi-
kiik hibajavito is. A ?7. feladat arra kérdez, hogy milyen hibat jeleznek,
illetve javitanak.

Az elektronikus szamitogépek adatkezelésének egyik els§ Otlete az
adattarolas vagy tovabbitas biztonsigosabba tételére a paritasbit. Ha
egy n-hosszii b bitvektorhoz még egy bitet csatolunk, melynek értéke 1,
ha b-ben paratlan sok bit egyenls 1-gyel, egyébként 0, akkor olyan (n+1)-
hosszt vektort kapunk, melyben péros sok 1-esnek kell lenni. Ha egy bit
elromlik, paratlan sok 1-es lesz, tehat e bit hibajelzs. Ezt az (n + 1)-edik
bitet nevezziik paritdsbitnek.



| SBN 978- 963- 545- 398- 6

89635"453986

o)
1.28. abra. Egy konyv ISBN kddja,
ami egyuttal az EAN kodja is, a hozza
tartoz6 vonalkéddal

N

9 >
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1.41. PELDA: PARITASBIT. Irjuk fel a paritasbitet skalaris szorzatként,
és dontsiik el, mely vektorokra igaz, hogy minden bitjiik a vektor maradék
részének paritésbitje.

MEGOLDAS. A paritasbit Zs f6lott 1 - b alakba irhat6, ahol 1 a b-vel
azonos hosszisagu és csupa 1-esbdl allo vektor.

Minden olyan vektor, amelyben paros sok 1-es van, eleget tesz a fel-
adatbeli feltételnek, a tobbi nem. |

A paritasbit altalanositasa az un. ellendrzd dsszeg, melyre szamtalan
példat taldlunk a mindennapi életben.

A magyar személyi szam a személyre jellemz6 10 jegybdl all, melyet
egy ellen6rzd Osszeg kovet. Az e ellenérzd Gsszeg kiszamitasi képlete

Z11-ben szamolva e = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - u.

A személyi szam 8-10-edik jegye gy van megvalasztva, hogy e # 10, igy
az ellendrzé Osszeg egyjegyd. 2007 el6tt egy hasonlé képlettel szamoltak
a konyvek tun. ISBN-10 kodjanak ellendrzd jegyét, ami ha 10 volt, X-et
irtak (réomai 10-es).

A termékek EAN-kodja (European Article Number) egy 13-jegy, a
termék azonositasara szolgalé kod, melyhez egy vonalkod is tartozik. A
13-dik jegy az ellendrzé Osszeg. Ha az EAN kodvektort v jeloli, akkor
fénn kell allni

Z1o-ben szamolva az (1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - v=10

Osszefiiggésnek. E képlet az ellendrzd Gsszeg meghatarozasara is hasz-
nalhato. 2007 6ta a konyvek ISBN-szama (ISBN-13) megegyezik EAN-
kodjaval (1.28. abra).

1.42. PELDA: ELLENORZO OSSZEG. Csak az ellendrzd Gsszeget nézve
érvényes személyi szam-e a 26012310018, és érvényes EAN-kod-e a
99988877766657

MEGOLDAS. Ez a személyi szam érvényes, mert
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10) - (2,6,0,1,2,3,1,0,0,1) =
1-24+2:6+3-0+4-14+5-246-34+7-14+8:-0+9-0+10-1mod 11 =
63 mod 11 = 8.

Ez az EAN-kod nem érvényes, mert
(1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1) - (9,9,9,8,8,8,7,7,7,6,6,6,5) =
(9+3-94+9+3-84+8+3-84+74+3-7T+7+3:-6+6+3-6+5) mod 10 =
183 mod 10 = 3 # 0. |



1.29. abra. Az x+y = 1 egyenletet ki-
elégitsé néhany pont két kiillonb6zd ko-
ordindtarendszerben.

A latin eredetl implicit sz6 jelentése
nem kifejtett, rejtett, ami az Osszekot,
Osszefligg, Osszekever, koriilcsavar je-
lentésti implico sz6 szérmazéka. E
sz6 a matematikaban az implicit alak,
implicit fliggvény, stb. kifejezésekben
arra utal, hogy valamely fontosnak te-
kintett mennyiség, valtozo, stb. nincs
kifejezve a képletbsl. Ugyanennek a
szonak a szarmazéka a magaba foglal,
maga utan von jelentést implikdl sz6
is, mely a matematikai logika ,ha...,
akkor...” szerkezetd miiveletével, az
implikdcioval is kapcsolatban van.
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1.4. Egyenes és sik egyenlete

Alakzatok és egyenletek.

1.43. PELDA: AZ x +y = 1 EGYENLET. Egy tetszsleges sikbeli koor-
dinatarendszerben &brézoljunk néhany pontot, melynek koordinatai ki-
elégitik az x + y = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet
Osszes megoldasanak megfelel pontok halmazarol!

MEGOLDAS. Az alabbi dbran két kiilonboz6 koordinatarendszert abra-
zolunk, és azokban a fenti egyenletet kielégité pontok koziil néhanyat.
Ennek alapjan azt sejthetjiik, hogy az © + y = 1 egyenletet kielégits
pontok egy egyenesen vannak. Ezt az egyenest is berajzoltuk. A sejtést
hamarosan bizonyf{tjuk. |

1.44. PELDA: AZ z?+y? = 1 EGYENLET. Egy tetszoleges sikbeli koor-
dindtarendszerben abrazoljunk néhany pontot, melynek koordinatai ki-
elégitik az 22 + 3% = 1 egyenletet. Fogalmazzunk meg sejtést az egyenlet
Osszes megoldasanak megfelel pontok halmazarol!

MEGOLDAS. Az alabbi abran néhany koordinatarendszert abrézoltunk,
az 2 + 3?2 = 1 egyenletet kielégité néhany ponttal. A ??? fejezetben
visszatériink e feladatra, és meg fogjuk mutatni, hogy az egyenletet ki-
elégité pontok egy ellipszisen vannak.

2 S

1.30. dbra. Az 22 +y? = 1 egyenletet kielégits (x,y) pontok halmaza két
koordinatarendszerben.

1.45. DEFINICIO: ALAKZAT (IMPLICIT) EGYENLETRENDSZERE. Egy
geometriai alakzat egy adott koordinatarendszerre vonatkozo (implicit)
egyenletrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melynek egyszerre
minden egyenletét kielégitik a térnek az alakzathoz tartoz6 pontjai, de
més pontok nem. Ha az egyenletrendszer egy egyenletbdl all, az alak-
zat egyenletérdl beszéliink. Az egyenletet vektoregyenletnek nevezzik,
ha nem a pontok koordinatéira, hanem a pontokba mutat6 vektorokra
irjuk fel. Egy alakzat m egyenletbdl all6 egyenletrendszerének, illetve
m vektoregyenletbdl 4llo egyenletrendszerének altalanos alakja

Fl(xl,xg,...,a:n):O Fl(r):0

FQ(-’E],.TQ,...,.’E”):O FQ(r):O
illetve

Fm(xlyx%"'axn):() Fm(r)zo

ahol (21,9, ...,2,) € R™ a tér egy pontja, és r az oda mutatd vektor.

Kozépiskolai tanulmanyainkban t6bb példat lattunk alakzat egyenletére,
példéaul tudjuk, hogy a sikban a koordinatatengelyek szogét felezd egyenes
egyenlete y = z, azaz x — y = 0. Ortonormalt bézist véilasztva az origd
kozept egységsugart kor egyenlete x2 + 4> = 1. Az el6z6 két egyenlet



A latin eredett explicit sz6 jelentése
kifejtett, vildgosan kimondott, ami a ki-
bont, szétterit, kiszabadit, atvitt ér-
telemben tisztaz, kifejt, megfejt jelen-
tést explico sz6 szarmazéka. E sz6 a
matematikiban az explicit alak, exp-
licit fliggvény, stb. kifejezésekben arra
utal, hogy valamely fontosnak tekin-
tett mennyiség, valtozo, stb. ki van fe-
jezve a tobbi segitségével.

1.31. abra. Egyenes explicit vektor-
egyenlete: r =rg + tv.
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mindegyikébdl kifejezhetd a két koordinédta egy paraméter bevezetésével.
Az y = z egyenlet ekvivalens az

=1
y=t
egyenletrendszerrel, mig az x2 + y2 = 1 egyenlet ekvivalens az

T = cost
y = sint

egyenlettel. Mindkett6 atirhato vektoralakba is. Hasznaljuk a oszlopvek-
toros jelolést:

m _ H teR, iletve m = {Cf)sq, te[0,2m) CR.
y t Y sint

E két példa vezet a kovetkezs altalanos fogalomhoz.

1.46. DEFINICIO: ALAKZAT (EXPLICIT) EGYENLETRENDSZERE. Egy
geometriai alakzat egy adott koordinatarendszerre vonatkozé (explicit)
egyenletrendszerén olyan egyenletrendszert értiink, melyben az egyen-
letek bal oldalan a pontok koordinatait megadé valtozok, jobb oldalan
adott paraméterek fiiggvényei szerepelnek. Altalanos alakja

z1= fi(ti, ta, ... th)
o= fa(ti,ta,..., tx)

Tn= fn(tl)t27 e 7tk:)

ahol t; € I, to € Iy,..., t, € I, és I1,..., I, CR. Az ilyen egyenlet-
rendszer egyetlen vektoregyenletté foghato Gssze:

r= f(t17t27"'7tk)7

ahol f egy RF — R” fiiggvény. Az explicit egyenletrendszereket szokas
paraméteres egyenletrendszernek is nevezni.

A kovetkezd paragrafusokban egyenes és sik kiilonbozd egyenleteit, egyen-
letrendszereit fogjuk attekinteni példakat adva a fenti két altalanos defi-
nicidra.

Sikbeli egyenes egyenletei. Tekintsiik a sik egy tetszleges e egyenesét,
és jeloljiik ki a sikban az O origot. Legyen a nemzérus v egy tetszGle-
ges, az egyenessel parhuzamos vektor. Az ilyen vektorokat az egyenes
iranyvektordnak nevezziikk. Mutasson rg az egyenes egy tetszéleges, ki-
jelolt pontjaba. Vildgos, hogy az e egyenes barmely pontjaba mutatd r
vektor elall ro + tv alakban, ahol ¢ valés szam. Masrészt ha @ a sik
egy tetszéleges, nem az e egyenesre es6 pontja, akkor az O’C>2 — r( vektor
nem parhuzamos v-vel, tehat nem is konstansszorosa, azaz O—Cj —rg £tv
semmilyen t-re sem, igy O—Cj nem Aall el6 rg 4+ tv alakban. Tehat az e
tetsz6leges pontjaba mutato r vektor felirhato r = ro + tv alakban, és ez
csak e pontjaira igaz.

1.47. ALLITAS: SIKBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. A
sik minden egyenesének van

r=rg+tv (1.2)

alaki vektoregyenlete, és minden ilyen alaku egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és rg az egyenes egy tetszéleges,
de rogzitett pontjaba mutatd vektor.



1.32. abra. Sikbeli egyenes implicit
vektoregyenlete: n - (r —rg) = 0.

o

1.33. abra. Sikbeli egyenes (implicit)
vektoregyenlete: n-r =C. Han=e
egységvektor, akkor az e - r = C geo-
metriai jelentése az, hogy az egyenes
barmely pontjaba mutatoé vektornak
az e egyenesére es6 merdleges vetiilete

C.
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A sikbeli egyenesre meréleges vektorokat az egyenes mormdlvektorainak
nevezziik. Legyen n egy tetsz6leges, a v-re meréleges vektor, azaz legyen
n az e egy norméalvektora. Azt, hogy r — ry az e tetszGleges pontjaba
mutaté r vektorra parhuzamos v-vel, agy is kifejezhetjiik, hogy r — rg
merGleges n-re. A merdlegesség pedig kifejezhetd a skalaris szorzattal.
Igy az egyenes egy implicit vektoregyenletéhez jutunk: r pontosan akkor
mutat az e egy pontjaba, ha n- (r —ro) = 0. Ez az egyenlet atrendezés
utdn n-r = n-ry alakra, majd a C = n-rq jelolés bevezetésével n-r = C'
alakra hozhato.

1.48. ALLITAS: SIKBELI EGYENES IMPLICIT VEKTOREGYENLETE. A
stk minden egyenesének van

n-(r—rg) =0, (1.3)

és vele ekvivalens

n-r=C (1.4)

alaku vektoregyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol n az egyenes egy normélvektora, ry az egyenes egy tetszéleges,
de rogzitett pontjaba mutatd vektor és C konstans.

Az (1.3) alaku egyenlet kénnyen atirhato (1.4) alakava a C' = n-rg
jeloléssel. Az atalakitas forditott iranyban is egyszert, hisz han-r = C|
akkor talalunk olyan ry vektort, melyre n-ro = C. Ez azért igaz, mert ha
tetszdleges n-re nem merdleges v vektorra n-v = D, akkor n- (%v) =C,
igy az rg = %v megfelel.

Az r = (z,y), ro = (20,%0) és v = (a,b) jeloléseket hasznélva az
explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré alakithato.

1.49. ALLITAS: SIKBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE.
A sik minden egyenesének van

T =g+ at

1.5
Y= yo+ bt (1.5)

alaka egyenletrendszere, ahol (a,b) az egyenes egy iranyvektora, és
(z0,y0) az egyenes egy tetsz6leges rogzitett pontja.

A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy az explicit egyenletrendszerbdl a t
paraméter kikiiszobolhetd, és igy egy implicit egyenletet kapunk.

1.50. ALLITAS: SIKBELI EGYENES (IMPLICIT) EGYENLETE. A sik min-

den egyenesének van
Az + By =C (1.6)

alaki egyenlete, és minden ilyen alaku egyenlet egy egyenes egyenlete,
ahol A és B kozll nem mindkettd nulla, és (—B, A) az egyenes egy
iranyvektora.

A bizonyitas el6tt érdemes megjegyezni, hogy az egyenes fenti implicit
egyenlete az egyenes n - (r — rg) = 0 alaka vektoregyenletébdl azon-
nal megkaphat6, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordinatarendszer-
ben tudjuk konnyen igazolni. Legyen (A,B) = (b,—a). Ez az egye-
nes egy normalvektora, hisz meréleges az (a,b) irdnyvektorra. Tovabba
r—ro=(x — 2o,y — Yo), ezért a vektoregyenlet

(A,B) - (x —x0,y —yo) =0

alaki lesz, ami a skalaris szorzast elvégezve az A(x — xo) + B(y — yo) =
0 formulat adja. Ha a koordinatarendszer nem ortonormalt, az (A, B)
vektor nem sziikségképpen normalvektor, és a skalaris szorzés képlete is
maés, de azért az (1.6) egyenletrdl mondott 4llitas igaz. A 77. fejezetben
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tanultak alapjan az egyenes egyenletét a vektoregyenletbsl majd nem
ortonormélt koordindtarendszer esetén is le tudjuk vezetni, most viszont
egy olyan bizonyitast adunk, mely az explicit egyenletrendszerre épiil.

BizonviTAS. Ha a vagy b valamelyike 0, akkor a két egyenlet egyike
felesleges, példaul ha a = 0, akkor az egyenletrendszer alakja

Tr = X9
Yy =yo+0bt

ami ekvivalens az x = zo egyenlettel, hisz az y = yo + bt semmi mast
nem mond, mint hogy y egy valos szam. Mivel (a,b) # (0,0), ezért csak
az az eset marad, amikor a és b egyike sem 0. Ekkor mindkét egyenletbdl
kifejezhets ¢, és a két értéket egyenlévé téve kapjuk, hogy

T—%o _Y—Yo

a b

azaz
br — ay = bxo — ayo, vagy b(x — x¢) — a(y — yo) = 0.

Legyen a tovabbiakban A = b és B = —a. Ekkor a fenti egyenlet Az +
By = Axg + Byg lesz. Az egyenlet jobb oldalan 1év6 konstanst C-vel
jeldlve az egyenes egyenlete Ax + By = C alakot 6lt. Masrészt kénnyen
lathato, hogy minden ilyen alakii egyenlet egy egyenes egyenlete, mert
ekvivalens egy egyenes paraméteres egyenletrendszerével. Nevezetesen
az Ax + By = C egyenlet visszairhat6 Ax + By = Axg + By alakba,
hisz az Az + Byo = C egyenletben A # 0 esetén egy tetszbleges yo-t
valasztva, egyértelmien kifejezhets xg. (A B # 0 eset analég.) Ennek
alapjan felirhato az (1.5) egyenletrendszer. [ |

1.51. PELDA: SIKBELI EGYENES EGYENLETEL Irjuk fel annak az egye-
nesnek Osszes egyenletét vagy egyenletrendszerét, mely atmegy a (2, 3) és
az (1,1) koordinataja pontokon.

MEGOLDAS. Ha egy egyenes atmegy e két ponton, akkor iranyvektora a
két pontba mutato vektorok kiilonbsége, azaz v = (2,3) — (1,1) = (1, 2).
Legyen ro = (1,1), de az rg = (2, 3) valasztas is megfeleld.

Az iranyvektor segitségével kapjuk, hogy

T 1 1
b=+l
Paraméteres egyenletrendszer alakban:
r=1+ 1

y=1+2t

Az iranyvektorbol (A, B) = (2,—1), innen az egyenes egyenlete 2z — y =
2-1—-1-1, azaz
20 —y=1.

Ortonormalt koordinata-rendszerben a
(2,-1)-(z—1,y—1)=0

egyenletet kapjuk vektoregyenletként, mely kiszamolva az el6z6 egyenle-
tet adja. |



FEJEZET 1. VEKTOROK, TEREK, EGYENLETEK 36

Sikbeli pont egyenletei. Tekintsiik a sikbeli (zg,yp) pontot. Ennek
explicit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

v illetve [I} = [xo]_

Y=Y Y Yo
Ez annyira nyilvanvald, semmitmond6, hogy a gyakorlatban nem is szok-
tunk pont egyenleteirsl beszélni, e konyvbe is csak didaktikai okokbol
keriilt, ugyanis a matematikai fogalmak megértésében gyakran nagy se-
gitségiinkre van a széls6, extremélis esetek megértése, vizsgalata.

Mivel itt az alakzat csak egyetlen pontbol all, nincs sziikség para-
méterre, igy ez az alak egyuttal implicitnek is tekinthets. Ekkor ugy
tekintiink ugyanerre az egyenletrendszerre, mint két egyenes egyenletére,
melyek normalvektorai (1,0) illetve (0,1), és amelyek metszéspontja a
keresett pont:

r =2 . " . z+ 0y = xo
vagy minden egyiitthatot kiirva
Y= Yo 0z + y=yo

Ez adja az Otletet, egy pont implicit egyenletrendszerének tekinthetnénk
két egyenletet, melyek egyméast az adott pontban metszé egy-egy egyenes
egyenletei. Tehat mondhatjuk, hogy a pont implicit egyenletrendszerének
altalanos alakja:

Az + By =Ch
Asx + Boy = Co

Az azonban itt nem igaz, hogy minden ilyen alakt egyenletrendszer egy
pont egyenletrendszere, mert két egyenes metszheti egymést egyetlen
pontban, de lehet, hogy nincs kézos pontjuk, és lehet végtelen sok kozos
pontjuk is. Epp ennek a kérdésnek a részletes vizsgalata lesz a 2. fejezet
témaja.

Térbeli sik egyenletei. Tudjuk, hogy két linearisan fliggetlen u és v
vektor barmely linearis kombinacioja a két vektor altal meghatarozott
sikban van, tovabba hogy e sik barmely vektora el6all a megadott két
vektor linearis kombinaciojaként (1d. 1.6. és 1.9. tételek). Ebbdl azonnal
adodik, hogy a sik egy rogzitett pontjaba mutato rg vektor segitségével
a stk barmelyik pontjadba mutaté r vektor felirhatéo r = rg + su + tv
alakban.

1.52. ALLITAS: SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. Barmely siknak
van
r=ro+su+tv (1.7)

alaki vektoregyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy sik egyen-
lete, ahol u és v a sik két linearisan fiiggetlen vektora, és rg a sik egy
tetsz6leges, de rogzitett pontjaba mutaté vektor.

Hasonléan a sikbeli egyeneshez, a térbeli sik egyenletébdl is kikiiszobol-
hets a paraméter a merdlegesség felhasznalasaval. Az 1.1.1. feladat alli-
tasa szerint, ha egy vektor merdleges két tetszéleges vektor mindegyikére,
akkor meréleges azok linearis kombinacidjara is. Mivel az n = uxv meré-
leges u-ra és v-re is, ezért merdleges azok minden linearis kombinaci¢jara
is, azaz az r — rg = su + tv vektorra is. Ez az észrevétel az alapja az
alabbi tételnek.



FEJEZET 1. VEKTOROK, TEREK, EGYENLETEK 37

1.53. ALLITAS: SIK IMPLICIT VEKTOREGYENLETE. A haromdimen-
710s térben minden siknak van

n-(r—rp) =0, (1.8)

és a vele ekvivalens
n-r=C (1.9)

alaku vektoregyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy sik egyenlete,
ahol n a sik egy normalvektora, rg a sik egy tetszéleges, de rogzitett
pontjaba mutatd vektor és C' konstans.

Az allitas igazolasa analdg a sikbeli egyenesnél leirtakkal.

Az r = (z,y,2), Yo = (0, Y0, 20) és u = (a1,b1,c1) v = (az,b2, c2) je-
161éseket hasznalva az explicit vektoregyenlet azonnal egyenletrendszerré
alakithato.

1.54. ALLITAS: SIK EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE. A haromdimen-
zi6s tér minden sikjdnak van

=29+ ai1s + ast
Y= Yo+ bis+ bat (1.10)

2= 29+ c15+ cot

alakt egyenletrendszere, ahol (a1, by, ¢1) és (ag, ba, c2) a sik két linearisan
fiiggetlen vektora, és (2o, Yo, 20) a sik egy tetszdleges rogzitett pontja.

Az explicit egyenletrendszerbdl kikiiszobolhets a két paraméter, ha pél-
daul két egyenletbdl kifejezziik a paramétereket, és behelyettesitjik a
harmadik egyenletbe. Igy egy implicit egyenletet kapunk. A szamitaso-
kat nem részletezziik, az eredmény

(bica — bacr)(x — x0) + (cra2 — c2a1)(y — Yo) + (a1b2 — braz)(z — 20) = 0.

Az (A, B,C) = (byca—bacy, craz — caa, a1be —asby) jeloléssel a sik egyen-
lete A(x —x0) 4+ B(y —yo) + C(z — z9) = 0 alakra hozhato, vagy ami vele
ekvivalens, Az + By 4+ Cz = D alakra.

1.55. ALLITAS: SIK IMPLICIT EGYENLETE. A haromdimenzios térben

minden siknak van
Az +By+Cz=D (1.11)

alaki egyenlete, és minden ilyen alaki egyenlet egy sik egyenlete, ha
A, B és C legaldbb egyike nem nulla, és D = Axzy + Byy + Czg, ahol
(0,Y0, 20) & sik valamely pontja.

A sik fenti egyenlete a sik n - (r — rg) = 0 alaka vektoregyenletébdl
is megkaphato, de ezt egyel6re csak ortonormdlt koordinatarendszerben
tudjuk kénnyen igazolni. Mivel

(A,B,C) = (b102 - b261701a2 - Cgal,albg - agbl), (112)

ami épp az ux v vektorral egyenls, ezért (A, B, C) merdleges a sik minden
vektorara, vagyis a sik egy norméalvektora. Az n- (r —rg) = 0 egyenletet
koordinatas alakba atirva kapjuk, hogy

(AaBaC)'(xianyfyOazsz):0'

1.56. PELDA: SIK EGYENLETEI. Irjuk fel annak a siknak az egyenleteit,
mely atmegy a (0,—1,2), a (—1,0,7) és a (2,1,4) pontokon.
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MEGOLDAS. A harom pontba mutato vektorok kiilonbségei a sikkal par-
huzamos vektorok, igy azokkal felirhat6 a sik mindegyik egyenlete. Két
vektor a lehetséges harombol:

u=(2,1,4) - (0,-1,2) = (2,2,2), és
v=(-1,0,7) - (0,—1,2) = (-1,1,5).

Ezek alapjan példaul az ro = (0,—1,2) valasztas mellett a sik explicit
vektoregyenlete

T 0 2 -1
yl=|-1| +s|2| +t| 1|,
z 2 2 5
explicit egyenletrendszere
T = 2s — t

y=—-14+2s+ t
z= 24+2s+5t

Mivel az (1.12) képlet szerint (A, B,C) = (8, —12,4), ezért a sik implicit
egyenlete 8(x —0) — 12(y — (—1)) + 4(z — 2) = 0, azaz 4-gyel valo osztas
és atrendezés utan

2¢ — 3y + z = 5.

Igy ortonormalt koordinatarendszerben a
(27 _3a 1) : (xvyvz) = 5> vagy (27 _3a 1) ' (LU,y + 1,2 - 2) =0

a sik implicit vektoregyenlet alakja. |

Térbeli egyenes egyenletei. Mindaz, amit a sikbeli egyenes explicit
vektoregyenletérsl mondtunk a 33. oldalon, lényegében valtoztatas nélkiil
megismételhetd. Jeloljiik ki a térben az origot, és tekintsiik azt az e egye-
nest, melynek irdnyvektora v, és amely atmegy azon a ponton, melybe az
ro vektor mutat. Vilagos, hogy az e egyenes barmely pontjaba mutatoé r
vektor el6all rg 4+ tv alakban, ahol t valos szam, és az e-re nem illeszkedd
pontokra ez nem all. Igy igaz a kivetkezs allitas:

1.57. ALLITAS: TERBELI EGYENES EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. A
haromdimenziés tér minden egyenesének van

r=rg+tv (1.13)

alaku vektoregyenlete, és minden ilyen alakt egyenlet egy egyenes egyen-
lete, ahol v az egyenes egy irdnyvektora, és ry egy tetszéleges, de rog-
zitett pontjaba mutaté vektor.

Itt nem tudjuk a paramétert egyetlen vektoregyenletben kikiisz6bdlni, de
az explicit egyenletrendszerré vald atirds megy, ha felvesziink egy koor-
dinatarendszert, melyben r = (x,y, 2), ro = (%0, Y0, 20) €8 v = (a, b, ¢):

1.58. ALLITAS: TERBELI EGYENES EXPLICIT EGYENLETRENDSZERE.
A tér minden egyenesének van
xr =x9+ at
Y= yo+ bt (1.14)
z2=2zy+ ct

alakt egyenletrendszere, ahol (a,b,c) az egyenes egy iranyvektora, és
(2o, Yo0, 20) az egyenes egy tetszéleges rogzitett pontja.
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A fenti paraméteres egyenletrendszerbdl a paraméter kikiiszobolhets. Ha
az a, b és c szamok valamelyike 0, akkor a neki megfelel§ fenti egyen-
letben mér nem szerepel ¢, akkor nincs is mit tenniink. Ha legalabb két
egyenletben szerepel ¢, akkor mindegyikbdl kifejezve t-t, majd egyenlévé
téve Sket paraméter nélkiili egyenleteket kapunk. Példaul ha a, b és ¢
egyike sem 0, akkor

T—Zo Y— Yo _ Z— %0

t = = =
a b c

A t-t elhagyva valojaban harom egyenletet kaptunk:

T—%o _Y—Yo T—To Z—20 Y=Y _ 22— %0
- I - ) - .

a b a c b c

Annak az egyenletnek nincs értelme, amelyikben a nevezd 0, de a neve-
z6kkel vald bévités utan kapott

b(x —z0) =aly —yo) clx—x0) =alz—20)  c(y—1yo)=0b(z—20)

egyenletek mindegyike korrekt akkor is, ha 0 valamelyik egyiitthato. E
harom egyenlet harom sik egyenlete, melyek metszésvonala az adott egye-
nes. A harom sikbol azonban mér kettd is meghatérozza az egyenest, igy
két egyenletbdl allo egyenletrendszerrel is megadhat6é az egyenes. Bizo-
nyithato az aldbbi allitas:

1.59. ALLITAS: TERBELI EGYENES IMPLICIT EGYENLETRENDSZERE.
A tér minden egyenesének van két egyenletbdl allo egyenletrendszere.
A két egyenlet az alabbi harom koziil barmelyik kettd, amelyik nem
0 = 0 alaku.

b(z — z0) = aly — o)

c(x — x0) = a(z — 29) (1.15)

c(y —yo) = b(z — 20)

1.60. PELDA: TERBELI EGYENES EGYENLETRENDSZEREIL Irjuk fel an-

nak az egyenesnek a paraméteres és paraméter nélkiili egyenletrendszerét,
mely atmegy az A(1,3,4) és a () B(3,3,1) (b) B(5,5,—2) ponton.

MEGOLDAS. (a) A két pontot Gsszekotd vektor = (2,0, —3). Innen az
egyenes explicit egyenletrendszere

=142t
y=3
z=4-—3t

masodik egyenlete y = 3 egy xz-sikkal parhuzamos sik egyenlete. A mésik
két egyenlet mindegyikébdl kifejezve t-t, majd egyenlévé téve Gket, egy
mésik sik egyenletét kapjuk. Az egyenes ennek a két siknak a metszés-
vonala. Az elsé egyenletbdl t = £ (x — 1), a harmadikbol ¢t = —1(z — 4)
hogy 3z +2z = 11. Igy az €l6z6 egyeneshez a kovetkezs paraméter nélkiili

egyenletrendszer tartozik, mely két sik egyenletébdl all:

3z 4+22=11
Y =3

(b) A két pontot Gsszekotd vektor itt = (4,2, —6). Innen az egyenes

explicit egyenletrendszere
r=1+4t

y=3+2t
z=4—06t
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Mindegyik egyenletbdl kifejezve t-t, és ezeket egyenlévé téve kapjuk, hogy
r—1 y—3 =2-—4
4 2 —6
Ez a kovetkezd harom sik egyenletét adja:
z—1 y—-3 2z2—-4 =z-1 y—3 z-—4

4 2 7 —6 4 7 2 —6
Atrendezve
T —2y =-5
3x +2z= 11
Jy+ 2= 13

E harom sik koziil barmely kett6 meghatarozza az adott egyenest, igy e
harom egyenlet koziil barmely ketts az egyenes (implicit) egyenletrend-
szere. m

Térbeli pont egyenletei. Csak a teljesség és az analogidk megértése
céljabol vizsgaljuk meg a tér egy pontjanak lehetséges egyenleteit. A
térbeli (z, Yo, z0) pont explicit egyenletrendszere, illetve vektoregyenlete:

Tr = To

x o
y=1yo illetve Yyl = |yo
z =z < <0

Az explicit egyenletrendszert implicit alaknak is tekinthetjiik, ekkor hé-
rom — a koordinatasikokkal parhuzamos — sik egyenletét latjuk, melyek
egyetlen k6zos pontban metszik egymast.

x =T z+ 0y + 0z = ¢
Yy = 1yo vagy minden egyiitthatét kiirva Ox+ y+ 0z = yo
zZ= 2 Ox+0y+ 2= 2

A sikbeli esethez hasonléan egy pont implicit egyenletrendszerének te-
kinthetnénk hérom egyenletet, melyek egymast az adott pontban metszé
egy-egy sik egyenletei. Tehat mondhatjuk, hogy a pont implicit egyen-
letrendszerének altalanos alakja:

Ajx + By + Ciz=D;

Asx 4+ Boy + Coz = Dy

AgCL' + Bgy + C3Z = D3
Itt is 6vatosnak kell lenniink, mert nem minden ilyen alakt egyenletrend-
szer egy pont egyenletrendszere. Példaul harom sik metszheti egymést

egy egyenesben, de parhuzamos sikok esetén az is el6fordulhat, hogy nincs
kozos pontjuk. E kérdés vizsgédlatara visszatériink a 2. fejezetben.

Egyenletek R™-ben. Az egyenes és a sik explicit vektoregyenlete R"-ben
is ugyanolyan alaki, mint R3-ben, azaz az egyenes explicit vektoregyen-
lete r = rg + tv, a siké r = rg 4+ su + tv alaki.

1.61. PELDA: EGYENES BES SIK EXPLICIT VEKTOREGYENLETE. Irjuk
fel az A(1,1,1,1), B(2,3,2,4) pontokon atmend egyenes, és az A, B és
C(3,2,1,0) pontokon atmend sik explicit vektoregyenletét!

MEGOLDAS. Az AB = (1,2,1,3) és az AC = (2,1,0,—1) vektorok segit-
ségével azonnal folirhatd az egyenes és a sik egyenlete is:

T 1 1 T 1 1 2
y| |1 2| . y| |1 2 1
1= +t NE illetve 1= + s 1 +t ol
w 1 3 w 1 3 —1
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A sikbeli egyenes és a térbeli sik vektoregyenlete n - r = c¢ alakd.
E két esetben ez az egyenlet tehat az n-dimenzios tér (n = 2,3) egy
n — 1-dimenzids alakzatdnak egyenlete. A késGbbiekben latni fogjuk,
hogy ez altalaban is igaz, de e pillanatban még a dimenzi6é fogalméat sem
definialtuk, ezért egyeldre csak nevet adunk ennek az alakzatnak. Az R"
térben az n-r = cegyenletet kielégits r vektorok végpontjainak halmazat
hipersiknak nevezzilk. Koordinatas alakban

a1x1 + a2x2 + ...+ apxy, = C,
ahol n = (a1, as,...,a,), r = (z1,22,...,Tp)-
1.62. PELDA: HIPERSIK EGYENLETE. Mutassuk meg, hogy az
r+2y+ 32+ 6w =12

egyenletd hipersik barmely két pontjat Osszekots vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra, azaz vele valo skalaris szorzata 0.

MEGOLDAS. Ha az (x1,y1, 21, w1) és az (z2, Yo, 22, we) pontok a megadott
hipersfkon vannak, akkor

1+ 2y; + 321 + 6wy =12
To + 2ys + 329 + 6we = 12

Ha a két egyenletet kivonjuk egymasbol, akkor az
(1 —22) +2(y1 —y2) + 3(21 — 22) + 6(w; —w2) =0
egyenlethez jutunk, amely skalarszorzat alakban
(1,2,3,6) - (x1 — 22,41 — Y2, 21 — 22, w1 — wa) = 0,

ami épp azt jelenti, hogy a két pontot 0sszekétd vektor merdleges az
(1,2,3,6) vektorra. [

A kovetkezd tablazat osszefoglalja geometriai alakzatoknak a tovab-
biak szempontjabol legfontosabb egyenleteit. Az R™-beli egyenletek ko-
ziil tobbet még nem ismeriink, ezeket harom kérdgjel jelzi, viszont arra
biztatjuk az Olvasot, hogy az analogia fonalan haladva fogalmazza meg
sejtéseit.

Implicit Explicit
vektoregyenlet egyenlet(rendszer)
Sikban  egyenes r =ry+tv Ax+ By=C
pont r=rg Az + By = C;
Asx + Bgy =y
Térben sik r=ro+su+itv Azxr+By+Cz=D
egyenes T =r7Tg+tv Ayx+ Biy+ Ciz= D,
Asx + Boy + Coz = Dy
pont r=rg Az + Biy+ Ciz= Dy

Asx + By + Coz = Do
Azx + B3y + C3z = D3

R™ben hipersik 777 a1r] +asxs+ ...+ apxy, =0
sik r=rog+su-+tv 7?7?77
egyenes r =19+ tv 777

pont r=rg 777
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