Linedris: a wvonalas jelentésd latin
linearis sz6bol ered, mely a lenfonal,
horgdszzsinor, atvitt értelemben vonal,
hatdrvonal jelentést linea sz6 szar-
mazéka. A matematikiban egyenes-
sel kapesolatba hozhatd, illetve elsdfoki
értelemben szokés hasznalni.

2. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

2.1. Bevezetés

E szakasz témdja a linedris egyenletrendszerek fogalma €s a linedris egyen-
letrendszer két geometriai interpretdcidja: hipersikok metszetének megha-

tdrozdsa €s eqy vektor linedris kombindcicként valo elddllitasa. A szdmi-
tdasok kényelmes konyvelésére bevezetjik a mdtrix fogalmadt.

Linearis egyenlet és egyenletrendszer. Az el6z6 fejezet végén lattuk,
hogy a sikbeli egyenes egyenletének altalanos alakja

Az + By =C,

ahol A, B és C konstansok. Ennek altaldnositasaként jutunk a lineéris
egyenlet fogalméhoz. Az

@171 + asTo + -+ apTy, =0 (2.1)

alakra hozhato egyenletet az x1, xs. ..z, ismeretlenekben linedris egyen-
letnek nevezziik, ahol ay, as,... és ay, valamint b konstansok. Az ai,
asz,. .. és a, konstansokat az egyenlet egyiitthatdinak b-t az egyenlet kons-
tans tagjanak nevezzik.

42
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2.1. PELDA: LINEARIS EGYENLET. Az aldbbi egyenletek linearisak:
1
z—2y =1, ixy—%hy+@—ﬂﬂ3:Q acos0.87 — 0.15¢ = 0.23.

Az utolso egyenletben a cos 0.87 szerepel 6vatossagbol, mert cos 0.87a fél-
reérthet6. Vagy a tényezSk atrendezésével, vagy zarojelezéssel egyértel-
miivé tehets: acos0.87 = (cos0.87)a, de cos(0.87a) mast jelent, és nem
linearis. A kovetkezs egyenletek nem linearisak az x, y és z ismeretlenek-
ben:
xz2—y=0, x4+2y=3% wsinz+ycosz+y=2>

viszont mindegyikiik linearis az x és y ismeretlenekben, hisz ekkor z pa-
raméterré valik, melynek barmely értéke mellett linedrisak az egyenletek.
Az

T=y, T=3—-y+2z2

egyenletek az x, y és z ismeretlenekben linearisak, mert azonos atalaki-
tassal a definicidbeli alakra hozhatok:

r—y+0z2=0, z+y—2z=23.

Masrészt az :r
—+Z4+2=0
z oz

nem linearis, mert a z-vel valé beszorzis nem azonos atalakitas, tehét a
linearis = + y + 2z = 0 egyenlettel nem ekvivalens.

Linearis egyenletek egy halmazat egyenletrendszernek nevezziik. Az egyen-
letrendszer ismeretlenei mindazok az ismeretlenek, amelyek legalabb egy
egyenletben szerepelnek. Ha egy ismeretlen egy egyenletben nem szere-
pel, akkor ugy tekintjiik, hogy 0 az egyiitthatéja. A vilagos attekinthe-
tGség kedvéért az egyenletrendszereket ugy irjuk fel, hogy az ismeretle-
nek mindegyik egyenletben ugyanabban a sorrendben szerepeljenek. Egy
egyenletrendszer egy egyenletbdl is allhat.

2.2. PELDA: LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK. Linearis egyenletrend-
szerek példaul a kovetkezok:

3r— y=2 T =3
—x+4+2y==6 To =1 2r — 3y + 2z —w =6.
rz+ y==6 r3 =4

Elképzelhetd, hogy egy egyenletrendszer atalakitasa kdzben olyan egyen-
letet kapunk, melyben minden egyiitthat6 0, azaz amely 0 = b alakt. Az
is lehet, hogy egy egyenletrendszerben egyes konstans egyiitthatok para-
méterek, azaz pontos értékiiket (még) nem ismerjiik. Ilyenkor tudnunk
kell, mely valtozok az ismeretlenek, melyek a paraméterek. Igy tehat az
x, y ismeretlenekben linearis egyenletrendszerek a kovetkezdk is:

ar + y=2a Sr—y=2 r+y=1
1 0 —x+2y==6 022
YT 0=0 T

Paraméterek hasznalataval az 6sszes adott szami egyenletbdl all6 és adott
szamu ismeretlent tartalmazo egyenletrendszer felirhat6. Példaul az 6sszes
3-ismeretlenes, 3 egyenletbdl allo egyenletrendszer a kovetkezd alaku:

a1121 + a12%2 + a13r3 = by
a21%1 + a22T2 + 42373 = ba

as1T1 + azaTs + azsrs = b3
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2.3. DEFINICIO: LINEARIS EGYENLETRENDSZER. Linedris egyenlet-
rendszeren ugyanazokban a valtozokban linearis egyenletek egy véges
halmazat értjik. Altalanos alakja m egyenlet és n ismeretlen esetén

a1121 + a12T9 + ...+ a1nx, = by

a01X1 + a92T9 + ...+ aonx, = bo
(2.2)

Am1Z1 + Gm2To + ...+ Qrn®n = bm

ahol z1, x3,...x, az ismeretlenek, a;; az i-edik egyenletben az x; isme-
retlen egyiitthatojat jeloli, és b; az i-edik egyenlet konstans tagja. Ha
mindegyik egyenlet konstans tagja 0, homogén linedris egyenletrendszer-
rél beszéliink, ha csak egy is kiilonbozik 0-t6l inhomogénnek nevezziik
a linearis egyenletrendszert.

2.4. DEFINICIO: LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA. Azt

mondjuk, hogy a rendezett (u1, us, ..., uy) szam-n-es megolddsa a (2.2)
egyenletrendszernek, ha megoldédsa minden egyenletnek, azaz minden
egyenletet kielégit az 1 = wuy, T9 = uo,... x, = u, helyettesitéssel.

Ha e szam-n-est vektornak tekintjiik, megolddsvektorrél beszéliink. Az
Osszes megoldéas halmazat az egyenletrendszer megolddshalmazéanak ne-
vezziik. Egy egyenletrendszert megoldhatonak neveziink, ha van megol-
dasa, azaz ha megoldashalmaza nem {ires.

2.5. PELDA: EGYENLETRENDSZER EGY MEGOLDASA. Megadjuk
a 2.2. példa egyenletrendszereinek egy-egy megoldasat, melyet behe-
lyettesitéssel ellendrizhetiink: (z,y) = (2,4), (z1,z2,23) = (3,1,4),
(z,y,z,w) = (2,0,2,0), (z,y) = (1,a), (z,y) = (2,4). A harmadik
egyenletnek végtelen sok megoldasa van, példaul egy masik megoldas az
(x,y,z,w) = (3,0,0,0). Az utols6 egyenletrendszernek nincs megoldésa,
hisz nincs olyan x és y érték, melyre fonnallna a Oz + Oy = 2 egyenlGség.
Altalaban, a
Oxy 4+ 0x2 4+ -+ 0x, =0

egyenletnek minden szam-n-es megoldasa, mig a
0x1 +0xo+ -+ 0z, =b, (b#£0)

egyenletnek egyetlen megoldasa sincs.

Ekvivalens linearis egyenletrendszerek. Két egyenletrendszert ekviva-
lensnek neveziink, ha megoldasaik halmaza azonos. Példaul az alabbi
harom egyenletrendszer ekvivalens, mert mindegyiknek (z,y) = (2,1) az
egyetlen megoldasa:

r+ y=3 z+y=3 r =2

(2.3)
r+2y=4 y=1 y=1

A harmadik egyenletrendszerrel nem kell tenni semmit, megoldasa
azonnal leolvashaté: = = 2, y = 1. A maéasodik egyenletrendszer is
konnyen megoldhato, csak az utolso egyenletbdl az y = 1 értéket vissza
kell helyettesiteni az els§ egyenletbe, amibgl kapjuk, hogy x = 2. Az
els6 egyenletrendszerrel pedig azt tudjuk tenni, hogy ekvivalens atalaki-
tasokkal a masodik vagy a harmadik egyenletrendszerhez hasonlé alakra
hozzuk.



Mdtriz: a latin mater (anya, szild-
anya, forrds) sz6 szirmazéka a matrix,
melynek jelentése az eurépai nyelvek-
ben a kovetkez$ valtozasokon ment
at: anyadllat, vemhes dllat, anyaméh,
bezdrt hely, ahonnan wvalami kifejlé-
dik, bezdrt, korilzdrt dolgok sokasdga,
tombje. Jelentése az élettanban méh, a
geoldgidban finomszemcsés k6, melybe
fossziliak, kristalyok, dragakdvek van-
nak zarva, az anatémidban a kérmét,
fogat kialakito szovet.
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2.6. TETEL: EKVIVALENS ATALAKITASOK. Az alabbi harom transzfor-
macié minden egyenletrendszert vele ekvivalens egyenletrendszerbe visz
at:

1. két egyenlet felcserélése;

2. egy egyenlet nem nulla szammal val6 szorzasa,;

3. egy egyenlet konstansszorosanak egy masikhoz adésa.

BizONYITAS. Az els6 két elemi atalakitasra ez nyilvanvalo. Nézziik a
harmadikat, legyen c egy tetszGleges konstans. Egy megoldast az egyen-
letrendszerbe helyettesitve, majd az i-edik c-szeresét hozzaadva egy méasik
egyenlethez, példaul a j-edikhez, konnyen lathaté, hogy a régi egyenlet-
rendszer minden megoldésa az tijnak is megoldasa. Ezutan az j egyen-
letrendszer i-edik egyenletének —c-szeresét hozzaadjuk a j-edikhez. Igy
visszakapjuk a régi egyenletrendszert, tehat az el6z6 gondolatmenet sze-
rint az 4j egyenletrendszer minden megoldésa a réginek is megoldasa.
Vagyis a két megoldashalmaz megegyezik. Tehét ez az elemi atalakitas
is ekvivalens atalakitas. |

Matrixok. Az egyenletrendszer megoldasaban az azonos &talakitasok
soran a miiveleteket csak az egyenletrendszer egyiitthatoival és kons-
tans tagjaival végezziik, az ismeretlenek masolgatasa felesleges, ezért az
egylitthatokat és a konstans tagokat egy tablazatba gytijtjiik — megdérizve
az egyenletrendszerbeli egymashoz valo helyzetiiket —, és az egyenletrend-
szer megoldéasainak lépéseit csak ezen hajtjuk végre. Az ilyen specilis
szamtéablazatokat mdtrizoknak nevezziik, ezekkel késébb kiilon fejezetben
foglalkozunk. A matrixba irt szamokat a mdtriz elemeinek nevezzik..

Az egyenletrendszer egyitthatomdtrize az egyenletek egyiitthatoit,
mig bévitett vagy kibdvitett matrixa az egyenletek egyiitthatoit és kons-
tans tagjait tartalmazza. Az attekinthetség érdekében a bévitett méat-
rixban egy fiiggsleges vonallal el szokas valasztani az egyiitthatokat a
konstans tagoktol. A 2.3. definiciobeli altalanos alakhoz tartozé egyiitt-
hato6-, illetve bévitett matrixok:

ail a12 N QA1n ail ai12 . A1n bl
a1 ag9 . a9on as1 a22 . agn b2
Am1  Gm2 - Gmn Am1l  Gm2 -+ Gmn | by

A gyakorlatban gyakran kell igen nagy méretii egyenletrendszereket,
s ezzel ugyancsak nagy méretd méatrixokat kezelni. A feladatok egy ré-
szében azonban a hatalmas méret matrixok elemeinek nagy része 0. Az
ilyen maéatrixokat ritka mdtrizoknak nevezziik. Szokés az ilyen egytittha-
tomatrixa egyenletrendszereket is ritkdnak nevezni. A nem ritka matrix-
okat stirtinek nevezik. Az ebben a szakaszban targyalt modszerek stri
egyenletrendszerekre hatékonyak. A ritka egyenletrendszerekre hatékony
modszereket a 2.5. szakasz targyalja.

2.7. PELDA: BOVITETT MATRIX. Oldjuk meg a kivetkezd egyenletrend-
szert! A megoldast kovessiik a bévitett matrixon is.

204+ 3y +22=7
r+ y+ z=3
2042y +32=6

MEGOLDAS. Két lehetséges megoldast is mutatunk. Az els6ben a (2.3)
kozépss egyenletrendszernél latott haromszog alakra hozzuk az egyenlet-
rendszert, a masodikban a (2.3) jobb oldali egyenletrendszerében latott
atlos alak elérése lesz a célunk.

El6szor irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat.
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204+ 3y+2z2=17
T+ y+ z=3
20 +2y+32=6

Kicseréljiik az els6 és a masodik
egyenletet:

T+ y+ z2=3
20 +3y+22=7
20 +2y+32=6

Az els6 egyenlet 2-szeresét kivon-
juk a masodik, majd a harmadik
egyenletb6l. Mondhatjuk azt is,
hogy az els6 egyenlet —2-szeresét
hozzaadjuk a masodik és harma-

NI ]
N = W
W = N
S W

Kicseréljiikk az els§ és a masodik
sort:

DN DN
DN O =
W N =
S N W

Az elsé sor kétszeresét kivonjuk a
masodik és harmadik sorboél, vagy
méasként fogalmazva az els§ sor
—2-szeresét hozzaadjuk a méasodik
és harmadik sorhoz.

dik egyenlethez.

T+y+z=3 11 1]3
y -1 01 0|1
0 0 1|0

z=0

Az egyenletrendszerrdl latjuk, hogy mar tudjuk y és z értékét. Ezért eze-
ket az elsé egyenletbe helyettesitve megkapjuk z értékét is, nevezetesen
r4+y+2z=3,azaz y = 1 és z = 0 behelyettesitése utan: x +1+0 = 3,
vagyis x = 2. De a visszahelyettesités helyett folytathatjuk az ekvivalens
atalakitasok sorozatat is:

Kivonjuk a masodik, majd a har-
madik egyenletet az els6 egyenlet-

Kivonjuk a masodik, majd a har-
madik sort az els6bdl:

bdl:
T =2 1 0 012
y =1 0 1 01
0 0 1]0
z=0

Igy olyan alakra hoztuk az egyenletrendszert, illetve a bévitett matrixot,
amibdl azonnal leolvashato a megoldas: (x,y,z) = (2,1,0). [

A matrix méretének jellemzéséhez mindig elgbb a sorok, majd az osz-
lopok szaméat adjuk meg, tehat egy m x n-es matrixnak m sora és n osz-
lopa van. A vektorokat is szokas matrix jelOléssel, azaz egy 1-soros vagy
1-oszlopos métrixszal leirni. Az n X 1-es méatrixot igy oszlopvektornak,
az 1 X m-es matrixot sorvektornak is szokas nevezni. Annak a kérdésnek
az eldontése, hogy egy n-dimenziés vektort sor- vagy oszlopvektorral rep-
rezentaljunk, dontés kérdése. Manapsag sokkal jobban el van terjedve a
vektorok oszlopvektoros jelolése, ezért e konyvben, ha kiilon nem emlit-
jiik, alapértelmezésként mi is ezt a jelolést fogjuk hasznalni. Igy tehat az
(1,2, 3) vektornak megfelels sorvektor és oszlopvektor alakja

1
[1 2 3],illetve 210,
3

amelyek koziil, ha méast nem mondunk, az utobbit fogjuk a vektor mét-
rixos jeloléseként hasznalni.

Elsé geometriai modell: hipersikok. A linearis egyenletrendszerek szem-
léltetésére két modellt mutatunk, melyek segiteni fognak az altaldnos fo-
galmak megértésében.



2.1. abra. Egyenletrendszer megolda-
sanak szemléltetése

2.2. adbra. A megoldas szemléltetése,
ha 0 a bal oldal
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Tekintslik a kétvaltozos lineéaris ax + by = c egyenletet, ahol a, b és
c valos konstansok. Ha a és b legalabb egyike nem 0, akkor az egyenle-
tet kielégit6 pontok halmaza egy egyenes, vagyis a megoldashalmaz egy
egyenest alkot. (Ha a = b = ¢ = 0, akkor az egyenlet alakja 0x 4 0y = 0,
azaz 0 = 0, ami minden (z,y) szamparra fennall, vagyis az egyenletet
kielégits (z,y) pontok halmaza az egész sik. Ha pedig a = b = 0, de
¢ # 0, akkor az egyenletnek nincs megoldasa.)

2.8. PELDA: KET KETISMERETLENES EGYENLET. Tekintsiik az

z+ y=3
r+2y=4

egyenletrendszert. Oldjuk meg az egyenletrendszert ekvivalens atalakité-
sokkal, és dbrazoljuk az egyenesek grafikonjat minden lépésben.

MEGOLDAS. Két 1épésben megoldhatjuk az egyenletrendszert, ha az elsé
egyenletet kivonjuk a mésodikboél, majd az igy kapott egyenletrendszer-
ben a méasodik egyenletet kivonjuk az els6bdl, azaz:

x4+ y=3 r+y=3 N r =2
r+2y=4 y=1 y=1

Az egyenletrendszer két egyenlete egy-egy egyenes egyenlete a sikban.
Az, hogy az egyenletrendszer megoldhatd, pontosan azt jelenti, hogy a
két egyenesnek van kozos pontja, példankban a (2,1) pont. A 2.1. abra
a megoldas lépéseit szemlélteti az egyenletek grafikonjaval. |

2.9. PELDA: HA O LESZ A BAL OLDAL. Tekintsiik az

r+y=3
TH+y=2

egyenletrendszert. Lathatd, hogy ez két parhuzamos egyenes egyenlete,
melyeknek nincs k6zos pontjuk, igy az egyenletrendszer nem oldhaté meg.
Ha az els6 egyenletet kivonjuk a masodikbél, az ellentmondd 0 = —1
egyenletet kapjuk, vagyis igy is arra jutottunk, hogy az egyenletrendszer
nem oldhaté meg. Az

r+y=3 r+ y=3
, vagy az
r+y=3 204+ 2y =6
egyenletrendszerekben az els6 egyenlettel a masodik 0 = 0 alakra hoz-
hat6, aminek minden szampar megoldésa, igy elhagyhato. Igy csak az
x4+ y = 3 egyenlet marad. Ennek Gsszes megoldasa paraméteres alakba
irva példaul (z,y) = (3 —t,t).



(a) Harom altalanos helyzeti sik:
egyetlen megoldas

A

(b) Egy egyenesen atmend, de nem
csupa azonos sik: végtelen sok
megoldas, a megoldésok egy egyenest
alkotnak

(¢) Azonos sikok: végtelen sok
megoldés, a megoldasok egy sikot
alkotnak

2.3. abra. Megoldhat6 egyenletrend-
szerek

v
“S

<

2.4. abra. Nem megoldhat6 egyenlet-
rendszerek
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Ezutén vizsgéaljuk meg a 3 egyenletbdl allo 3-ismeretlenes egyenlet-
rendszereket.

Ha a harom egyenlettel meghatarozott harom sik altalanos helyzeti,
akkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van (Id. 2.3. (a) 4bra).
Példaul a 2.7. példaban szerepls egyenletrendszernek egyetlen megoldésa
van: (z,y,2) = (2,1,0).

Tekintsiik a

204+ y+22=5
r+ y+ z=3 (2.4)

3r4+2y+32=28

egyenletrendszert. Ennek egy megoldasa (z,y, z) = (2,1,0), ugyanakkor
a harom sik normélvektorai egy sikba esnek, ugyanis

(2,1,2) +(1,1,1) = (3,2,3).

Mindharom normaélvektorra merdleges példaul a (2,1,2) x (1,1,1) =
(—1,0,1) vektor, akkor viszont e vektor parhuzamos mindharom sikkal.
A (2,1,0) ponton atmend, és (—1,0,1) iranyvektort egyenes tehat benne
van mindharom sikban (ilyen esetet dbrazol a 2.3. (b) abra). Az Gsszes
megoldas tehat megkaphato ennek az egyenesnek a paraméteres vektor-
egyenletébdl:

2 -1
= |1 +¢t| Of.

0 1

N e R

Hamarosan ugyanezt a megoldast elemi sormitveletekkel is meg tudjuk
hatarozni.

Hasonl6 esetet abrazol a 2.4. ko6zépss dbra, ahol mindharom sik parhu-
zamos egy egyenessel, de nincs az egyenletrendszernek megoldasa. Ilyen
példéaul az el6zs kis valtoztatasaval kapott

20+ y+2z=5
T+ y+ z=3 (2.5)
3x+2y+32=9

egyenletrendszer. Vegylik észre, hogy mig a (2.4) egyenletrendszerben a
harmadik egyenletbdl kivonva az elsé kett6t az elhagyhato 0 = 0 egyen-
letet kapjuk, addig a (2.5) egyenletrendszerben az ellentmondé 0 = 1
egyenletre jutunk. Vagyis ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa.
Végiil tekintsiik a
r+ y+ z=3
2042y +22=06 (2.6)
3xr+3y+32=9

egyenletrendszert! Lathato, hogy a masodik és a harmadik egyenlet az
els6 konstansszorosa, azaz az elsd egyenlet kétszeresét kivonva a masodik-
bél és a haromszorosat kivonva a harmadikbél, az egyetlen egyenletbdl
allo
r+y+z2=3

egyenletrendszert kapjuk. Az y-nak és z-nek tetszéleges értéket valasz-
tunk, példaul legyen y = s, 2 =t, akkor t =3 —y —z, azaz x =3 —s—t.
Igy az Gsszes megoldas: (x,y,2) = (3 — s —t,s,t). Ezt oszlopvektorokkal
folirva kapjuk, hogy a megoldas

3 —1 -1
= 10| +s 11 +¢| Of.
0 0 1

ISEINSI



2.5. dbra. A megoldas lépései a vek-
tormodellben.
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Masodik geometriai modell: vektor elGallitasa linearis kombinaciéként.
Az el6z6 paragrafusban egy geometriai modellt mutattunk az egyenlet-
rendszerre. E paragrafusban egy masik, nagyon fontos modellt muta-
tunk. E modellben az egyenletrendszerre tigy tekintiink, mint egy olyan
egyenletre, amelyben egy vektort kell elgallitani adott vektorok linearis
kombinaciojaként. Példaul az

x4+ y=3
r+2y=4

egyenletrendszer ekvivalens az

HEEERH

egyenlettel. Itt az a feladat, hogy megkeressiik az (1,1) és (1,2) vekto-
roknak azt a linearis kombinaciojat, amely egyenls a (3,4) vektorral. Az
egyenletrendszert megoldottuk a 2.8. példdban, a megoldas 1épései:

z+ y=3 r+y=3 x =2
= =
r+2y=4 y=1 y=1
E 1épéseket szemléltetjiik e vektormodellben a 2.5. 4bréan.

Altalanosan, a 2.3. definiciéban megadott (2.2) egyenletrendszer a
kovetkezs egyenlettel ekvivalens:

ail a2 a1n by

a1 a22 a2n by
xr1 + . To+ ...+ . Ty =

am1 Am?2 Amn bm

Azokat az eseteket is jol tudjuk vizsgalni, amikor m # n. Példaul tekint-
siik a kovetkez6 egyenletrendszert:

T+ y=3
r+ y=4
r+2y=4
Ez ekvivalens a kovetkezdvel:
1 1 3
llx+ |1|y= |4].
1 2 4

Az (1,1,1) és az (1,1,2) vektorok benne fekszenek az x = y egyenletd
sfkban, mivel els6 két koordinatajuk megegyezik, ezért minden lineéris
kombinaciojuk is ebbe a sikba esik. A (3,4,4) vektor viszont nem esik
e sikba, igy fiiggetlen az el6bbi kett6tsl, tehat nem all el§ azok lineéris
kombinaciojaként. Vagyis ez az egyenletrendszer nem oldhaté meg.

E modellben egy egyenletrendszer akkor nem oldhaté meg, ha az
egylitthatomatrix oszlopvektorainak osszes lineéaris kombinacidjanak hal-
mazaba nem esik bele a konstans tagokbol allo vektor. Példaul

x4+ y+22=3
r+2y+4z=4
3r+4y+82=9

Ez ekvivalens a kovetkezdvel:

1 1 2 3
lx+ |2|y+ [4]| 2= |4].
3 4 8 9
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Itt az egylitthatométrix minden oszlopvektora benne van a 2z +y—z =0
egyenlet sikban, a (3,4, 5) vektor viszont nem, tehat az egyenletrendszer
nem oldhaté meg. Ugyanakkor a

r+ y+2z2=3
r+2y+42=3
3r+4y+82=9

illetve a vele ekvivalens

1 1 2 3
1lz+ |2|y+ (4] z= |3].
3 4 8 9

egyenletnek végtelen sok megoldasa van, mert egyrészt a (3,3,9) vektor
is a 2x +y — z = 0 egyenleti sikban van, masrészt az egyiitthatématrix
harom oszlopvektora nem linearisan fiiggetlen.

Mely egyenletek lineéris egyenletek az x, y és z valtozokban egyenletrendszer, melynek bévitett métrixa a kévetkezd:
az alabbiak koziil?
1 32— (In2y+e*2=04 2 wy—yz—20=0 3 4 11
3 dz—by=0 4 (sinl)z+(cosl)y—mz =0 8 3.7
5 —+-+-=1 6 —+-+-=1
a b ¢ r Yy =z

Hatarozzuk meg valamely 1épcsSs alakjat, majd a redukalt Igen.
lépcsés alakjat az alabbi matrixoknak! Ekvivalensek-e az alabbi egyenletrendszerek?

11 1 1 1 Jx4+2y—2z=1 20 +2y — 22 =0

7 2 3 2 3 4 10 { 22+ 3y —32= —1 Jx+3y—22=3
1 2 1 2 3 4z + 2y =8 5r —3y+22=25

1 1 0 —1 Igen, mindkettének (z,y,z) = (1,2,3) az egyetlen megol-
1 0 1 2 dasa, azaz megoldashalmazaik megegyeznek.

o
o
o
o

r— y—3z2=3

20 +3y+52=0
11 ¢ 3x+2y+2z2=3 {

1 1 1 1 1
5 5 7z=3
8 [2 3 2 3 4 br  —42=09 rEoyETE
3 2 1 2 3 . o e .. A <
Igen, mindketté bdévitett egytitthatomatrixanak redukalt
10 0 0 0 1épcs6s alakja a zérussor nélkiil
0 1 0 1

10 —08 18
0 0 10 - {0 122 —1.2}

9 Csak egész szamokkal szamolva megoldhato-e az az
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2.2. Kikiiszobolés

FE fejezeben alaposabban megismerjik a linedris egyenletrendszerek meg-
olddsdnak legelterjedtebb mddszerét, a kikiiszobolést.

Elemi sormiiveletek. A linearis egyenletrendszerek egyik megoldéasi mod-
szerének lényege, hogy ekvivalens atalakitasokkal olyan alakra hozzuk,
melybdl visszahelyettesitések utén, vagy azok nélkiil azonnal leolvashaté
az eredmény. Az atalakitidsokat a bévitett méatrixon hajtjuk végre ugy,
hogy a nekik megfelels atalakitasok az egyenletrendszeren ekvivalens at-
alakitasok legyenek. A 2.6. tételben felsoroltunk harom ekvivalens at-
alakitast. Az egyenletrendszer bévitett matrixdn az ezeknek megfeleld
atalakitasokat elemi sormiiveleteknek nevezziik.

2.10. DEFINICIO: ELEMI SORMUVELETEK. Egy matrix sorain végzett

alabbi miiveleteket elemi sormdveleteknek nevezziik:

1. Sorcsere: két sor cseréje.

2. Beszorzds: egy sor beszorzéasa egy nemnulla szammal.

3. Hozzdadds: egy sorhoz egy masik sor konstansszorosdnak hozza-
adasa.

Természetesen egy sort el is oszthatunk egy nemnulla ¢ szammal, hisz az
az 1/c-vel valo beszorzassal egyenértékid. Hasonloképp levonhatjuk egy
sorbol egy masik sor c-szeresét, hisz az a —c-szeresének hozzaadasaval
ekvivalens.

Az elemi atalakitasokra a kovetkezs jeloléséket fogjuk hasznalni:
1. S; < S;: az i-edik és a j-edik sorok cseréje.
2. ¢S;: az i-edik sor beszorzasa c-vel.
3. S;+cSj: A j-edik sor c-szeresének az i-edik sorhoz adésa.

Az elemi sormiiveletek mintajara elemi oszlopmiiveletek is definialha-
tok, de azokat ritkan hasznaljuk. Jelolésiikre értelemszertien az O; < Oy,
cO;, O; 4 cO; formulakat hasznaljuk.

Lépcsos alak. Az eddig megoldott egyenletrendszerekben igyekeztiink
atlos, vagy legalabb atlo alatt kinullazott alakra hozni az egyenletrend-
szert, mint azt példaul a 2.7. példaban tettiik. Ez nem mindig sikeriil,
mert néha nem kivant elemek is kinullazédnak, de a kdvetkez6kben defi-
nialt 1épcsés alakhoz mindig el tudunk jutni.

2.11. DEFINICIO: LEPCSOS ALAK. Egy matrix Iépcsds, vagy sorlépcsds
alaki, ha kielégiti a kovetkezo két feltételt:

1. a csupa 0-bol 4116 sorok (ha egyaltalan vannak) a matrix utolso sorai;
2. barmely két egymés utan kévetkezd nem-0 sorban az alsé sor elején

tobb 0 van, mint a folétte 1évé sor elején.

A nemnulla sorok elsd zérustol kiilonbozo elemét féelemnek, vezérelem-
nek vagy pivotelemnek hivjuk. Egy f6elem oszlopanak féoszlop vagy
bdzisoszlop a neve.

2.12. PELDA: LEPCSOS ALAK. A kiévetkezs matrixok lépcesds alakuak:

010110
32 10 (1)_02_35_64 000101
0 4" [0 1" | o o ol 000011
0000000
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2.13. PELDA: A LEPCSOS ALAK NEM ECGYERTELMU. Egy méatrix elemi
sormitiveletekkel tobb kiilonb6z6 1épcsés alakra is hozhato, mint azt az
alabbi két atalakitas is mutatja. Az elso:

1 3 0] =5 [1 3 0 1 3 0
11 2| =2 |0 —2 2| =22 |0 —2 2f,
2 2 4 0 —4 4 0 0 0
mig a mésodik:
1 3 0 1 1 2] S:-s: [1 1 2
11 2 %= 01 3 of =2 o 2 -2
2 2 4 2 2 4 00 0

Gauss-mddszer. A Gauss-mddszer vagy méas néven Gauss-kikiiszobolés
vagy Gauss-elimindcio 1lényege, hogy a linearis egyenletrendszer bévitett
matrixat elemi sormfiveletekkel 1épcsés alakra hozzuk, és abbdl vissza-
helyettesitéssel meghatarozzuk a megoldas altaldnos alakjat. A Gauss-
modszer kénnyen algoritmizalhaté, ha sorban haladunk az oszlopokon.
A modszerre lattunk mar példat, ilyen volt a 2.7. példa elsé megoldasa.
Most lassunk két tovabbi példat.

2.14. PELDA: GAUSS-MODSZER, EGY MEGOLDAS. Oldjuk meg az aldbbi
egyenletrendszert:

x4+ y+22=0
22 + 2y + 3z = 2
r+3y+3z2=4
r+2y+ 2=95

MEGOLDAS. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlopon-
ként haladva kiiszoboljiik ki — nullazzuk ki — a f6elemek alatti elemeket!

11 2]0] %25 11 1 20 11 210
2 2 3 sZ:_>3100—1252530214s4—l52
1 3 3|4 02 1 |4 0 0 —1]|2
1 2 1|5 01 —1/5 01 —1/5
11 210 1 1 2|0 T+ y+2:=0
0 2 1 |4] S4a—2551(0 2 1 |4 9 —4
00 —1|2 00 —1|2| yt oz
00 —3|3 00 010 - z=2

A harmadik egyenletbdl z = —2, ezt a masodikba helyettesitve y = 3,
ezeket az els6be helyettesitve kapjuk, hogy x = 1, azaz az egyetlen meg-
oldas (z,y,z) = (1,3,-2). [

Mit csinalunk akkor, ha a 1épcsés alak szerint kevesebb a fGelemek,
mint az oszlopok szdma? Egyelére bevezetiink két elnevezést, melyek
jelentése hamarosan vilagos lesz: az egyenletrendszer azon valtozoit, me-
lyek f6elemek oszlopaihoz tartoznak, kététt vdltozoknak, mig az Osszes
tobbi valtozot szabad vdltozonak nevezzik.

2.15. PELDA: GAUSS-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOLDAS. Oldjuk
meg az alabbi egyenletrendszert:

r1+ 2094+ x3+2rx4+ x5=1
T, 4229 +3x3+3x4+ x5=0
3x1 4+ 629 + T3 4+ 8x4 + 325 = 1
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MEGOLDAS. Irjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, és oszlopon-
ként haladva kiiszoboljiik ki a féelemek alatti elemeket!

121 2 1]1] -5 1 2 1 2 1
123 3 1]0] %= 1o 0 2 1 0f-1] =2
36 7 8 3|1 00 4 2 0]-2
1212 1] 1

9 9 S
00 2 1 0l-1 1+ 200 + x3 4+ 224 + T5
0000 0|0 203 + 4 =-1

Az egyenletrendszer kotott valtozoi a redukalt 1épesds alak fGoszlopaihoz
tartozo valtozok, azaz xq és x3. A szabad valtozok: xo, x4, r5. A szabad
valtozoknak tetszéleges értékeket adhatunk, a kotottek értéke kifejezhets
veliik. Legyen példaul a szabad valtozok értéke xo = s, x4 = t, 5 = u.
Ezek behelyettesitése utan a fenti egyenletek koziil elGszor a méasodikbol
kifejezziik x3-at, majd azt behelyettesitjiik az els6be, ahonnan kifejezziik
az x1-et, azaz a fenti egyenletekbdl kifejezziik a kotott valtozokat:

3 3

T = ——2s—-t—u
2 2
1 1t
Lo = —= _z
879 2

Innen az egyenletrendszer megoldasa

3 3 1 1
(JU17$2,$3,I4,$5) = (5 —2s — it - u,Ss, _5 - §t7tau)7
vagy matrixjeloléssel
1 %—23—%t—u % —2 —% -1
To S 0 1 0 0
r3| = —% — %t = —% +s| Of +¢ —% +u| O
T4 t 0 0 1 0
5 u 0 0 0 1

Késtbb kiilondsen az utobbi — vektorok lineéris kombinaciojara bontassal
vald — feliras lesz hasznos. |

Vilagos, hogy ha a szabad valtozoknak tetszSleges értéket adhatunk,
melybdl a kotott valtozok egyértelmien kifejezhetdk, akkor a fenti példa-
ban mutatott modszerrel az egyenletrendszer Gsszes megoldasat leirtuk.
Az ilyen modon megadott megoldast az egyenletrendszer dltaldnos meg-
olddsdnak, a konkrét paraméterértékekhez tartozd megoldasokat partiku-
laris megolddsnak nevezziik. Példaul az el6z6 példabeli egyenletrendszer
egy partikularis megoldasa az s =0, t = 1, u = 2 értékekhez tartozo

(l'lvaa $3,.’E4,x5) = (_2707 _]-7 13 2)

Lényeges e megoldasi médban, hogy a bévitett matrixot 1épcesés alakra
tudtuk hozni. Ez vajon mindig sikeriil?

2.16. TETEL: LEPCSOS ALAKRA HOZAS. Barmely métrix elemi sor-
miiveletekkel lépcsds alakra hozhato.

BizoNYITAs. Tekintsiink egy tetszéleges m x n-es matrixot. A kovetkezd
eljaras egyes lépéseiben e matrixnak le fogjuk takarni egy-egy sorat vagy
oszlopat. Az egyszertiség kedvéért a letakaras utan keletkezett matrix
sorainak és oszlopainak szdmat ismét m és n fogja jeldlni, a;; pedig a
letakarasok utan maradt matrix i-edik sordban 1év6 j-edik elemet.



FEJEZET 2. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 54

1. Ha az els6 oszlopban csak 0 elemek allnak, takarjuk le ezt az osz-
lopot, és tekintsiik a maradék méatrixot. Ha ennek elsé oszlopaban
ismét csak 0 elemek vannak, azt is takarjuk le, és ezt addig foly-
tassuk, mig egy olyan oszlopot nem talalunk, amelyben van nem 0
elem. Ha ilyen oszlopot nem talalunk, az eljardsnak vége, a matrix
lépcsds alaka.

2. Ha az els6 oszlop els§ sordban allo elem 0, akkor cseréljiik ki e
sort egy olyannal, melynek els§ eleme nem 0. Igy olyan maétrixot
kaptunk, amelyben a1; # 0.

3. Vegyiik az i-edik sort ¢+ = 2-t6l ¢« = m-ig, és ha a sor els6 eleme
ain # 0, akkor az els6 sor —a;1/ai1-szeresét adjuk hozza. Mivel

%l g1 = 0, ezért e 1épés utdn az a1 alatti elemek 0-va valnak.
ail ’

a1 —

4. A fenti atalakitas utan takarjuk le az els6 sort és az els§ oszlopot.
Ha ekkor nem marad a maétrixban tobb sor, vége az eljarasnak,
a kordbban letakart sorokat feltdrva megkaptuk a 1épcsés alakot.
Egyébként ugorjunk vissza az 1. lépéshez, és folytassuk az eljarast.ll

Egy inhomogén lineéris egyenletrendszerhez tartoz6 homogén linearis
egyenletrendszeren azt a homogén egyenletrendszert értjiik, melyet az
inhomogénbdl a konstans tagok O-ra valtoztatasaval kapunk.

2.17. PELDA: HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA.
Oldjuk meg a 2.15. példabeli egyenletrendszerhez tartoz6 homogén line-
aris egyenletrendszert.

MEGOLDAS. Oldjuk tehat meg az alabbi egyenletrendszert:

1+ 2094+ 34204+ 25=0
T, 4229 +3x3+3x4+ x5 =0
31‘1+6$2+7I3+8I4+3$5:O

A megoldashoz sziikségtelen a bévitett matrixot hasznélni, hisz annak
utols6 oszlopa az elemi sormiveletek alatt nem véltozik. Az egyiitthato-
matrix redukalt 1épcsés alakja ugyanazokkal a sormtveletekkel megkap-
haté, mint a 2.15. példa megoldasaban, azaz

1 2 1 2 1 1 2 1 2 1

1 2 3 3 1|l=1(0 0 2 1 0] =
3 6 7 8 3 00 0 0 O
T+ 2T+ x3+2x4+2x5=0
21’3+ Ty =0

Innen a megoldas is ugyaniagy kaphato meg, s6t, ugyanaz a linearis kom-
binéci6 szerepel benne, csak a konstans tagok nem szerepelnek:

3 1
(x1,$2,1'3,$4, SU5) = (_28 - it —u,s, _itatvu)a

vagy matrixjeloléssel

1 —23—%t—u —2 —% -1
To s 1 0 0
z3| = —1t =s| Ol +t|—-3|+u]| O
24 t 0 1 0
Ts u 0 0 1

A homogén és inhomogén egyenletrendszerek kapcsolatara még visszaté-
riink. |

Végiil egy alkalmazas:
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2.18. PELDA: SIKOK METSZESVONALANAK MEGHATAROZASA. Hatéa-
rozzuk meg az alabbi két sik metszésvonalanak paraméteres alakjat!

r+ y+z=1
3z + 4y =2

MEGOLDAS. A fenti két egyenlettel megadott sik metszésvonalanak, pon-
tosabban a metszésvonal paraméteres egyenletrendszerének meghatéroza-
sdhoz egyszertien meg kell oldani a két egyenletbdl allo egyenletrendszert:

Ll 1| 1] smss [101 1 | 1] _ @a+y+ 2= 1
3 4 0|2 01 -3|-1 y—3z=—1
Ebbél z = t paramétervalasztassal y = 3t — 1 és x = —4t + 2, azaz

(r,y,2) = (4t + 2,3t — 1,t) = (2,-1,0) + t(—4,3,1), vagy

x 2 —4
yl=1-11+t| 3{,
z 0 1
ha a vektorok matrixjelolését hasznaljuk. |

Redukalt lépcs6s alak. A 2.7. példa méasodik megoldasi modszerében
atlos alakra hoztuk az egyilitthatomatrixot, azaz nem elégedtiink meg
azzal, hogy a fGelemek alatt kinullaztunk minden egyiitthatot, hanem a
f6elemeket 1-re valtoztattuk a sor beszorzasaval, és a fGelemek folott is
eliminaltunk.

2.19. DEFINICIO: REDUKALT LEPCSOS ALAK. KEgy matrix redukdlt
lépcsds, vagy redukdlt sorlépcsds alaki, ha kielégiti a kovetkezd felté-
teleket:

1. 1épcs6s alak;

2. minden fGelem egyenls 1-gyel;

3. a f6elemek oszlopaiban a fGelemeken kiviil minden elem 0;

A féelemet itt vezéregyesnek vagy vezetd egyesnek is szokas nevezni.

2.20. PELDA: REDUKALT LEPCSOS ALAK. A kovetkezd matrixok redu-
kalt lépcsds alakuak:

010001
10 0 1 (1)_02(1)_64 000101
00> 00 |y g o of (000011
000000

A 2.13. példaban lattuk, hogy a lépcsGs alak nem egyértelmdi.

2.21. PELDA: REDUKALT LEPCSOS ALAK. Hozzuk redukalt 1épcsés
alakra a 2.13. példaban szerepld métrixot.

13 0] -5 [1 3 0] 1
11 2| =2 |0 9 o X7
2 2 4 0 —4 4
1 3 0 13 0 10 3
0 1 -1 0 1 1| =20 1 1
0 —4 4 00 0 00 0

Vajon tudunk-e két kiillonb6z6 redukalt 1épcsds alakra jutni?
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Gauss — Jordan-médszer. A Gauss— Jordan-mddszer, méas néven Gauss —
Jordan-kikiisz6b6lés vagy Gauss—Jordan-elimindcid lényege, hogy a li-
nearis egyenletrendszer bévitett matrixat elemi sormtveletekkel redukdlt
lépcsds alakra hozzuk. Ebbdél az alakbol azonnal leolvashaté a megoldas.
Adjunk 1j megoldast a Gauss-mddszernél latott feladatokra.

2.22. PELDA: GAUSS—JORDAN-MODSZER, EGY MEGOLDAS. Oldjuk
meg a 2.14. példaban felirt egyenletrendszert Gauss —Jordan-modszerrel!

MEGOLDAS. Felirjuk az egyenletrendszer b&vitett méatrixat, és a 2.14. pél-
daban latott modon eljutunk a lépcsés alakhoz, majd folytatjuk:

11 2/0 11 2 |0] . [t 1 2]0

2 2 3|2 :$02143501§25552

1 3 3|4 0 0 —1|2 0 0 1]-2

1 2 1|5 00 010 00 0|0
10%4 52,253100 1 " - 1
015251—*530103 N
00 1|-2] = oo 1|2= v =3
00 00 00 0|0 z=-2

Tehat az egyenletrendszer egyetlen megoldasa (x,y,2) = (1,3,—2). N

2.23. PELDA: GAUSS— JORDAN-MODSZER, VEGTELEN SOK MEGOL-
DAS. Oldjuk meg a 2.15. példabeli egyenletrendszert Gauss—Jordan-
modszerrel!

MEGOLDAS. A 2.15. példaban eljutottunk egy lépcsss alakig. Az eljarast
folytatjuk, mig a redukalt 1épcsés alakra nem jutunk.

121 2 1]1 121 2 1] 17 v2s
1233 1/0/=..=100210]|-1] 2=
3678 3|1 000000

3 3
1 2 0 3/2 1] 3/2 21422 +ozgtas= o
00 1 1/2 0]-1/2| = f ?
000 0 0] 0 kg =3

Végezzik el az xo = s, x4 = t, x5 = u helyettesitést, az x1 és x3 valtozok
azonnal kifejezheték. Igy a megoldas:

3 3 1 1
(Il,IQ,Ig,I4,I5) = (5 —2s — it - U,S,*ﬁ - §t7tv U)7
vagy matrixjeloléssel
T1 %—25—%t—u % -2 —% -1
To S 0 1 0 0
- 1_1 _ 1 1
3| = -5 — §t = |—3 + s 0 +1 -3 +u 0
Ty t 0 0 1 0
5 U 0 0 0 1

Természetesen ugyanazt a megoldast kaptuk, mint a 2.15. példaban. W

A redukalt lépcsés alak egyértelmiisége. Fontos kovetkezményei van-
nak a kovetkez§ tételnek:

2.24. TETEL: A REDUKALT LEPCSOS ALAK EGYERTELMU. Minden
matrix redukalt 1épcs6s alakra hozhato, amely egyértelm.

BizoNYITAS. Legyen adva egy valdés méatrix. ElGszor 1épcsés alakra hoz-
zuk (a 2.16. tétel szerint minden matrix 1épcsés alakra hozhato). Azutan
minden sort elosztunk f&elemével, a f6elemek helyén igy vezéregyesek
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lesznek. Az els6 vezéregyes az elsé sorban van, f6lotte nincsenek mat-
rixelemek. Vegyiik a méasodik vezéregyest és eliminéljuk a folotte 1évé
elemet, amennyiben az nem 0. Mivel e vezéregyes el6tt csak zérusok
vannak, az eliminacié nem véloztatja meg a matrix eléz6 oszlopait. Ha-
sonloképp vegyiik sorra a vezéregyeseket, és eliminéaljuk a folottiik 1&vd
elemeket. Az eredményiil sziiletett matrix redukalt 1épcsGs alakd.

Belatjuk, hogy az elvégzett elemi sormtveletektdl fliggetleniil, e méat-
rix egyértelmd (e bizonyitas az [1] cikken alapul). Tegyiik fel indirek
modon, hogy van egy olyan maétrix, mely elemi sormiiveletekkel két kii-
16nb6z6 redukalt 1épcesds alakra is hozhato. Jelolje ezeket R és S. Mivel
mindketten ugyanazzal a matrixszal ekvivalensek, elemi sormtiveletekkel
egymésba alakithatoak, vagyis egymaéssal is ekvivalensek. Véalasszuk ki
oszlopaik koziil azt a balrdl elsé oszlopot, melyben kiilonboznek, valamint
az Gsszes el6ttiik allo vezéroszlopot. Az igy kapott matrixokat jelolje R’
és S'. Tehat R’ # S’, mert kiilénboznek az utolsé oszlopukban. Példaul,
ha

1 2 0 4 5 1 2 0 4 5
R=1(0 0 1 2 3 és S=10 0 1 9 3},
00 0 0 0f 000 00O
akkor _
1 0 4 1 0 4
R=(0 1 2 és S'=10 1 9
0 0 0] 0 0 O

Tekintsiik az igy kapott R/, S’ métrixokat egy-egy egyenletrendszer bé-
vitett egyiitthatomatrixanak. Ezek altalanos alakja tehat a kovetkezd:

_ - 1 0 ... 0]0
1 0 ... 0 1
L o 01 00
R=1[00 ... 1|7 vagy R/ = 00 1
0 0 00 00 L
0 0 0
0 0 ... 0| O] 00 ... 0|0
és
o o po - ):
0 1 0| s
S"=10 0 ... 1|s| vagy S = 0 L) 0
00 0 0 0 ... 01
00 ... 00
0 0 ... 0] 0] 00 ... 0|0

Mivel oszlopok kihagyasa nem valtoztat a sorekvivalencidn — hisz elemi
sormiiveletekben mitiveletet csak egy oszlopon beliil végziink —, ezért az
R’ és S’ matrixok ekvivalensek, azaz a hozzajuk tartozé két egyenlet-
rendszernek ugyanaz a megoldasa. Ez csak ugy lehet, ha vagy minden
1 = 1,...,k indexre r; = s;, vagy egyik egyenletrendszer sem oldhato
meg, azaz mindkét esetben azt kaptuk, hogy R’ = S’, ami ellentmondaés.
Ez az ellentmondéas bizonyitja, hogy a kiindul6 R # S feltevés helytelen
volt, tehat R = S. |

Szimultan egyenletrendszerek. Gyakori feladat az alkalmazéasokban,
hogy sok olyan egyenletrendszert kell megoldani, amelyekben csak a kons-
tans tagok valtoznak. A kikiiszoboléses modszerekkel ezek egyszerre
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is megoldhatok alig tobb erdforras felhasznalasaval, mint ami egyetlen
egyenletrendszer megoldésahoz kell.

2.25. DEFINICIO: SZIMULTAN EGYENLETRENDSZEREK. T&bb egyen-
letrendszer halmazat szimultdn egyenletrendszernek mneveziink, ha
egyiitthatomatrixaik azonosak.

2.26. PELDA: SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA. Oldjuk
meg az alabbi egyenletrendszereket!

r+ y+ 2=3 u+ v+ w=3 r+ s+ t=0
204+ 3y +22=7 2u4+3v+2w="7 2r4+3s+2t=0
20 +2y+32=6 2u+2v+3w =" 2r+2s+3t=1

MECOLDAS. Mivel e harom egyenletrendszer egyiitthatématrixa azonos,
a bal oldal atalakitasat elég egyszer elvégezni, a jobb oldalak atalakitasat
pedig vele egyiitt. Ehhez a szimultin egyenletrendszerre a kovetkezd
bévitett matrixot érdemes képezni:

11 1(3 3 0
2 3 2|7 70
2 2 316 71

A megoldashoz hasznaljuk a Gauss—Jordan-modszert:

11 113 3 0] $2-25%
7 O S3—251
2 2 3|6 71

N}
w
N}
-

11 13 3 0
01 0|1 1 0| =
0 010 11

1 0 02 1 -1

1 0{1 1 0 [,
00 10 1 1

és ebbdl leolvashatdé mindharom egyenletrendszer megoldasa:

T 2 U 1 r —1
y| =11, |v|=|1|, |s| =10
z 0 w 1 t 1

Ha tudjuk, hogy tobb egyenletrendszerbdl allo szimultdn egyenlet-
rendszerrdl van sz, mindegyik egyenletrendszerben hasznalhatjuk ugyan-
azokat a valtozokat.

2.27. PELDA: SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER BOVITETT MATRIXA.
Oldjuk meg azt a szimultan egyenletrendszert, melynek bévitett méatrixa

2 111 0
5 3|0 1

MEGOLDAS. A Gauss—Jordan-modszer 1épései:

2 11 0]%-35[2 1] 1 0]a2s,[2 1] 1 0]sis
B R S LR R E R
2 006 27481 03 -1
0 1]-5 2 0 1|5 2

Kikiiszobolés Z,-ben. Ha p prim, akkor a modulo p maradékosztalyok
kozti miiveletek rendelkeznek minden olyan tulajdonsaggal, melyet a ki-
kiiszobolés soran a valds szamok korében hasznaltunk. Ennek kévet-
keztében a Gauss- és Gauss—Jordan-modszerek minden tovabbi nélkiil
hasznalhatok Z,, folotti egyenletrendszerekre is. (Lasd még a 29. oldalon
az algebrai testrdl irtakat.)
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2.28. PELDA: EGYENLETRENDSZER Zg FOLOTT. 4-bites kodszavakat
kiildiink, bitjeit jelolje a, b, ¢ és d. Hibajavito kddot készitiink tgy, hogy
minden koédszé végére harom paritasbitet tesziink, nevezetesen a b+c+d,
a+c+d és a+b+d bitet Az Osszeadas itt természetesen Zo folott értendd.
Példaul a 0110 kodszo helyett a 0110011 kodszot kiildjiik. Egy ilyen 7-
bites kodszo elsé 4 bitjét a vevs szerkezet bizonytalanul érzékeli, amit
kapunk, az a (7,7,7,7,1,0,1) kodvektor. Mi lehetett az eredeti {izenet,
ha az utolsé 3 bit biztosan jo7

MEGOLDAS. Az a, b, ¢ és d bitek ismeretlenek, csak annyit tudunk, hogy

b+c+d=1
a+ c+d=0
a+b+ d=1

Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert Gauss—Jordan kikiiszoboléssel Zo
folott. Ne felejtsiik, hogy Zo-ben 1+ 1 = 0, igy 1 = —1, azaz a kivonéas
nem kiilonboézik az osszeadastol.

01 1 11 1 01 1]0 1 01 1]0
10 1 1]o0]°=2 00 1 1 1]1]%E o 1 1 11| 2k
1 1 0 1|1] 1 1 0 1|1] 011 0]/1
1 0 1 1]0] Se+s5s 1 0 1 0]0]
001 1 1121011 0/1
0 0 0 1/0] 0 0 0 1|0]
Visszairva egyenletrendszerré:

a +c¢c =0

b+c =1

d=0

Az utols6 egyenletbdl d = 0, a masodikbol b =1 — ¢, azaz b =1+ ¢ és
az els6bdl a = —c, azaz a = c¢. Eszerint ¢ szabad véltozo, legyen értéke s,
a tobbi kotott. A megoldas altalanos alakban (a,b,c¢,d) = (s,1+ s,s,0),
azaz (a,b,c¢,d) = (0,1,0,0)+s(1,1,1,0). Az s =0és az s = 1 értékekhez
tartozo megoldasok tehat: (0,1,0,0) és (1,0,1,0).

Ha az egyenletrendszert vektoregyenletnek tekintjiik, akkor az els6
megoldas azt mutatja, hogy az egyiitthatoméatrix masodik oszlopa meg-
egyezik a jobb oldallal (és valoéban), a masodik megoldas pedig azt, hogy
az els6 és a harmadik oszlop 6sszege a jobb oldalt adja.

Megjegyezziik e kodrol, melyet [7,4, 3]; binaris Hamming-kddnak ne-
veznek, hogy a kod 16 szobol all, barmely szavanak barmely 4 bitje egy-
értelmtien meghatarozza a maradék harmat. Igy ha legfoljebb 3 bit meg-
valtozik egy szoban, akkor az kimutathatd, és ha csak egy bit valtozik
meg, az kijavithato. |

2.29. PELDA: EGYENLETRENDSZER Zs; FOLOTT. Oldjuk meg az aldbbi
két egyenletrendszert Zs folott.

20+ 3y =1 20+ 3y =1

3x+2y=14 3z+4y=3

MEGOLDAS. A szamolas megkonnyitésére vagy készitsiink osztési tablat,
vagy hasznéljuk a 29. oldalon tal4dlhato 1.26. dbra szorzastablajat.

2 3[1] 35 [1 4]3] 5,85 [1 4]3
b2l b 2=l o]

azaz az egyenletrendszer alulhatarozott. Itt persze ez nem azt jelenti,
hogy végtelen sok megoldas van, hanem azt, hogy legalabb egy paraméter



Bizonyitas.

1.

Sormiiveletek reverzibilitasa.
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végigfut Zs Gsszes elemén. Szabad valtozod az y, legyen y = s, igy © =
3—4s =3+s, tehat (x,y) = (3+s, s), azaz a vektorok méatrixjelolésével:

hE

x| [3]
y] (0]
A masik egyenletrendszer megoldésa:

2 3[1] s [1 4
[343}:%34

3
3

|

S2—3S51

1 4

3
0 2|4}’

=]

amibél 2y = 4, azaz y = 2, v+ 4 -2 = 3, azaz x = 0. Tehat a megoldas

(z,y) = 0,2).

olyan sormtvelet, mely azt visszaalakitja.

Mutassuk meg, hogy min-

den elemi sormiivelettel atalakitott matrixhoz van egy
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2.3. Megoldhatésag, és a megoldasok tere

Az el6z6 szakaszban megismertiik a kikiiszobolés modszerét, mellyel meg
tudjuk oldani a linedris egyenletrendszereket. E szakaszban az egyenlet-
rendszer megoldhatosdgdanak és a megolddshalmaz jellemzésének kérdését
garjuk koril.

Kotott valtozok szama, matrix rangja. A redukalt 1épcsss alak egyér-
telmiiségének egy nyilvanvalo, de fontos folyomanya az alabbi eredmény:

2.30. KOVETKEZMENY: FOELEMEK OSZLOPAI. Egy val6s métrix bar-
mely lépcsGs alakjaban a fGelemek ugyanazokban az oszlopokban van-
nak, tehat ezek szdma is fliggetlen a lépcsés alaktol.

A bizonyitas azonnal adodik abbél, hogy barmely 1épcsds alak fGelemeibdl
kapjuk a redukalt 1épcs6s alak vezéregyeseit, igy barmely lépcsés alak
f6elemei ugyanott vannak, ahol a vezéregyesek, a redukalt 1épcsés alak
pedig egyértelmii.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy barmely valos métrix esetén

béarmely lépcsés alak fGelemeinek szama =
barmely 1épcss alak nemzérus sorainak szama =

a redukalt 1épcs6s alak vezéregyeseinek szama.

Ez a kovetkezs definicidhoz vezet.

2.31. DEFINICIO: MATRIX RANGJA. Egy matrix valamely lépcsés
alakjaban a nemnulla sorok szadmat a méatrix rangjdnak nevezziik. Az
A matrix rangjat rank(A) jeloli.

2.32. PELDA: MATRIX RANGJANAK KISZAMITASA. Szamitsuk ki az
alabbi matrixok rangjat!

11 1 1 0110
2 3] [3 21 11 -1 -1 100 1
{00}’[004]’1—11—1’1001

1 -1 -1 1 0110

MEGOLDAS. Az els6 és masodik métrix 1épcsds alaki, rangjuk azonnal
leolvashato: 1 és2. A harmadik és negyedik méatrix elemi sormiiveletekkel

1 1 1 1 1 0 0 1
0o -2 0 =2 et 01 1 0
00 —2 201" 1o 00 0
0 O 0 -4 0 0 0O
alakra hozhato, tehat a rang 4, illetve 2. |

2.33. ALLITAS: KOTOTT ES SZABAD VALTOZOK SZAMA. Ha egy
n-ismeretlenes egyenletrendszer megoldhato, és egyiitthatomatrixdnak
rangja 7, akkor a Gauss- vagy a Gauss—Jordan-modszerrel kapott meg-
oldasaban a kotott valtozok széma r, a szabad valtozok szama n — r.

Fontos megjegyezni, hogy egyel6re csak annyit tudunk bizonyitani, hogy
ha az egylitthatomatrix és a bévitett matrix rangja r, akkor az egyenlet-
rendszernek van olyan megolddsa, amelyben a kotott valtozok szama r, a
szabad valtozoké n—r, és egy ilyen megoldas megkaphat6 a Gauss- vagy a
Gauss—Jordan-modszerrel. Ez abbdl kovetkezik, hogy a rang megegyezik
a féelemek szamaval, az pedig a kotott valtozok szaméaval. Mi torténik
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azonban, ha mas modszerrel kereslink megoldast, vagy ha példaul fel-
cseréljiik az ismeretlenek sorrendjét? Arr6ol még nem tudunk semmit,
hogy a matrix rangja vajon megvéltozik-e, ha folcseréljik az oszlopait.
A valtozok sorrendjének cseréje viszont oszlopcserét okoz az egyiitthato-
maéatrixon. A kovetkez§ fejezetben be fogjuk azt is latni, hogy a kotott és
szabad valtozok szama fliggetlen a valtozok sorrendjétsl, s6t a megoldas
modszerétsl is.

2.34. PELDA: KOTOTT ES SZABAD VALTOZOK SZAMA. Egy linearis
egyenletrendszer bévitett egylitthatomatrixanak egy 1épcsés alakja a ko-
vetkezd:

0.145 0.016 0.755 0.649 0.625 0.426 0.859 | 0.040
0.000 0.901 0.015 0.397 0.076 0.690 0.007 | 0.755
0.000 0.000 0.000 0.969 0.085 0.889 0.304 | 0.296
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.368 0.027 | 0.497
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 | 0.000

Lathato, hogy a matrix rangja 4, az egyenletrendszer ismeretlenjeinek
szama 7, a szabad valtozok szama 3.

Egyenletrendszer megoldhatésaganak feltétele. Tudjuk, hogy egy li-
neéaris egyenletrendszer pontosan akkor nem oldhatd meg, ha a bévitett
matrix lépcsds alakjanak van olyan sora, melyben csak az utolsé oszlop-
beli elem nem 0. Ez ugyanis egyenletté visszairva 0 = ¢ alaki, ahol ¢ # 0,
és ennek az egyenletnek nincs megoldésa. Ez viszont azt jelenti, hogy
ilyenkor a bévitett méatrix rangja nagyobb az egyiitthatomatrix rangja-
nal. E megallapitas azonnali kovetkezménye a kovetkezd tétel.

2.35. TETEL: EGYENLETRENDSZER MEGOLDHATOSAGANAK MATRIX-

RANGOS FELTETELE. Legyen egy n-ismeretlenes linearis egyenletrend-

szer egyutthatomatrixa A, a konstans tagokbol allo vektora b.

1. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhato meg, ha az egyiitt-
hatomatrixanak és bévitett matrixanak rangja megegyezik, azaz

rank(A) = rank(A|b).

2. Ez az egyenletrendszer pontosan akkor oldhat6é meg egyértelmien,
ha az egyiitthatomatrixanak és boévitett matrixdnak rangja meg-
egyezik az ismeretlenek szamaval, azaz

rank(A) = rank(A|b) = n.

Az utobbi allitas abbol kovetkezik, hogy az egyenletrendszer akkor old-
hat6é meg egyértelmiien, ha megoldhat6, és nincs szabad valtozdja, azaz
n—r = 0, vagyis az egylitthatématrix rangja megegyezik az ismeretlenek
szaméval.

Az el6z6ekbdl az is adodik, hogy egy lineéris egyenletrendszernek pon-
tosan akkor van egynél tobb megoldésa, ha

rank(A) = rank(A|b) < n.

(Miért nem lehet rank(A) > n?)
Ha A val6s matrix, akkor a megoldasok szdma, a két rang és az isme-
retlenek szama kozt a kovetkezd a kapcsolat:

Feltétel Megoldasok szama
rank(A) < rank(A|b) 0
rank(A) = rank(A|b) =n 1

rank(A) = rank(A|b) < n 00
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Ha az egyenletrendszer homogén linearis, azaz mindegyik konstans
tag 0, akkor az elemi sormiveletek kézben a bévitett matrix utolsd osz-
lopaban minden elem 0 marad, igy ebben az oszlopban biztosan nem lesz
f6elem. Eszerint a homogén linearis egyenletrendszerek mindig megold-
hatok, hisz esetiikben a rank(A) = rank(A|b) &sszefiiggés mindig f6nn-
all. A megoldhatosag persze e feltétel ellenérzése nélkiil is latszik, hisz
az 1 = T3 = -+ = &, = 0 mindig megoldas! Mivel rank(A) megegye-
zik a redukalt lépesss alak fGelemeinek szaméval, ezért rank(A) < m és
rank(A) < n is fonnall, m az egyenletek, n az ismeretlenek szama. Igy
viszont m < n esetén rank(A) = n nem allhat fénn, tehat a homogén
lineéris egyenletrendszernek van az x = 0 vektoron kiviil is megoldésa.
Osszefoglalva:

2.36. TETEL: HOMOGEN LINEARIS EGYENLETRENDSZER MEGOLDHA-
TOSAGA. A homogén linearis egyenletrendszer mindig megoldhato, mert
az x = 0 un. trividlis megoldas mindig megoldas. Pontosan akkor van
nemtrivialis, vagyis a 0-vektortdl kiilonb6z6 megoldasa, ha

rank(A) < n,

ahol n az ismeretlenek szdma, és A az egylitthatoméatrix. Speciélisan, az
m egyenletbdl 4ll6 homogén linearis egyenletrendszernek m < n esetén
mindig van nemtrivialis megoldasa.

2.37. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASAINAK SZAMA. Az a pa-
raméter mely értékei mellett van az aldbbi egyenletrendszernek 0, 1, il-
letve oo sok megoldéasa?

1+ Tot+ars=1
r1+are+ x3=a

ary + X9+ :173:(12

MEGOLDAS. Hozzuk az bévitett méatrixot 1épcsés alakra:

1 1 al|l S2—S1 |1 1 a 1

1 a1 524 10 g—1 1-a | a—1 | "2
la 1 1 a? 0 1—a 1—d?|a®—a

1 1 a 1

0 a-—1 1—a a—1

0 0 —(e—1)(a+2)|(a+1)(a—1)

Lathato, hogy a = 1 esetén az utolsé két sorban minden elem 0, igy az
egyenletrendszer az r1 + x2 + x3 = 1 egyenlettel ekvivalens, melynek
megoldasa: (x1,z2,23) = (1 — s — t, s,t), azaz oszlopvektor alakba irva:

T 1 -1 -1
To| = (0| +s| 1| +t] 0
I3 0 0 1
Ha a = —2, akkor az utols6 sornak megfelel§ egyenlet 0 = 3 alakd, azaz

ekkor nincs megoldés. Minden egyéb esetben, azaz ha a # 1 és a # —2,
akkor egyetlen megoldés van:

(a+1)2 1 a+1

= a+2 "’ x2_a+2’ mB:_a+2'

Feltehets a kérdés: mi értelme az utobbi tételeknek, ha a rang meg-
allapitasahoz ugyanigy a lépcs6s alakra hozast kell végrehajtani, mint
a megoldashoz? Amikor a rangra vonatkozé allitasokat ellenérizhetnénk
egy linearis egyenletrendszeren, méar a megoldést is meghatarozhatjuk!



(a)?7?
777
(b)?7?
777

2.6. 4dbra. (a) Egy origon atmend
egyenes és (b) egy origon atmend sik
barmely vektoranak konstansszorosa,
illetve barmely két vektorédnak Gsszege
(a) az egyenesbe (b) a sikba esik.
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Ez valéban igaz, azonban a rang szoros kapcsolatban van a linearis fiig-
getlenséggel, amelyen keresztiil mélyebbre jutunk az egyenletrendszerek
megoldhatosaganak és a megoldashalmaz struktirdjanak megértésében!
A 4. fejezetben latni fogjuk, hogy a rang a linearisan fliggetlen egyenletek
maximalis szaméat adja.

Homogén linearis egyenletrendszer megoldasainak tere. Tekintsiink
egy tetszbleges homogén linearis egyenletrendszert. Egyiitthatomatri-
xat jelolje A. Mint a 2.36. tételben lattuk, ez biztosan megoldhato, és
a megoldasok halmazaban a nullvektor benne van. Mit mondhatunk a
megoldasok halmazarol, ha tobb megoldasa is van a homogén egyenlet-
rendszernek? Igaz a kovetkezd allitas:

2.38. ALLITAS: MEGOLDASOK LINEARIS KOMBINACIOJA. Tetsz6leges
homogén lineéris egyenletrendszer megoldésainak barmely linearis kom-
binacioja megoldas.

BizonyiTAs. Elég az Allitdst két megoldasra bizonyitani. Jeldlje aj,
as,...,a, az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak oszlopvektorait. Le-
gyen x = (x1,Z2,...,%,) 8y = (Y1,Y2, - - ., Yn) két tetszbleges megoldas,
azaz,

ajry +asxs+...+a,x, =0

a1y +agys + ...+ ayy, =0,

és ¢, d legyen két tetszGleges skalar. Megmutatjuk, hogy ekkor cx + dy is
megoldas, ugyanis

ai(cey +dyr) +as(ze +dy2) + ... + ap(czy, + dyn) =

(cajxy + dajyr) + (cagxs + dagys) + ... + (capx, + da,y,) =
clajzy +agwe + ... +apey,) +d(ajyr + asye + ... + anyn) =
0+0=0.

azaz cx + dy is megoldas. Ez bizonyitja allitasunkat. |

Az, hogy vektorok egy H halmaza olyan, hogy a H-beli vektorokbol
képzett linearis kombinaciok is mind H-ban vannak, azzal ekvivalens,
hogy barmely H-beli vektor skalarszorosa és barmely két H-beli vektor
osszege is H-beli (1d. a 2.3.1. feladatot). Masként fogalmazva: a vektorok
skalarral valé szorzasa és vektorok 6sszege nem vezet ki H-bol.

Az R™ tér ilyen tipust részhalmazai igen fontosak. Példaul a sik-
ban egy origon atmend egyenes vektorai (az egyenes pontjaiba mutato
helyvektorok) ilyenek. Hasonloképp, a térben barmely origon dtmend sik
vagy egyenes vektorai ilyenek. Ez vezet a kivetkezd definicidhoz.

2.39. DEFINICIO: ALTER. Az R"™ tér vektorainak olyan részhalmazat,
mely zart a vektorok skalarral valé szorzasanak és a vektorok Osszegének
miiveletére, az R" alterének nevezziik.

A paragrafus elején leirtak szerint tehat igaz a kovetkezd fontos allités:

MEGOLDASOK ALTERE. Egy n-valtozés homogén linearis egyenletrend-
szer megoldashalmaza alteret alkot R™-ben.

Ezt a teret szokas nulltérnek nevezni, illetve az A egyiitthatomatrixa
homogén lineéris egyenletrendszer megoldasainak terét az A méatrix null-
terének.

Késébb meg fogjuk mutatni, hogy R? alterei az alabbiak:

1. a zérusvektorbol all6 egyelemi halmaz,

2. egy origdn atmend egyenes Osszes vektora,

3. a sik Gsszes vektora.
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R? alterei:

1. a zérusvektorbdl allo egyelemi halmaz,

2. egy origbn atmend egyenes Osszes vektora,

3. egy origédn atmend sik Gsszes vektora,

4. a tér Osszes vektora.

Mivel egy egyetlen n-ismeretlenes egyenletbsl all6 egyenletrendszer
megoldashalmaza egy R™-beli hipersik, ezért az origon d4tmend hipersikok
is alterek.

A homogén linearis egyenletrendszer 0sszes megoldasat néhany vektor
linearis kombinaciojaként allitottuk el6. A megoldasok alterét tehat ,,ge-
neréalja” vagy mas szoval ,kifesziti” néhany megoldasvektor. Erre utal a
kovetkez6 definicio. Az, hogy az altér szot a definicioban hasznalhatjuk,
az azt kovetd allitas bizonyitja.

2.40. DEFINICIO: KIFESZITETT ALTER. A vy, vo,..., vi € R™ vekto-
rok 0sszes
C1V1 +Cova + ...+ CpVE

alaku linearis kombinaciojat a vy, vo,..., vi vektorok altal kifeszitett
altérnek nevezzik, és span(vy, va, ..., vg)-val jeloljik. Képletben:
span(vy,va,...,vi) ={cvi+cava+ ...+ exvi e, .. ,0 ER YL

Valoban, az elnevezés jogos:

2.41. ALLITAS: A KIFESZITETT ALTER ALTER. A Vi, Vo,..., Vi €
R™ vektorok altal kifeszitett span(vy, va, ..., vy) vektorhalmaz R™ egy
altere.

BizoNYITAS. Be kell latni, hogy span(vy, va, ..., vi) barmely vektoranak

skalarszorosa és barmely két vektoranak Gsszege is ide tartozik. Legyen
u=cvy+cvo+...+cpVe, 68 v=divy +dove + ... +dpvi

a span(vy, va, ..., Vi) két tetsz6leges vektora, és legyen x € R tetszoleges
valés. Ekkor

xu = (xc1)vy + (xea)va + ... + (zeg) vy € span(vy, va, ..., Vi),
és
u+v = (c1+dy)vi+(catdo)ve+... 4 (ck+da)vi € span(vy, va, ..., V).

2.42. PELDA: NULLTER. Hatarozzuk meg az

1 2 1
1 2 3
3 6 7

co W N

1
1
3

matrix nullterét. Keressiink olyan vektorokat (véges sokat), melyek kife-
szitik e teret!

MEGOLDAS. Az adott matrix a 2.17. példabeli homogén lineéris egyenlet-
rendszer egyiitthatoméatrixa. A homogén linearis egyenletrendszer meg-
oldashalmaza épp a nulltér vektoraiboél allo halmaz. A nulltér vektorai
tehat

1 —23—%t—u -2 —% -1
To s 1 0 0
z3| = —1t =s| Ol +t|—5|+u|l 0]
T4 t 0 1 0
T5 u 0 0 1

alakba irhatok, amibdl leolvashato, hogy e teret harom vektor fesziti ki.ll



(a) Egy térbeli egyenes, rajta egy
pont x¢ jeloléssel
(b) Egy térbeli sik, rajta egy pont xo
jeloléssel

2.7. &bra. (a) Egy héaromismeretle-
nes inhomogén lineéris egyenletrend-
szer megoldashalmaza, ha az Altala-
nos megoldas egyparaméteres; (b) Egy
hiromiemeretlenes inhomooén lineiaric
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A kifeszitett altér fogalma kapcsan tobb elgondolkodtatd kérdés is
folmeriil:
1. Igaz-e hogy minden altér kifeszitett altér?
2. Mitdl fiigg, hogy egy alteret hany vektor feszit ki, és mennyi a lehets
legkevesebb vektor, mely kifesziti?
3. Hogyan kaphatdé meg egy alteret kifeszité minimalis szamu vektor-
halmaz?
4. Az inhomogén egyenletrendszer megoldasai is alteret alkotnak?
E kérdések tobbségével a kiovetkezs fejezetben foglalkozunk, most
azonban megvalaszoljuk az utols6 kérdést.

Az inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasainak tere. Az in-
homogén linearis egyenletrendszer megoldasai nem alkotnak alteret. Leg-
egyszeriibben ez onnan latszik, hogy a zérusvektor minden altérnek eleme,
viszont egyetlen inhomogén egyenletrendszernek sem megoldasa! Ugyan-
akkor az inhomogén lineéris egyenletrendszer és a homogén részének meg-
oldasai kozt van egy igen fontos kapcsolat.

2.43. TETEL: HOMOGEN ES INHOMOGEN EGYENLETRENDSZER MEG-
OLDASAI. Az inhomogén lineéris [A|b] méatrixi egyenletrendszer alta-
lanos megoldasa megkaphaté tgy, hogy egy partikularis megoldasahoz
hozzédadjuk a hozza tartozdé homogén [A|0] méatrixi egyenletrendszer
altalanos megoldasat.

inhomogén inhomogén egy homogén

altalanos = partikularis + altalanos

megoldasa megoldasa megoldasa
B1ZONYITAS. Legyen x = (21, 22,...,%,) az inhomogén egy partikularis

megoldasa, és jeldlje aj, as,...,a, az A oszlopvektorait, H a homogén,
I az inhomogén egyenletrendszer altaldnos megoldésat. Megmutatjuk,
hogy x + H = I, ahol a bal oldali 6sszeadast elemenként értjiik.

x + H C I: Meg kell mutatnunk, hogy ha x-hoz adjuk a H egy
tetsz6leges y = (Y1, Y2, .- ., Yn) € H elemét, az inhomogén egy megoldasat
kapjuk. Valéban, x, illetve y eleget tesz az

ajr, +asry + ... +a,z, = b, illetve

ajyr +asye + ...+ any, =0
egyenletnek. Ebbdl

aj(xy +y1) +az(ze +y1) + ... Fau(z, +y1) =
(a1m1 +asTa + ... +anTyn) + (A1y1 + a2y2 + ... + anYn) =
b+0=h,

tehat x+y megoldasa az inhomogén egyenletrendszernek, azaz x+y € I.

x+ H 2 I: Meg kell mutatnunk, hogy ha z az inhomogén egy tetszs-
leges megoldéasa, azaz z € I, akkor talalhatoé olyany € H, hogy z = x+Yy.
Valéban, az y = z — x megteszi, mert

31(21 — 931) —|—a2(22 — 1‘1) + ... —|—an(zn — 1‘1) =
(alzl +agzo + ...+ anzn) — (alxl +asro + ...+ anxn) =
b—b=0,

azaz z —x € H. Ezzel kész a bizonyitas. |

E tétel azt jelenti, hogy ugyan az inhomogén lineéris egyenletrendszer
megoldasainak halmaza nem altér, de egy altér eltoldsdval megkaphato.
Az ilyen halmazokat affin altereknek nevezziik.
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Egyiitthatomatrix sor- és oszloptere. Az A egyiitthatématrixta egyen-
letrendszerrdl mind A sor-, mind oszlopvektorai sokat mondanak.

A maésodik geometriai modell leirdsaban lattuk a 49. oldalon, hogy
az [A|b] bévitett matrixt egyenletrendszer pontosan akkor oldhato meg,
ha b el6all az A oszlopvektorainak linearis kombinaciojaként! Masként
fogalmazva, az egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg, ha b benne
van az A oszlopvektorai altal kifeszitett altérben.

Az A sorvektorai is érdekes tulajdonsiggal rendelkeznek. Egy line4-
ris egyenletrendszer minden egyenletének bal oldala az egyiitthatomatrix
egy sorvektoranak és a megoldésvektornak a skaldris szorzata. Ha az
egyenletrendszer homogén, akkor e skalaris szorzat mindegyike 0, tehat
a megoldasvektor merdleges az egyiitthatomatrix minden sorvektorara.

2.44. DEFINICIO: SORTER, OSZLOPTER. Egy métrix sorvektorai altal
kifeszitett alteret sortérnek, az oszlopvektorok altal kifeszitett alteret
oszloptérnek nevezziik.

2.45. PELDA: KIFESZITETT ALTER VEKTORAI. Hatérozzuk meg, hogy
az vi = (1,0,1,2), v = (—1,2,-2,1) és vz = (1,1,1,1) vektorok altal
kifeszitett altérnek eleme-e a u = (—1,2, —3,6) vektor! Ha igen, adjunk
meg egy ezt bizonyit6é linearis kombinaciot is! Mutassuk meg, hogy a
w = (—1,2,—3,4) vektor nem eleme az altérnek?

MEGOLDAS. Olyan x1, z2, x3 valosokat keresiink, melyekkel z1vy+zovo+
x3vs = u fennall. Ez egy négy egyenletbdl allo egyenletrendszerrel ekvi-
valens, melynek bévitett méatrixa a vy, va, vy és u vektorokbol all. Az
egyenletrendszer egyilitthatoméatrixat 1épcsés alakra hozva kapjuk, hogy

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
0 2 1 2 0 10 2
1 =21 =37 1o o0 1 —2|°
2 11 6 0 00 0

amibdl (z1, x2, x3) = (3,2, —2).

A masik kérdésre a valaszt az adja, hogy u helyett w-vel szamolva
olyan egyenletrendszert kapunk, melynek nincs megoldésa, tehat w valo-
ban nincs benne a megadott altérben. |

2.46. PELDA: VEKTOROKRA MEROLEGES ALTER. Hatarozzuk meg az
osszes olyan vektort R%-ben, mely meréleges a vi = (1,0,1,2) és vy =
(—1,2,-2,1) vektorok mindegyikére!

MEGOLDAS. Olyan x vektort keresiink, melyre vi-x = 0 és vo-x = 0. Ezt
koordinatakkal felirva két egyenletet kapunk, melynek egyiitthatoméatrixa
és annak lépcsGs alakja a kovetkezd:

1 0 12$10 1 2
-1 2 -2 1 0 2 -1 3)°

amibdl x = (—s — 2t, (s — 3t)/2, s,t), azaz

-1 -2
. 1/2 —3/2
X =S5 1 +t 0 .
0 1

A megoldas tehat két vektor altal kifeszitett altér Gsszes vektora. |



FEJEZET 2. LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK 68

Bizonyitasok. 2. barmely H-beli vektor tetszdleges skalarszorosa, és
1°* Mutassuk meg, hogy tetszGleges H C R"™ vektorhal- barmely két H-beli vektor 6sszege H-ban van.

mazra a kovetkezd két allitas ekvivalens: 2° Mutassuk meg, hogy a vi,vs,...,vi € R™ vektorok

1. barmely véges sok H-beli vektor barmely linearis mindegyikére merdleges vektorok alteret alkotnak R™-
kombinéci6ja H-ban van; ben!
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2.4. Kikiiszobolés a gyakorlatban

E szakaszban a Gauss- és Gauss — Jordan-kikiiszobolés gyakorlati alkal-
mazasaiban fontos kérdéseket vizsgdalunk. Mennyi a kilonbézd vdltozatok
muveletigénye? Mennyire megbizhaté a végeredmény, ha ismerjik be-
meneti adataink pontossigdt? Hogyan csokkenthetd a szamitdsok kozben
fellépd hibdk nagysdga?

A kikiisz6bolés miiveletigénye. Ahhoz, hogy a linearis egyenletrend-
szerek kiilonb6z6 megoldési modszereit Gssze tudjuk hasonlitani, azt is
tudnunk kell, mennyi a mtveletigényiik. Szokés az algoritmusok miive-
letigényét flopban mérni (flop = floating point operation), ahol 1 flop
egy lebegdpontos alapmiiveletet jelent (+, —, * vagy /). A processzo-
rok sebességét gyakran az egy masodperc alatt elvégzett flopok szamaval
mérik (itt a flops a floating point operation per second réviditése). Mi-
vel a szorzas (osztas) processzorideje bizonyos gépeken hosszabb lehet
az Osszeadasénal (kivonasénal), ezért kiilon fogjuk szamolni e mtiveletek
szamat.

Ha egy algoritmus miiveletigénye a feladat méretének egy polinomja,
altaldban elég a legmagasabb foku tagot figyelni, ugyanis egy algoritmus
miiveletigénye csak nagyobb méret esetén kezd érdekes lenni, a méret
névekedtével pedig az alacsonyabb foku tagok részesedése a polinom ér-
tékébdl elenyészik. Precizen fogalmazva ennek oka, hogy tetszéleges k-nal
kisebb foku p(x) polinomra

lim nk—|—7£)(n) =1.
n—oo n

2.47. PELDA: FLOP ES FLOPS. Egy algoritmus mtiveletigénye n méreti
bemenet esetén n3 + 1000n, egy masiké n® — 100n? flop. Milyen gyorsan
futnak le e programok egy 10 gigaflops sebességii gépen, ha n = 100007
MEGOLDAS. 10gigaflops = 10-10°flops, n3+1000n = (10*)34-1000(10%) =
10'2 + 107, n® — 100n? = (10%)3 — 100(10%)% = 102 — 1019, vagyis a két
futasi ids (102 + 107)/10'° = 100.001, illetve (1012 — 1019)/10'° = 99
masodperc. |

2.48. TETEL: A KIKUSZOBOLES MUVELETIGENYE. A Gauss- és a
Gauss —Jordan-modszer miiveletigénye egy n-ismeretlenes, n egyenlet-
bdl all6 egyenletrendszer esetén egyarant

n3 n2 3

5n n n
— + — — = O§sszeadas/kivonas, — 4+ n? — — szorzas/osztas.
3 2 6 / 3 3 /

azaz 0Osszesen

2
§n3 + gnz — gnﬂop,

azaz jo kozelitéssel 2n3 /3 flop.

Bi1zoNYITAS. El6szor felelevenitiink két elemi Gsszefiiggést, amire a bizo-
nyitasban sziikség van:

1 1)(2 1
1424+ ... +n= %’ 124924 .. . 4n2= n(n 4+ )6( n+ )
A Gauss-moddszernél a f64tlo alatti elemek eliminalasahoz %n?’ —1n 8ssze-
adas és %n?’ + % 2_ %n szorzas sziikséges. A visszahelyettesités §n2 — %n

Osszeadasbol és %nz + %n szorzasbol all. Ha a Gauss —Jordan-modszernél

a f64atlo alatti elemek kikiiszobolése mellett a f6atlo elemeit is 1-re valtoz-

tatjuk, az gn’® — in Ssszeadds mellett %ng + %nQ + &n szorzas sziikséges.
A f6atlo feletti elemek eliminélasahoz 5712 — 5n Osszeadds és ugyanennyi

szorzas kell. A szamitasok részletezését az olvasora bizzuk. [ |
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Numerikusan instabil egyenletrendszerek. A gyakorlati feladatokban
gyakran mérési eredményekkel, igy nem pontos adatokkal dolgozunk.
Oldjuk meg a kévetkezs egyenletrendszert!

6.73x — 8.97y = 5.61
4.792 — 6.39y = 3.99

Az egyenletrendszer megoldasa: x = 1.5, y = 0.5. Az els6 egyenletben az
x egylitthatojat Gjra mérjiik, és masodszorra egy szazaddal kevesebbnek,
6.72-nek adodik. Oldjuk meg ezt az egyenletrendszert is! Az eredmény
meglep6 moédon nagyon messze van az el6z6t6l: x ~ —2.26, y ~ —2.32.
Ujabb mérés az y egyiitthatojat —8.96-nak mutatja. E két egyiitthato egy
szazaddal valé6 megvaltozasa utan a megoldas messze van mindkét el6z6
eredménytél: x ~ 4.35, y ~ 2.64. Ha végiil az els6 egyenlet konstans
tagjat is megvaltoztatjuk egy szazaddal 5.62-re, akkor = ~ 7.21, y ~ 4.78
lesz az eredmény, ha pedig 5.60-ra, akkor — csemegeként — ismét a kerek
x = 1.5, y = 0.5 értékeket kapjuk. Ilyen megbizhatatlan eredményekkel
a gyakorlatban semmit nem lehet kezdeni!

A fenti egyenletrendszeren — tovabb valtoztatva az egyiitthatokat, de
mindegyiket legfoljebb egy szézaddal — az is elérhetd, hogy végtelen sok
megoldasa legyen:

6.72x — 8.96y = 5.60

4.80z — 6.40y = 4.00

ugyanis itt a két egyenlet egymés konstansszorosa. Ha pedig a mésodik
egyenlet konstans tagjat visszairjuk 3.99-re, egy ellentmondd egyenlet-
rendszert kapunk.

NUMERIKUSAN INSTABIL EGYENLETRENDSZER. Az olyan egyenletrend-
szert, melyben az egyiitthatok vagy a konstans tagok kis valtozasa a
megoldasban nagy valtozast okoz, numerikusan instabilnak vagy rosszul
kondiciondltnak nevezzik. Egyébként numerikusan stabil, illetve jol
kondiciondlt egyenletrendszerrdl beszéliink.

Vilagos, hogy a fentiek nem preciz matematikai fogalmak. Késébb preci-
zen definidlva szammal fogjuk mérni a kondicionaltsag fokat, de azt, hogy
egy adott egyenletrendszer megoldéasai elfogadhatoak-e vagy nem, csak a
feladat dontheti el.

A numerikus instabilitds okat szemlélteti a ??. abra. Kétvaltozos
egyenletrendszerek esetén, ha a két egyenes grafikonja ,kozel” van egy-
méshoz, azaz majdnem egybe esnek, akkor kis valtozésok az egyeneseken
messze vihetik a metszéspontot, de parhuzamossa is tehetik a két egye-
nest.

Ha a gyakorlatban numerikusan instabil egyenletrendszerrel talélko-
zunk, vizsgaljuk meg, hogy az egyenleteink kozti ,majdnem” lineéris
OsszefiiggGség mogott nem valddi linearis Osszefliggdség van-e kis mérési
hibaval.

A lebegb6pontos szamabrazolas. Tudjuk, hogy minden valés szam fol-
irhato tizedestort alakban. Ha a szam racionélis, azaz folirhaté két egész
szam hényadosaként, akkor a tizedes tort alak véges vagy végtelen pe-
riodikus. Az irraciondlis szamok tizedes tort alakja mindig végtelen sok
szamjegybdl all. Véges tizedes tort alakkal — marpedig a szamitégépek
csak ilyenek kezelésére képesek — a végtelen tizedestorteket csak koze-
liteni tudjuk. A lebegGpontos szamabrazolas alapotlete az, hogy egy
tizhatvannyal valé szorzassal minden szam ,gértékes jegyeit” a tizedes
ponthoz képest azonos helyre ,toljuk” (odalebegtetjiik). A szamok tu-
domanyos vagy exponencialis jelolésének normalt alakjaban ez a hely az
els6 értékes (nem nulla) szdm utdn van. Példdul 0.123 = 1.23 - 1071,
0.000321 = 3.21 - 10~%, 123000 = 1.23 - 10°, .321 - 10* = 3.21 - 103.
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A szamrendszer alapja nem csak 10 lehet. Legyen b egy 1-nél na-
gyobb egész. Megmutathato, hogy minden valds ¢ szam felirhat6 b alapa
szamrendszerben, azaz

+apay...ak.Gp41 ... Gn - - -

alakban, ahol a; egész, ag # 0 és 0 < a; < b—1. Ha b = 2, akkor
a; lehetséges értékei 0 és 1, ha b = 10, akkor a; csak a 0,1,...,9 jegyek
valamelyike lehet. A félreértés elkeriilésére a szamrendszer alapjat a szam
utan alsé indexbe lehet irni. Pl. 1011015 egy kettes, mig 1011013 egy
harmas szamrendszerbeli szamot jelol. A ¢ szam b alapu fenti felirdsa azt
jelenti, hogy

1 1
CZiaobk—l—albk_l+"'+akb0+ak+15+"'+ak+nb7+---

Péld4aul a kettes szamrendszerbeli 1001.1015 szam értéke

1 1 1 1 5
1001101 =1-23 +1+1- =4+ 1-— =4+1+ -4 - =9= = 9.625.
001.101, FlFlgHl gz =441+ 5+ 2=92 =962
2.49. DEFINICIO: LEBEGOPONTOS SZAMOK. A b-alapu, p-jegyt (vagy
p értékes jegyt, p pontossagi) lebegdpontos szdmok kozé tartozik a 0,
valamint a
(—1)8(10.0.1(12 s Qp—1 - be,

alaku szamok, ahol s értéke 0 vagy 1 aszerint, hogy pozitiv vagy negativ
szamrol van sz6, ag # 0, és 0 < a; < b— 1 minden ¢ = 0,1,...,p—1
indexre. E szam értéke

1 1 1
(1) (ao +a1g +a2b_2 +"'+ap—1bp__1> .

A reprezentacio teljes leirasdhoz b és p értéke mellett ismerniink kell e
maximélis és minimalis értékét (emax, €min)-

2.50. PELDA: LEBEGOPONTOS SZAMOK ERTEKE. Adjuk meg az alabbi
lebegGpontos binaris szamok értékét tizes szdmrendszerben:

1.001-2% 0.111-2%, 0.11-272.

MEGOLDAS. 1.0015-2' = 10.01y = 2+ 1 = 2.25, 1.11, - 23 = 1110, = 14,

1.13-27% = 0.00115 = § + 15 = 15 = 0.1875. |

2.51. PELDA: LEBEGOPONTOS SZAMOK HALMAZA. Mely szamok abra-
zolhatok a b = 2, p = 3, —1 < e < 1 paramétert lebeg&pontos szamokkal?

MEGOLDAS. Az adott paraméterd lebegGpontos szamok halmaza — ki-

hasznalva, hogy ap nem lehet 0, tehat értéke csak 1 lehet — a kdvetkezs:

{i(1+%+%)-26:a1,a2 értéke 0 vagy 1, —1§e§1}u{o}.

Tehat a halmaz pozitiv elemei — jelezve e értékét is:

1537 . 537 9 5 3 7

27874787 7472747 727 72'

——— ———
e=—1 e=0 e=1

E szamok tizedestort alakban folirva:
.5,.625,.75,.875,1,1.25,1.5,1.75,2,2.5, 3, 3.5.

A szamok eloszlasat mutatja a 2.8. abra. |



IEEE 75/ a lebegSpontos aritmetika
nemzetkozi szabvanya, melynek szdm-
talan hardver- és szoftverimplementa-
cidja van. 1985-6s valtozata még csak
binaris szamébrazolast definialt, 2008-
as valtozata mar a decimélis szaméb-
razolast is. Az IEEE 754-2008 6t alap-
formatumot ismer: 32, 64 és 128 bi-
tes binaris (mas néven single, double,
quad), valamint 64 és 128 bites deci-
malis (double, quad) abrazolast. Eze-
ken kivill abrazolja a —0-t (pl. a O-
hoz valé balrol tartas jelzésére), szub-
normalis (azaz bizonyos, az alulcsor-
dulés tartomanyaba es§ szamokat), a
két végtelent (400, —o0), és két nem-
szamot (NaN = not a number). A
szabvany el6irja tobb aritmetikai mii-
velet, Otféle kerekitési szabaly és 6t ki-
vétel kezelés megvalositasat (érvényte-
len miivelet, pl. negativ szambol gyok-
vonas, 0-val osztés, tulcsordulas, alul-
csordulas, nem egzakt eredmény jel-
zése).

> a=1; b=c=1.5%x10"(—16);
> a+(b+c)==(atb)+c
ans = 0

2.10. programkéd. Haa=1,b=c=
1.5-107'%, akkor a processzor aritme-
tika szerint a + (b + ¢) # (a + b) + c.
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2.8. abra. Lebeg&pontos szamok b =2, ¢t =3, —1 < e < 1 esetén.

A lebeg6pontos és a valos szamok kozott az fl fiiggvény létesit kapcso-
latot (fl a floating point kifejezésbdl). Legyen xz = ag.a1az ... ap—16p. .. -
10¢ egy tetszsleges pozitiv valos szam. Az x szam p értékes jegyre valo
kozelitése

ﬂ(x) _ ap.a1a2 ...0p—1 ° 10¢ ha 0 < ap < 5,
(ao.a1a2 coap_1+ 10;,%1) -10° ha 5 <a, <9,

vagyis ha az a, 5-nél kisebb, lefelé, egyébként folfelé kerekitiink. Az
x — fl(x) leképezést kerekitésnek is nevezik. A valdsok kerekitési sza-
balya mas, 10-t8l kiillonb6zs alap esetén is hasonloan definidlhaté. A
szamitogépek a kerekitésnek mas modjat is ismerik és hasznéljak.

A modern szamitogépek nagy részében a processzor az IEEE 754 szab-
vany szerint kezeli a lebegSpontos szamokat (1d. a széljegyzetet).

Miiveletek lebegSpontos szamokkal. Jelolje o a négy alapmiivelet va-
lamelyikét, és F a lebeg6pontos szamok egy halmazat. A lebeg&pontos
szamok kozti miiveletek eredménye négy csoportba sorolhato:

1. zoy € F, azaz az eredmény pontos;
2. z oy nem F-beli, de F-belire kerekithetd;

3. |z oy| nagyobb minden F-belire kerekithetd szamnal: ezt nevezziik
tilcsorduldsnak;

4. |z o y| kisebb minden F-belire kerekithet§ pozitiv szamnal: ezt ne-
vezzik alulcsorduldsnak;

Amikor a szamitogép Kkiirja a szamokat tizes szamrendszerbeli kere-
kitést végez, ha viszont kettes szdmrendszerben szamol, az eredményt

kettes szamrendszerben kerekiti. Erre mutatunk egy leegyszertisitett pél-
dat.

2.52. PELDA: ALAPMUVELETEK LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL. A fenti
négy eset mindegyikére keresslink példat a 2.51. példabeli lebeg&pontos

abrazolas szamaival. Vigyazzunk, itt nem a tizes szdmrendszerben kell
kerekiteni!

[\eI[9N}

MEGOLDAS. Pontos az eredménye példaul az 1+ % % vagy az 1- % =

S

miveleteknek, kerekithet6 az eredménye a % . % = 55 = .65625 ~ .625 =
g, vagy % : % = % : % = g ~ .85714 ~ 875 = %. A kerekitéseket ugy

végezziik, hogy mindig a legkozelebb es6 lebeg&pontos szdmra kerekitiink.

Tilesordul példaul a %—i—g =6¢ésa —% % = —% miivelet, mig alulcsordul
a —% : % = —i mivelet. Ez utobbi 0-ra kerekithets e szaméabrazolasban.ll

Szemléltetésiil abrazoljuk az el6bbi példa szamtartomanyait:
Mint lattuk, altalaban

fi(z +y) # fl(z) + fi(y), és fi(zy) # fi(x) fl(y).

A lebeg6pontos aritmetikdban tobb azonossag sem all fonn, példaul az
asszociativitas, azaz ha x, y és z egy lebeg6pontos szdmabrazolas szamai,
altalaban

A(fl(z +y) + 2) # Az + Ay + 2)).

Egy valodi példa lathatd a széljegyzetben.
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tulcsordulés pontos alulcsordulas  kerekithetd tilcsordulés
by >
—4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4

2.9. 4bra. A kerekithets, a pontos, az alul- és tulcsordulé szamhalmazok
lebeg&pontos szamabrazoléas esetén b = 2, t = 3, —1 < e < 1 paraméterek
mellett. A 0 pontos érték, az alulcsordulé szamok — feladattol fliggGen —
kerekithet6k O-ra.

Részleges féelemkivalasztas. A kovetkezd példakban csak tizes szam-
rendszerbeli aritmetikat hasznalunk. A szamitasokat tugy kell elvégezni,
hogy az adott pontossdgnak megfelel6en minden részeredményt p értékes
jegyre kerekitiink.

2.53. PELDA: GAUSS-MODSZER LEBEGOPONTOS SZAMOKKAL. Oldjuk
meg az alabbi — numerikusan stabil — egyenletrendszert pontosan, majd
3 értékes jegy pontossaggal szamolva.

1072 4+y=2
z—y=0

MEGOLDAS. Pontosan szamolva

107 1|2 $:210'5: 10-* 1 2
1 —11]0 0 —1-10* | —2-10%
amib6l az eredmény ©z = y = 12:10;4. Igazolhato, hogy az egyenletrend-

szer numerikusan stabil, ami azt jelenti, hogy példaul 10~* helyébe 0-t
helyettesitve, vagyis kicsit valtoztatva egy egyiitthatot, a kapott

0 1 |2
1 -1]0

egyenletrendszer megoldasa csak kicsit kiilonbozik az el6z6t6l: © =y = 2.
Végezziik most el a Gauss-kikiiszobolést 3 értékes jeggyel szamolva:

2 ]N {10—4 1

107% 1 ]2 Sz—é);sl 10~4 1
—2.10* 0 —10*

1 =110 0 —-1-10*

ahol a kozelitésnél a fi(—1—10%) = —10* sszefiiggést hasznaltuk. Az gy
kapott egyenletrendszernek viszont = 0, y = 2 a megoldasa, ami nagyon
messze van az eredeti egyenletrendszer megoldasatol! Most végezziink egy
apro valtoztatast: elGszor cseréljiik fel a két egyenletet!

o] 1 -1]0
21710 1 |2

amelynek megoldasa r = y = 2, ami nagyon kozel van a pontos megol-
déashoz! m

1 -110 szfg%l 1 -1
1074 1 |2 0 1+10°%

Mi az oka a két megoldas kozti kiilonbségnek, és fel tudnank-e hasz-
nélni minél jobb megoldas megtalalasaban?

Mindkét megoldasban az elsé egyenlet konstansszorosat hozzaadtuk
a masodik egyenlethez, de az els§ esetben a kisebb, a mésodikban az
els6 oszlop nagyobb elemét valasztottuk f&elemnek. Amikor a kiseb-
bet valasztottuk, akkor az els6 sort egy kis szadmmal osztottuk, vagyis

2
—2.10%

|\
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repciprokival — egy nagy szammal — szoroztuk, és ezt adtuk a mésodik
sorhoz. A nagy szdmmal valo beszorzas kovetkeztében a masodik egyen-
let egytitthatoéit ,elnyomték” e nagy szdmok, nagyon megvaltoztatva az
egyenletet, aminek kovetkeztében a megoldasok is nagyon megvaltoztak!
A fi(—1-10%) = —10* kerekités hatésa, vagyis a —1 ,eltiintetése”, ekviva-
lens azzal, mintha az eredeti egyenletrendszer helyett a kovetkez&t kéne
megoldani:

107 12

[ 1 0 O] '

Es ennek valoban z = 0, y = 2 a megoldasa! Amikor viszont az elsé
oszlop nagyobbik elemét vélasztottuk f6elemnek, a sort egy kis szammal
kellett beszorozni, és ezt hozzaadni a masik sorhoz, vagyis kerekitéskor az
eredeti egyenlet egyiitthatéi megmaradtak, az egyenletrendszer kevésbé
torzult. Ennek alapjan megfogalmazunk egy fontos szabalyt.

RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS (RESZLEGES PIVOTALAS). A Gauss-
féle kikiiszobolési eljaras soran, lebegépontos adatokkal dolgozva min-
den oszlopban a szébajohetd elemek koziil — sorcserék segitségével —
mindig a legnagyobb abszolut értékit valasszuk fGelemnek!

Bizonyos — a gyakorlatban ritkan el6fordulé — esetekben jobb eredmény
kaphato a teljes féelemkivdlasztds modszerével. Ekkor f6elemnek az Gsszes
még hatralévs elem abszolut értékben legnagyobbikat valasztjuk. Itt osz-
lopcserékre is sziikség van, és miveletigényesebb is ez az eljaras, ezért
ritkdn alkalmazzak.

2.54. PELDA: RESZLEGES FOELEMKIVALASZTAS. Részleges fGelemkiva-
lasztassal hozzuk lépcsSs alakra az alabbi méatrixot!

1.8 30 30 3.7 75
72 36 48 24 1.2
36 32 36 62 78
24 54 52 26 5.2

MEGOLDAS. Az els6 oszlop legnagyobb eleme a méasodik sorban van, igy
az els6 és a masodik sor cseréjével kezdiink:

(72 3.6 48 24 12] 275/ 72 36 48 24 1.2]

53—51/2
S8, 1.8 3.0 3.0 3.7 7.5 S4—:S§/3 00 21 18 31 72
36 32 36 62 7.8 00 14 12 50 7.2
124 54 52 26 52 0.0 42 36 1.8 4.38]
7.2 36 48 24 12] o o . [72 36 48 24 1.2]

Si—S; (0.0 4.2 3.6 1.8 4.8 Si—S./2 [0.0 4.2 3.6 1.8 4.8
=

0.0 14 12 50 7.2 0.0 0.0 0.0 22 438
100 21 1.8 3.1 7.2 0.0 00 0.0 44 56|
(7.2 3.6 48 24 1.2 72 3.6 48 24 1.2]
S35, 0.0 4.2 3.6 18 438 S4;S§/2 0.0 42 36 18 438
0.0 00 00 44 56 0.0 0.0 0.0 44 56
100 00 00 22 438 0.0 0.0 0.0 0.0 20|

Skalazas. A részleges fGelemkivalasztasban mindig az oszlop legnagyobb
elemét valasztottuk. Nem lehet egy elemet nagyobba tenni, és ezzel az
egész modszert elrontani ugy, hogy egy sorat egyszertien beszorozzuk?
2.55. PELDA: SOR SZORZASA. A 2.53. példaban szorozzuk meg az els6é
egyenletet 10°-nel, azaz a kisebb elembdl csinaljunk nagyot, és ezt az
egyenletrendszert is oldjuk meg részleges f6elemkivélasztéassal.

10z + 10%y = 2-10°
rT—  y= 0



Lebeg6pontos szamok.

1° Fogalmazzuk meg a 2-es szamrendszerre vonatkozé ke-
rekitési szabalyt! Szamitsuk ki a 2.52. példa megolda-
saban szereplé miiveleteket a kettes szdmrendszerben és
kerekitsiik az eredményeket e szabaly szerint.

2° Az alabbi két interaktiv programkod kiszamitja a
39999 n21+n Osszeget két kiilonbozs sorrendben, de a
két eredmény kiilonbozik, és csak a masodik j6. Va-

(Elemi fiiggvénytanbol tudjuk, hogy a

fenti Osszeg un. teleszkdposszeg, mert atalakitas utén a

jon miért?

széls6 tagokat kivéve minden tag kiesik: > =

29999 1 1 =1—
n=1 n n+1 -
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MEGOLDAS. Egy egyenlet beszorzasa egy nemzérus szdmmal ekvivalens

4
atalakitas, igy ennek az egyenletrendszernek is x = y = 12_&_11%4 a pontos
megoldasa. Ha 3 értékes jegyre szamolunk, és alkalmazzuk a részleges

f6elemkivalasztéas modszerét, akkor ismét rossz eredményt kapunk:

10 10° | 2-10° S22105) 10 10° 2-10°1 _[to=* 1
1 -1 0 0 —-1-10*|—-2-10* " | 0 —10%
amibdl x =0 és y = 2. |

Hasonloképp zavart okozhat az egyilitthatométrix egy oszlopanak be-
szorzéasa is, ami az egyenletrendszeren példaul ugy valosithaté meg, ha
egyik valtozo mértékegységét megvaltoztatjuk. (Ha példaul a korabban
kilométerben meghatarozott ismeretlent milliméterben keressiik, egytitt-
hat6jat minden egyenletben 10%-nal kell osztani.)

Az egyiitthatok ilyen ,egyenetlenségeib6l” szarmazo szamitasi hibak
csOkkentésére a kovetkezs gyakorlati modszer ajanlhato:

SKALAZAS. A kovetkezs két skalazasi szabaly kovetése a tapasztalatok
szerint a gyakorlati feladatok nagy részében nagyon jo eredményt ad a
részleges fGelemkivalasztassal egyiitt alkalmazva:

1. Oszlopok skdldzdsa: Valasszunk a feladatban szereplé mennyisé-
geknek természetes mértékegységet, ezzel altalaban elkeriilheték az
egyiitthatok kozti tetemes nagysagrendi kiilonbségek. Ezen kiviil
nincs sziikség az oszlopok elemeinek beszorzasara.

2. Sorok skdldzdsa: Az egyenletrendszer [A|b] bdvitett matrixdnak
minden sorat osszuk el az A egyiitthatomatrix adott sorbeli legna-
gyobb abszolut értékid elemével. Igy A minden soranak 1 a legna-
gyobb eleme.

Nem ismeretes olyan modszer, mely a lebeg&pontos dbrazolas korlatai
mellett hatékonyan megtalalna a lehets legpontosabb eredményt. Az el-
mélet és a tapasztalatok alapjan stirt, nem tilzottan nagy méretii egyen-
letrendszerekre a skalazott féelem kivalasztasos Gauss-modszer ajanl-
hato. A ritka egyenletrendszerekkel a kovetkezs szakasz foglalkozik.

format long

sl = 0;

for n = 1:9999

sl =s1 + (1/(n"2+4n));

end

sl

1 = 0.999900000000001
s2 = 0;

for n = 9999:—-1:1

s2 =82 + (1/(n"2+4n));
end

s2

= 0.999900000000000

VVVVVaVVVYVVYV

9999 1

n=1 n24n s2

2
—2.10%

|
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2.5. Iterativ médszerek

A Gauss-mddszer nagyméretd mdtrizon a sok elemi sormdvelet kdzben
vétett kerekitési, szamdbrdzoldsi hiba folytdn néha rossz eredményre ve-
zet. Az itt targyalandd iterdcios mddszerek kézben az egyiitthatomdtrizon
nem vdltoztatunk, igy a szdmitdsi hibdk sem halmozddnak. Rdaddsul e
mddszerek a ritka mdtrizokat sem ,rontjdk el”, mint a Gauss-mddszer,
mely sok zérust ir folil.

Iterativ médszerek. E szakaszban csak olyan egyenletrendszerekkel fog-
lalkozunk, melyek n-ismeretlenesek és n egyenletbdl allnak, tehat melyek
egyltthatoméatrixa négyzetes.

Az iterativ modszerek lényege, hogy olyan

X0y X1yeoo 3 Xfyoo-

vektorsorozatot generalunk, mely az adott egyenletrendszer megoldas-
vektorahoz konvergal. Els6 pillanatra meglepének tiinhet egy végtelen
sorozat generalasaval keresni a megoldast, de mivel szamitésaink eleve
csak véges pontossigiak, gyakran igen kevés lépésben elérhetjiik a meg-
kivant pontossiagot. Réadasul a kerekitési hibak még gyorsithatjak is a
konvergencia gyorsasagat.

A kiindulasi pont — a matematika tobb maés teriiletén is gylimolcs6zé
modszer — a fixpontkeresés. Ennek lényegét egy egyvaltozos fliggvény
példajan mutatjuk be. Legyen f egy minden valos helyen értelmezett
fliggvény, mely barmely két a és b pontot két olyan pontba visz, melyek
tavolsaga a és b tavolsdganak legfoljebb a fele. Képletben:

£ (b) = f(a)|

<
b—al

50) ~ F@)] < 5l —al, aza :
Ez azt jelenti, hogy f Osszes kiilonbségi hanyadosa legfeljebb 1/2. A
sokkal altalanosabban megfogalmazhaté Banach-féle fixpont tétel szerint
ekkor egyetlen olyan z* pont létezik, hogy z* = f(z*), és ez megkaphato
agy, hogy egy tetszGleges xy pontbdl kiindulva képezziik az

Lo, T1 = f(wo), T2 = f(:zcl),..., Trt+1 = f(ivkz)7~-
sorozatot, és vessziik a hatarértékét. Ekkor

Tzt = klirrolo Tp-
A ?7. dbra szemlélteti a fenti allitast. Az 1/2-es szorzo kicserélhetd tet-
sz6leges 0 és 1 kozé es6 konstansra.

A Banach fixponttétel konnyen szemléltethet6 hétkéznapi moédon: kép-
zeljiik el, hogy egy nagyobb gumilapot néhanyan kérbeallva egy kerek
asztal tetején széthtuznak az asztal széléig, majd (most jon a leképezés!)
visszaengedik eredeti allapotaba. Ekkor igaz az, hogy az asztalon ponto-
san egy olyan pont van, mely f6l6tt a gumilap helyben marad. E pont
megkaphat6, ha kivalasztunk az asztalon egy tetszéleges Py pontot, és
megnézzik, hogy a kinyujtott gumilap e folotti pontja Gsszehtizodaskor
hova ugrik, legyen ez a P; pont az asztalon. A kinyudjtott gumilap Py
folotti pontja Gsszehuzodaskor az P, pont f6lé ugrik, stb. Az igy kapott
pontsorozat a fixponthoz konvergal.

Jacobi-iteracié. Az el6z6 paragrafusban leirtakat kovetve megprobaljuk
az egyenletrendszert dtrendezni tgy, hogy az x = f(x) alaku legyen, ahol
X jeloli az ismeretlenek vektorat.
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2.56. PELDA: JACOBI-ITERACIO. Oldjuk meg a

dr— y= 2
20 — 5y = —8

egyenletrendszert, majd hozzuk x = f(x) alakra, és egy tetszsleges xg
vektorbol indulva végezziink az xi+1 = f(x)) formulaval iteraciot. Sza-
moljunk 3 tizedes pontossaggal. Hova tart az igy kapott vektorsorozat?

MEGOLDAS. Az egyenletrendszert kikiiszoboléssel megoldva kapjuk, hogy
x = (1,2) az egyetlen megoldas.

Hozzuk az egyenletrendszert x = f(x), azaz |3 ] = f([3]) alakra. Erre
tobb lehetsség is adodik. Ezek koziil talan az a legkézenfekvsbb, hogy az
els6 egyenletbdl az x-et, a masodikbol y-t kifejezziik:

y+2
4
_ 22+38

¥=73

Valasszunk egy x¢ vektort tetszélegesen, legyen pl. xo = (0,0), azaz © =

y = 0. A fenti képletekbe helyettesitve kapjuk, hogy x; = (0127 O'g—s) =
(0.5,1.6). A tovabbi értékeket egy tablazatban adjuk meg:
X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

z 0 05 09 095 099 0.995 0999 1.000 1.000
y 0 16 1.8 196 198 1.996 1.998 2.000 2.000

E példa esetén tehat a végtelen sorozat konvergensnek mutatkozott, de
a kerekitési hiba folytan véges sok lépés utan megtalalta a konvergencia-
pontot. |

Az altalanos eset hasonloan irhaté le. Tegyiik fel, hogy az

a11x1 + a12X9 + ...+ ALy = b1

a21%1 + Ao9%o + ...+ aonx, = b

Ap1T1 + Ao + ... + GpnTn = by,

egyenletrendszer egyértelmiien megoldhaté és f6atlojanak minden eleme
kiilonbozik 0-tol. A Jacobi-iterdcio menete tehat a kovetkezs. A k-adik
egyenletbdl fejezziik ki az xj valtozot:

1
T1 = 7(b1 — 1272 — ... = A1n—-1Tp—-1 — alnl"n)
a1
1
T2 = *(52 — a2171 — .. = 02 p—-1Tp-1 — a2n$n)
a22
(2.7)
1
Tp = (bn —Ap1T1 — Ap2T2 — ... — Ap n—-1Ln—1 )
ann
Valasszunk az ismeretlenek x = (1, 2, . .., €, ) vektoranak egy xo kezds-

érteket, pl. legyen xg = (0,0,...,0). A (2.7) egyenletrendszer jobb olda-
laba helyettesitsiik be xg koordinatéinak értékeét, a bal oldal adja x; koor-
dinatait. Ezt a lépést ismételjiik meg, generalva az xs, X3,. . . vektorokat
addig, mig el nem érjiik a megfelel§ pontosségot.
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Gauss — Seidel-iteracié. A Jacobi-iteracio gyorsasagan konnyen javitha-
tunk, ha a (2.7) egy egyenletének jobb oldalaba valo behelyettesités utan a
bal oldalon kapott valtozo értékét azonnal folhasznaljuk, nem varunk vele
a ciklus végéig. Ezt a modositott algoritmust nevezziikk Gauss—Seidel-
iterdcionak.

2.57. PELDA: GAUSS— SEIDEL-ITERACIO. Oldjuk meg a

dr— y= 2
20 — 5y = —8

egyenletrendszert Gauss—Seidel-iteracioval.

MEGOLDAS. Itt is, mint a Jacobi-iteracional az

_y+2
4
_ 2z +38
V=75
egyenleteket hasznaljuk, de mig a Jacobi-iteracional xo = (0,0) kez-
déérték utén az x = 012 = %, y = % = % értékek kovetkeztek, a
Gauss — Seidel-iteracional a mésodik egyenletben 0 helyett mar az elsé
egyenletben kiszdmolt x = 5 értéket helyettesitjik, azaz y = 25+8 = 9

A tovabbi értékeket egy tablazatban adjuk meg de gy, hogy Jelezzuk a
kiszamitas sorrendjét:

X0 X1 X2 X3 X4

z 0 05 0.95 0.995 1.000
y 0 1.8 1.98 1.998 2.000

Hasonlitsuk Ossze az eredményt a Jacobi iteracional készitett téablazat-
tal. |

Mindkét iteracio a 2-ismeretlenes esetben jol szemléltethets. A 77. és
a ?7. dbra

Az iteraciok konvergenciaja. A fenti példakbol nem latszik, hogy vajon
a Jacobi- és a Gauss —Seidel-iteraciok mindig konvergalnak-e.

2.58. PELDA: DIVERGENS ITERACIO. Oldjuk meg Jacobi- és Gauss—
Seidel-iteracioval a kovetkezs egyenletrendszert:

T—y=2
20—y =5
MEGOLDAS. Alakitsuk at az egyenletrendszert:

r= y-+2
y=2x—5

El6szor probalkozzunk Jacobi-iteracidval:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

z 0 2 -3 1 -9 -1 -21 -5 -45
y 0 -5 -1 -11 -3 -23 -7 -47 -15

Ugy tiinik, nem konvergens a vektorsorozat, mint ahogy nem ttinik annak
a Gauss — Seidel-iteraciéonal sem:
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X0 X1 X2 X3 X4
z 0 2 1 -1 -5 -13
y O -1 -3 -7 -15 -31
A divergencia leolvashato az iteracidkat szemléltetd abrakrol is! |

2.59. DEFINICIO: SORONKENT DOMINANS FOATLOJU MATRIX. Azt
mondjuk, hogy az n x n-es A matrix soronként (szigorian) domindns
féatloval rendelkezik, vagy soronként (szigorian) domindns fédtldji, ha
a f6atlo minden eleme abszolat értékben nagyobb a soraban 1évé tobbi
elem abszolut értékeinek Gsszegénél, azaz képletben

lai1] > lata] + ...+ a1 p—1| +  |a1n]
|a22| > |a21| -+ ... |a27n,1| - |a2n|
lan—1n-1] > |an—11] + |an—1,2| + ... +[an—1,nl

|a,m| > |an1| =F |0,n2| + ...+ |an,n_1|

Hasonlb6an definialhaté az oszloponként dominans f6atloju méatrix is.

2.60. PELDA: SORONKENT DOMINANS FOATLOJU MATRIXOK. Az alabbi
matrixok soronként dominéans fgatlojaak:

1 .25 .25 .25

2 1 -0 12 2.0 0 25 1 .25 .25
0 1|’ 110 =3, 10 =3 01, 25 25 1 .25
-1 =2 10 0 0 -5 ' : '

25 .25 25 1

Az aldbbi matrixok nem soronként dominans f6atlojuak, de sorcserékkel
azzé tehetsk:

25 .25 25 1

0 1 -1 =210 0 =3 0 1 25 25 .25
2 1| 10120, 10000 =5, 25 25 1 .25
1 10 -3 2 0 0 ' : '

25 1 .25 25

Az alabbi egyenletrendszer egyiitthatématrixa soronként dominans féat-
loju:

dr— y= 11

2x — by = —17

2.61. TETEL: ELEGSEGES FELTETEL AZ ITERACIOK KONVERGENCIA-
JARA. Ha az n egyenletbdl allo6 n-ismeretlenes egyenletrendszer egytitt-
hatomatrixa soronként dominéns f64tloja, akkor barmely indul6vektor
esetén a Jacobi- és a Gauss—Seidel-iteracio is konvergens.

E tételt nem bizonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a tételbeli feltétel nem
sziikséges, csak elégséges, azaz olyan egyenletrendszeren is konvergens
lehet valamelyik iteraci6, melynek nem dominéns {6atloju az egyiittha-
toméatrixa. Hasonlo tétel igaz oszloponként dominans f6atloju egyiittha-
tomatrixok esetén is.

A dominans f6atloju matrixokon a Gauss—Seidel-iteracié sosem las-
sabb, mint a Jacobi-iteracio, s6t, gyakran érezhetGen gyorsabb. Az vi-
szont el6fordulhat, hogy a Gauss— Seidel-iteracié divergens, mig a Jacobi-
iteracio konvergens (1d. 2.5.2. feladat).

A gyakorlatban ezeknek az iterdcioknak kiilonb6z6, hatékonyabb javi-
tasait hasznaljak. E téméban az olvasé figyelmébe ajanljuk a ,numerikus
modszerek” témaban irt konyveket, web-oldalakat.
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Jacobi-iteracio.
1° Oldjuk meg a
dr— y= 8
2x — by = -5
egyenletrendszert Jacobi-iteracioval!
majd 4 értékes jegyre!

Szamoljunk 3,

Legyen xo = (0,0). Az iteraci6 képletei:
R + 8 2z 45
T YT
Az iteracio lépéseinek tablazata 3 értékes jeggyel szamolva:

X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6
z 0 2 225 245 248 250 250
y O 1 180 1.90 1.98 1.99 2.00

Az iteracio lépéseinek tablazata 4 értékes jeggyel szamolva:

1. Egy tablazatban megadjuk mindkét vonat tavolsa-
gat az indulési helylikt6l km-ben mérve azokban
a pillanatokban, amikor a légy épp a B vonattal

talalkozik.

(zo,y0) (z1,91) (72,92) (23,¥s3)
x: tavolsag A-tol 0 40 48 49.6
y: tavolsag B-t6l 0 80 96 99.2

Szamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopat!

2. Milyen messze van A varos B-t6l, ha a légy sebes-
sége 200 km /h?

3. Most egy masik tdblazatban megadjuk annak a vo-
natnak a tavolsdgat az indulasi helyétsl, amelyik
épp talalkozik a léggyel:

Yo X1 Y1 T2 Y2 T3 Y3

Xo X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 x: tavolsdg A-t6l 30 46 49.2
x 0 2 225 245 2475 2495 2498 2500 2.5 y: tavolsag B-t6l 0 80 96 99.2
y 0 1 1.80 190 1.980 1.990 1.998 1.999 2.0

Vegyes feladatok.

2" Jacobi-iteracio konvergal, Gauss—Seidel-iteracié nem.
Irjunk programot annak az allitisnak az ellendrzésére,
hogy a

T + z2=0
—x +5/6y =0
r+ 2y—3z=1

egyenletrendszeren a Jacobi-iterdcié konvergal, a

Gauss — Seidel-iteracié nem.

3° Gauss-eliminacié dominans f6atléji matrixon. Bizonyit-
suk be, hogy ha az A matrix {6atloja soronként domi-
néns, akkor végrehajthaté rajta a féelemkivalasztésos
Gauss-eliminaci6 sorcsere nélkiil!

4° Az iteraciok szemléltetése. A A varosbol elindul egy A
jelid vonat a B véaros felé, vele egyidében a B varosbol
egy B jeli A fele. A B vonat indulésaval egyidében a
B vonat orrarol elindul egy légy is A felé, de amint ta-
lalkozik az A vonattal megfordul, és addig repiil, mig a
B vonattal nem talalkozik, amikor ismét megfordul, stb.
Mindharmuk sebessége konstans, de a légy sebessége na-
gyobb mindkét vonaténal.

Széamitsuk ki a tablazat egy-két tovabbi oszlopat!

4. Milyen messze van A varos B-t6l, ha a légy sebes-
sége 200 km /h?

5. Mi koze van e feladatnak a Jacobi- és a Gauss—
Seidel-iteraciohoz?

A Jacobi-iteraci6 szerinti moédon, a vonatok valamelyikének
és a légynek a k-adik talalkozasabol kiszamitva a k + 1-
edik talalkozasra jellemz§ tavolsagokat, az zr1 = ayr + b,
Yk+1 = cyi +d egyenletekre jutunk. Az els6 tablazat adatait
behelyettesitve, és a, b, ¢ és d értékre megoldva az

Projektfeladatok.

5° Intervallum aritmetika.

6" Lemez hdeloszlasanak kozelitese. Képzeljiink el egy le-
mezt, melynek bizonyos pontokban — mondjuk egy kép-
zeletben a lemezre rajzolt récs pontjaiban — ismerjiik
kezdeti héeloszlasat. Tegyiik fel, hogy a lemez hatéarolo
éleit alland6 hémérsékleten tartjuk. A feladat: megha-
tarozni, hogy hogyan valtozik meg a lemez h&eloszlasa?
29922222277777
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A kovetkezd példaban az elektromos aramkordket, mint folyamokat
vizsgaljuk. Egyszeri fizikai magyarazata van annak, hogy a csomoéponti
torvény az elektromos aramkorokre is fonnall. Szokas e torvényt Kir-
choff I. térvényének is nevezni. A tovabbiakhoz folelevenitjiik Kirchhoff
torvényeit, és az Ohm-térvényt.

KIRCHHOFF I. TORVENYE (CSOMOPONTI TORVENY). Egy elektromos
aramkor barmely elagazasi pontjaban a befolyé dramok Osszege meg-
egyezik az onnan elfoly6é aramok Gsszegével.

KIRCHHOFF II. TORVENYE (HUROKTORVENY). Béarmely zart aram-
hurokban a hurok valamely iranyitasara nézve elGjeles részfesziiltségek
Osszege zérus.

OHM-TORVENY. Valamely vezetében az elektromos dram erdssége (1)
egyenesen aranyos a vezeték két vége kozti elektromos potencialkiilonb-
séggel (U), azaz e két mennyiség hanyadosa konstans. Ez az anyagra
jellemzd ellenallas. Képletben:

U
R_T'

Kémiai reakciok egyensilyi egyenlete. Egy zart rendszerben végbe-
mend kémiai reakcidk soran a rendszerben 1év6 kémiai alkot6elemek mennyi-
sége nem valtozik. Igy felirhato mindig egy olyan egyenlet — ezt nevezziik
reakcid egyenletnek, melynek bal oldalan a reakciok elején jelen 1évs ve-
gyiiletek, jobb oldalan az eredményiil kapott vegyiiletek szerepelnek olyan
egyiitthatokkal megszorozva, melyek a vegyiiletek mennyiségét fejezik ki.

2.62. PELDA: REAKCIO EGYENLET. A hidrogén-peroxid (H20O2) bom-
lékony anyag, mely vizre (HpO) és oxigénre (Og) bomlik. Keressiik
meg azokat a legkisebb x1, xo és w3 pozitiv egész szamokat, melyek
leirjak a reakcioban résztvevs vegyliletek mennyiségét, azaz keressiik a
r1H309 = 25H20 4 2305 egyenletben szerepls ismeretlenek legkisebb
pozitiv egész megoldasait.

MEGOLDAS. A hidrogén (H) és oxigén (O) atomok mennyisége a reakcid
egyenlet mindkét oldalan megegyezik, ami két egyenletet ad:

H: 2.@1 = 2$2

O: 2x9= x9+ 213

Egy oldalra rendezziik a valtozokat:

H: 2%1—2.%2 =0

(2.8)
O: To — 223 =0

majd megoldjuk e homogén lineéris egyenletrendszert:
2 -2 0 N 1 -1 0 N 1 0 -2
0o 1 =2 0 1 =2 0 1 -—-2|°

Igy x3 = s valasztassal a megoldas o = 2s, 21 = 2s, azaz (21,72, 23) =
(2s,2s,s). A legkisebb pozitiv egész megoldast s = 1 adja: 2Hy09 =
QHQO + 02. |

Egy kémiai reakcio egyenletének az anyagmennyiségre vonatkozd meg-
maradési elv mellett az elektromos toltés megmaradasat is ki kell fejez-
nie. Ha a reakcidegyenletben toltések is szerepelnek, ezekre is folirhatod
egy egyenlet.



Sztéchiometria: a kémiai reakcidk so-
ran tapasztalhatoé tomeg- és térfogat-
viszonyok torvényszertiségeivel foglal-
kozik (az alapanyag és mérték jelen-
tést gordg sztoicheidén és metron sza-
vakbol).
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A fenti egyenletrendszer egyiitthatématrixahoz hasonléan szokas ké-
miai reakcio(k) formulamdtrizdt vagy atommdtrizdt megkonstrudlni. Eb-
ben a sorok a kémiai elemeknek, illetve egy sor a toltéseknek, az oszlopok
a vegylileteknek felelnek meg. Pl. az el6z6 egyenletben szerepls vegyiile-
tekhez tartozo formulamatrix:

Hy02 Hy0 Oo
H 2 2 0
(@) 2 1 2

Ha t6bb reakcio is lezajlik egy folyamatban, az Gsszes a folyamatban
szerepls vegyiiletre folirhato egy atommatrix. Ennek rangja hozzasegit
a folyamatban jatszodo fiiggetlen reakciok szaméanak meghatarozasahoz
(??7. oldal). A formulamatrix arra is alkalmas, hogy segitségével reakcio
egyenleteket irjunk fel.

Ha mar ismerjiik egy folyamatban lejatsz6do reakciokat, a koztiik 1évs
linearis kapcsolatot a sztochiometriai mdtrix segitségével irhatjuk le. En-
nek minden oszlopa egy reakciéhoz, minden sora egy, a reakcidkban sze-
repl6 valamelyik vegyiilethez tartozik. Az i-edik sorban, j-edik oszlopban
allo szam a 0-ra rendezett j-edik reakcié egyenletben az i-edik vegyiilet
mennyisége. A szokas az, hogy az egyenlet bal oldalan szerepls egyiitt-
hatokatat szorozzuk —1-gyel.

2.63. PELDA: FORMULAMATRIX, SZTOCHIOMETRIAI MATRIX. A szén-

(1) HyCO3 =HCO; +HT

(2) HCO; = CO;™ +H*
Irjuk fel e reakci6 formula matrixat és sztochiometriai matrixat! Haté-
rozzuk meg mindketts rangjat!

MEGOLDAS. A formulaméatrix

H,CO3; HCO; Ht CO3~

H: 2 1 1 0
C: 1 1 0 1
O: 3 3 0 3
q: 0 -1 1 —2

Ennek utolsé sora a toltések szaméat mutatja, melyet g-val jeloltiink. Re-
dukalt 1épcsés alakja:

10 1 -1
01 -1 2
0o 0 o0}’
00 0 O

V@ .

H,CO3 -1 0 01

HCO; 1 —1 redukalt lépcsss alakja

H* 1 1 00
0 0

co:~ 0 1

Rangja ennek is 2. |
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2.64. PELDA: BRUTTO REAKCIO. Egy tobb reakciobol allo folyamatban
az alabbi brutté reakciot mérték:

5BrO; + 2H' = Bry + 3BrO; + H,0O

E reakciéban a kovetkezd elemi reakciok mehetnek végbe:

(1) BrO; + HBrO; = BrO; + BrOH
(2) BrO; + HT = HBrO,

(3) BrO; + Hy0, = BrO35 + H,O
(4) 2BrOH = Bro, + H>O

Melyik elemi reakcionak hanyszor kell végbemennie a brutté reakcioban?

MEGOLDAS. Irjuk fel az elemi reakciok sztochometriai matrixat elGszor
fejlécekkel, majd anélkiil. Jel6lje e matrixot A:

1 @ 6) @ ' .

BrO; -1 -1 -1 0 _01 j _01 8
HY 0 -1 0 0

0 0 0 1

Br, 0 0 0 1 L0 1 0

Brog 1 0 1 0 A=|. , |

H,O 0 0 1 0 11 0 0

HBrO, -1 1 0 0 i1 0 o0 -9

BrOH 1 0 0 -2 0 0 -1 0

H,0, 0 0 -1 1 - -

Majd irjuk fel a brutté reakciéra ugyanezeket. Az oszlopmétrixot, mint
vektort jelolje b:

brutto 5]
BrO5 -5 _9
Ht -2 1
BI’Q 1 3
BrOg 3 b= 1
H>O 1 0
HBI“OQ 0 0
BrOH 0 0
H,0, 0 - -

A feladat tehat az, hogy allitsuk el6 ez utébbi oszlopvektort az elébbi
matrix oszlopainak linearis kombinécidjaként! Ez pontosan azt jelenti,
hogy oldjuk meg az A egyiitthatoji és b jobb oldali egyenletrendszert.
A bovitett méatrix redukalt 1épcsds alakja:

100 0 2
0100 2
00101
00011
0000 0
00000
00000
000 0 0

ahonnan a megoldas (2,2,1,1), azaz 2a; + 2a; + ag + a4 = b. A fel-
adat nyelvén: az els6 és masodik reakcio kétszer, a harmadik és negyedik
reakci6 egyszer hajtodik végre a brutto reakcié soran. |

E paragrafus anyaga részben a [2, 3] miivekre épiil, amelyekben to-
vabbi ismeretek és feladatok talalhatoak.
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Kifestd.

Véges linearis 777,

Kémiai reakcié egyenletek.

7° zHCIO4 + yP4010 = uH3PO,4 4+ vCly 07
zCasP2 + yH20 = uPH3 4+ vCa(OH)a.

(‘T7 y7 u7 U) = (127 17 47 6)

(3:7 y, u7 /l}) = (17 67 3, 2)'

Yo dddddddddddddddds
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Az egyszertliség kedvéért jeloljon Xq, Xo,... kiilonbozs ké-
miai vegyiileteket, Zi, Z1,... reakcidéegyenleteket. Példaul
tekintsiik a kovetkezs képzeletbeli rendszert:

Z1 : 2321 — 2&32 = 0

Zz: m2—2x3:0Z3 2$2—2$3=0

2277222227227277
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