3. fejezet

Matrixok

Az el6z6 fejezetben a matrixokat csak egyszert jelolésnek tekintettiik,
mely az egyenletrendszer egyiitthatéinak tarolasara, és az egyenletrend-
szer megoldasa kozbeni szamitasok egyszeriisitésére valo. E fejezetben
el6szor a szamok kozti miiveleteket kiterjesztjiik szamtablazatokra, majd
ezeket atiiltetjliik matrixokra, és megvizsgaljuk algebrai tulajdonsagaikat.
E miiveletek segitségével ujra vizsgaljuk az egyenletrendszerek megold-
hatosaganak és a megoldasok kiszamitasanak kérdését. Végiil megvizs-
galunk tobb érdekes alkalmazast.

3.1. Bevezetés: miiveletek tablazatokkal

A wvalds szdmok kézti miveletek természetes madon kiterjeszthetdk tabld-
zatok kézti miveletekre.

Tablazatok. Tablazatokkal nap, mint nap taldlkozunk. Fogalmét nem
fogjuk precizen definidlni. Szamszerd adatok attekinthets Gsszefoglalé-
sara val6. Hasznalatuk kikeriilhetetlen a legegyszertibb gazdasagi adatok
kezelésében, igy minden irodai szoftvercsomag tartalmaz tablazatkezelst,
de a gazdasidgtudomanyi, mérnoki vagy természettudomanyos kozlemé-
nyekben is nélkiil6zhetetlen eszkoz.

E fejezetben olyan téablazatokkal fogunk foglalkozni, melyekben a tég-
lalap alakban, sorokba és oszlopokba elrendezett szamok minden sora
el6tt, és minden oszlopa folott van egy fejléc, melyben az adott sor, il-
letve oszlop adatait jellemz6 valamely informécié all. A maéatixra tehat
gy is tekinthetiink, mint amelyet egy olyan absztrakcié soran kapunk a
tablazatbol, melyben azt megfosztjuk fejléceitdl, az adatokbol pedig csak
a szamokat rizziik meg, azok jelentésétsl, mértékegységétdl eltekintiink.

Tablazatok Gsszeadasa. A kerti asztalon 3 alma van. Réesik a féarol
még 2 alma. Az almék szaméanak meghatarozasahoz az Osszeadés mive-
letét hasznaljuk. Az asztalon vendégséghez megteritve két gyiimolcskosar
van, benniik zo6ld és piros alma és sz6l6. Szamukat két tabldzatban fog-
lalhatjuk Gssze. Miutan az egyik koséar tartalmat a mésikba ontottiik, a
gyiimolesok szaméat konnyen kiszamoljuk a két tablazatbol. Példaul:

z0ld piros z6ld piros z6ld piros

(db) (db) N (db) (db) (db) (db)
alma 3 2 alma 2 2 B alma 5 4
sz0616 2 1 sz0l16 0 1 sz016 2 2

80
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Azonos meéretti, azonos fejlécii tablazatok Gsszeadasanak egy lehetséges
modja az, ha az azonos pozicidiban 1évE elemek Gsszeadésaval képezziik
az Osszeget.

Tablazat szorzasa szammal. Az asztalon 2 alma van. Ha szamukat
megharomszorozzuk, Gsszeszorzunk egy mértékegység nélkiili szamot (3)
egy mértékegységgel rendelkezovel (2 darab). Ezt megtehetjiik egy kosar
egész tartalmaval is:

zold piros zold piros
5 (db)  (db) (db)  (db)
alma 3 2 "~ alma 9 6
sz616 2 1 sz016 6 3

Tablazatok szorzasa. Egy adag (e példaban a tovabbiakban mindig 10
dkg) alma energiatartalma 30kcal. Mennyi 5 adag energiatartalma. A
valaszt ismét szorzassal kapjuk meg, de most mindkét mennyiség mér-
tékegységgel is rendelkezik:

keal
A 150 keal.
adag

5adag - 30

T6bb gylimélesbdl (alma, banan, narancs) tobbféle (A, B, C) gyiimolcssa-
latat készitiink, és a szénhidrat- és energiatartalmukat szeretnénk Ossze-
hasonlitani. Két tablazatot készitiink, egyikbe a gylimolcssalatak Ossze-
tételét, a masikba az OsszetevSk szénhidrat- és energiatartalmat irjuk.
Mindkét tablazatban a sorokba keriilnek azok a tételek, melyek Osszeté-
telét /Osszetevdit részletezziik, az oszlopokba pedig az Gsszetevik.

Alma Banan Narancs Szénhidrat Energia
(adag) (adag) (adag) (g/adag) (kcal/adag)

A 5 1 4 Alma 7 30
B 4 4 2 Banan 24 105
C 4 2 4 Narancs 8 40

Els6 pillanatban furcsanak tiing szamitasokat kell végezniink, ha meg
akarjuk tudni az A salata energiatartalmat:
kecal kcal

keal
5adag - 30 = 1adag - 105 oy 4 adag - 40
adag adag adag

= 415 kcal,

vagyis az els6 tablazat egy soranak és a mésodik tablazat egy oszlopanak
kellett a skalaris szorzatat venni. Végezziik el e szamitasokat mindharom
gylimolcssalata szénhidrat és energiatartalmara is, és az eredményt ismét
egy olyan tablazatba tegyiik, melynek soraiba a részletezendd tételek (A,
B, C salata), oszlopaiba a tartalmi dsszetevsk (szénhidrat-, energiatarta-
lom) keriiljenek.

Szénhidrat  Energia

(g)  (keal)
A 91 415
B 140 620
C 108 490

Az attekinthetség kedvéért a két Osszeszorzandd maéatrixot és az ered-
ményt ugy helyezziik el, hogy az elvégzett miiveletek jobban kévethetGek
legyenek. Az A salata energiatartalméat kiemeljiik:
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Szénhidrat Energia

(g/adag) (kcal/adag)

Alma 7 30

Banan 24 105

Narancs 8 40

Alma Banan Narancs Szénhidrat Energia
(adag) (adag)  (adag) (s) (keal)
A 5 1 4 A 91 415
B 4 4 2 B 140 620
C 4 2 4 C 108 490

Erdemes megfigyelni, hogy ha csak az A és C gyiimolcssalatakra va-
gyunk kivancsiak, elég az els§ tablazat és a végeredmény masodik sorat
elhagyni, hasonloképp ha csak az energiatartalmat figyeljik, elég a ma-
sodik tablazat és a végeredmény masodik oszlopat megtartani. Az is
latszik, hogy az els6 tablazat oszlopainak és a masodik tablazat sorainak
szdma megegyezik. Altaldban az igaz, hogy (a fejléceket nem szamolva)
egy m X m-es tablazat csak olyan p x k-as tablazattal szorozhato Gssze,
ahol p = n, és az eredmény m x k-as lesz.

Linearis helyettesités. A linearis algebra alapvet fogalmai megfogal-
maghatoéak a linearis helyettesités nyelvén.

3.1. DEFINICIO: LINEARIS HELYETTESITES. Linearis helyettesitésrol
akkor beszéliink, ha valtozok egy halmazat més valtozok konstansszo-
rosainak Osszegeként allitjuk el§, azaz véaltozokat méas valtozok lineéris
kifejezéseivel helyettesitiink.

Példaul
u=x+ y+ 2 r= 0.25p—0.12¢q
h=f+g, v= —9y+2z é s=-045p+2.11q
w = 3z t= — 0.39¢q

harom linearis helyettesités. Tekintsiik a kovetkez§ két linearis helyette-
sitést:

a=5x+ y+4z r= Ts+ 30k
b=4x+4y+2z és y=24s+ 105k (3.1)
c=4x+2y+4z z= 8s+ 40k

Egy néhany sor erejéig a lineéris helyettesitést is tablazatokkal irjuk le.
Az el6z6 két linearis helyettesités tablazatba foglalva:

3.2. PELDA: LINEARIS HELYETTESITESEK KOMPOZICIOJA. Tekintsiik
a (3.1)-ben megadott két linearis helyettesitést! Az els6 majd a masodik
helyettesités egymés utdn valo elvégzése — mas szdéval kompozicidja —
milyen helyettesitéssel egyenértékii, és az linearis-e?

MEGOLDAS. Az a = bx + y + 4z kifejezésben helyettesitsiik z, y és z
helyébe a méasodik linearis helyettesités szerinti kifejezéseket, azaz

a =5z +y+4z = 5(7s 4 30k) + (245 + 105k) + 4(8s + 40k) = 91s + 415k.
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Emeljiik ki pl. k egytitthatdjanak kiszamitasat:

5-30+1-105+4-40 = 415.

Mint latjuk ez az els6 helyettesités tablazata els6 soranak és masodik
tablazat masodik oszlopanak skalaris szorzata. Hasonl6 modon b és c is
kifejezhets s és k segitségével, igy kapjuk, hogy a két linearis helyettesités
egymasutanja ekvivalens a

91s + 415k
b = 140s + 620k
c = 108s + 490k

a =

helyettesitéssel. Ez linearis, hisz a szamolas kdzben linearis kifejezéseket
csak konstanssal szoroztunk, és ezeket adtuk Gssze. Ennek a helyettesi-
tésnek a tablazata

vagyis azt kaptuk, hogy a lineéris helyettesitések kompozicidjanak tabla-
zataik szorzata felel meg. |

1°* Anti, Bori, Cili almét, banant és citromot vesz a pia-
con, a hipermarketben vagy a csarnokban. Ha csak az
ar szamit, melyikiik hol véasaroljon?

alma (kg) banan (kg) citrom (kg)
Anti 2 2 1
Bori 3 2 0.5
Cili 2 1 1
csarnok (Ft) hipermarket (Ft) piac (Ft)
alma 180 100 130
banan 390 420 360
citrom 210 210 230
A két tablazat szorzata:
csarnok  hipermarket  piac

Bori 1425 1245 1225
Cili 960 830 850

rinak a piacon, Cilinek a hipermarketben érdemes vasarol-
nia.

2° Egy f(z,y) kifejezésben elvégezziik az
r=2a+b
y=3a+b
helyettesitést, majd az igy kapott f(2a + b, 3a + b) kife-

jezésben az
a=-—-3s+1
b= 4s—t

(3.3)
(3.4)
helyettesitést. Szamitsuk ki a két helyettesités kom-

poziciojat a helyettesitések végrehajtésaval, és a nekik
megfelel6 tablazatok szorzésaval is, azaz irjuk fel azt a

ekvivalens!

A két helyettesitést elvégezve:

r=2a+b=2(—3s+1)+ (4s —t) = —2s + t,
y=3a+b=3(—3s+1t)+ (4s —t) = —bs + 2t.

A két helyettesités kompozicidja a két helyettesités tablaza-
tanak szorzataval megkaphato:

‘ a b ‘ s t ‘ s t
x |2 1 X a| -3 1=z |-2 1
y |3 1 b 4 -1 y| =5 2

3°* Tegylik fel, hogy egy kifejezésben elvégezziik a kovetkezs
helyettesitést:

T =2a+b+ 6¢
y=4a+b+7c
z=3a+ b+ 6¢

majd azt kdvetSen a kovetkezd helyettesitést:

—s + u (3.5)
b= —3s— 6t + 10u (3.6)
c= s+ t— 2u (3.7)

Hogyan szamithatjuk ki a két helyettesités kompozicio-
jat? Irjuk fel azt a helyettesitést, mely e két helyettesités

A két helyettesités kompozicioja a két helyettesités tabla-
zatanak szorzataval megkaphat6. E szorzatboél az olvashato
le, hogy a kompozicioval kapott helyettesités: x = s, y = t,
z = u. Ez azt jelenti, hogy a két helyettesités valamilyen
értelemben egymas inverze.



A programnyelvekben — ellentétben a
matematikaval — a kisbettivel /nagybe-
ttivel valo jel6lésnek nincs a matrixot
az elemétsl valo megkiilonboztets sze-
repe. A legtébb magasszintd nyelv-
ben az A-val jelolt matrix (informati-
kai szohasznalattal tomb) i-edik sora-
nak j-edik elemét A[i,j] vagy A(d,j)
jeloli. Az alacsonyabb szinti C-tipusa
nyelvekben nincs 2-dimenziés témb, a
matrixot egy olyan 1-dimenziés tomb
reprezentalja, melynek minden eleme
1-dimenzi6s témb, igy A[i] az i-edik
sort, A[i] [j] az i-edik sor j-edik ele-
mét jeloli. A matrix alapi nyelvekben
egy métrix egy sorvektora vagy oszlop-
vektora konnyen kiemelhetd, pl. az A
matrix 2. sorat az A(2,:), 3. oszlopat
a A(:,3) koddal érhetjiik el.
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3.2. Matrixmiiveletek

A madtrizmiveletek definidldsa a tabldzatok miveletei alapjdan magdtdl ér-
tetddd.

Alapfogalmak, jel6lések. Az eddigiek alapjan megfogalmazhatjuk: az
m sorba és n oszlopba rendezett mn darab szam rendszerét m x n-tipusu
madtriznak nevezziik. A méatrixban szerepld szamokat a matrix elemeinek
nevezziik. E megfogalmazas még mindig nem tekinthets preciz definicié-
nak, mert nincs tisztazva, mik is azok a szamok, amik egy méatrix elemei
lehetnek. Egyel6re tekintsiik ugy, hogy mindig egy algebrailag jol defi-
nialhato szamhalmaz elemeit irhatjuk egy métrixba, ennek megfelelGen
fogunk egész elemt, racionélis elemt vagy valos elemd, illetve az egész szé-
mok, a racionalisok, a valésok f6l6tt definidlt matrixrol beszélni. Késébb
ezt is tagitani fogjuk, pl. vizsgalni fogunk szamértéket ado fliggvényekbdsl
4ll6 matrixokat.

A matematikaban elterjedt az a szokés, hogy a maétrixot jelolé nagy
bettivel azonos kis betiik jelolik a méatrix elemeit, tehat A elemei aqq,
ais. ... Az m x n-tipusi

air a2 A1in

a1 a22 e aon
A =

Am1 Am?2 oo Qmn

matrixra szokis még a tomorebb
A = [Gij]lmxn vagy egyszeriien az A = [a;]

jelolést hasznalni.

Mindig az els6 index jeldli a sor, a masodik az oszlop szamat, tehat ass
a 2-dik sor 3-adik oszlop keresztez6désében allo elemet jeloli. Idénként, a
félreérthetdség elkeriilésére a;; helyett a; ;-t irunk (pl. ap p—1). Altalaban
a; jeloli az A matrix j-edik oszlopvektorat, ha csak oszlopvektorokkal
dolgozunk. Ha sor- és oszlopvektorok is egyiitt szerepelnek, az i-edik
sorvektort a;., a j-edik oszlopvektort a,; jeloli dsszhangban az elemek
indexelésével. Ehhez hasonlé jelolést hasznalnak a matrix alapt nyelvek is
(1d. a széljegyzetet). Az A matrix i-edik sorara az (A);., j-edik oszlopara
az (A),j, elemére az (A);; jelolés is hasznélatos.

3.3. PELDA: MATRIXOK ES ELEMEIK. Legyen
1 2 3
C=1|4 5 7
6 8 9

Ekkor

\V]

co3=T,Co=cCia= |5|, c3.=1[6 8 9],

oo

3.4. DEFINICIO: MATRIXOK EGYENLOSEGE. Két maéatrixot akkor te-
kintiink egyenlének, ha azonos tipustiak, és az azonos indext elemek

egyenlGek.
Példaul az
1 2] (1 2
3 4| |3 =



>a=[123
> 4 5 7]
a —

1 2 3
4 5 7
>b = [1 2;3 4]

b =
1 2
3 4

> diag ([1,2,3])

ans —

1 0 0
0 2 0
0 0 3
> a(2,3)
ans = 7
> a(2,:)
ans =
4 5 7
> a(:,3)
ans =
3
7
>v =12 3]
v =
1 2 3

1

2

3
> size (V)
ans =

1 3

> size (w)
ans =

3.1. programkéd. Matrix megadésa,
elemeinek, sorainak és oszlopainak
és azok szdmanak lekérdezése matrix

alapu nyelvekben.
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egyenlGség pontosan akkor all fonn, ha = = 4. Fontos felidézni, hogy
minden vektornak megfeleltethetiink egy sor- vagy oszlopvektor alakba
irt métrixot, azok azonban nem egyenl6k egymassal. Példaul

1

1 2 3]#|2|,
3

mert nem agonos tipusuak, igy el kell donteni, hogy e két matrix ko-
ziil melyik reprezentalja a (1,2,3) vektort. Mint emlitettiik, a modern
matematika legtobb teriiletén alapértelmezésben az oszlopvektorokat ren-
deljiik a vektorokhoz. E konyvben mi is igy tesziink, kivéve a kodelméleti
alkalmazasokat, ahol a kodvektoroknak sorvektorokat feleltetiink meg.

Egy matrix négyzetes, ha sorainak és oszlopainak szdma megegye-
zik. Az A matrix f6atlojanak elemei aqq1, ags, ass,.... Ez nem csak
négyzetes matrixra értelmezhets. Az olyan négyzetes matrixot, melynek
féatlon kiviili elemei mind nullédk, diagondlis mdtriznak nevezzik. Az
ilyen méatrixok egyszert megadaséira a diag fliggvényt hasznaljuk, mely-
nek argumentuméba a f6atlo elemei vannak felsorolva. Példaul

10 0
diag(1,2,3) = [0 2 0
00 3

Gyakran fogunk azonos tipust méatrixokkal dolgozni. Rendszerint az
is fontos, hogy a matrixok elemei ugyanabbol az algebrai strukturabol
valok legyenek. Pl. vizsgéalhatjuk a 3 x 2-es valos matrixok vagy a 4 x 4-
es egész elemi matrixok halmazat.

3.5. DEFINICIO: ADOTT TIPUSU MATRIXOK TERE. Legyen S egy tet-
sz6leges halmaz (altalaban S egy algebrai struktura, pl. S = R, Q, N,
Z...). Az S elemeibdl képzett dsszes m X n-es matrixok halmazat jelolje

SmX’n

Azt mondjuk, hogy S™*™ az S f6lotti m X n tipust mdtrizok tere.

Példaul az [} 2] matrix eleme az N2*2 72x2 Q2*2 R?*? terek mind-
egyikének.

Elemenkénti matrixmiiveletek. TG6bb olyan matrixmiiveletet ismeriink,
melyben a szidmok kozt mar értelmezett miveletet tgy altalanositjuk
matrixokra, hogy azt a matrix vagy métrixok minden elemén végrehajt-
juk. Ilyen pl. a métrixok Osszeadésa és skalarral vald szorzésa.

3.6. DEFINICIO: MATRIXOK OSSZEGE, KULONBSEGE. Az m X n-es ti-
pusti A = [a,;] és B = [b;;] métrixok Osszegén azt az ugyancsak m X n-es
tipust, és A + B-vel jelolt matrixot értjiik, melynek i-edik sordban a
j-edik elem a;; + b;;, ahol i =1,...,m, j =1,...,n. Képletben:

A+B= [aij] T+ [bij] = [ai]‘ == bij]~
Hasonl6an definialhaté A és B kiilonbsége is, azaz A — B := [a;; — b;;].

3.7. PELDA: MATRIXOK OSSZEGE, KULONBSEGE. Ellenérizziik az
alabbi mitveleteket!

I R L B I R S

3.8. DEFINICIO: ZERUSMATRIX. A csupa nullabol 4ll6 matrixokat zé-
rusmétrixoknak nevezziik. Az m X n-es zérusmatrixot O,,x,, mig az
n X n-es négyzetes zérusmatrixot O,, jeloli.



A matrixalapi nyelvekben matrixok
kozotti elemenkénti miivelet definial-
hat6 a miiveleti jel elé tett ponttal. Igy
az A és B matrixok elemenkénti szor-
zata a A .* Bparanccsal kaphato meg.
Eszerint az A .+ B és A + B kodok ek-
vivalensek.
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Tetsz6leges A matrixhoz egy azonos tipusd zérusmatrixot adva A-t ka-
punk, azaz A+ O =0+ A = A.

3.9. DEFINICIO: MATRIX SZORZASA SKALARRAL. Az m X m-es tipusu
A = [a;;] matrix ¢ szammal képzett szorzatan azt az ugyancsak m X n-es
tipust, és cA-val jelolt matrixot értjiik, melyre

cA = cla;j] = [cayj].

Az A matrix ellentettjének azt a —A-val jelolt matrixot nevezziik, melyre
A+(—A) = 0. Konnyen megmutathato, hogy ilyen matrix csak egy van,
nevezetesen —A = (—1)A.

Azonos méretti matrixokon még szamtalan elemenkénti miivelet de-

finidlhato, ezek azonban az alkalmazasokban és a matematikan belil is
lényegesen ritkabban fordulnak eld, ezért nem definidljuk ket és nem ve-
zetiink be rajuk jelolést. Erdekességként mutatunk egy példat egy ilyen
miiveletre.
3.10. PELDA: ELEMENKENTI MATRIXMUVELET A DIGITALIS KEPFEL-
DOLGOZASBAN. Az egészelemi A,,«, matrix reprezentaljon egy m x n
képpontbdl 4ll6 sziirkearnyalatos képet. Minden méatrixelem egy képpont
arnyalatat adja meg a {0, 1, ...k} tartomanybol, ahol 0 a fekete, k a fehér
szinnek felel meg. A hattér fehér, azaz képpontjaihoz a maximalis k ér-
ték van rendelve és més fehér képpont a képen nincs. Legyen B, «, egy
tetsz6leges masik kép azonos moédon reprezentalt matrixa. Konstrualjuk
meg azt a © jellel jelolt miiveletet, amellyel az elemenkénti

AoB:= [aij © bij]

matrixmtvelet az A kép hatterébe masolja a B képet. Képletben:

bij, haay; =k
az‘] @ bz] — 1) ’1] ] )
aij, egyébként.

A megoldéasban hasznalhatjuk a x +— |x| fliggvényt, mely egy x szdmhoz
annak als6 egész részét rendeli.

MEGOLDAS. Ha a a [0, k] intervallumba es§ szam, akkor 0 < a/k < 1, igy
a/k egész része 0 vagy 1. Részletezve |a/k]| pontosan akkor 1, ha a = k,
egyébként 0. Masrészt 1 — |a/k| pontosan akkor 0, ha a = k, egyébként
1. Ezt kihasznélva kénnyen definidlhaté a kivant miivelet:

oso=[2fos 1= [2]e

Igy e miivelettel elemenként definialt A ® B miivelet a kivant eredményt
adja. Két 32 x 24-es maétrixszal szemléltetjiik e miiveletet a margon,
azonban a méatrixokat az altaluk mutatott képpel helyettesitve. |

Matrixok linearis kombinaciéi. A vektorokhoz hasonloan, a skalarral
vald szorzas és az Osszeadas miivelete lehetGvé teszi, hogy matrixokra is
definialjuk a linedris kombindcid, a linedris fliggetlenség és a kifeszitett al-
tér fogalmét. A vektorokra korabban adott definiciok kis valtoztatassal
kimondhatok, ha a vektorok helyébe azonos tipusi matrixokat helyet-
tesitlink, ezért ezt az olvasora bizzuk, de gyakorlasként mutatunk két
egyszerd példat.

3.11. PELDA: MATRIXOK LINEARIS KOMBINACIOJA. Szamitsuk ki az
alabbi két matrix megadott linearis kombinaciojat!

0 1 1 0
212 11 -3 -1 -2
0 -1 -1 0
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MEGOLDAS. El6szor a skalarral valo szorzasokat végezziik el:

0 1 0 2 1 0 -3 0
2 (2 =14 2/, =3|-1 —-2|=] 3 6/,
0 - 0 -2 -1 0 30
majd az Osszeadast:
0 2 -3 0 -3 2
4 24+ 3 6|=| 7 8
0 —2 30 3 -2

A miveletek természetesen elemenként is elvégezhetdk, pl. a masodik sor
els6 eleme igy is megkaphato: 2-2—3-(—1) =7. [

3.12. PELDA: MATRIXOK ALTAL KIFESZITETT ALTER. Jellemezziik az
R2*2 térnek azt az alterét, melyet az alabb megadott A, B és C méatrixok
feszitenek ki! Masként fogalmazva: milyen 6sszefiiggések allnak fonn azon
2 x 2-es valos matrixok elemei kozott, melyek az alabbi métrixok linearis
kombinaciéiként allnak elG?

el mb Y o-f ]

MEGOLDAS. E matrixok 0sszes linearis kombinacioja

_la+b4+c a+c
aA+bB+cC—[ b—|—c}

alakia. Ha egy tetszdleges [ 2] méatrixrol el akarjuk donteni, hogy a fenti

alaku-e, azaz fonnall-e valamely a, b, ¢ ismeretlenekre az

[a-l—b-I-c a—|—c}:[u v}

a b+c w oz

egyenldség, akkor meg kell oldani a méatrixok négy elemére vonatkozo
négy egyenletbdl all6 3-ismeretlenes egyenletrendszert:

a+b+c=u
a +c= v
a =w

b+c= =z

Ha ennek van megoldasa, akkor létezik a megfeleld linearis kombinacio,
tehat az adott [, 5] matrix a kifeszitett térbe esik. Ennek az egyen-
letrendszernek a bévitett matrixat folirva, majd elemi sormiiveletekkel
megoldva a kévetkez6t kapjuk:

1 1 1|u 1 0 0 w 1 0 0 w

1 0 1]|w 0 1 1|lu—w 0 1 1 u—w
10 0|lw |00 1lo—w| |00 1| vouw
01 1|z 0 1 1 z 0 0 0lw+z—u

A lépcsos alakbol leolvashato, hogy ez az egyenletrendszer pontosan akkor
oldhato meg, ha w + z — u = 0. Példaul az [§ 3] matrix ebbe az altérbe
esik. A fenti egyenletrendszer megoldasaval az is megkaphato, hogy mik
a linearis kombinacié egyiitthatéi. Azt kapjuk, hogy a = 3, b = 1 és
c=1. |
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Matrix transzponaltja. A matrixalkalmazasokban gyakran nincs olyan
természetes elv, amely alapjan el lehetne donteni, hogy mely mennyi-
ségeket rendeljiink a sorokhoz, melyeket az oszlopokhoz. Ugyanakkor a
szamitasok kozben ez korantsem mindegy, ezért sziikség lehet a kovetkezé
egyszerd miveletre:

3.13. DEFINICIO: MATRIX TRANSZPONALTJA. Az m X n-es A méatrix
transzponaltjan azt az AT-vel jeldlt n x m-es métrixot értjiik, amelyet
az A sorainak és oszlopainak felcserélésével kapunk. Azaz

AT = [ay]" = [agi)-

3.14. PELDA: MATRIX TRANSZPONALTJA. Az

a=ly. =33 e=f3 i3] p=b 9

maétrixok transzponéaltjai

T T |0 2 T
AT-[1 2, B _[1 3} o =

N = O
Ut W

, DTz[g}.

Matrixszorzas. A tablazatok szorzasanal latott szabalyt kovetjiik a ko-
vetkezd definicioban:

3.15. DEFINICIO: MATRIXOK SZORZASA. Egy m X t-s A és egy t X n-
es B matrix szorzatan azt az AB-vel jelolt m x n-es C métrixot értjiik,
amelynek i-edik soraban és j-edik oszlopéban &ll6 eleme

Cij = ;1b1j + azboj + ..+ @by + ..+ by

A definiciobeli Osszefiiggés tobb modon is kifejezhets. Szummaval

folirva:
t
] — E aikbkj7
k=1

de mondhatjuk azt is, hogy c¢;; az A matrix i-edik sordnak és a B matrix
j-edik oszlopanak skalaris szorzata, azaz

Cij = Ajx - by

Fontos kiemelni, hogy egy m X s-es A és egy t X n-es B métrix csak
akkor szorozhat6 Ossze, ha s = t, és ekkor a szorzat m X n tipusu.

Nyilvanvalo, hogy a szorzas sorrendje fontos. Lehet, hogy az AB szor-
zés elvégezhets, de a BA nem, és lehet, hogy elvégezhetd, de kiilonbo6zé
eredményt kapunk.

3.16. PELDA: MATRIXOK SZORZASA. Legyen

0 1
01 2 0 1
A=2 37B:E 2J’C:k J’
2 1
6 6 -2 -6
o-|% A e[ 5]
Dontsiik el, hogy fénnéllnak-e az AB = BA, BC = CB, CD = DC és
DE = ED egyenlGségek.
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MEGOLDAS. A méretek alapjan a BC szorzat nincs értelmezve, a t&bbi:

6 10 3 4 5

3 2 1
AB=19 8 7 ,BA:[6 5},CB:{3 2 1},
3 45
CD:[_Q _f],Dcz[lz 12],DE:ED:[O _6].

10 1 -2 -3 2 7

Osszefoglalva: AB # BA, mert kiilonbozé tipustak, BC # CB, mert az
egyik oldal nincs értelmezve, CD # DC, ugyan mindkét oldal értelmezve
van és azonos tipusi. Ugyanakkor fennall a DE = ED egyenlGség. Azaz
vannak felcserélhet matrixok, de a matrixszorzas nem felcserélhets (nem
kommutativ) mivelet! [

Mivel a matrixszorzas nem felcserélhetd, ha sziikséges, az ,,A-t balrol
szorozzuk B-vel”, vagy az ,,A-t jobbrol szorozzuk B-vel” kifejezésekkel
tesziink kiilonbséget a BA és az AB szorzatok kozt.

Fontosak azok a matrixszorzatok, amelyekben az egyik métrixnak
csak egy sora vagy oszlopa van, tehat sor- vagy oszlopvektor. Egy 1 x m-
es matrixot, azaz egy sorvektort jobbrol, egy n x 1-es matrixot, azaz egy
oszlopvektort balrol lehet beszorozni egy m x n-es matrixszal. Példaul

1

2ol g =l 2 [ 3] =]

Skalaris szorzat és diadikus szorzat matrixszorzatos alakja. Két osz-
lopvektor nem szorozhaté Gssze, ha 1-nél nagyobb dimenziésak. Viszont
az egyikiik transzponéalasa utan a szorzas elvégezhetd.

Legyen a és b két R™-beli vektor. Az a”b szorzat a két vektor skalaris
szorzatat adja, azaz

a’b=a-b,
ugyanis
b1
by
a’b = [al as ... an] | =a1by +asby + ... +a,b, =a-b.
bn

Ha a maéasodik vektort transzponaljuk, a két vektor lehet kiilonb6z6
dimenzios is.
3.17. DEFINICIO: DIADIKUS SZORZAT. Legyen u € R™, v € R". Az
uv’ szorzatot a két vektor diadikus szorzatdnak, roviden diddnak ne-
vezziik. E szorzat egy m X m-es métrix:

(5% U1v1 U102 ° 00 UL Vnp

T u2 U2V U2V 500 U2UVp
uv: = [v1 vy Un| =

Um, UmV1 Um,UV2 ... Un,Up

Két vektor diadikus szorzatat u ® v jeloli.

3.18. PELDA: SKALARIS ES DIADIKUS SZORZAT. Legyen u = (1,0,2),
v = (3,2,1). Irjuk fel matrixszorzatos alakba skalaris és diadikus szorza-
tukat, és szamitsuk ki!
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MEGOLDAS.

Linearis egyenletrendszer matrixszorzatos alakja. A matrixszorzast fel-
hasznalva a linearis egyenletrendszerek egyszert alakba irhatok.

LINEARIS EGYENLETRENDSZER MATRIXSZORZATOS ALAKJA. Ha A je-
1611 egy egyenletrendszer egyiitthatomatrixat, illetve b a konstans tagok
és x az ismeretlenek oszlopvektorat, azaz

a1 a2 ... Qin Z1 b1
a1 as2 000 agn T2 ) bg
A= . . . . , x=1|.1], é b= )
Gm1  Am2 ... Gmnp Tn bm
akkor az
a11T1 + a12x2 + ...+ aipTn, = by
a1 aF 99T + ...+ A2,Ty = b2
Al B Q2 @2 = Gy Ty — Oy
egyenletrendszer

Ax=Db
alakba irhato.

3.19. PELDA: MATRIXSZORZATOS ALAK. Konnyen ellendrizhets a mat-
rixszorzas elvégzésével, hogy a

ax =u z+2y=1
2z + 322 —x3 =5, by = és y=1
cz=w 0=1

egyenletrendszerek méatrixszorzatos alakjai rendre:

T a 0 0| |z u 1295 1
[23—1]x2=5,0b0y:v,01H=1
T3 00 ¢l |z w 0o of Y 1

A szimultan egyenletrendszerek (I1d. 57. oldal) ugyanigy folirhat6ak mat-
rixszorzatos alakba.

3.20. PELDA: SZIMULTAN EGYENLETRENDSZER MATRIXSZORZATOS

ALAKJA. Irjuk az alabbi két egyenletrendszert egyetlen métrixszorzatos
alakbal
2011 + 3291 =7 2219 + 3192 = 9

31}11 — 41’21 =2 31‘12 — 41’22 = 5

MEGOLDAS. A két egyenletrendszer matrixszorzatos alakjai kiilon-kiilon

g 1 R B e e



FEJEZET 3. MATRIXOK 91

Ezek egyetlen matrixszorzatta olvaszthatok:

2 3 T11 Ti2| _ 79

3 —4 T21 X922 - 2 5|
Altalanosan a szimultan egyenletrendszerek AX = B alakba irhatoak,
ahol X az ismeretlenekbdl, B a jobb oldalakbdl alkotott matrix. |

Linearis helyettesités matrixa. Az egyenletrendszer méatrixszorzatos alak-
jahoz hasonlo a linearis helyettesités matrixszorzatos alakja.

LINEARIS HELYETTESITES MATRIXSZORZATOS ALAKJA. Az z1, o,...,
x,, valtozok linearis kifejezéseinek az y1, vyo,..., ym valtozok helyébe
val6 helyettesitését altalanosan leir6d

Y1 = @111 + G12%2 + ...+ A1pTn

Y2 = 02121 + Q22T+ ...+ Q2nTn

Ym = Gm1T1 + Am2Z2 + ... + QmpTn

képletek matrixszorzatos alakja

y = Ax,
ahol
@11 A2 ... Qin Y1 x1
a21 Q22 ... Q2p Y2 ) x2
A= , y= , és x=
Aml Am2 ... Amn Ym Tn,

Az A matrixot nevezzilk a linedris helyettesités mdtrizdnak.

Példaul az

= 3a+ 2b+ 4c
y= a—3b+2c
z=2a— b+ 2c

helyettesités métrixszorzatos alakja

T 3 2 4| |a
yl =11 -3 2
z 2 -1 2

Egységmatrix, elemi matrixok. Egy adott B matrixhoz taldlhatunk
olyan A-t, hogy az 1-gyel valo szorzashoz hasonléan AB = B legyen.

Példaul
3 —4 2 -2
Sl LIRS

e | e

Az azonban méar nem igaz, hogy A-t barmely 2 x 2-es B métrixszal szo-
rozva B lesz az eredmény. Ilyen matrix is létezik, némi probalkozas utan
barki ratalalhat.

esetén



Az egységmdtrix jelolésére hasznalt I
beti az angol identity matrix elnevezés
els6 bettijébsl szarmazik. Az azonos-
sdg vagy identitds jelentésd identity
sz6 az IA = A Osszefiiggésre utal (az
xr — x fliggvényt ugyanezen okbol hiv-
juk identikus fiiggvénynek). Raadasul
az I betd hasonlit legjobban az 1-es
szamra.
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3.21. DEFINicIO: EGYSEGMATRIX. Az n X n-es

1 0 ... 0

01 ... 0
I, :=diag(1,1,...,1) = .

00 1

matrixot egységmdtriznak nevezzik.

Az egységmatrix elnevezés onnan szarmazik, hogy tetszGleges m x n-es
A métrixra igaz, hogy

ImAan = AanIn = Amxn>

azaz e matrix hasonlé6 tulajdonsaggal rendelkezik, mint a szamok kozt az
egy.

Az egységmaétrixszal mar talalkoztunk: a Gauss—Jordan-modszernél
egy n-ismeretlenes, n egyenletbdl 4llo egyértelmiien megoldhat6 egyenlet-
rendszer egyiitthatomatrixa az elemi sormtveletek soran egységmatrixsza
transzformélodik!

Az egységmatrixon végrehajtott elemi sormtiveletek olyan métrixokat
eredményeznek, melyek kapcsolatot létesitenek az elemi sormiiveletek és
a méatrixokkal vald szorzés kozott. E matrixoknak kiilon nevet adunk.

3.22. DEFINICIO: ELEMI MATRIXOK. Az I,, egységmatrixon végrehaj-
tott egyetlen elemi sormiivelettel kapott matrixot elemi mdtriznak ne-
vezzik.

3.23. PELDA: ELEMI MATRIXOK. Az alabbi méatrixok elemi méatrixok:

0 0 01 10 0 0 10 2 0 10 0 0
01 00 0 5 00 01 00 01 00
0 0 1 0|’ 0 0 1 0" 0 01 0}~ 00 10
1 0 0 0 0 0 01 0 0 01 00 0 1

Ezt igazolja, hogy mindegyikiik I,-b6l szarmazik rendre a kovetkezé elemi
sormiiveletekkel: S; < Sy, 5S35, S1 + 2853, 157. Az utols6 métrix az
egységmatrix, amely maga is elemi métrix, mert példaul egy soranak
1-gyel val6 szorzasaval megkaphato.

3.24. PELDA: MATRIX BALROL SZORZASA ELEMI MATRIXSZAL. Az
elébbi példa matrixaival szorozzunk meg egy tetszbleges 4-soros métrixot
balrol. Mit tapasztalunk?

MEGOLDAS. Legyen A egy 4- sorbdl, és az egyszertiség kedvéért csak 2
oszlopbdl allé6 matrix. Végezziik el a fenti méatrixokkal valo balrél szor-
zést:

0 0 0 1 aj;  ai2 41 Q42
0 1 0 Of a1 a22| _ |a21 a2
0 01 0 az; as2 o as1 as2 ’
1 0 0 0 |agr aqo ail a2

azaz a szorzéas eredményeként folcserél6dott A elss és negyedik sora. A
kovetkez6 szorzas eredménye

1 0 0 0f a1 a1z ailr a2
0 5 0 0 a21 a2| 5&21 50,22
0 0 1 Of |as1 ase| |az as2 |’
0 0 0 1] |ay a42 (41 Q42

azaz az A maéasodik sora be lett szorozva 5-tel. Végiil

1 0 2 0 a1 a2 _an + 2a31 a2 + 2(131
01 0 O a1 A2z asy a922

00 1 0 asp as2 o asy aso ’
00 0 1 a41 QA42 a4l 42




A blokkmdtrizokra a szakirodalomban
a hipermdtriz elnevezés is el van ter-
jedve. Ekkor a blokksorokat hiper-
soroknak, a blokkoszlopokat hiperosz-
lopoknak nevezziik. Mi keriiljik e
szOhasznalatot a hipermatrix masik —
tobbdimenziés téomb értelmi — jelen-
tése miatt.
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azaz az A a szorzds eredményeként az A elsG sorahoz hozza lett adva
harmadik soranak kétszerese. |

E példa eredménye kimondhato tételként, melynek bizonyitésa alta-
lanosan is tgy torténik, mint az el6z6 példaban, ezért elhagyjuk:

3.25. TETEL: ELEMI SORMUVELETEK MATRIXSZORZASSAL. Legyen E
az az elemi matrix, melyet I,,-b6l egy elemi sormiivelettel kapunk. Ha
ugyanezt a sormiiveletet egy tetszéleges m X n-es A matrixra alkalmaz-
zuk, akkor eredményiil az EA maéatrixot kapjuk.

Az elemi sormitveletek matrixszorzassal valo elvégzésének nincs szami-
tastechnikai praktikuma, annak célja az elemi sormitveletek — s ezzel az
egyenletrendszerek megoldasanak — algebraizaléasa.

Blokkmatrixok. A linearis egyenletrendszerek bévitett matrixat tekint-
hetjiik tgy, mint amelyet két matrixbol rakunk 6ssze. De forditva, mond-
hatjuk, hogy a bévitett matrixot két részmatrixra bontjuk.

Ha egy maétrixot a rajta végighalado vizszintes és fiiggsleges vonalak-
kal részmatrixokra bontunk, azt mondjuk, hogy e méatrix a részmatrixok-
boél — més néven blokkokbol — alkotott blokkmdtrix.

Példaul egy 6-ismeretlenes, 5 egyenletbdl allo egyenletrendszer B bo-
vitett matrixa lehet a kovetkezs, melynek blokkjait (részmétrixait) a mat-
rixokéhoz hasonld indexeléssel meg is jeloljiik:

1 0 0|1 24
01 0[2 0]3

_B11B12B13
0 0 1|1 0]3| =gt g2 20
00 0[]0 01 2 P B
00 0|0 00

E felbontasban B11 = 13, B21 = 02><37 B22 = 02.

Egy blokkmaétrix sorait és oszlopait szokas a matrix blokksorainak és
blokkoszlopainak nevezni a kozonséges soroktél és oszlopoktol valé meg-
kiilonboztetés végett. Pl. a fenti blokkmatrix els6 blokksoranak elemei
Bi11, Bi2, Bis.

3.26. ALLITAS: MUVELETEK BLOKKMATRIXOKKAL. Blokkmatrixok
skalarral val6 szorzasa és két azonos médon particionalt blokkmétrix
osszeadésa blokkonként is elvégezhetd, azaz

c[Ay] = [cAqyl,  [Ayl+ [By] = [Ay + Byl

Ha A = [Ait]mxt; B = [Bgjlixn két blokkméatrix, és minden k-ra az
A i, blokk oszlopainak szama megegyezik By, sorainak szdmaval, akkor
a C = AB szorzat kiszamithato a szorzasi szabaly blokkokra valo alkal-
mazaséaval is, azaz C olyan blokkmatrix, melynek i-edik blokksoraban
és j-edik blokkoszlopaban all6 blokk

t
Cij = Y _ AuBy;.
k=1

3.27. PELDA: MUVELETEK BLOKKMATRIXOKKAL. Végezziik el az A +
3C és az AB miiveleteket kozonséges méatrixmiveletekkel és blokkmat-
rixként szédmolva is, ha

W=



1

oo

og
od
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MEGOLDAS. Szamoljunk blokkmatrixként kezelve a matrixokat:
1 0|10 0 2|01
A+3C=1|0 1|1|2]|+3|2 0[0]0
0 0|3]0 1 111

o el o) L] ob] B sl

0 0]+3[1 1] 3+3-1 0+3-1

Ellendrizziik a szamitast kozonséges matrixmiiveletekkel! Ezutan tekint-
siik a blokkméatrixok szorzasat!

oof1]o]|? ?
s ] =
o A s Bl 2 oo
_ EX E ;jJrg[Q 2] +0[0 1]
R R e I
[0 o]+[6 6]+[0 0] 6 6

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha ellendrzésiil egyszerti matrixszorzassal
is elvégezziik a miiveletet! |

3.28. PELDA: 2 X 2-ES BLOKKMATRIXOK. Legyen A és B két 2 x 2-es
blokkmétrix, azaz legyen

A11 A12 Bll B12
[Am AQJ’ [B21 BQJ

Irjuk fel szorzatukat a blokkok szorzatai segitségével.

MEGOLDAS. Az AB szorzat felirhato

{Au A12] [Bu B12} _ [AuBu +A12Bar Ai1Baoo +A121322]
Az Ag| |Bar Ba A2 B + ApBo Ay Bis + AxBa

alakban. A BA hasonloképp irhato fel! Ellendrizziik, hogy a 3.26. allitas
feltétele (minden k-ra az A;; blokk oszlopainak szama megegyezik By;
sorainak szamaval) valoban sziikséges, de elégséges is. |

Vektorokra particionalt matrixok. Fontosak azok a blokkmatrixok, ame-
lyekben vagy oszlopvektor vagy sorvektor minden blokk.

Bontsuk fel az A, x: méatrixot sorvektoraira, és a By, méatrixot osz-
lopvektoraira, azaz tekintsiik a kovetkez6 két blokkmatrixot:

alx

Ay
A==, B=[ba|ba|...|bu].

Amx

Ekkor AB a matrixszorzas definicioja alapjan a kovetkezs alakba irhato:



U oG- 00
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al*b*l al*b*Z e al*b*n

az.b.1  axb. ... axb.,
AB=| o o

Ambi1 Amibia ... ambay,

ahol a;,b,; az A maétrix i-edik sordnak és a B méatrix j-edik oszlopanak
skalaris szorzata.

A blokkmatrixok szorzasi szabalya akkor is alkalmazhato, ha csak
az egyik matrixot particionaljuk (a masik méatrixot egyszertien egyetlen
blokkbdl all6 matrixnak tekintjiik). Két eset lehetséges. Az els§ esetben
a szorzatméatrixban ,matrixszor oszlopvektorok” szerepelnek:

C=AB=A[b. |bo|...| by |=[ Ab. | Abwy | ... | Ab,, ]

Itt tehat a C matrix j-edik oszlopvektora az A matrix és a B j-edik
oszlopanak szorzata, vagyis c.; = Ab,;. Sematikusan abrazolva:

A B C

b*j C*j

Ezzel az esettel mar talalkoztunk a szimultan egyenletrendszerek mat-
rixszorzatos alakjanak folirasanal (3.20. példa). Ha a fenti sematikus
4dbra egy szimultan egyenletrendszer matrixszorzatos alakjat reprezen-
talja, akkor a kékkel kiemelt rész a szimultdn egyenletrendszer egyetlen
egyenletrendszerének felel meg.

A masik esetben a szorzatmétrixban ,sorvektorszor méatrixok” szere-
pelnek:

alx al*B

Aok aQ*B
C=AB= B=

A am*B

Azaz itt a C = AB matrix i-edik sora az A maétrix i-edik soranak B-
szerese. Méasként irva c;, = a;,B, sematikusan abrézolva:

A B C

A Cix

A maétrixszorzat egy felbontédsa megkaphaté a méatrixok masik parti-
ciojabol, azaz amikor A-t oszlopokra, B-t sorokra bontjuk, vagyis

bl*
b2*

bt*

A:[a*l‘a*g‘...‘a*t}, B =

Ekkor egyetlen blokksorbol all6 matrixot szorzunk egy blokkoszlopbol
alloval, vagyis egy skaléris szorzatra emlékeztets osszeget kapunk:

AB =a, b, + a*2b2* R a*tbt*-
E felbontasban az AB maétrixot diddok dsszegére bontottuk! Matrixok
diddok Gsszegére bontasa olyan technika, amivel kés6bb még talalkozunk.
3.29. PELDA: SZORZAT ELOALLITASA DIADOK OSSZEGEKENT. Bontsuk

fel a
[012]_125
34 5|7

szorzatot diadok Gsszegére. Vajon felbonthato-e a szorzat kevesebb diad
Osszegére?
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MEGOLDAS.

g i ?} 12 (1) :m[l 1]+[ﬂ[2 0}+E][1 1] =

0 0] [-2 0] [2 2] [o 2
{3 3}+[8 0]*_5 5] = |0 8]'

Tehat a szorzatot harom diad Gsszegére bontottuk, azonban kevesebbre
is lehet. Példaul

[0 2] ]2
o =[5l U
azaz a szorzat maga egy diad (egy didd Osszege). [

E felbontasnak fontos speciélis esete az, amikor A egyetlen sorbél,
vagy B egyetlen oszlopbol all. Tekintsiik az el6z6 példaban szereplé A
matrix els6 sorat! Ekkor a fenti felbontés a kovetkezs alakot olti:

0 1 2] —12 (1) =01 1]4+1[-2 0]+2[1 1]=[0 2].
11

Ez azt jelenti, hogy a szorzat, mely egy sorvektor, a B matrix sorainak
linearis kombinacidja. Hasonloképp, ha B csak egyetlen oszlopbél all, a
szorzat az A maétrix oszlopainak linearis kombinacioja. Példaul az el6zé
példabeli B matrix masodik oszlopat megtartva a kévetkezd felbontést

kapjuk:
1
01 2 0 1 2 2
I R RO
Osszefoglalva:

3.30. ALLITAS: A SZORZAT OSZLOPAI ES SORAI. Az AB métrix min-
den oszlopa az A oszlopainak linearis kombinaci6ja, és minden sora a
B sorainak linearis kombinacioja.

BizoNYITAS. Az AB matrix j-edik oszlopa

(AB)*J = Ab*] = a*lblj + a*gbgj + ...+ aubis
az i-edik sora pedig

(AB)ix = a;xB = aj1b1. + asoba. + ... + by,
ami bizonyitja az allitast. n
Szorzas a standard egységvektorokkal. Konnyen igazolhato, de az egy-
ségmatrixszal valo szorzassal és a fenti particionalasokkal is jol szemléltet-
hetGek azok az Gsszefliggések, melyeket a standard egységvektorokkal valo
szorzassal kapunk. Jelolje e; = (0,0,...,1,...,0) azt a vektort, melynek

i-edik koordindtaja 1, a tobbi 0, a dimenzidja pedig annyi, amennyire
épp sziikség van.

3.31. ALLITAS: MATRIX ELEMEINEK, SOR- ES OSZLOPVEKTORAINAK
ELOALLITASA MATRIXSZORZASSAL. Legyen A egy m X n-es métrix, e;
m-dimenzios, e; n-dimenziés. Ekkor

TA _ A _
e; A=a;, é Ae; =a,y,

tovabba
a;; = ] (Ae;) = (e] Ae;.
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Az ejeiT diadd egy olyan méatrix, melynek (4, j)-indexd eleme 1, az Gsszes

tobbi 0:
0 0 0 0
eje; = [0 1 O} 11 = 1|0 1 0
0 0 0 0

Matrixmiiveletek Z,,-ben.

Igaz — hamis. Doéntsiik el, igazak-e az alabbi allitdsok?
Valaszunkat indokoljuk!

1° Ha az AB és a BA szorzat is értelmezve van, akkor
mindkét szorzat négyzetes.

2° Ha az (AB)C szorzat elvégezhetd, akkor biztosan elvé-
gezhetd az A(BC) szorzat is.

Matrixmiiveletek. Az kévetkezSkben legyen

1 2 4 2 -3 2 2 -1
ot i i Kl A R
Végezziik el az alabbi miveleteket!
2A - 3B”

AB-BA +AC-CA
(CD —DC)(ABC)

A? —¢C?

(C)24 (D)2

(A)s1(B)2x

9° A fenti jellések mellett igazak-e a kovetkezs egyenlGsé-
gek?

0O Utk W

(A+B)* = A°+2AB+B?,
10° A fenti jelolések mellett igazak-e a kovetkezs egyenls-

segek?

(C+D)(C-D) = C*-D’, (A+D)(A-D)=A’-D’

Szamitsuk ki az alabbi vektorok skaléaris és diadikus szorza-
tat! Irjuk fel mindkét miiveletet matrixszorzatos alakban!
11 a=(1,2),b=(0,1)

0
1

1

a-b=a"b=[1 2] ]:2,a®b:abT:[2} 0 1] =

b o

12 u=(1,2,0,1), v=(0,1,2,3)

u~v:uTv:[1 2 0 1]

0
1
2
3

u®v=uvl = 0 1 2 3]=

o O O O
= o N =
N O =N
w o oW

——
= o N =

13 a=(1,2,0),

o

= (07 17 27 3)

(A4+C)? = A’ +2AC+C°.

A matrixmiiveletek
A skaléris szorzat nem végezhetd el, a diadikus szorzat

1 01 2 3
a@b=ab’ =[2/[0 1 2 3]=1]0 2 4 6.
0 000 0

Matrixszorzatos alakok. Irjuk fel az alabbi egyenlet-
rendszerek matrixszorzatos alakjat!

14°* z4+y=1
rT—z=2
z=3
1 1 0] [z 1
1 0 —1| |yl =|[2
0 0 1| |z 3

15 3z —2y+42 =5

16 20 +z=1

rT—y—w=2
y+z4+w=2
0=3

Irjuk fel az alabbi linearis helyettesitések méatrixszorzatos
alakjat!

17 =2z — 4y
v=2x+ 2y

18 z=3a—2b+c

y=2a—c
z=b+42c
19 z=3a+b
y=2a—b
z=5b

20° z=3a—2b+c
y=2a—c

a
{3—2 1}1)
2 0 -1

C



Elemi matrixok. Keressiik meg azt az E matrixot, mely
megoldasa az alabbi matrixegyenletnek!

b
d
f

a
21 E|c
1
E=10
0
22 E[
1
E=10
0
23 E[
1
E=10
0
24E[
1
E=10
0

o W o — o O

o = O

0
1
0

= o O o = O

— N O

a

a0

3c

o

a

b

f
d

3d

c+ 2e

e

a—c
&
€

-1

0
1

Elemi sormiiveletekkel,
meg az alabbi matrixszorzatok értékét!

1
25

26

coo— own

0

SO RO O

0

o= OO ~= O

1
0
0

— o N O

Blokkmatrixok.

nalva/!

27

Szamitsuk ki az alabbi
megadott méatrixszorzatokat a kijel6lt blokkmaétrixokat hasz-

0

S oo+~ O

0
0
1

d+2f

0

-2

0
0

b

f

b—d
d

1 0

0 1
-2 0
0 0
0 0
1 0
0 1

O Ot Ww o olo

W NN N OO~ O

W NN N W= =

W N~ =

O Ol N

O == =

= O = =

matrixszorzés

0

SO WO~ =O
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nélkiil hatéarozzuk

=W N

oo =Oo

2 2
3 3
4 4
0 0] [a b
0 0| |c d
1 0f e f
0 1| |g h
feladatokban

2 3[1 1 é 2 1
28 [4 5|1 1
o ot 1] |2 2|2
0 03
2 3]10
4 5|14
0 0[5
11
Cafoln ot !
29 |1 1 1]0]0 1f |
3 3[1[0 0] |5
3 4
5 6
6 7
1212

Vegyes feladatok.

30° A sudoku egy olyan logikai jaték, melyben egy olyan

9 X 9-es matrixot kell megadni, melynek ismerjiik né-
hény, de nem minden elemét. A feladat a nem ismert ele-
mek meghatarozasa. A méatrix 9 darab 3 x 3-as blokkra
van particionalva és eleget tesz annak a feltételnek, hogy
minden soradban, minden oszlopaban és minden blokk-
jdban az 1-t6l 9-ig terjedd egészek mindegyike egyszer
szerepel. Ez azt jelenti, hogy az egy sorban, egy osz-
lopban és egy blokkban 1év6 szamok Osszege mindig 45.
Fejezziik ki ezt matrixmitiveletekkel, azaz irjunk fel a su-
doku tabla A matrixat is tartalmazoé olyan métrixegyen-
leteket, melyeket minden helyesen kitoltétt sudoku tabla
matrixa kielégit!

Jelolje j a csupa 1-esbdl allé 9-dimenziés vektort, j,-4 azt,
amelynek 4, 5, 6 indext eleme 1-es, a tobbi 0. Ekkor a
,minden sordsszeg 457 és a ,minden oszlopdsszeg 45" felté-

telek ekvivalensek az Aj = 45j, jTA = 4557

egyenletekkel,

mig pl. az ,elsé blokkoszlop, mésodik blokksor metszetében
4116 blokk elemeinek osszege 45” feltételnek a jls Aj oy = 45
egyenlet felel meg.

31

Hany eleme van a Z2*2-nek, azaz a kételem test folotti
2 X 2-es matrixok terének?

ngz-be 2% = 16 matrix tartozik:

23 ={[53), [85), 138), 1890 [5

or
=
oo
=
=
—;
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3.3. Matrixmiiveletek tulajdonsagai

Ebben a szakaszban dttekintjiik a mdtrizmidveletek legfontosabb algebrai
tulajdonsdgait. Néhdny dologban kiilonbéznek a szamokndl megismert mii-
veleti tulajdonsdgoktol.

Az Gsszeadas és a skalarral valé szorzas tulajdonsagai. Mivel a mat-
rixok Osszeadasa és skalarral vald szorzasa elemenként végrehajthaté mii-
veletek, ezért miiveleti tulajdonsagaik természetes moédon 6roklik meg a
szamok miiveleti tulajdonsagait. A legfontosabb ilyen tulajdonsagokat
sorolja f6l a kovetkezs tétel.

3.32. TETEL: OSSZEADAS ES SKALARRAL SZORZAS ALGEBRAI TULAJ-
DONSAGAIL. Legyen A, B és C azonos tipust (m X n-es) méatrix, ¢ és d
legyenek skalarok. Ekkor

(a) A+B=B+ A felcserélhatség, kommutativitas
(b)) A+ (B+C)=(A+B)+ C csoportosithatosag, asszociativitas

(c) A+ Opsn=A zérusmatrix (zéruselem) létezése
(d) A+ (—A) = O.xn ellentett (additiv inverz) létezése
(e) c(dA) = (ed)A csoportosithatosag

(f) 0A = Osxn,

(9) 1A =A

(h) —1A = —A

(i) (c+d)A = cA + dA disztributivitas

(j) ¢c(A+B)=cA +cB disztributivitas

» A csoportosithatosagi azonossiagok kovetkezménye, hogy a zardjelek
elhagyhatok, igy A 4+ (B + C) helyett irhato A + B + C, (cd)A helyett
cdA.

mely vele azonos tipusi A métrixhoz adva A lesz az eredmény, illetve
minden A matrixhoz létezik olyan matrix, mellyel 6sszeadva a zérusmét-
rixot kapjuk.

B1zONYITAS. Mintaként bebizonyitjuk az (a) allitast.

A + B = [ai;] + [bg] = [aij +bg] = [big + aig] = [bij] + [ai;] = B + A.
A *-gal jelzett egyenlGségnél hasznaljuk a szamok dsszeadasanak kommu-
tativitasat.

A t6bbi allitas hasonloan bizonyithato. |

A szorzas tulajdonsagai. A szamok szorzasanak algebrai tulajdonsagai
mar nem vihetSk 4t olyan konnyen a métrixmiiveletekre, mint az Gssze-
adéaséi. So6t, nem is teljesiilnek mind, pl. a 3.16. példaban lattuk, hogy a
maétrixszorzas nem kommutativ. A kévetkezd példak ovatossagra intenek
a matrixkifejezésekkel valo szamolasokban.

3.33. PELDA: EGYSZERUSITES MATRIXSZAL. A valos szamok kozt igaz,
hogy ha a # 0 és ab = ac, akkor a-val egyszertisithetiink, azaz akkor
b = c. Matrixoknal az AB = AC egyszertisithetGséghez nem elég, hogy
A ne legyen zérusmatrix! Példaul

-1 2 -1 2
1 -3 -1 3 1 -3] ,[-1 3
Al 1 | P R PR
L ol 12 1 | | L1 2 2 1 1 2
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3.34. PELDA: NULLOSZTO. A valosok kozt igaz, hogy ha ab = 0, akkor
vagy a = 0, vagy b = 0. Matrixok kozt ilyen kovetkeztetés nem vonhaté

F | e R P

(Nullosztonak nevezziik egy algebrai struktira olyan nemzérus elemeit,
melyek szorzata zérus.)

» Megjegyezziik, hogy a Z,,-ben val6 szamolasnal is hasonlokat tapasz-
taltunk, ha m Osszetett. Példaul Zg-ban 2-3 = 0, és bar 3-2 = 3 -4,

92 4 4.

3.35. TETEL: MATRIXSZORZAS ALGEBRAI TULAJDONSAGAI. Legyen
A, B és C olyan, hogy a kijelolt miiveletek elvégezhetSk legyenek, legyen
tovabbéa c skalar. Ekkor

(a) A(BC) = (AB)C felcserélhetGség, asszociativités
(b) AB+C)=AB+ AC disztributivitas

(c) (A+B)C=AC+BC disztributivitas

(d) (cA)B = c(AB) = A(cB)

(e) ApsnOnxt = Omxt szorzas nullmétrixszal

(f) Im A xn = ApxnIn = Ay xn szorzas egységmatrixszal

BizoNYITAS. A fenti tulajdonsagok koziil csak az els6t és az utolsot bi-
zonyitjuk, a tobbit feladatként tiizziik ki, mert vagy hasonl6an, vagy még
egyszeriibben bizonyithatdak.

(a) Vizsgaljuk meg elGszor, hogy harom tetszSleges méatrix milyen
feltételek mellett szorozhato Ossze! Legyen A, xs, Buxv €8 Cixy, hédrom
tetszoleges matrix. Az (AB)C szorzatban AB csak s = u esetén végez-
hets el, és a szorzat tipusa m X v lesz. Ez C-vel csak akkor szorozhato,
ha v = t, és a szorzat m X n-es. Tehéat e szorzat csak akkor van értel-
mezve, ha B tipusa s x t. Hasonlo érveléssel ugyanezt kapjuk az A(BC)
szorzatrol is.

Az indexek kezelésének konnyitésére elég lesz a bizonyitast sorvek-
tor alaku A és oszlopvektor alakt C maétrixokra elvégezni, ugyanis az
(AB)C szorzat i-edik sordban és j-edik oszlopaban 4ll6 elem az AB i-
edik soranak, azaz az a;, B sorvektornak és C j-edik oszlopanak szorzata,
azaz (a;+B)c,;. Hasonloképp az A(BC) szorzat i-edik soraban és j-edik
oszlopaban all6 elem a;,(Bc,;).

Legyen tehat

b11 b12 e bln C1

b21 622 . bgn Co
A:[al as ... am], B= . . . . , C=

bmi bm2 ... bmn Cn

Ekkor a szorzat 1 x l-es. El6szor szamoljuk ki az AB matrixot, ami 1 x

m-es: [ZZ;I arbpr Y opeq arbrz ... Z;n:lakbkn]. Innen szamolva
(AB)C-t:
C1
m m m C2 n m
E arbi1 E agbra ... E agben| | . :E E arbricy.
k=1 k=1 k=1 : =1 k=1

Cn
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Hasonldan, elgszor BC-t folirva, az A(BC) méatrixra kapjuk, hogy

211 buc
> o bzlcl m
[al as ... am] =t E ag

Zk 1 bmicy

Az utolso lépésben a bels§ szumma minden tagjat beszoroztuk ag-val,
a szdmok kozti Osszeadas és szorzas kozti disztributivitast hasznélva.
Vagyis mindkét oldalon olyan &sszeg &ll, amely az Osszes axbgic; alaka
szorzat Osszege, csak a tagok csoportositasa maés. |

Z bklcl> = Z Z apbricr.

=1 k=11=1

» Az asszociativitis kovetkezménye, hogy a tobbtényezss matrixszorza-
tokat nem kell zarojelezni, hisz barmelyik zardjelezés ugyanazt az ered-
ményt adja. Példaul

ABC = (AB)C = A(BC)

Az allitas igaz tObbtényez6s szorzatokra is, vagyis az A1A, ... Ay szor-
zat fiiggetlen a végrehajtas sorrendjétsl, de a tényezdk sorrendje nem
valtoztathato!

» Indukcioval bizonyithatd, hogy a (g)-beli Gsszefiiggés t6bbtényezss
szorzatokra is fénnall, azaz

(AJAy. . AT =AT ATAT.

» Megjegyezziik, hogy az asszociativitds imént leirt bizonyitésa hason-
l6an mondhat6 el, ha az A = [a;;] matrix nem csak 1 sorbdl, és a C = [¢y4]
matrix nem csak egy oszlopbdl all: ekkor a D = ABC szorzat i-edik sora-
nak j-edik elemére azt kapjuk, hogy az az 6sszes a;1brici; alaki szorzatok

Osszege, azaz
m n
E E aikbricyy.
k=1 1=1

Ez, és az ehhez hasonl6é szamtalan hasonl6 kifejezés vezette Einsteint
arra a felismerésre, hogy az indexelt valtozok szorzatainak Osszegében
a szumma jelek feleslegesek, hisz azokra az indexekre kell Gsszegezni,
amelyek legalabb kétszer szerepelnek, mig az egyszer szereplékre nem.
Tehat az el6z6 kettds szumma helyett irhatnank azt is, hogy

dij = aibricyy,

hisz a jobb oldalon 7 és j csak egyszer szerepel, igy k-ra és [-re kell
Osszegezni, azt pedig tudjuk, hogy £k = 1,...,m és l = 1,...,n. Ezt
a jelolésbeli egyszertisitést Finstein-konvencionak nevezik. Einstein ezt
a relativitas altalanos elméletérdl irt hires dolgozatdban hasznalta eld-
szor 1916-ban. A konvencié hasznélata f6ként a linearis algebra fizikai
alkalmazasaiban terjedt el, mi e kényvben nem fogjuk hasznalni.

Matrix hatvanyozasa. Csak a négyzetes matrixok szorozhatok meg 6n-
magukkal, hisz ha egy m X n-es méatrix megszorozhat6 egy m x n-essel,
akkor m = n. Ezt figyelembe véve természetes moédon definialhato négy-
zetes matrixok pozitiv egész kitevés hatvanya:

AF=AA .. A

k tényezd

Kicsit elegansabban — rekurzioval — is definialhatjuk e fogalmat: A' := A
6s AP .= AFA.

Mivel a matrixszorzas asszociativ, mindegy, hogy milyen sorrendben
végezzik el a hatvanyozast. Ezzel igazolhato a kovetkezo két Osszefliggés
is:
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3.36. ALLITAS: HATVANYOZAS AZONOSSAGAI. Legyen A egy négyze-
tes matrix! Ekkor
(a) AkAm _ Aker,
k _ Akm
A latin eredetii precedencia sz6 eldz- (b) (A )m =A™
ményt jelent (lasd még precedens). A

precedencia elv a matematikaban fo- Ha ki akarjuk terjeszteni a hatvanyozast 0 kitevére is, kovessiik a precedencia-
galmak jelentésének olyan kiterjeszté- elvet, azaz olyan értelmet adjunk A%-nak, hogy a fenti dsszefiiggések ér-
sét jelenti, melynek soran a kordbban vényben maradjanak. Péld4ul tekintsiik az (a) azonossagot m = 0 esetén:
megismert tulajdonsagok, Osszefiiggé-

sek érvényben maradnak. AFAD — ARTO — AR

Ez minden A matrix esetén csak az egységmatrixra igaz, tehat
A’=1,,
ahol n a négyzetes A mérete.

» A valos szamoknal tanult, kiilonb6z6 alapi hatvanyokra érvényes azo-
nossag itt a kommutativitas hidnya miatt nem érvényes, azaz altalaban
(AB)* £ AFB*.

3.37. PELDA: MATRIX HATVANYOZASA. Szamitsuk ki az

0 1 3 |11
A_[l 0}, és a B—{O 1}

méatrixok k-adik hatvanyait!

MEGOLDAS. Szamoljuk ki A hatvanyait!
2 |0 1](0 1} |1 0
=g 1o =] 1)

azaz A? = I, ebbdl pedig latjuk, hogy A® = I,A = A, A* = A%A =
AA =1,,.... Tehat altalaban A% =T, és A% = A,

sz

dukcioval kényelmesen meg tudjuk oldani. El6szor szamoljuk ki A né-
hany hatvanyat:

R R ESOS i B

Ebbdl azt sejtjiik, hogy AF = [§%]. Ha be tudjuk latni ennek az dssze-
fiiggésnek az 6roklgdését k-rol k + 1-re, akkor kész vagyunk. Mas szdval
meg kell mutatnunk, hogy ha A" = [1 %], akkor AF"! = [1¥+1]. Ezt a
kovetkezs szorzas elvégzése igazolja:

k+1_k_1k311_1k+1
A _AA_[O 1][01_0 1

Miutan matrixok linearis kombinacidja és négyzetes matrixok egész
kitevGs hatvanya értelmezve van, ezért négyzetes matrixokra is definial-
hatjuk skalar egyiitthatés polinom helyettesitési értékét. Legyen

p(x) = akxk + ak—lwk_l +...+ a2x2 + a1+ ag

egy skalar egyiitthatos polinom. A p polinom X € R™ " helyen vett
helyettesitési értékén a

p(X) = apXF + ..+ aX®+ a1 X + aol,

matrixot értjiik.
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3.38. PELDA: POLINOM HELYETTESITESI ERTEKE. Legyen

1 2 -3
C=1|2 3 —4
3 4 —6

Mutassuk meg, hogy p(C) = O, ha p(z) = 23 + 222 — 1.

MEGOLDAS. A p(C) = C? + 2C? — I miiveleteit elvégezve kapjuk, hogy

9 8 —14 —4 -4 7 100
p(C)=C*+2C*-1=|8 7 —12|+2|-4 -3 6/—-1]0 1 0
14 12 -21 -7 —6 11 00 1

I
coco
coco
coco

A transzponalas tulajdonsagai. A kovetkez§ tétel a transzponalés és a
tobbi miivelet kapcsolatarol szol:

3.39. TETEL: TRANSZPONALAS TULAJDONSAGAI. A és B legyenek
azonos tipusu méatrixok, c tetszéleges skalar. Ekkor

(a) AT)T = A,

() (A+B)T = AT + BT,
(c) (cA)T = cAT,

(d) (AB)T = BTAT.

BI1zONYITAS. Az els6 harom Gsszefiiggés magatol értet6ds, csak az utol-
sot bizonyitjuk.

El6szér megmutatjuk, hogy ha (AB)7 elvégezhets, akkor BT AT is.
Az m x t tipust A és a t X n tipusa B szorzata m x n-es, transzponaltja
n X m-es, igy az n X t tipusu BT 6s a t x m-es AT Gsszeszorozhatok,
szorzatuk n x m-es, igy a tételbeli egyenlGség két oldalanak tipusa azonos.

A tétel azon alapul, hogy két tetszéleges u, v vektorra u’v = viu.
Ezt az Osszefliggést a *-gal jelolt egyenlségnél fogjuk hasznélni. Az
(AB)7 i-edik soranak j-edik eleme
(B)

*7 "

((AB)T),; = (AB);; = (A);

¥ J*

A BTAT j-edik soranak j-edik eleme
TAT T T *
(B A )ij - (B )z* (A )*j - (A)j* (B).-

Tehat (AB)T = BTA”. |
> A tétel (b) pontjanak indukcioval kénnyen bizonyithaté kovetkezme-
nye, hogy tobbtagu Osszeg transzponaltja megegyezik a transzponaltak
Osszegével. A (c) pontot is figyelembe véve kapjuk, hogy méatrixok linearis

kombinaciojanak transzponéltja megegyezik a méatrixok transzponéltjai-
nak azonos linearis kombinaciéjaval, azaz

(ClAl +cAs+ ...+ CkAk)T = ClA{ + CgAg + ...+ CkAg.

» A tétel (d) pontjara ,szemléletes igazolas” is adhato, ami leolvashato
az alabbi abrarol.



A szamitastechnikdban gyakran talal-
kozunk a miiveletek infiz jelclése mel-
let a prefic vagy lengyel és a postfix
vagy forditott lengyel jeldlésével is. A
prefixnél a miiveleti jel az argumentu-
mai el6tt, a postfixnél utan van. Pél-
daul a (3+4) -2 kifejezést a prefix jelo-
lést hasznélé Lisp nyelvesalad nyelvei-
ben a
(x (+ 34)2)

koéd, mig példaul a postfix jelolést
hasznélé PostScript nyelvben a

3 4 add 2 mul

kod szamitja ki. (A PostScript nyelv-
vel talalkozhatunk a PDF formatuma
fajlokban is.) Ugyanez a formula
a komputer algebra nyelvek koziil a
Mapleben prefix médon

x4 (4+¢(3,4),2)
a Mathematicaban
Times [Plus[3,4],2]

alakot Olt.
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3.4. MAtrix inverze

Lehet-e mdtrizszal osztani, és ha igen, meqg tudjuk-e vele oldani az Ax = b
egyenletrendszert ugy, ahogy az ax = b egyenletet megoldjuk az a-val vald
osztdssal?

Az inverz. Korabbi tanulmanyainkban megtanultuk, hogy az ésszeadéas
és a szorzas invertalhaté miiveletek, inverzeik a kivonas, illetve az osztés.
De mit is jelent ez pontosan, és vajon a matrixmiveletek invertalhatoak-
e?

Egy H halmazon értelmezett kétvaltozos (méas szoval binaris) mdvele-
ten egy H? — H fiiggvényt értiink, azaz a miivelet H-beli elempérokhoz
H-beli elemet rendel. Példaul a valos szamok Gsszeadéasa esetén e fligg-
vény valos szampéarhoz valos szamot rendel, mondjuk a (3.7,6.9) szam-
parhoz a 10.6-ot. Irhatjuk tehat, hogy a '+’ jellel egy olyan fiiggvényt
jeloliink, melyre

+:R* - R: (a,b) — a+b.

A fiiggvényeknél szokasos prefix ,,+(a, b)” jelolés helyett mtiveleteknél az
un. infix jelolést hasznaljuk, azaz a + b-t irunk (lasd errdl még a széljegy-
zetet).

3.40. DEFINICIO: INVERTALHATO MUVELET. Legyen ® egy H-n értel-
mezett kétvaltozos mivelet. Azt mondjuk, hogy e miivelet invertalhato
a H egy R részhalmazan, ha barmely a, b, c € R elem esetén az

a®@x =", y@a=-c

egyenletek mindegyike megoldhato, azaz vannak olyan x,y € H elemek,
melyek kielégitik a fenti egyenleteket.

Ha a definiciébeli ® kommutativ mitivelet, akkor elég a fenti két egyenlet
egyikét tekinteni. Mivel azonban a méatrixszorzas nem kommutativ, mi
az altaldanosabb esetet vizsgéljuk.

Az 6sszeadas invertalhato a valos szamok halmazan, azaz itt H = R =
R, mert minden a +x = b és y + a = ¢ egyenlet megoldhat6 a valésok
kozt. Ugyanakkor példaul a valosok szorzésa csak a nemnulla szamokon
invertalhato, azaz itt H = R, R =R\ {0}, mert aza-z =bésazy-a=c
egyenletek a = 0 esetén nem oldhatok meg. Lathato, hogy ha H = R™*"
az azonos tipusi matrixok halmaza, akkor az 6sszeadas invertalhat6 ezen
a halmazon, és az

A+X =B, Y+A=C
egyenletek megoldasai X = B — A, illetve Y = C — A.

Elemi ismeret, hogy az a + x = b egyenlet megoldasdhoz elég ismerni
a ellentettjét, és azt adni b-hez, az axr = b egyenlet megoldasahoz elég
ismerni a reciprokdt, és azzal szorozni b-t. Ez vezet a kovetkez6 definici-
6hoz:

3.41. DEFINICIO: ELEM INVERZE. Legyen ® egy H-n értelmezett két-
valtozos miivelet, és tegyiik fel, hogy van H-ban egy olyan e elem, hogy
minden a elemre a ©® e = ¢ ® a = a. Azt mondjuk, hogy a ® miiveletre
nézve a inverze b, ha

a®@b=bo®a=ce.

A valosok Osszeadéasara nézve az e elem szerepét a 0, a szorzisra nézve
az 1 jatssza. Az a inverze az Osszeadésra nézve — ezt nevezzilk additiv
inverznek —a —a szam, mig az a inverze a szorzasra nézve — ezt nevezziik
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multiplikativ inverznek vagy reciproknak — az 1/a vagy a~' szam. Az

elemek inverzei segitségével a miivelet invertalasa konnyen elvégezhetd,
példaul az a+z = b megolddsa x = —a+b, az ax = b megoldasa x = a~'b.

Eszerint a matrixok (multiplikativ) inverzén olyan B matrixot kell ér-
teni, mely kielégiti az AB = BA =1 egyenletet. Azt reméljiik, hogy igy
a szorzés invertalhatova valik, és igy példaul az Ax = b egyenlet kénnyen
megoldhato lesz mindkét oldal B-vel (balrdl!) valo beszorzasaval, ugyanis
BAx = Bb, amib6l BA =1 miatt x = Bb.

Kérdés még, hogy matrix inverzét jeldlhetjiik-e a —1-edik kitevére
emeléssel? A valaszt erre is a precedencia elv adja. Ha értelmezhetd
a negativ kitev6ji hatvany, akkor a 3.36. tétel érvényességét megtartva
A~! olyan matrix kell hogy legyen melyre A”'A = A7 = A0 =Tés
ugyanigy AA™' = A" =AY =1

Végiil, minthogy a méatrixok kozti miveleteket is a szamok kozti mi-
veletek tablazatokra vald kiterjesztésén keresztiil vezettiik be, elvarjuk,
hogy az 1 x 1l-es méatrixok inverze essen egybe a szdmok multiplikativ
inverzével, azaz ha A = [a], akkor A~" = [a~'] = [1/a] legyen igaz.

E t6bbfeldl kozelits bevezetés utan a definicio:

3.42. DEFINICIO: MATRIX INVERZE. Legyen A egy n X n-es métrix.
Azt mondjuk, hogy A invertdlhatd, ha létezik olyan B métrix, melyre

AB=BA-=1,.

A B matrixot A inverzének nevezziik, és A~ '-nel jeldljiik. A nem
invertalhaté matrixot szinguldrisnak nevezzik.

» Vilagos, hogy ha A inverze B, akkor B inverze A.

» A definiciobol nem deriil ki, hogy egy matrixnak lehet-e tobb inverze,
és hogy a matrix milyen tulajdonsaga befolyasolja invertalhatosagit. E
kérdésekre hamarosan valaszt adunk.

3.43. PELDA: MATRIX INVERZE. Tekintsiik az

2 1] 13 -1
A—L,) 3], és a B—{_5 2}

matrixokat. Szamoljuk ki az AB és a BA szorzatokat!

R [CAEE [F

Eszerint A inverze B, és ugyanakkor B inverze A.

3.44. PELDA: SZINGULARIS MATRIX. Mutassuk meg, hogy az
2 1
A=l

MEGOLDAS. Az A matrix szinguléris, ha nem invertalhato, azaz ha nincs
olyan X matrix, hogy AX = XA = I,. Mar az is elég, ha megmutatjuk,
hogy az AX = I sosem allhat fonn! Vegyiik észre, hogy X-nek négy
eleme van, igy X meghatarozasa egy 4-ismeretlenes egyenletrendszerre
vezet. Valoban, ha X = [¢ 7], akkor az AX = I egyenlet a kovetkezd
szimultan egyenletrendszerrel ekvivalens:

matrix szingularis.

2u+ w=1 20+ z=0
6u+ 3w =20 6v+3z=1

Ennek bévitett matrixat elemi sormtveletekkel 1épcsés alakra hozzuk

2110:>2110
6 3|0 1 0 0]-3 1
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Ebbdl latjuk, hogy az egyenletrendszerek legalabb egyike nem oldhato
meg, tehat nincs ilyen X maétrix, vagyis A nem invertalhato! |

Egy négyzetes A matrixot nilpotensnek neveziink, ha van olyan k
pozitiv egész, hogy
AF =o0.

Példaul az [ ~] 5] métrix nilpotens, mert [~735]% =[99].

3.45. PELDA: I—A INVERZE NILPOTENS A ESETEN. Mutassuk meg, ha
A nilpotens, azaz valamely pozitiv k-ra A¥ = O, akkor I— A invertalhato,
és inverze I+ A + A2+ ...+ AFL

MEGOLDAS. Megmutatjuk, hogy (I— A)I+A +A% 4. .+ AF ) =1

I-A)T+A+A%+.. . +AFY

=I+AFA . A A AT AR AT
=I— A"
=1

Az (T+A+A%+..  + Ak_l)(I — A) =1 6sszefiiggés ugyanigy bizonyit-
hato. |

Elemi matrixok inverze. Minden R elemi sormiivelethez van egy olyan
R’ sormiivelet, hogy az R sormiivelettel atalakitott matrixot az R’ vissza-
alakitja (1d. 2.2.1. feladat). Nevezziik ezt az R’ sormtveletet az R sor-
miivelet inverzének. Konnyen ellendrizhets, hogy az S; «+» S; sormtivelet
inverze énmaga, a ¢S; inverze %Sh és S; + ¢S; inverze S; — ¢Sj.

3.46. ALLITAS: SORMUVELET INVERZENEK MATRIXA. Minden elemi
matrix invertalhatd, nevezetesen egy sormiivelet elemi matrixédnak in-
verze megegyezik a sormtvelet inverzének elemi matrixaval.

A bizonyitashoz elég belatni, hogy egy sormiivelet és az inverz sormiivelet
maétrixainak szorzata az egységmaétrix. Az altalanos bizonyitas végiggon-
dolasat az Olvasora hagyjuk, itt csak egy-egy konkrét esetet mutatunk
meg, nevezetesen 3 X 3-as matrixokon az Sy <> S3, a 35, és az S + 453
sormtiveletek és inverzeik méatrixanak szorzatat:

1 0 0] 1t 0 0 100
00 1|0 0 1|=]0 1 0],
01 0f/[0 10 001
1 0 0]t 0 0 1 0 0]t 00 1 00
0 3 0/]{0 & 0ofl=1]0 3 0[|0 3 0fl=]0 1 oOf,
0 0 1J[0 0 1 00 1 0 1 001
1 0 411 0 —4 1 0 —4][1 0 4 100
01 0[|01 ofl={01 o0/f0 1 0=0120
00 1J][0 0 1 00 1J][0 01 001

Az inverz kiszamitasa. Ha a négyzetes A métrix inverzének kiszadmité-
sahoz elég lenne az AX = I méatrixegyenlet megoldasa (hamarosan kide-
riil, hogy elég lesz), akkor kész lennénk, hisz ez egyuttal egy szimultan
egyenletrendszer is, ami elemi sormiiveletekkel megoldhato.

Elsbb azonban két kérdésre valaszolnunk kell: (1) nem fordulhat-e
els, hogy A-nak t6bb inverze is van, és (2) nem fordulhat-e els, hogy az
AX = T matrixegyenlet megoldhat6, de a megoldas nem tesz eleget az
XA = I matrixegyenletnek? Négyzetes métrixok esetén mindkét kérdésre
nem a valasz, ami azt jelenti, hogy matrix invertaldsahoz elég az AX =1
maétrixegyenlet megoldasal
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3.47. TETEL: AZ INVERZ EGYERTELMUSECGE. Ha a négyzetes A mét-
rixhoz 1étezik olyan ugyancsak négyzetes B és C matrix, hogy AB =
CA =1, akkor B = C. Ennek kovetkezménye, hogy egy matrixnak
legfoljebb csak egy inverze lehet.

B1zoNyiTAS. C = CI = C(AB) = (CA)B = IB = B, ami igazolja az
els allitast. Ha A-nak B és C is inverze volna, fonnéllna az AB =1 és
a CA =1 egyenlGség is, de ekkor B = C, tehat az inverz egyértelmid. W

3.48. TETEL: AZ INVERZ LETEZESEHEZ ELEG EGY FELTETEL. A
négyzetes A matrix pontosan akkor invertalhato, ha létezik olyan B
matrix, hogy az AB =1 és a BA = I feltételek egyike teljesiil. Masként
szolva, a fenti két feltétel barmelyikének teljesiilése maga utan vonja a
maésik teljestilését is!

BizonyiTAs. Megmutatjuk, hogy ha a négyzetes A és B matrixok ki-
elégitik az AB = I egyenletet, akkor BA = I is fonnall, azaz A és B
inverzek.

Tekintsiik az AX = I matrixegyenletet. Ezt gy oldjuk meg, hogy
az [A|I] matrixot redukalt lépcsés alakra hozzuk. Ha ez [I|B] alaku,
akkor B az AX = I egyenlet megoldasa, ezért AB = I fennall. A
redukalt 1épcsds alakban zérus sor nem keletkezhet, mert a matrix jobb
oldalat az I matrixbol kaptuk, ami redukalt 1épcsés alak, s igy egyértelm.
Ha elemi sormiiveletekkel zérus sort kapnank a jobb oldali félméatrixban,
akkor volna olyan redukalt 1épcsés alakja is, mely zérus sort tartalmazna,
ami ellentmondés. Ha csak a méatrix bal felén kapnank zérus sort, akkor
az AX = I egyenletnek nem lenne megoldéasa, vagyis nem allhatna fenn
az AB =T egyenl@ség sem.

Ezutan megmutatjuk, hogy BA = I. Ehhez tekintsik a BY = 1
matrixegyenletet. Ennek megoldasahoz a [B|I] matrixot kell redukalt
lépcs6s alakra hozni. A el6z6ekbdl tudjuk, hogy elemi sormiiveletekkel
az

[AT] & [I|B]

atalakitas megvalosithato. Az atalakitas lépéseit forditott sorrendben
elvégezve az

[1/B] < [A[T]

transzformaciot kapjuk, ahol minden lépésben folcserélve a két részmét-
rixot a kivant

[BII] < [T[A]
atalakitast kapjuk. Ez azt jelenti, hogy Y = A a megoldasa a BY =1
matrixegyenletetnek, azaz BA = 1. |
Osszefoglalva:

INVERZ KISZAMITASA ELEMI SORMUVELETEKKEL. A négyzetes A mat-
rix inverze kiszamithat6, ha az [A|I] matrixot elemi sormtiveletekkel
[I|B] alakra hozzuk, ekkor A inverze B lesz. Ha A redukalt lépcsds
alakja nem az I matrix, akkor A nem invertalhato.

3.49. PELDA: AZ INVERZ KISZAMITASA. Szamitsuk ki az

A=1(2 3 4 ésa B=
3 4 6 32 10
4 3 2 1

matrixok inverzét!
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MEGOLDAS. A kikiiszébdléssel oszloponként haladva:

1 2 3]1 0 0 1 2 3| 1.0 0
2 3 4/0 1 0l=10 -1 —=2|-2 1 0] =
3 4 6|0 0 1 0 -2 -3|-3 0 1
1 0 —-1]-3 2 0] 10 0/-2 0 1
01 2] 2 -1 0/=1]010| 0 3 =2
00 1] 1 -2 1 00 1] 1 -2 1
Tehat
-2 0 1
At=| 0 3 -—2f.
1 -2 1

1 0 0 0|1 0 O O 1 0 0 O 1 0 0 O
2 1 0 0|0 1 0 O N 01 0 0|-21 00 N
321 0|0 0 1 0 0 21 0|-3 010
4 3 2 110 0 0 1 0 3 2 1|—-4 00 1
1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 0
01 0 0]-2 1 0 0 N 01 0 0]-2 1 0 0
0 0 10 1 -2 1 0 0 010 1 -2 1 0
00 2 1 2 -3 0 1 0 0 01 0 1 -2 1
Tehat
1 0 0 0
1|2 1 0 0
B = 1 -2 1 0
0 1 -2 1

3.50. TETEL: 2 X 2-ES MATRIX INVERZE. Az A = [¢ %] matrix ponto-
san akkor invertalhato, ha ad — be # 0, és ekkor

Al e b0 1 [d —b
e dl ad—be|—c a|’

B1zonviTAs. Azt, hogy az A métrixnak valoban a fenti matrix az in-
verze, egyszerd matrixszorzassal ellendrizhetjiik. Azt, hogy az ad—bc # 0
feltétel az invertalhatosagnak elégséges feltétele, a képlet bizonyitja. Azt,
hogy sziikséges feltétele is, gy lehet bizonyitani, ha észrevessziik, hogy
ad — bec = 0, azaz ad = bc pontosan akkor all fenn, ha A egyik sora a
masik skalarszorosa. Ekkor ugyanis az egyik sor kinullazhato, vagyis az
A matrix nem alakithaté elemi sormiiveletekkel az egységmatrixba. WM

Az inverz tulajdonsagai.

3.51. TETEL: AZ INVERZ ALAPTULAJDONSAGAI. Tegyiik fel, hogy A
és B egyarant n x n-es invertalhaté matrixok, ¢ # 0 skalar és k pozitiv
egész. Ekkor igazak a kovetkezdk:

—1 . ’ A LG 11
(a) A™! invertalhato, és inverze (A 1) =A,
(b) cA invertalhato, és inverze %A_l,
(¢c) AB invertalhato, és inverze B"'A™!,
(d) A* invertalhato, és inverze (Ak) = (A_l) , definici6 szerint ezt
értjiik A~"-n,

(e) AT invertalhato, és (AT)71 = (A_l)T.
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B1zONYITAS. Az allitdsok mindegyikét bizonyitjuk:

(a) A~!invertalhato, ha van olyan B matrix, hogy A"'B = BA™! = 1.
Ilyen matrix viszont van, hisz A invertalhato, és inverzére A7TA =
AA™! = 1. Eszerint a B = A valasztas megfelel, és A™! inverze A.

(b) A (cA)(E2A™Y) = (c- L)(AA™") =1 szorzat bizonyitja az allitést.

(c) Az
(ABYB'A™H=ABB HA ' =AA ' =1

szorzat bizonyitja, hogy AB invertalhato, és inverze B"'A ™!,
-1
(d) Az (Ak) = (A_l)k egyenlGség igaz volta a

AA. . AATTA L ATT=ATTATE  ATTAA L AT
—— —

k tényezs k tényezd k tényezd k tényezs

felirasbol leolvashat6, mert a szorzatok kézepén 1évs két matrix szor-
zata mindig I, ami elhagyhat6, és e 1épést k-szor ismételve végiil a
kivant eredményt kapjuk:

AA...(AA DA L ATT=AA  AAT AT = =1
—_———  ———
k tényezd k tényezd k—1 tényez8 k—1 tényezd

(e) Ha A invertalhato, akkor AA™" = A™'A =1, és ennek transzpo-
naltjat véve az

T

(AN AT=AT(A ) =1T =1

-1
egyenlGségbdl leolvashatd, hogy AT invertalhato, és inverze (AT> =
(A", n

» A (c) allitas indukcioval altalanosithato véges sok matrix szorzatara:
ha az azonos méretd négyzetes A1, As,...A,, matrixok mindegyike in-
vertalhato, akkor szorzatuk is, és

(AjAy.. . An) '=A7L  ATIATL

> A (c) allitasbeli Osszefiiggéshez hasonléval talalkozhatunk a Rubik-
kocka forgatasa kozben is. Jelolje A az egyik oldal derékszoggel valod
elforgatasat, és B egy masik oldalét. E két forgatas egymas utan vald
elvégzésével kapott transzformaciot tekintsiik a két forgatas szorzatanak,
legyen tehat ez AB. E transzforméciot invertalni akarjuk, azaz vissza
akarjuk allitani az eredeti allapotot, azaz azt az (AB)~! transzformaciot
keressiik, melyet AB utan elvégezve az identikus (egy kockat sem moz-
gato) transzformaciot kapjuk. Vildgos, elébb a B transzforméacio inverzét
kell végrehajtani, majd azutan az A inverzét, azaz (AB)~! = B~1A~L.

» A ATF (d) pountbeli definicidja is a precedencia elvbdl kovetkezik,
példaul az A™A"™ = A™T" Ssszefiiggés kiterjesztése negativ kitevére az
A*A* = A formulahoz vezet, amibél azt kapjuk, hogy A ™% = (Ak)_l.

3.52. PELDA: INVERZ TULAJDONSAGAINAK ALKALMAZASA.
A 3.49. példa matrixainak inverzét hasznélva szamitsuk ki az alabbi
matrixok inverzét!

100 0 2 4 6 8
oo o 2100 024 6
o 1 sl [B2rol fooo o2 oaf

43 2 1 000 2
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MEGOLDAS. A feladatban megadott méatrixok kifejezhet6k a 3.49. pél-
dédban megadott A és B matrixokkal. A harom invertidland6é matrix:
3A, B2, 2A”. Ezek inverzei az el6z6 tétel szerint rendre %Afl, (B™1)?,
%(B_l)T. Tehat a harom inverz:

1 (-2 01 go%
gA*:g 0 3 —2/=] 0 1—§
1 2
1 -2 1 3 735 3
1 0 o 0] 1 0 00
4w |2 1 00 |4 1 00
BP=11 2 10 “|6 -4 10
0 1 -2 1 4 6 —4 1
1 0 o0o0]" [5 -1 1 o0
1 470 1]=2 1 0 0 o i -1 1
B H =2 = 2 2
2 “2l 1 -2 1o “|lo 0 L 1
0 1 -2 1 o o0 o0 1%

Az invertalhatésag és az egyenletrendszerek megoldhatésaga. A ko-
vetkezd tétel a matrixok invertalhatosigét, az egyenletrendszerek megol-
déasanal hasznalt elemi sormiiveleteket és az egyenletrendszerek megold-
hatosagat kapcsolja Gssze.

3.53. TETEL: AZ INVERTALHATOSAG ES AZ EGYENLETRENDSZEREK.
Adva van egy n X n-es A matrix. Az alabbi allitasok ekvivalensek:

(a) A invertalhato;

(b) az AX = B maétrixegyenlet barmely n x t-es B maétrixra egyértel-
miien megoldhato;

(c) az Ax = b egyenletrendszer barmely n dimenziés b vektorra egyér-
telmtien megoldhato;

(d) a homogeén linearis Ax = 0 egyenletrendszernek a trivialis x = 0 az
egyetlen megoldasa;

(e) A redukalt lépcsds alakja I;

(f) A eléall elemi matrixok szorzataként.

B1zoNYITAS. Az allitasok ekvivalenciajat az (a) = (b) = (¢) = (d) =
(e) = (f) = (a), implikaciok igazolasaval bizonyitjuk.

(a) = (b): Legyen tehat A invertalhato és legyen B egy tetszdleges
n x t méret matrix. Ekkor az AX = B egyenlet mindkét oldalat A ~'-
gyel balrél szorozva kapjuk, hogy A"'AX = A7!'B, azaz X = A™'B. Ez
azt mutatja, hogy egyrészt a matrixegyenletnek van megoldésa, méasrészt
hogy mas megoldasa nincs, mivel igy minden megoldas megkaphato, és
A inverze egyértelm.

(b) = (c): Nyilvanvalo a B = b valasztéssal.

(¢) = (d): Nyilvanvalo a b = 0 valasztassal.

(d) = (e): Egy n-ismeretlenes, n egyenletbdl all6 homogén linearis
egyenletrendszer pontosan akkor oldhaté meg egyértelmien, ha egyiitt-
hatomatrixanak redukalt 1épcsés alakja I,,.

(e) = (f): Ha A redukalt lépcsss alakja I,,, akkor létezik elemi sor-
miiveletek olyan sorozata, mely az A = I,, transzforméaciot elvégzi. Je-
16]je az elemi sormiiveletekhez tartozé elemi matrixokat Eq,. .. Ex. Ekkor
tehat E\Ey...ExA = I,. Tnnen A kifejezhets az E; '-nel,... E, '-nel
balrol valé beszorzés utén:

A=E'. . E;'E/"

Elemi matrixok inverze elemi matrix, tehat A el6all elemi métrixok szor-
zataként.
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(f) = (a): Az A =E; .. .E;'E]" matrix minden tényezsje inver-
talhato, mivel mindegyik elemi matrix, igy szorzatuk is, és az inverz

A"'=EE,...E,.

» A tétel sok pontjanak ekvivalenciaja azt jelenti, hogy koziiliik barmely
kettore igaz, hogy ,az egyik pontosan akkor igaz, ha a mésik”. Példaul
,»A pontosan akkor invertalhato, ha az Ax = b egyenletrendszer minden
b vektorra egyértelmtien megoldhato”.

» Kés6bb megmutatjuk azt is, hogy A pontosan akkor invertalhato, ha
az Ax = b egyenletrendszer minden b vektorra megoldhat6. Azaz az
egyértelmiiség a feltételbdl kihagyhato. Masként fogalmazva, ha Ax = b
minden b vektorra megoldhatd, akkor a megoldas minden b-re egyér-
telmii.

3.54. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA MATRIXINVERTALAS-
SAL. Oldjuk meg az
2+ y=2

5t + 3y =3
egyenletrendszert matrixinvertalassal.

MEGOLDAS. Az egyiitthatomatrix és inverze a 3.50. tétel szerint

21 4 [ 3 -1
A-fa -l

igy az ismeretlenek (x,y) vektorara

MR I e ]

3.55. PELDA: MATRIXEGYENLET MEGOLDASA MATRIXINVERTALAS-
SAL. Oldjuk meg az AX = B matrixegyenletet, ahol

2 1] 13 2
AL% 3} s B[4 3 1]'

MEGOLDAS. Az A matrix megegyezik az el6z6 feladatbeli matrixszal,
igy tudjuk, hogy invertalhato, és ismerjik az inverzét. Az AX = B
matrixegyenlet megoldasa:

i [ 3 1)1 3 2] _[-1 6 5
X=A B_{5 2“4 3 1}_[ 3 -9 8]'

» Megjegyezziik, hogy linearis egyenletrendszert matrixinvertalassal rit-
kan oldunk meg, mert miiveleigénye valamivel nagyobb, mint az egyszert
kikiiszobolésnek.

3.56. PELDA: MATRIX ELEMI MATRIXOK SZORZATARA BONTASA.
Bontsuk fel az A = [§ g] matrixot elemi matrixok szorzatara!

MEGOLDAS. A 3.53. tétel bizonyitasanak (e) = (f) lépése szerint ha
egy A matrixot elemi sormtiveletekkel az egységméatrixba lehet transz-
formalni, akkor az elemi sormiiveletek inverzei forditott sorrendben elvé-
gezve az I-t A-ba transzformaljak. Ez viszont azt jelenti, hogy a hozzajuk



FEJEZET 3. MATRIXOK

112

tartozo elemi matrixok szorzata épp A.

Elemi sormiveletek

Elemi méatrixok Elemi métrixok inverzei

5 3

(2 So — 351 E, = Lo E ' = {1 O}
F 2} =3 1] 31
0 -1 _ B}
| = )
b 1 .
0 1 - -
ll S1 — 2S5, E; = L=2 Egl = |:1 2:|
1o 0 1 0 1
b1
A fenti atalakitas nyomén tehat EsEsEq A = I, amibsl A = E1_1E2_1E§1,

azZaz

igy A-t harom elemi métrix szorzatara bontottuk.

Igaz — hamis.
1° A négyzetes A matrix pontosan akkor invertalhato, ha

elemi sormitiveletekkel megkaphaté az I matrixbol.

2° Ha elemi sormiiveletek A-t B-be viszik, akkor az inverz

sormiiveletek B-t A-ba viszik.

3°® Ha elemi sormiiveletek A-t B-be viszik, akkor az inverz

sormiiveletek forditott sorrendben végrehajtva B-t A-ba
viszik.

Miiveleti azonossagok.
4° Egy algebrai kifejezésben végrehajtjuk az alabbi helyet-
tesitést:
u=3x1 + 2x2 + 4x3
v= 11— 32+ I3
w=2r — T2 — 323
Irjuk fel e linearis helyettesitést matrixszorzatos alak-
ban. Legyen (u® + v 4+ w?)(2u — v — w) az a kifejezés,
melyben a helyettestést elvégezziik. Irjuk fel e kifejezést

a helyettesités el6tt és utan matrixmiiveletek segitségé-
vel!

Helyettesités eltt:
u u
Az u = Ax helyettesités elvégzése utan

xTAT Ax [2 -1 —1} Ax,

ahol
T U1 3 2 4
x= |x2|, u= |uz|, A=1|1 -3 1
I3 us 2 —1 -3

1 2
3 5

1

5l

1 2
0 1

s 3 b

Szamitasi feladatok. Bontsuk fel a kdvetkez6 matrixokat
elemi matrixok szorzatéara!

1 3
BN
(1 3] [r o]t o]ft 3
2 8 2 1]|0 2]|0 1
(1 2
6_7271}
(1 2] [ 1 0]ft o]t 2
-2 —1] ~ |-2 1] |0 3] |0 1
1 -1
7_1 1}
(1 —1] [1 o]t o][1 -1
1 1] (1 1jjo 2][0 1
2 4
8_38}
2 4] [2 o]t o]ft o]fr 2
3 8 [0 1] |3 1]]0 2[[0 1
2 0 4
9 |0 2 0
3 2 7
2 0 4 2 0 0]t o o]t o 0]t o o] [t 0 2
0 2 0/=]0 1 0[|0 1 O[f0 2 oOof(0 1 0[]0 1 O
3.2 7 0 0 1][3 0 1J[0 0o 1J|0 2 1]]0 O 1
11 2
10 |1 2 2
2 4 5
11 2 1 0 Olft o 0]t o 0]t 0o 2]t 1 0
1 2 2(=[1 1 0offl0o 1 of|0o 1 0[]0 1 O] |0 1 O
2 45 0 0 1] [2 0 1J[0 2 1J|0 0 1]]|0 O 1

11 Hatéarozzuk meg az Osszes olyan 2 x 2-es A métrixot,
melyre A% = O. Masként fogalmazva hatarozzuk meg a
nullmétrix dsszes négyzetgyokét!
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Legyen A = [2}]. Négyzete a zérusméatrix, azaz

2 _|la bjla b] _ _ 100
Ai[c d]{c d}i 7{0 0}
Innen vagy a = d = 0 és ¢ vagy d legalabb egyike 0, vagy
a#0,c#0éb=—d’/c,d= —a.

12° Szamitsuk ki az

[a2+bc

b(a + d)]
c(a+d)

be + d2

matrix k-adik hatvanyait!

A feladat érdekes, mert abban a Fibonacci sorozat elemei
bukkannak fol. Ez az fo = 0, fi = 1, fit1 = fe + fr—1
egyenlGségekkel definidlt sorozat, melynek els6 néhény tagja:
0,1,1,2 3,5,8, 13, 21,.... Tekintsiik B néhany hatvanyat:

(0 1j |0 1] |1 1f _|fr fo
Sl 1 R R |
o |1 1o 1 {1 2] [f2 fs
i S| O B
Ennek alapjan azt sejtjiik, hogy

n o __ fnfl fn
AT = |: fn fn+1:|‘

Az allitas n = 1,2, 3 esetén igaz, és n-rél 6roklédik n + 1-re,
ugyanis

n+1l _ n _ fnfl fn 0 1
R WA |

fn+1 :|

_ fn fn+1:|
fn+fn+l ’

bfn )|
f’ﬂfl + f’n fn+l fn+2

konvenciét hasznéalva.

C = AB Einstein-konvenciéval: c;; = aixbr;.

Blokkmatrixok.

14° Mutassuk meg, hogy ha A és D invertalhaté matrixok,
akkor a kovetkez$ un. blokkdiagonalis matrix invertal-

hato6, és inverze
A o' A O
O D “lo D
tovabba tetszbleges, de megfelels tipusi B méatrix esetén
A B]' [A!
O D )

15° Mutassuk meg, hogy ha A és D négyzetes métrixok,
akkor

—A‘lBD‘l]
D' |

A Bl ' X ~XBD!
C D] ~|-D'CX D '4+D 'CXBD'|’

ahol X = (A — BD'C)™!, és feltételezziik, hogy min-
den felirt matrixinverz létezik.
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Az el6bbi két feladat valamelyikének felhasznalaséval sza-
mitsuk ki az alabbi matrixok inverzét!

2 3 0 0 O
12 0 0 O
16 |0 0 7 3 3
0 0 8 1 2
0 0 4 4 3
2 -3 0 0 0
-1 2 0 0 0
0 0 -5 3 3
0 0 -16 9 10
0 0 28 —-16 -—17
2 3 1 1 1
1 2 1 11
17 |0 0 7 3 3
00 8 1 2
0 0 4 4 3
2 =3 T -4 -4
-1 2 =7 4 4
0 0 -5 3 3
0 0 -16 9 10
0 0 28 —-16 -—17
2 3 1 11
1 2 1 1 1
18 |11 1.1 0 0
1 1 0 1 0
11 0 0 1
-1 0 1 1 1
2 -1 -1 -1 -1
-1 1 1 0 0
-1 1 0 1 0
-1 1 0 0 1

Bizonyitasok.

19° Bizonyitsuk be, hogy ha cA = O, akkor vagy ¢ = 0,
vagy A = O.

20° Az S; < S; sormtivelethez tartozé elemi méatrixot je-
16lje E;;, a ¢S;-hez tartozot E;(c) és a S; + ¢S; sormiive-
lethez tartozot E;;(c). Mutassuk meg, hogy Ei_j1 = E;j,
Ei()™' =Ei(;) és Eyj (o)™ = Eyj(—0).

21° Mutassuk meg, hogy ha A folcserélhets B-vel és B in-
vertalhato, akkor A folcserélhets B~ l-gyel is.

A folcserélhetségre vonatkoz6 AB = BA egyenletet szo-
rozzuk meg mindkét oldalrél B™*-gyel:

B '(AB)B"' =B '(BA)B™ .
Az asszociativitast hasznalva
(B™'A)BB™) = (B”'B)(AB™"),
amib6l a BB™! = I azonossag folhasznalasaval kapjuk, hogy

B 'A=AB™ .
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3.5. Miiveletek specialis matrixokkal

A gyakorlatban gyakran taldlkozunk olyan specidlis mdtrizokkal, melyekkel
a miwveletek egyszeribben végezhetdk el, és olyanokkal, melyek mdtrixmai-
veletek segitségével definidlhatdk.

Diagonalis matrixok. A maéatrixmiiveletek definici6i alapjan magatol ér-
tet6ds, hogy diagonélis méatrixokkal hogyan végezhetdk el a métrixmi-
veletek. ElsGszor egyszerd példakat mutatunk.

3.57. PELDA: MUVELETEK DIAGONALIS MATRIXOKKAL. Legyen A =
diag(1,2,3), B = diag(5, 4, 3). Ellendrizziik az alabbi szamitasokat, és fo-
galmazzunk meg altalanos Osszefiiggéseket diagonélis matrixokkal végzett
miiveletekrsl.

1 00][5 00 5 0 0
AB=10 2 0[|0 4 0|=1]0 8 0
0 0 3/[0 0 3 00 9
1 0 01> 1 0 0
A’=10 2 0| =0 4 0
0 0 3 00 9
10 0" [t o o
A7'=10 2 0] =]0 % 0
0 0 3 0 0 1
10 01" 1 0 o
A*=10 2 0| =1[0 28 0], ahol k egész szam.
0 0 3] 0 0 3k

3.58. TETEL: MUVELETEK DIAGONALIS MATRIXOKKAL. Legyen A =
diag(ay,az,...,a,), B = diag(b1,bs,...,b,), és legyen k egész szam.
Ekkor

(a) AB = diag(a1b1, asba, . .., anb,),

(b) A* = diag(ak, ak, ..., ak), specilisan

r'n

(c) A™' = diag(a; ', a3t ... a;h).

r'n

Permutacidés matrixok és kigyok. Konnyen kezelhetsk a diagonalis méat-
3.59. PELDA: SOROK PERMUTACIOJA MATRIXSZORZASSAL. Alkalmaz-
zunk tobb sorcserét az egységmatrixon. Az igy kapott métrixszal balrol
vald szorzas milyen hatassal van a beszorzott matrixra? Szemléltessiik
ezt Iy-en az S7 < Sy, Sy < Sy sorcserékkel.

MEGOLDAS. Legyen P az I4-bdl a fent megadott két sorcserével kapott
maétrix, és legyen A egy tetszéleges 4 X n-es matrix. Ekkor

(1 0 0 O] 01 0 0 01 0 O
1_010051821OOOSQ<—»S40001_P
1710 0 1 0 00 10 0 0 1 0]

00 0 1] 000 1 100 0

0 1 0 0] [air a2 az1 a2
_ |10 0 0 1| [az1r ag2| _ |aa1 aa2
PA= 0 0 1 O as; Qas2 o asy as2

1 0 0 O_ aq1 Q4o aj;p a2

Azt tapasztaljuk, hogy a PA az A-bol a soroknak épp azzal a permuté-
civjaval kaphato, amely permutécioval I-bél a P-t kaptuk. |



FEJEZET 3. MATRIXOK 115

3.60. DEFINICIO: PERMUTACIOS MATRIX, KIGYO. A diagonéalis mat-
rixok sorainak permutaciéjaval kapott matrixot kigyonak nevezziik, spe-
cidlisan az egységmatrixbol ugyanigy kapott matrixot permutdcios madt-
riznak hivjuk.

» Konnyen lathato, hogy a permutacios méatrix olyan négyzetes matrix,
melynek minden soraban és minden oszlopaban pontosan egy 1l-es van,
az Osszes tobbi elem 0. A kigy6 olyan négyzetes matrix, melynek minden
soraban és minden oszlopaban legféljebb egy nemnulla elem van.

» Minden kigy6 megkaphat6 egy diagonalis matrixbol oszlopcserékkel is.
Egy diagonalis méatrixbol akkor is kigyot kapunk, ha a sorok permutacidja
mellett az oszlopokat is permutéljuk.

3.61. PELDA: KiGYOK. Az alabbi matrixok mindegyike kigyd, az utolsd
ketts egyuttal permutacidés matrix is:

05 o1 [0 @00 [o1o00 - o,
~ 0 0 0ol (0001

00 9], , ,lo1 0

50 ol 000 of oo 1ol
0008 |1t o0oo0oO

3.62. TETEL: MUVELETEK PERMUTACIOS MATRIXOKKAL. Barmely
két azonos méret permutaciés matrix szorzata és egy permutacios mat-
rix barmely egész kitevGs hatvanya permutéiciés matrix, inverze meg-
egyezik a transzponaltjaval, azaz ha P permutaciés méatrix, akkor

P !l=pPT.

B1zonvYiTAS. Legyen A és B két permutacios méatrix. Szorzatuk sorvek-
torai a;, B alaktak, ahol a;, megegyezik valamelyik standard egységvek-
torral, pl. a;. = ey. Ekkor a szorzatvektornak csak az az eleme 1, amelyik
oszlop eg-val megegyezik, és ilyen oszlop pontosan egy van. Tehat a szor-
zatmatrix minden soraban pontosan egy elem 1, a tobbi 0. Oszlopokra az
allitas hasonloan bizonyithatd. A szorzatra vonatkozo allitds természe-
tes kovetkezménye a pozitiv egész kitevds hatvanyokra vonatkozo allitas.
A negativ egész kitevSkre is igaz az allitds. Ennek igazolasidhoz elég az
inverzre belatni.

Tekintsiik a PPT szorzatot. A (PPT)ii elem a P, vektornak és a
(PT),; = P;, vektornak a szorzata, vagyis 1, mig

(PPT)j = (P)ix(PT)sj = (P)in - (P)js,

azaz a szorzat i-edik soranak j-edik eleme a P i-edik és j-edik sorvektora-
nak skalarszorzata, ami 0, mivel két kiilonb6z6 sorban az 1-es kiilonb6zé
helyen van. |

3.63. PELDA: PERMUTACIOS MATRIX INVERZE. Az alabbi példa szem-
lélteti a tételben kimondott egyszertd allitast:

01 00][0001 100 0

r 0o o 1/t o0 o0 o100
PP =100 1 0[loo1o0/ ]oo1o0
1 000/[01 00 000 1

Haromszogmatrixok. A Gauss-kikiisz6bolés végrehajtésakor az egyiitt-
hatomaétrixot lépcesés alakra transzforméaltuk, melyben a f6atlo alatt min-

dig csak nulldk szerepelnek. Az ilyen méatrixok nem csak a Gauss-kikiiszobolésnél
fontosak.



Az angol nyelvi linearis algebra tan-
koényvek kiilonbséget tesznek a felss
és az als6 haromszogmatrixu egyenlet-
rendszerek megoldasa kozott. Forward
substitution, illetve backward substitu-
tion a neve a behelyettesitésnek ha
also, illetve ha fels6 haromszégmatrix
az egyiitthaté6 matrix. Ez arra utal,
hogy a valtozokat el6re vagy hatra ha-
ladva szamoljuk ki. Mi nem fogjuk
hasznélni e finom kiilonbségtételt.
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3.64. DEFINICIO: HAROMSZOGMATRIX. Azokat a matrixokat, melyek
féatloja alatt csak 0-elemek szerepelnek felsd hdromszégmdtriznak, azo-
kat, melyek f6atloja f6lott csak O-elemek vannak alsé hdromszégmdt-
riznak nevezzilkk. Ha egy haromszogméatrix f6atlojaban csupa 1-es all,
egység hdromszogmdtrizrol beszéliink.

A Gauss-kikiiszobolésnél kapott felsé haromszogméatrixhoz hasonléan azok
az egyenletrendszerek is megoldhatok csak behelyettesitésekkel, amelyek
egylitthatomatrixa als6 haromszégmatrix. A kiilonbség kizarolag annyi,
hogy ekkor az els6 egyenlettel kezdjiik, és az els6 valtozoval. Példaul az

T =3
2x 4+ 3y =3
204+ y+2z=3

egyenletrendszer els§ egyenletébdl z = 3, a mésodikba valé behelyettesi-
tés utdn y = —1, végiil a harmadikba vald behelyettesités utan z = —1.

3.65. TETEL: MUVELETEK HAROMSZOGMATRIXOKKAL. Als6 harom-
szogmaétrixok Osszege, szorzata, és invertilhato als6 hdromszogmétrix
inverze als6 haromszogmatrix. Egy als6 haromszogmaéatrix pontosan ak-
kor invertalhato, ha f6atlobeli elemeinek egyike sem zérus. Analog tétel
igaz a fels6 haromszogmatrixokra is.

A bizonyitast feladatként az Olvaséra hagyjuk.

Szimmetrikus és ferdén szimmetrikus matrixok. Az alkalmazasokban
gyakran taldlkozunk olyan matrixokkal, melyekben az elemek egyenlSk
vagy ellentettjei a f6atlora nézve szimmetrikusan elhelyezkeds parjuknak.
E tulajdonséig a transzponalttal kénnyen kifejezhetd.

3.66. DEFINICIO: SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS MAT-
RIXOK. A négyzetes A métrixot szimmetrikus mdtriznak nevezziik, ha
AT = A. A négyzetes A métrixot ferdén szimmetrikus mdtriznak vagy
ferdeszimmetrikusnak nevezziik, ha AT = —A.

3.67. PELDA: SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS MATRIXOK.
Az alabbi matrixok koziil az A szimmetrikus, a B ferdén szimmetrikus,
a C egyik osztalyba sem tartozik.

5 6 1 0 1 -2 1 9 9

A=|6 2 0|, B=|-1 0 3], C=1[-9 2 9

1 0 3 2 -3 0 -9 -9 3
Ha A ferdén szimmetrikus, akkor minden elemére a;; = —aj;, azaz i =
j esetén a; = —ay. Ez csak ay; = 0 esetén all fonn, azaz a ferdén

szimmetrikus matrixok f6atlojaban csupa 0 &ll.

3.68. ALLITAS: MUVELETEK (FERDEN) SZIMMETRIKUS MATRIXOK-
KAL. Szimmetrikus matrixok Osszege, skalarszorosa, szorzata, inverze
szimmetrikus. Hasonléan ferdén szimmetrikus métrixok Gsszege, ska-
larszorosa, szorzata, inverze ferdén szimmetrikus.

Az allitas bizonyitasat feladatként az olvasora hagyjuk.

3.69. TETEL: FELBONTAS SZIMMETRIKUS ES FERDEN SZIMMETRIKUS
MATRIX OSSZEGERE. Minden négyzetes matrix elgall egy szimmetrikus
és egy ferdén szimmetrikus matrix Gsszegeként, nevezetesen minden A

négyzetes méatrixra

A:%(A+AT)+%(A—AT).

~~ ~~
szimmetrikus ferdén szimm.



FEJEZET 3. MATRIXOK 117

BizonyiTAs. Ha egy méatrix szimmetrikus, konstansszorosa is, igy elég
megmutatni, hogy az A + AT matrix szimmetrikus:

(A+AT)T=AT+(AT)T:AT+A=A+AT

Hasonloképp A — AT ferdén szimmetrikus, hiszen

T T

(A—AT) _AT—(AT) :AT—A:—(A—AT)

Végiil a két méatrix Osszege valoban A:

1 1 11 11
“(a AT) h (A—AT) — A+ AT+ A AT — A
2( Aty ph Tt ATy

Fontos kovetkezményei lesznek az alabbi egyszert allitasnak.

3.70. TETEL: ATA Bs AA”T szimMETRIKUS. Az ATA és az AAT
matrixok tetszéleges A matrix esetén szimmetrikusak.

T T
BIZONYITAS. (AAT) - (AT) AT — AAT. Az allitas masik fele
ugyanigy bizonyithato. |

Matrix és egy diad 6sszegének inverze®. Osszegméatrix inverzérsl — a
valosok Gsszegének inverzéhez hasonldéan — altalaban nem sok mondhatd,
de specialis matrixokra nagyon hasznos eredmények vannak. Ilyen a ko-
vetkezd tétel is.

3.71. TETEL: SHERMAN — MORRISON-FORMULA. Tegyiik fel, hogy az
A € R™™ matrix invertalhato, és u,v € R™ két olyan vektor, hogy
1+ vTA ™ 'u #0. Ekkor A + uv” invertalhato, és

A luvTA !

A r _1=A_1——.
( +uv) 14+vTA lu

BizonyiTAs. Elég megmutatni, hogy

<A_1 B A 'uvTAT?

2 WA VAtuw)=1
1—|—VTA111>( +uv) ’

mert ez a formula igazolasa mellett azt is bizonyitja, hogy A + uv”
invertalhato.

_ A luvTA !
<A 1_ . _|_VTA1u> (A + uvT)
A 'uvTAT? A uvT A tav”
—AA -2 WA — A+ A tuvT — M 71uv
1+vIA  u 1+vIA  u
I+ A T A" tulv” A'u (VIA ) VT
p— v —_— J—
14+vTA 'u 14+ vTA 'u
A lu (1 + VTA_lu) vT
=TI+ A tuv? —
1+vTA tu
ZI+ A tuv?’ — AtV
=1

A x-gal jelzett egyenl&ségnél azt hasznaltuk ki, hogy 1 x 1-es matrixszal
val6 szorzas egybeesik a skalarral valo szorzassal, a skalar tényez6 pedig
egy matrixszorzatban attehetd mas helyre, igy az adott tortkifejezésben
egyszertisithettiink vele. |
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A Sherman —Morrison-formula sokhelyiitt hasznalhato, mi itt egyet
emeliink ki: megvizsgéljuk, hogy hogyan valtozik egy matrix inverze, ha
a méatrixnak csak egyetlen elemén valtoztatunk.

3.72. PELDA: INVERZ VALTOZASA. Legyen A invertalhatdé métrix, és
valtoztassunk meg az a;; elemet a;; + e-ra. Fejezziik ki az igy kapott
matrix inverzét A" segitségével.

MEGOLDAS. Els§ lépésként kifejezziik az Gj métrixot A-bol matrixmi-
veletekkel. Legyen e; és e; az i-edik és j-edik standard egységvektor.
Ekkor a modositott matrix

B=A+ seie?.

Erre alkalmazhat6é a Sherman—Morrison-formula az u = e; és v = ce;
valasztassal.
B™'=(A+ zseieJTf1
A le;(ce))TAT?
1+ EejTA_lei
(A™Hu(AT);.
1 + &‘(Ail)ji

A71

3.73. PELDA: INVERZ VALTOZASA SZAMPELDAN. Adva van egy A mat-
rix és annak inverze:

12 3 4 0 -2/5 3/5 0
A_|2 003 Al |25 T 8/5 3)5
300 2 3/5 -8/5, 7/5 —2/5
43 2 1 0 3/5 -2/5 0

Valtoztassuk meg aj; értékét 1-r6l 11/10-re. Az igy kapott méatrixot
jelolje B. Hatéarozzuk meg inverzét!

MEGOLDAS. Az el6z6 példa alkalmazasaval

1 (Ail)*l(Ail)l*

B'l=A1-—
10 14+ 5(A Yy
[0
—-2/5
- 0 —2/5 3/5 0
0 -2/5 3/5 0 3/5 [ /5 3/5 0]
_|-2/5 75 =85 35| 1[0
“ |35 =8/5 7/5 —=2/5| 10 1+4-0
|0 35 —2/5 0 |
0 -2/5 3/5 0 0 o 0 0
_|-2/5 7/5 —8/5 3/5| 1|0 4/25 —6/25 0
~|3/5 -85 7/5 —2/5| 100 —6/25 9/25 0
0 3/5 -2/5 0 | 0 0 0 0
0 —2/5 3/5 0
_|-2/5 173/125 —197/125 3/5
T | 3/5 —197/125 341/250 —2/5
0 3/5 —-2/5 0
tizedestortekkel szadmolva:
0.000 —0.400  0.600  0.000
| —0.400  1.384 —1.576  0.600
0.600 —1.576  1.364 —0.400
0.000  0.600 —0.400  0.000
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Gyorsszorzas®. Két 2 x 2-es méatrix szokasos modon valo dsszeszorza-
sahoz 8 szorzasra és 4 Osszeadasra van sziikség. Strassen 1969-ben egy
olyan modszert talalt, mellyel e matrixszorzast 7 szorzéssal is el lehet
végezni, igaz azon az aron, hogy az Osszeadasok szama 16-ra né.

STRASSEN-FORMULAK. Legyen A, B és C is 2x2-es. A C = AB
szorzas elvégezhets a kovetkezs formulakkal:

di = (a11 + a2)(b11 + ba2) ci1 =dy +dy —ds +dy
dy = (a21 + agz)b11 co1 = do + dy
dz = ay1(b12 — ba2) c12 = d3 +ds
dy = azo(—b11 + ba1) Co2 =dy +d3z —dy +dg

ds = (a11 + a12)ba
de = (—a11 + a21)(b11 + bi2)
d7 = (@12 — a22)(b21 + ba2)

Ha olyan szamitégépet hasznalunk, melyen a szamok szorzasa sokkal tobb
id6t igényel, mint az Osszeadasa, akkor mar ez is gyorsithatja a mtve-
letet. A modszer azonban kiterjeszthets tetszéleges méretd négyzetes
matrixokra is, és elegendGen nagy n-ekre a mtveletek Gsszama is csok-
ken. A standard matrixszorzas mtiveletigénye 2n3 —n? (ebbdl n? szorzas
és n® — n? Osszeadas — gondoljunk utanal), a Strassen-formulakkal valo
szorzasé pedig n = 2% esetén legfoljebb 7 - 7% — 6 - 4%). Ez n = 210
esetén mar kevesebb miveletet ad. Az altalanositds lényege, hogy a
Strassen-formulak 2 x 2-es blokkmatrixokra is hasznalhatok, mert a szor-
zas kommutativitasat nem hasznaljak, igy ha M(n) jeldli két n x n-es
matrix Osszeszorzasahoz sziikséges szorzasok, és S(n) a szlikséges Ossze-
adésok szamat, akkor M(2n) < TM(n) és S(2n) < 18n% + 75(n). Az
M(1) = 1, S(1) = 0 kezdeti feltételeket is hasznalva megmutathato,
hogy M(2F) < 7k S(2F) < 6(7F — 4F). E képletekbdl a felss egész-
rész jelét hasznélva és a k = [log, n] jeloléssel az mtiveletek Gsszamara
a cn'82T < cn?8! felss becslést kapjuk, ami a 2n3 — n? értéknél jobb,
fliggetleniil a ¢ konstans konkrét értékétsl. Mivel a két Osszeszorzandd
métrix mindegyikének mind az n? elemét hasznalni kell, ezért a sziiksé-
ges miveletek szamanak alsé becslése cn?. A cn?3! felsé becslés mara
en?376ra lett javitva (Coppersmith és Winograd, 1990), de az a sejtés,
hogy a kitevs 2-re, de legalabb 2 4 e-ra lenyomhatd, ahol ¢ tetszGlegesen
kis pozitiv szam.

A modszer gyengéje numerikus instabilitasa, igy a gyakorlatban csak
bizonyos méatrixokra érdemes hasznalni, példaul nagyméreti egészelemti
matrixokra tetsz6leges pontossagi aritmetika hasznalata esetén.

Déntsiik el, igazak-e az alabbi allitdsok? Valaszunkat indo- kobét!
koljuk! 0 2 0 0
0 2 0 0 0 2
0 0 0 5
0 0 4f, 0 4 0f, 00 3 0
1° Szimmetrikus méatrixok Osszege és skalarszorosa is szim- 3 0 0 3 0 0 40 0 0

metrikus, igy szimmetrikus matrixok tetszéleges linearis

K S deus. i
ombinacioja is szimmetrikus 4 Hogyan oldanank meg a kovetkezs egyenletrendszert a

lehet6 legkevesebb 1épésben?

2° Ferdén szimmetrikus méatrixok dsszege és skalarszorosa is
ferdén szimmetrikus, igy ferdén szimmetrikus matrixok
tetszéleges linearis kombinécidja is ferdén szimmetrikus. 6z + 3y =3

2z + 3y + 22 =3
2z + 4y + 3z + 5w =4

r+4y+3z+5w=3

3°® Szamitsuk ki az alabbi matrixok inverzeit, négyzetét és
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Az els6 egyenletet kivonjuk az utols6bdl, innen x = 1, ez-
utan visszahelyettesités a masodik, harmadik, majd az els6
egyenletbe.

Bizonyitasok.

5.

6.

70

Mutassuk meg, hogy minden permutéciés métrix osz-
lopcserékkel is megkaphato az egységmatrixbol, és hogy
permutéciés matrixszal jobbrol vald szorzas a beszorzott
matrix oszlopain ugyanazt a permutéciét hajtja végre,
mint amellyel a permutéaciés métrix az egységmatrixbol
megkaphato.

Bizonyitsuk be, hogy barmely két azonos méreti kigyo
szorzata és egy kigy6 barmely pozitiv egész kitevss hat-
vanya kigyo.

Mutassuk meg, hogy egy K kigy6 pontosan akkor inver-
talhat6, ha minden sordban pontosan egy elem nem 0,

8*
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és ekkor inverze megkaphato gy, hogy minden nemnulla
elem helyébe annak reciprokat irjuk, majd az igy kapott
matrixot transzponaljuk.

Gyorsinvertalas. Legyen B = A~ mindketten 2 x 2-es
matrixok. Mutassuk meg, hogy az alabbi eljarassal de-
finidlt matrixinvertalas segitségével n X n-es matrixokra
olyan algoritmus készithets, melynek miiveletigénye leg-
foljebb en?8L.

Cc1 = afll b12 = C3Cp
c2 = az1C1 b21 = ceca2
C3 = C1012 cr = c3ba1
c4 = a21C3 bi1=c1—cr

C5 = €4 — A22 b2z = —cs

—1
Ce = Cy



Az LU-felbontdisban az L és U betik
az alsd és felsd jelentésti angol lower
és upper szavak kezd@betiii.
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3.6. Az LU-felbontas

Matrizok szorzatalakba frdsdval (faktorizdcidjdval) mdr taldlkoztunk, ami-
kor a Gauss—Jordan-kikiisz6bolést haszndlva bizonyitottuk, hogy minden
invertalhato matriz elddall elemi mdtrizok szorzataként. E szakaszban a
Gauss-kikiisz0bolésbdl indulva megmutatjuk, hogy egy mdtriz felbonthato
egy alsé és eqy felsé hdromszégmdtriz szorzatdra. E mdtrizfaktorizdcio
linedris algebrai feladatok szdmitdgépes megolddsdanak igen gyakran hasz-
ndlt eszkoze, sokszor eldnydsebb, mint maga a Gauss-kikiiszobolés.

3.74. PELDA: GAUSS-KIKUSZOBOLES MATRIXSZORZASSAL. Elemi sor-
miveletekkel hozzuk az

4 1 2
A=12 4 1
1 2 4

métrixot 1épcsds alakra (azaz fels haromszogmatrix alakra), amit jeldl-
jon U. Az elemi sormiiveleteket helyettesitsiik matrixokkal valo szorzas-
sal. Végiil az igy kapott matrixszorzatos alak segitségével allitsuk el A-t
az U és egy masik matrix szorzataként.

MEGOLDAS. Oszloponként haladva végezziik el a Gauss-kikiiszobolést.
Minden elemi sormiivelet mellett (zarojelben) megadjuk a hozza tartozo
elemi matrixot:

4 1 2 Sa1/25 1 00
A=|2 4 1| 7= E;=|-1/2 1 0
1 2 4 0 0 1]
41 2] 1 0 0]
E/A=|0 7/2 0] °=%"" E;=| 0 1 0
1 2 4 —1/4 0 1]
412 10 0]
E.E;A=1|0 7/2 0| °=%"" E;s=(0 1 0
0 7/4 7/2) 0 —1/2 1]
(4 1 2]
EsE;E;A=(0 7/2 0| =U.
0 0 7/2

Tehat E3EoE;A = U, amibél az (EsEoE;) ™! matrixszal valo beszorzas
utén A = (E1_1E2_1E3_1)U. Kiszamoljuk az elemi matrixok inverzeinek
szorzatat, azaz az L = E7 'E; 'E3 ! matrixot. Félhasznaljuk a 106. ol-
dalon mondottakat, miszerint S; 4+ ¢S; matrixanak inverze S; — ¢S; mat-
rixaval egyenld:

1 00][1 o0o0]ft 0o o 1 0 0
L=|1/2 1 0/|0 1 0[]0 1 o|=][1/2 1 of.
0 0 1| |1/4 0o 1|0 1/2 1 1/4 1/2 1

Meglep6 médon ezeknek az elemi métrixoknak a szorzata a f6atld alatti
szamok atmasolasaval megkaphaté. Az eredmény egy also egység harom-
szOgmatrix. |

3.75. DEFINICIO: LU-FELBONTAS. Azt mondjuk, hogy a négyzetes
A matrix egy A = LU alaku tényezSkre bontasa LU-felbontds (LU-
faktorizdcio vagy LU-dekompozicid), ha L also, U fels6 haromszogmét-
rix.

A 3.74. példaban konstrualt felbontas LU-felbontas:

41 2 1 0 04 1 2
2 4 1| =|1/2 1 ofllo 72 o0|. (3.8)
1 2 4 1/4 1/2 1] {0 0 7/2
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Az LU-felbontas hasznalata egyenletrendszer megoldasara. Ha ismer-
jik az n x n-es invertalhaté A matrix LU-felbontasat, akkor az Ax = b
egyenletrendszer kénnyen megoldhato. Az Ax = b egyenletrendszer meg-
oldasa az Ly = b, Ux = y egyenletrendszerek megoldasaval ekvivalens.
Ha ugyanis x megoldasa Ax = b egyenletrendszernek, akkor LUx = b,
és y = Ux jeloléssel Ly = b. Maésrészt, ha y megoldasa az Ly = b
egyenletrendszernek, és x az Ux = y egyenletrendszernek, akkor y-t be-
helyettesitve L(Ux) = b, azaz Ax = b. Témoren:

Ax = b megoldhat6 «— Ly = b, Ux = y megoldhato.

Mivel L és U is haromszogmétrix, ezért az Ly = b, Ux = y egyenlet-
rendszerek egyszer( behelyettesitésekkel megoldhatok. A megoldés min-
két esetben egyértelmi, mert L és U rangja is n.

3.76. PELDA: EGYENLETRENDSZER MEGOLDASA LU-FELBONTASSAL.
Oldjuk meg a kovetkezs egyenletrendszert!

41‘1+ 1’2+21’3:8
201 +4a0+ x3=4
T, + 2x9 + 43 =9

MEGOLDAS. Mivel ismerjiik az egyiitthatomatrix LU-felbontasat — az
épp a (3.8)-beli felbontas —, ezért ezt hasznaljuk, és elszor megoldjuk
az Ly = b egyenletrendszert:

10 0] [wm 8
12 1 0] |y =4
1/4 1/2 1| |ys 9

Ebbél y; = 8, ezt a masodik egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy y» = 0,
majd ezeket a harmadikba helyettesitve kapjuk, hogy y3 = 7. Ezutén
megoldjuk az Ux =y egyenletrendszert, aminek alakja

4 1 27 [ 8
0 7/2 0| |za]=]0
0 0 7/2| |as 7

Ismét egyszerii behelyettesitésekkel kapjuk, hogy x5 =2, 20 =0 és 1 =
1. A megoldas x = (1,0, 2). [

Matrix invertalasa LU-felbontassal. Matrix invertalasdhoz elég megol-
danunk az AX = I egyenletrendszert. Ha A = LU egy LU-felbontésa
A-nak, akkor az LUX = I megoldasa a vele ekvivalens két matrixegyen-
let megoldaséval megkaphato:

AX=1 < LY =1, UX =Y.

E két utobbi egyenletrendszer viszont megoldhaté kizarolag helyettesité-
sekkel is!

3.77. PELDA: MATRIX INVERTALASA LU-FELBONTASSAL. Invertaljuk
a 3.74. példaban megadott A méatrixot!

MEGOLDAS. Megadtuk az adott matrix LU-felbontasat a (3.8) egyenlet-
ben. Ezt hasznélva el6szor megoldjuk az LY = I méatrixegyenletet:

1 O O Y11 Y12 Y13 1 0 O
1/2 1 0| [y21 Y22 23| =1(0 1 0
/4 1/2 1] |ys1 ys2 33 0 01
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Az L els6 soraval valo szorzasbol: [y11 y12 y13] = [1 0 0]. A masodik sorral

valé szorzasbol %[yu Y12 Y13] + [y21 Y22 y23] = [0 1 0]. Behelyettesités

utan [yo1 Yoo Yos] = [—% 1 0]. Végiil a harmadik sorral valo szorzasbol:
1

1
1 (11 vz wis] + 3 [y21 Y22 wos| + [ys1 ys2 wss]=[0 O 1],

amibdl behelyettesités utan kifejezve Y harmadik sorat kapjuk, hogy
[ys1 ys2 y33] = [0 — 1 1]. Azaz

1 0 0
Y=1|-1/2 1 0
0 -1/2 1

Ezutan ugyanigy, egyszeri helyettesitésekkel megoldhato az UX =Y,
azaz a

4 1 2 11 X12 13 1 0 0
0 7/2 0 21 X222 X23| = —1/2 1 0
0 0 7/2 Tr31 X322 I33 0 — /2 1

maétrixegyenlet is, melynek megoldésa

1 2 0 —1
X = 7 -1 2 0
0 -1 2

Az LU-felbontas kiszamitasa. A 3.74. példdban kovetett eljaras egy-
szertien altalanosithaté tetszéleges méretl négyzetes matrixra.

3.78. ALGORITMUS: EGY LU-FELBONTAS ELOALLITASA. Tegyiik fel,
hogy az n x n-es A matrix kizarolag csak a hozzdadas elemi sormii-
veletével fels6 haromszog alakra hozhato, azaz a kikiiszobolés soran a
féatloba sosem keriil 0. Ekkor a kovetkezs lépésekkel allitsunk el egy
U és egy L matrixot.

1. A Gauss-kikiiszobolést az els6 oszloppal kezdjiik, és az els6 sor kons-
tansszorosainak kivonaséaval, azaz az So — l2151, S3 — 13151,... S, —
1,151 sormiveletekkel eliminaljuk az elss oszlop elemeit (természete-
sen g1 = ag1/ai).

2. Folytassuk az eliminaciot a mésodik oszloppal, azaz hajtsuk végre az
S3 — 13253,. .. S, — ;255 sormiiveleteket, majd eliminaljuk sorban a
tobbi oszlop {6atld alatti elemeit is.

3. Az eredményiil kapott lépcss alak lesz U.

4. A kikiiszobolés konstans [;; elemeit irjuk egy matrix index szerinti
helyébe, melynek féatlojaba 1-eket, folé 0-kat irunk. Ez lesz az L
matrix, azaz

1 0 0

loy 1 ... 0
L=|. . | (3.9)

lnl ln2 1

Ismét végigszamoljuk a 3.74. példabeli métrix felbontésat. Elgszor irjunk
le egy egységmatrixot, de a f6atlo alatti helyeket iiresen hagyva, ebbdl
lesz L. Irjuk mellé az A matrixot, és amikor elvégziink egy S; — 1:S;
sormiiveletet rajta, akkor az [;; értéket bejegyezziik az L matrix j-edik
soranak i-edik oszlopaba. Az alabbi szamitasok bal hasdbjaban latjuk a
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fentiek szerinti lépéseket.

1 0 0] 4 1 2 [4.00 1.00 2.00
1 02 4 1 2.00 4.00 1.00

i 1111 2 4 [1.00 2.00 4.00
(2 (8

(1 0 0]f4 1 2 [4.00 1.00 2.00]

1/2 1 0| |0 7/2 0 0.50 3.50 0.00

I [ 2 4 [1.00 2.00 4.00
N2 (8

1 0 0][4 1 [4.00 1.00 2.00]

1/2 1 0| |0 7/2 0.50 3.50 0.00

1/4 1] [0 7/4 7/2 1025 1.75 3.50]
(2 (8

M1 4 1 2 [4.00 1.00 2.00

1/2 0 7/2 0 0.50 3.50 0.00

[1/4 1/2 0 0 7/2 025 0.50 3.50
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Vegyiik észre, hogy az A matrixon folytatott elemi atalakitasok eredmé-
nye és az L méar kiszamolt elemei egyetlen matrixban is ,elférnek”, ugyanis
L-ben épp akkor és oda keriil egy elem, amikor és ahova A-ban 0. Ezt a
szamitogépprogramok kihasznaljak, ha igen nagy méretd A matrixot kell
felbontani, és az L és U matrixot is az A helyében konstrualjak meg. A
fenti szamitésok jobb hasabjiaban ezt a szamitdgépes technikat alkalmaz-
zuk. Szines hattérrel jeloljiik az L-beli elemeket. A szamitogépes jelleg
erGsitésére tizedestort alakot hasznélunk.

Igazolnunk kell még, hogy a fenti algoritmus valoban LU-felbontast
ad.

3.79. TETEL: Az LU-FELBONTAS LETEZESE ES EGYERTELMUSEGE.

Legyen A invertalhaté n X n-es méatrix.

1. Ha létezik A-nak LU-felbontasa, akkor ezek egyike megkaphatd
a 3.78. algoritmussal.

2. Az A-nak olyan LU-felbontasa, melyben L f6atlojaban csak 1-esek
vannak egyértelmd.

B1zONYITAS. (a) Elgszor belatjuk, hogy a 3.78. algoritmusban megkonst-
rudlt L és U matrixok LU-felbontast adnak. Ehhez elég belatni, hogy
A = LU. Az algoritmus szerint S; — [;;5; (i > j) alaka elemi mtivele-
tekkel transzformaljuk A-t U-ba. E transzformaciok inverze S; + 1;;.5;,
melynek matrixat jellje L;;. Ez felirhato I+ lijeiejT alakban, azaz

1T ... 0 ... 0 ... 0 0
0 1 0 0 0
Lij = |: : .o | =T+ || [0...1...0...0].
0 ... L ... 1 ... 0 1
o ... 0 ... 0 ... 1] 10

Mivel A = L21L31 v Ln1L32 v Lng SR Ln—l,ny ezért az LU = I—|—lijeief

helyettesitések utan csak azt kell belatni, hogy a (3.9)-beli L matrixra
L= (I + lQlege?)(I + l31e3eT) SN (I + lnleneT) ce (I + ln_lmen_leg).
Azt kell bizonyitanunk, hogy

L=I+ lglegelT + l31e3e1T + ...+ lnlenelT + ...+ ln,l,nen,leg,
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vagyis elég belatni, hogy a fenti szorzatban a zardjelek felbontésa utan
keletkezé
T

(lijeie]T)(lstesetT) = lijlsteiejreset

alakt szorzatok mindegyike nullméatrix. Egyrészt j < ¢, t < s, mésrészt
mivel az eliminécié oszloponként balrol jobbra, oszlopon beliil fentrsl
lefelé haladt, ezért vagy j < t vagy j = t és akkor i < s. E feltételek esetén
viszont j # s, tehat ejTes = 0, vagyis eie;‘resef = O, amit bizonyitani
akartunk.

(b) Tegyiik fel, hogy létezik A-nak két LU-felbontasa is, azaz A =
L,U; = L,U,. Mivel A invertalhato, ezért a ??. tétel szerint Ly, Uy,
L, és U, is. Balrol Ly, jobbrol Us inverzével szorozva kapjuk, hogy

U, U, =L 'Ly,

A bal oldalon két fels§ haromszégmatrix szorzataként egy fels6 harom-
szogmatrix van, mig a jobb oldalon két als6 haromszogmatrix szorzata,
ami als6 haromszogmatrix (?7. feladat). Raadasul a jobb oldal egység £6-
atloja (??. feladat). Ez csak akkor allhat fonn, ha U, Uyt = Ly 'Ly =1,
azaz ha L; = Ly és U; = Us,. |

PLU-felbontas. Vilagos, hogy az
0 0 1
A=1|1 1 1
0 1 1

matrixnak nincs LU-felbontésa, hisz barmely LU-felbontas bal fels§ ele-
mére (LU)y; = lj3u11 # 0, ugyanakkor a;; = 0. Az els6 és masodik
sorok cseréje utan kapott

1
A= 1
1

o O
—_ O =

matrixnak hasonlo okok miatt ugyancsak nincs LU-felbontasa: ez kicsit
hosszabb szamolassal levezethets az age = 0 Osszefliggésbdl (1d. 3.6.16.
feladat). A maéasodik és harmadik sorok felcserélése utan viszont méar
van LU-felbontés. Jelolje P a fenti sorcseréket megvalositdé permutacios
maétrixot. Ekkor

0 1 0]]0 0 1 1 11 1 0 0ofJ1 1 1
PA=|0 O 1{J1 1 1{=1]0 1 1|=1{({0 1 0|0 1 1},
1 0 0[]0 1 1 0 0 1 0 0 1] (0 0 1

ami egy LU-felbontas. Igy a PA = LU alakra jutottunk, amibél a
P! = PT matrixszal valo szorzas utan az A = PTLU felbontést kapjuk.

Az LU-felbontast csak négyzetes matrixokra definialtuk, az egyenlet-
rendszer megoldasaban és a maéatrix invertalasaban valé fontos szerepére
és egy unicitastétel kimondhatosagara gondolva. Most tobb szempontbol
is altalanosabb definiciot adunk, olyat, mely tetszéleges matrixokra egy
egzisztenciatétel kimondasat is lehet6vé teszi.

3.80. DEFINICIO: PLU-FELBONTAS. Egy tetsz6leges m X n-es A mét-
rixnak egy permutécios, egy négyzetes als6 haromszog- és egy m X n-es
fels6 haromszogmatrixra valé bontasat PLU-felbontdsnak nevezzik.

A 3.78. algoritmus kis valtoztatéssal alkalmassi tehets e felbontés el-
végzésére is. A modositott algoritmus rdadasul a négyzetes szinguldris
mdtrizokra is hasznalhato lesz.
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1. Az elemi sormiiveletek kozben sorcserékre is sziikség lehet, ha a f6-
atloban 0, de alatta valahol nem 0 4ll. Az a sorcsere, ami ilyenkor
elvégzends, elvégezhets a kikiiszobolési eljaras elstt is (ezt az alli-
tast nem igazoljuk). E sorcserékhez tartozo elemi matrixok szorzata
egy P permutacios matrix. Igy az algoritmust nem az A-n, hanem
PA-n hajtjuk végre. Eredményiil egy

PA=LU

felbontast kapunk, mely a P7 = P~! matrixszal valo beszorzas
utan a kivanalmaknak megfelels A = PTLU felbontast adja.

2. Ha sorcserékkel sem lehet elérni, hogy a f6atloban ne legyen zérus,
akkor az algoritmusban tovabb lépiink a kévetkez6 oszlopra.

3. Nem kell lépcsés alakra hozni A-t, a fels6 haromszogmatrixsza vald
alakitas kevesebbet kér. Ez azt is jelenti, hogy itt a f6elemet mindig
a featlorol valasztjuk, akkor is, ha a lépcsds alakra hozasnal tudnank
folotte is fGelemet valasztani.

4. A gyakorlatban — a hatékony szamitégépprogramok — részleges 6-
elemkivalasztassal dolgoznak, igy olyankor is alkalmaznak sorcseré-
ket, ha a f6atloban nem zérus van.

3.81. PELDA: PLU-FELBONTAS ELOALLITASA. Keressiik meg az

e e =)
e =)
[
=N O N
=N =

matrix egy PLU-felbontasat! Az A felsé haromszog-alakra hozasa kézben
alkalmazzunk részleges fGelemkivalasztast! Ugyeljiink arra, hogy f6elemet
itt csak a féatlorol valasszunk!

MEGOLDAS. Az egyszertiség kedvéért kis tobbletmunkat vallalva elészor
csak azért hajtjuk végre a fels6 haromszog-alakra hozas lépéseit, hogy
megallapitsuk, melyik 1épésben melyik sorban lesz a pivotelem. Ezutén
elsallitjuk e sorpermutéicionak megfelel6 P permutacios matrixot, és vég-
rehajtjuk az LU-felbontast a PA matrixon.

Si<5 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1
S3—Sl Sg<—>5’4

A Sz 0 01 2 1 54—;@253 00 1 2 1

0 01 2 1 00 2 4 0

00 2 4 0 00 0 0 1

A két sorcsere alapjan a permuticios méatrix:

01 0 0
10 0 0
P_O()Ol
0 010

Ezutan elvégezve a sormiiveleteket a megpermutélt sord PA matrixon és
a 3.78. algoritmus szerint megkreédlva az L matrixot kapjuk, hogy

1000 11001
0100 001 21
L=l 010 Y“loo240
10 3 1 00001

P transzponaltja 6nmaga, igy a fenti jelolésekkel A = PLU egy PLU-
felbontés. |

3.82. PELDA: PLU-FELBONTAS, AMIKOR AZ LU-FELBONTAS IS LE-
HETSEGES.



Adjuk meg az alabbi méatrixok egy LU-felbontasat!

4 4
1* |2 5
1 2
1
L=|1/2
1/4
4 8
2° (2 7
1 3
1
L=|1/2
1/4

1 —4
1 0 0
L=| 4/5 1 0
-3/5 7/9 1
-3 1 -3 0
-2 4 3 -4
4 13 3 0
-3 0 -3 -1
1 0 0
2 1 0
— 3
L= -1 11
T
-1 -0 2 -2
-0 2 -2 -1
5 12 —2 —0 3
1 -0 2 1
1 0 0 0
0 1 0 0
L= 1 1
i 3.0
-2 —2 s 1

S O =

S W

N W o
— 1

—4
-9/5

0
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Az LU-felbontas a gyakorlatban. Az LU-felbontas mtveletigénye meg-
egyezik a Gauss-kikiiszobolésével, azaz nagysagrendileg 2n3 /3 (utébbiban
a kikiiszobolést a jobb oldallal is meg kell csinalni, az LU-felbontésnal
viszont az alsdé haromszogmatrixhoz tartozd egyenletrendszert is meg
kell oldani: mindketts n(n — 1)/2 dsszeadés/kivonas és ugyanennyi szor-
zés/osztéas). Az LU-felbontasnak viszont tobb olyan elényds tulajdonsaga
van, ami miatt hasznalata meghatarozé az egyenletrendszerek megoldé-
sédban és amellett tobb mas feladatban is. Néhany a legfontosabbak koziil:

1. Mivel az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak LU-felbontéshoz
nincs sziikség a jobb oldalra, ezért hasznalhatd olyan esetekben,
amikor a jobb oldal még nem ismeretes, vagy tobb kiilonb6z6 jobb
oldallal is dolgozni kell.

2. Az LU-felbontas ismeretében tobb matrixokkal kapcsolatos szami-
tas gyorsabban elvégezhetd, mint egyébként, pl. a métrix inverzé-
nek, vagy a kés6bb tanuland6 determindnsanak meghatarozasa.

3. Korabban emlitettiik, hogy az LU-felbontas igen memoriatakarékos,
rdadasul vannak olyan specialis matrixosztalyok (pl. a szalagmat-
rixok), melyekre létezik a kikiiszobolésnél gyorsabb algoritmus az
LU-felbontésra.

20 20 =20
6 -0.5 0.0 -1.0

1.0 1.5 1.0

1.00 0.00 0.00 2.00 2.00 -2.00
L=|025 1.00 0.00/,U=|0.00 0.50 —-1.50{.

0.50 1.00 1.00 0.00 0.00 3.50

Az el6z6 feladatokban megkonstrualt LU-felbontasokat
hasznalva oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket, azaz
oldjuk meg elébb az Ly = b, majd az Ux = y egyenlet-
rendszereket!

(4 8 4 0
8 |2 7 8| x=|{3
—2 1 3 4 2
—-17/5].
*23/9 y:(0,3 1)7X_(17_171)
(5 —4 =2 3
9 4 -5 —b5H|lx=|-1
-3 1 —4 -7
_3 0 y=(3,-17/5,-23/9), x = (1,0, 1).
5 — (20 20 —20 5.6
-3 4 10 [-0.5 00 —1.0|x= |-10
0 =1 | 1.0 1.5 1.0 4.6
y = (5.6,0.4,1.4), x = (1.2,2.0,0.4).
Hatarozzuk meg az aldbbi matrixok inverzét az LU-
felbontasuk ismeretében, azaz oldjuk meg az LY = I és
az UX =Y maétrixegyenleteket!
0 3
-2 -1 4 4 4
3 =3 11° A=(2 5 5
0 3 1 2 4
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Az LY =1 egyenletbsl 1 23 45
14 (2 2 3 3 4
1 0 0 3 4 6 7 9
Y=|-12 1 o,
-1/12 -1/3 1 1 0 0 3 4 79
L = |3 of, U = |0 2 1 2 2, P =
mig az UX =Y egyenlet megoldasa, egyuttal A inverze % -1 1 0 0 0 0
5/12  -1/3 0 (; 0 (1)
X=|-1/8 1/2 -1/2|. o 1 ol
—1/24 —1/6  1/2
00 —-1.0 1.5
48 4 15 (05 —2.0 20
122 |2 7 s 0.0 20 20
134 1.0 0.0 00 05 —20 20
1 0 0 1/3 -5/3 3 L = |00 1.0 0.0, U = |0.0 20 20|, P =
Y=|-1/2 1 0|, X = 0 1 —92]. 0.0 —-0.5 1.0 0.0 0.0 2.5
~1/12 —-1/3 1 ~1/12 -1/3 1 010
Adjuk meg az alabbi méatrixok egy PLU-felbontasat! Alkal- [0 0 1
mazzunk részleges fGelemkivalasztast! 100
1 1 2 16 Igazoljuk, hogy az
13* (3 3 3
2 2 3 0 0 1
A=1]1 1 1
1 0 0 3 3 3 0 1 0 0 1 1
L=(2 1 0o[,U=|0 0 1|,P=1{0 0 1
% % 1 0 0 % 1 0 0 maéatrixnak nincs LU-felbontésa.
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