5. fejezet

Sajatérték, sajatvektor,
sajataltér

5.1. Alapfogalmak

Egy mdtriz jellemzésének killondsen hatékony eszkéze azoknak az x vek-
toroknak a meghatdrozdsa, amelyeket a mdtrixszal vald szorzds egy dn-
magdval pdrhuzamos vektorba visz, azaz amelyekre Ax = \x.

A sajatérték és a sajatvektor fogalma. Az el6z6 paragrafus példai azt
mutatjak, hogy sok kérdés vezet Ax = Ax alaki egyenletre.

5.1. DEFINICIO: SAJATERTEK, SAJATVEKTOR. Azt mondjuk, hogy a
A szam az A matrix sajdtértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor,
melyre Ax = Ax. Az ilyen x vektorokat az A matrix A sajatértékhez
tartozo sajdtvektorainak nevezzik.

5.2. PELDA: SAJATERTEK, SAJATVEKTOR. Konnyen ellendrizhatd,

hogy az A = [~3 2] matrixnak a —1 egy sajatértéke, és (2,1) az egyik

hozzatartozo6 sajatvektora, ugyanis

g o A e R

E matrix egy mésik sajatértéke 2, ugyanis

2 L= e (2] el

Ha x egy sajatvektor, akkor minden nemnulla konstansszorosa is, ugyanis
A(ex) = cAx = cAx = A(ex),
azaz A(cx) = A(cx). Ennél t6bb is igaz:

5.3. ALLITAS: A SAJATVEKTOROK ALTEREI. Ha az A maéatrixnak A egy
sajatértéke, akkor a A\-hoz tartozo sajatvektorok a nullvektorral egyiitt
alteret alkotnak, mely megegyezik A — AI nullterével.

Bi1zONYITAS. A nem nullvektor x pontosan akkor egy A sajatértékhez
tartozo sajatvektor, ha kielégiti az Ax = Ax egyenletet, azaz az Ax —
Ax = 0 egyenletet, vagyis ha megoldasa a homogén linearis (A—AI)x = 0
egyenletnek. Ez pedig épp azt jelenti, hogy x eleme A — A\I nullterének.ll

167



FEJEZET 5. SAJATERTEK, SAJATVEKTOR, SAJATALTER 168

5.4. DEFINICIO: SAJATALTER. A négyzetes A métrix A\ sajatértékhez
tartozo sajatvektorai és a nullvektor alkotta alteret a A sajatértékhez
tartozo sajdtaltérnek nevezziik.

5.5. PELDA: SAJATALTER BAZISANAK MEGHATAROZASA. Adjuk meg az
3 6 1
A=1]1 8 1
1 6 3

méatrix 2-hoz tartozo sajatalterének bazisat!

MEGOLDAS. ElGszor ellenérizziik, hogy a 2 sajatérték-e! Ehhez meg kell
mutatni, hogy az (A — 2I)x = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis
megoldasa. Hozzuk az egyiitthatématrixot redukalt 1épcsés alakra:

1 6 1 1 6 1
A-2I=1|1 6 1 == 0 0 0].
1 6 1 0 00

Mivel rang(A — 2I) = 1, ezért az A — 2I = 0 egyenletrendszer szabad
valtozoéinak szdma 2, és megoldasa

—6s —t —6 -1
t 0 1

Tehat a sajataltér egy bazisa a (—6,1,0) és (—1,0,1) vektorokbol all. W

Karakterisztikus polinom. Lattuk, hogy az Ax = Ax egyenletnek pon-
tosan akkor van a zérusvektortol kiilonboz6 megoldasa, ha a homogén
linearis (A — AI)x = 0 egyenletrendszernek van nemtrivialis megoldasa.
Ez a 4.51. tétel szerint pontosan akkor igaz, ha

det(A — AT) = 0. (5.1)

Ez tehat azt jelenti, hogy A pontosan akkor sajatérték, ha kielégiti az (5.1)
egyenletet. Ezt az egyenletet az A matrix karakterisztikus egyenletének
nevezziik. Ha A egy n X m-es matrix, akkor az egyenlet bal oldala a
determinéns kifejtése utan egy n-edfoku polinom, melyet karakterisztikus
polinomnak neveziink.

5.6. PELDA: KARAKTERISZTIKUS POLINOM FELIRASA. Hatarozzuk
meg az alabbi matrixok karakterisztikus polinomjat!

b 1 e x 0O 1 0
A:{“ d], B=1|0 1 2|, Cc=10 0 1}.
¢ 0 0 1 c b a

MEGOLDAS. A 2 x 2-es métrixok karakterisztikus polinomjat a méatrix
nyomaval és determinansaval is ki tudjuk fejezni:

a— A b
d— A\

=X\ — (a+d)\+ (ad — be)

= A% — trace(A)\ + det A.

det(A — AT) =

‘—(a)\)(dA)bc

A B matrix karakterisztikus polinomjanak felirasabol az is leolvashato,
hogy a haromszogmatrixok karakterisztikus polinomjanak alakjat nem
befolyasoljak a f6atlon kiviili elemek:

1-A e3 T
det(B-XI)=| 0 1-X = |[=(1-)>%
0 0 1—A
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A C matrix karakterisztikus polinomja azt sejteti, hogy minden karakte-
risztikus egyenlethez kénnyen konstrualhaté matrix, melynek az a karak-
terisztikus egyenlete:

-2 1 0
det(C—A)=| 0 -\ 1
c b a—A\

N N O N (U

o b a—A\ c a—\

= -\ —a\? — b\ —c.
Az el6z6 feladat egyik tanulsagat kiilon allitasban is megfogalmazzuk:

5.7. ALLITAS: HAROMSZOGMATRIXOK SAJATERTEKEI. Haromszog-
matrixok sajatértékei megegyeznek a {6atld elemeivel.

BizoNYITAS. Ha A haromszogmatrix, akkor A — Al is, és haromszogmat-
rix determinansa megegyezik f6atlobeli elemeinek szorzataval. Eszerint
az A = [a;;] matrix karakterisztikus egyenlete

(a11 — )\)(QQQ - )\) e (ann - A) = 0

aminek a gyokei a;; (i = 1,...,n). Igy ezek az A sajatértékei. [

Matrix Osszes sajatértékének és sajatvektoranak meghatarozasa. Az
el6z6 paragrafusokban leirtak alapjan egy matrix sajatértékeinek és sa-
jatvektorainak meghatarozasa két 1épésben elvégezhetd:
1. megoldjuk a det(A — M) = 0 karakterisztikus egyenletet, ennek
gyoOkei a sajatértékek,
2. minden A sajatértékhez meghatarozzuk az A — AI nullterének egy
bazisat, az altala kifeszitett altér nemzérus vektorai a A-hoz tartozo
sajatvektorok.

5.8. PELDA: AZ OSSZES SAJATERTEK ES SAJATVEKTOR MEGHATARO-
ZASA. Hatarozzuk meg az

0 1 1

0 2 0
0 0 2

matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

MEGOLDAS. Az elsé 1épés a karakterisztikus egyenletet felirasa és meg-
oldasa. A kiszamitand6 determinans haromszogalaku, igy értéke a fGat-
16beli elemek szorzata:

0—-Xx 1 1
det(A—X)=| 0 2-X 0
0 0 2-A

=-A2-))?

A karakterisztikus egyenlet gyokei, és igy az A méatrix sajatértékei A\; = 0,
Ao = A3 =2.

Tekintsiik el6szor a A1 = 0 esetet. A — A1 nullterének meghataroza-
sahoz redukalt lépcsés alakra hozzuk az A — A\ I métrixot:

01 1 01 0 N

.’1?2—0
020 = [00 1] = *°
00 2 00 0 23 =0

Ennek megoldasa x1 = t, azaz az Osszes megoldas

t 1
0 =t|0
0 0
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Tehat a Ay = 0 sajatértékhez tartozo sajataltér az (1,0,0) vektor altal
kifeszitett altér.

Tekintsiik ezutdn a Aoy = A3 = 2 esetet. Meghatarozzuk az A — 21
métrix nullterét.

-2 1 1 2 -1 -1
0 0 O — 0 0 0 — 21 —29—23=0
0 0 O 0 0 0

Ennek az (egy egyenletbdl 4116) egyenletrendszernek a megoldasa: zo = s,
xg =1, 1 = (s+1)/2, azaz

(s+1t)/2 1/2 1/2
s =s| 1 |+4+t| 0
t 0 1

Tehat a Ay = A3 = 2 sajatértékhez tartozo sajataltér az (%, 1,0) és az

(,0,1) vektorok éltal kifeszitett altér. |

Az n x n-es matrixok karakterisztikus egyenlete n-edfoki. Egy ilyen
egyenlet megoldasara n < 4 esetén van megoldoképlet, ezért ezeket az
egyenleteket — példaul egy komputer algebra program segitségével — meg
tudjuk oldani. Egyébként vagy szerencsénk van, és az egyenlet olyan
alaki, amilyenhez vannak gyors megoldasi lehet&ségek, vagy csak kozelit6
megoldas megtalalasara van esély.

5.9. PELDA: MAGASABBFOKU KARAKTERISZTIKUS EGYENLET. Hatéa-
rozzuk meg az

1 2 2
A=12 1 2
3 3 2

matrix sajatértékeit és sajatvektorait!
MEGOLDAS. A karakterisztikus egyenlet:

1—A 2 2
A - )= 2 1—A 2
3 3 2—A
=(1-=N32—-)\) +24—12(1 - )\) —4(2 - ))
=—(\* =4\ — 11\ - 6)
E harmadfoki egyenlet megoldésara hasznalhatunk szamitogépet, vagy
példaul a fiiggelékben megtalalhaté Rolle-féle gyoktételt. Eszerint a ka-
rakterisztikus egyenlet —(A + 1)2(\ —6) = 0, igy gydkei \; = Ay = —1 és
Az = 6.
A A\ = Ay = —1 esetben

2 2 2 1 11
A+I=1(2 2 2| = [0 0 0| = z1+x2+23=0.
3 3 3 0 0O
Ennek megoldéasa
—s—1 -1 -1
s =s| 1| +t| 0Of,
t 0 1

azaz a —1 sajatértékhez tartozo sajatalteret a (—1,1,0) és a (—1,0,1)
vektorok feszitik ki.
A )3 = 6 esetben

-5 2 2 10 -2/3 21— 2a3=0
A-6I=] 2 -5 2| = |01 -2/3| = 5
3 3 -4 00 0 2y — Zaa= 0.
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Ennek megoldasa a tortek alkalmazasat elkeriils xs = 3t paraméterva-
lasztéssal

2t 2

2t =t|2].

3t 3
Tehat a A3 = 6 sajatértékhez tartozo sajatalteret a (2,2,3) vektor fesziti
ki. |
5.10. TETEL: KULONBOZO SAJATERTEKEKHEZ TARTOZO SAJATVEK-
TOROK. Ha A1, Ag,... A\ kiilonbo6z6 sajatértékei az n x n-es A mat-
rixnak, akkor a hozzajuk tartozo xi, Xa,... Xj sajatvektorok linedrisan
fliggetlenek.
B1zZoNYITAS. 777 [

A karakterisztikus egyenlet komplex gyokei. Ha valoselemi méatrixot
vizsgalunk, megeshet, hogy a karakterisztikus egyenletnek vannak komp-
lex gyokei. Mivel a valds szamok egyuttal komplexek is, a valos elemii
matrixot tekinthetjiik komplex elemiinek is, ekkor viszont a karakterisz-
tikus egyenlet komplex gyokeit is sajatértéknek tekinthetjiik. Ebben az
esetben a komplex sajatértékhez komplex elemi sajatvektor fog tartozni.

5.11. PELDA: KOMPLEX SAJATERTEKEK ES KOMPLEX ELEMU SAJAT-
VEKTOROK. Hatéarozzuk meg a komplex elemi

méatrix sajatértékeit és sajatvektorait!

MEGOLDAS. A karakterisztikus egyenlet

:(;_)\>2+<\§>2:)\2—/\+1.

A N2 = X+1=0 egyenlet gykei § + 3.

V3
2

1 V3 —V3; V3 1 —i .

El6szor vizsgaljuk a % + %24 sajatértéket:

7

Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldasa az y = t paramétervalasz-

-l

Tehat a & + @z sajatértékhez tartozo sajataltér egy bazisa az (i,1) vek-
torbol all.

A % — @z sajatérték esetén

1 V3 V3; V3 1 i
B S I I S ) 2 L
Ennek az egyenlet(rendszer)nek a megoldasa az y = t paramétervalasz-

I Rk

Tehat a % — %521 sajatértékhez tartozo sajatalteret a (—i,1) sajatvektor

fesziti ki. [ |



FEJEZET 5. SAJATERTEK, SAJATVEKTOR, SAJATALTER 172

Linearis transzformaciok sajatértékei. Mivel minden A € T"™*™ mat-
rixnak megfelel egy A : T" — T";x +— Ax linearis transzformaécio,
ezért a sajatérték, sajatvektor és sajataltér fogalma linearis transzformé-
ciokra is atvihets. Késsbb latni fogjuk, hogy az igy definialt sajatérték-
sajatvektor-fogalom altalanosabb korilmények kozott is hasznéalhato.

5.12. DEFINICIO: LINEARIS TRANSZFORMACIO SAJATERTEKE, SAJAT-
VEKTORA. Azt mondjuk, hogy a A szdm az L linearis transzformécio
sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla x vektor, melyre Lx = Ax. Az
ilyen x vektorokat az L linearis transzformacié A sajatértékhez tartozo
sajdatvektorainak nevezzik.

Ha a linearis transzforméacio R2 — R? vagy R® — R? leképezés, mely
valamilyen egyszert geometriai transzforméciot valosit meg, akkor néha a
transzformécié méatrixanak ismerete nélkiil is konnyen meghatarozhatjuk
a sajatértékeket és sajatvektorokat.

5.13. PELDA: LINEARIS TRANSZFORMACIO SAJATERTEKE, SAJATVEK-

TORA. Adjuk meg — pusztan geometriai szemléletiinkre hagyatkozva — az

alabbi linearis leképezések sajatértékeit és a hozzajuk tartozé sajatalte-

reket.

(a) a sik (vektorainak) tiikrozése egy (origon atmens) egyenesre;

(b) asik (vektorainak) meréleges vetitése egy (origon atmend) egyenesre;

(c) a tér elforgatésa egy origon atmend egyenes koriil a 7 egész szama
t6bbszorosétsl kiillonbozs szoggel;

(d) a tér merdleges vetitése egy sikra.

MEGOLDAS. Az el6z6 fejezetben, igy a 4.34. példaban bizonyitottakhoz

hasonlban lathato, hogy mindegyik feladatbeli transzformécio linearis.

(a) Egy egyenesre valo tiikrozés esetén csak az egyenessel parhuzamos és
ra merGleges vektorok mennek sajat konstansszorosukba, mégpedig
az egyenessel parhuzamos vektorok sajat magukba, a ra merdlegesek
a sajat ellentettjiikbe. Tehét e transzformacionak az 1 sajatértékhez
tartozo sajataltere a tengellyel parhuzamos vektorokbol, a —1-hez
tartozo sajataltere a ra meréleges vektorokbol all.

(b) A sik merGleges vetitése egy egyenesre — hasonloan az eléz6 eset-
hez — helyben hagyja az egyenessel parhuzamos vektorokat, és a O-
vektorba viszi a r4 merglegeseket. Tehat az 1 sajatértékhez tartozéd
sajataltér az egyenessel parhuzamos vektorokbél, a 0-hoz tartozéd
sajataltere a r4 merdleges vektorokbol all.

(c) A tér m egész szamu tobbszorosétsl kiilonbozs szoggel valo elfor-
gatésa egy egyenes koriil a forgéstengellyel parhuzamos vektorokat
onmagukba viszi, és semelyik masikat sem viszi a sajat skalarszoro-
saba, igy az egyetlen sajatérték az 1, amelyhez tartozo sajataltér a
forgastengellyes parhuzamos vektorokbol all.

(d) A tér mercleges vetitése egy sikra helyben hagyja a sik Osszes vek-
torat, mig a sikra merdleges vektorokat a 0 vektorba viszi, tehat
a két sajatérték 1 és 0, az 1 sajatértékhez tartozd sajataltér a sik
vektoraibol, a 0-hoz tartozd sajataltér a ra meréleges vektorokbol
all. |

Sajatértékek és a matrix hatvanyai.

5.14. TETEL: MATRIX HATVANYAINAK SAJATERTEKEI ES SAJATVEK-
TORAI. Ha \ az A matrix egy sajatértéke, akkor barmely egész n esetén
A" sajatértéke az A™ matrixnak. (Természetesen ha n negativ, akkor
az A-nak invertalhatonak kell lennie.)

5.15. TETEL: MATRIX INVERTALHATOSAGA ES A () SAJATERTEK. Az
A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha a 0 nem sajatértéke.
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BIZONYITAS. A pontosan akkor invertalhato, ha det(A) # 0, de ez ekvi-
valens azzal, hogy det(A — 0I) # 0, azaz 0 nem sajatértéke A-nak. MW

5.16. TETEL: MATRIX HATVANYAINAK HATASA. Tegyiik fel, hogy A1,
Ao,... Ap sajatértékei az m X m-es A matrixnak, és hogy xi,... Xi a
hozzajuk tartozo sajatvektorok. Ha egy m-dimenziés v vektor elGall a
sajatvektorok linearis kombinécidjaként, azaz

V = C1X1 + CoXg + ...+ CpXg,

akkor barmely egész m esetén

A"V = AT'X1 + A\ Xo + ..+ A X

5.2. Diagonalizalhatésag

Mind bizonyos problémak megértésében, mind a gyakorlati alkalmazdsok-
ban fontos lehet, hogy egy linedris leképezés mdtrizdt milyen bdzisban irjuk
fel. Nagyon egyszerd példdul azoknak a linedris leképezéseknek a kezelése,
amelyeknek mdtriza valamely bdzisban diagondlis.

Hasonlésag.

5.17. DEFINICIO: HASONLOSAG. Azt mondjuk, hogy az n x n-es A és
B matrixok hasonldak, ha létezik olyan invertdlhaté6 C matrix, hogy

A =C 'BC.

Jelolés: A ~ B.

Példaul [ 3] ~ [ &], ugyanis

-6 4| -2 —-1||0 1||-2 1 07—21

-9 6| |-3 —=2[]0 0 3 =20 3 =21/
Az A = C'BC bsszefiiggés ekvivalens az CA = BC sszefiiggéssel,
amit még egyszeriibb lehet ellenérizni. Példank esetében

-2 11 (-6 4] |0 1| (-2 1 3 -2

3 =2(|-9 6/ (0 O 3 -2 |10 0]/
5.18. TETEL: HASONLOSAG TULAJDONSAGAI. Ha A ~ B, akkor
(a) det(A) = det(B),

(b) rang(A) = rang(B),
(c) megegyezik A és B karakterisztikus polinomja, igy sajatértékei is.

Diagonalizalhatésag.

5.19. DEFINICIO: DIAGONALIZALHATOSAG. Az n X n-es A matrix di-
agonalizdlhato, ha hasonlo egy diagonalis matrixhoz, azaz ha létezik
olyan diagonalis D és egy invertalhaté C maétrix, hogy

D=C 'AC.

5.20. TETEL: DIAGONALIZALHATOSAG SZUKSEGES ES ELEGSEGES
FELTETELE. Az n X m-es A matrix pontosan akkor diagonalizalhato,
ha van n linearisan fliggetlen sajatvektora. Ekkor a diagon&lis métrix
az A sajatértékeibdl, C a sajatvektoraibol all.
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B1zonviTAS. Ha A hasonld egy diagonalis matrixhoz, azaz létezik egy
olyan C invertalhaté6 métrix, amelyre D = C™'AC, akkor C-vel balrél
szorozva az CD = AC egyenlGséget kapjuk. Ha C = [x; X2 ... X,] a
sajatvektorokbol allo matrix, és D = diag(A1, A2, ..., A,), akkor

A0 ...00
0 X ... O

X] Xy ... Xp] | . . | = AR x2 L xy),
0 0 ... X\

ugyanis a bal oldali matrix i-edik oszlopa A;x;, a jobb oldali matrixé Ax;,
amik megegyeznek, hisz \; épp az x; sajatvektorhoz tartozo sajatérték.ml

5.21. PELDA: MATRIX DIAGONALIZALASA. Diagonalizalhato-e az 5.8.
példabeli

0 1 1
A=10 2 0
0 0 2
matrix?

MEGOLDAS. Az A maétrix sajatértékeit és sajatvektorait meghataroztuk
az 5.8. példaban. Mivel \; = 0, Ao = A3 = 2, a hozzajuk tartozo6 sajat-
vektorok (1,0,0), (1/2,1,0) és (1/2,0,1), és ezek a vektorok linearisan
fliggetlenek, ezért A hasonl6é a D diagonalis matrixhoz, ahol

O =N
— ONI=

00 0 1
D=0 2 0|, é¢s C=0
00 2 0

Ez kénnyen igazolhato a D = C~'AC egyenl6ség ellendrzésével:

000 1 -1 =301 1] 5 3
02 0{=f0 1 0|0 20|01 0],
00 2 0 0 1j[0 0 2f[0 0 1

vagy a CD = AC o&sszefiiggés ellendrzésével:

11

1 5 5110 00 0 1 1] (1 % %

0 1 0|0 2 0f=1(0 2 0|0 1 Of.
0 0 1](0 0 2 0 0 2](0 0 1
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f6elem, 51 linearis
f6oszlop, 51 egyenlet, 42
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egyenletrendszer, 44
kombinacio, 14
linearis egyenletrendszer
homogén, 44
inhomogén, 44
megoldasa, 44
linearis helyettesités, 87
linearis leképezés, 152
linearis transzformacio, 96
linearisan Gsszefiiggs, 16
linearisan fiiggetlen, 16, 138
LU-felbontas, 128

matrix, 45, 89

diagonalis, 90

elemi, 98

ellentettje, 91

ferdén szimmetrikus, 93

négyzetes, 90

rangja, 61

soronként dominans f6atloja, 79

szimmetrikus, 93

szingularis, 112

sztochiometriai, 82
matrixok tere, 90
matrixszorzat

diddok Gsszegére bontasa, 101
métrixtranszformacio, 96
maradékosztaly, 28
megoldas

altalanos, 53

partikularis, 53
megoldasvektor, 44
megoldhat6, 44
merdleges

alterek, 147
multiplikativ inverz, 112

nilpotens, 113
norma

euklideszi, 11
nulloszt6, 106
nulltér, 64
nullvektor, 11
numerikusan instabil, 70
numerikusan stabil, 70

origo, 11, 22
ortogonélis, 25
ortonormélt bazis, 25
oszlopvektor, 23, 46
osztasi maradék, 28

parhuzamos vektor, 11
parallelogramma

elGjeles teriilete, 155
paritasbit, 30
partikularis megoldés, 53
permutécios matrix, 123

pivotelem, 51
PLU-felbontés, 132
precedencia-elv, 108

rang, 61, 146

reakci6 egyenlet, 81
redukalt 1épcsés alak, 55
ritka matrix, 45

rosszul kondicionalt, 70

Sarrus-szabéaly, 165
skalar, 10

skalaris szorzat, 17
sorlépcsés alak, 51

soronként dominans f6atlo, 79

sorvektor, 46

standard bazis, 141
sudoku, 104

szabad valtozo, 52
szabad vektor, 11
szimmetrikus méatrix, 93

szimultan egyenletrendszer, 58

szingularis, 112

sztochiometriai matrix, 82

tulcsordulés, 72
test, 137

test (algebrai), 29
torzor, 13

vektor, 10
Osszeg, 12
abszolut értéke, 11
azonos irdnyt, 11
egyiranyd, 11
ellenkezd iranyu, 11
hossza, 11
kollinearis, 11

koordinétas alakja, 22

parhuzamos, 11
vektoregyenlet, 32
vektori szorzat, 19

zérusvektor, 11
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