1. Tekintsiik a
20 4+3y=0
egyenletet. Ez egyrészt egy origdbn atmend egyenes egyenlete. Maésrészt egy
egyenlet két ismeretlenre. (Itt még kicsit erdltetett arra hivatkozni, hogy a bal
oldal kett6 darab egydimenzi6s vektor linearis kombinacioja. Egy db nem nulla
egydimenzos vektorral minden egydimenziés elGallithato. A két egydimenzios
vektor nem linearisan fliggetlen, igy a jobb oldalon all6 egydimenzids vektor
elgallitasa nem egyértelmid.) Tudjuk, hogy végtelen sok megoldasa van: y =
—2g, ahol x tetsz6leges valos szam lehet.
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Ha a megoldasokat mint (z,y) kétdimenzios vektorokat irjuk fel, akkor
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ahol t tetszGleges valos szam lehet. Minden megoldas tehat egy adott vektor
szamszorosaibol all, ami egy egydimenziés vektortér (ami nem maéas, mint az
origbn atmend egyenes).
Ha a skalaris szorzast is tekintjiik, megallapithatjuk, hogy a megoldésvektorok
azok, amelyek mer6legesek a (2,3) vektorra.
2. Tekintsiik a
204+ 3y =28
egyenletet. Ez egyrészt az el6z6 egyenes parhuzamos eltoltjanak egyenlete. (Mi-
vel az egyenest 6nmagéaval parhuzamosan eltolva az origdt az 1Gj egyenes végtelen
sok kiilonb6zé pontjaba tolhatjuk, az 0j egyenest végtelen sok kiillénbo6zé elto-
lassal megkaphatjuk.) Masrészt ez egy egyenlet két ismeretlenre. Tudjuk, hogy
8 _ 2

végtelen sok megoldasa van: y = 5 — Zx, ahol x tetsz6leges valos szam lehet.

Ha a megoldasokat mint (z,y) kétdimenzios vektorokat irjuk fel, akkor

b=l 2= B 5]

ahol t tetszGleges valos szam lehet. Lathatjuk, hogy minden megoldas gy 4ll el6,
mint egy konstans vektor, plusz az a megoldas, ami a 0 jobboldalhoz tartozott.
Az is lathato, hogy ez nem mas, mint az eredeti eltoltja, ahol most az origdt a
(0, %) pontba toltuk.
Ha a skalaris szorzast is tekintjiik, megéllapithatjuk, hogy a megoldésvektorok
azok, amelyeknek merdleges vetiilete a (2,3) vektorra allando.

3. Tekintsiik a

2+ 3y=0

z—y=0
egyenletrendszert. Ez két egyenlet két ismeretlenre. Masrészt két egyenes egyen-
lete. Tudjuk, hogy ha nem parhuzamosak, akkor egy pontban metszik egymast.

Ezek nem parhuzamosak. A metszéspontjuk (0,0).
Az egyenletrendszert irhatjuk a kovetkezd alakba is:
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A bal oldal oszlopvektorai nem parhuzamosak, ez két dimenzioban azt jelenti,
hogy linearisan fliggetlenek, igy a kétdimenzids sik minden vektora egyértelmiien
el6all ezek linedris kombinacidjaként. Ez a linearis kombinécié most az = = 0,
y = 0, és méas nem is létezik.

Ha a megoldasokat mint (z,y) kétdimenzios vektorokat irjuk fel, akkor

2= 1)

2z 4+ 3y =8
r—y=-1

4. Tekintsik a

egyenletrendszert. Ez két egyenlet két ismeretlenre. Mésrészt két egyenes egyen-
lete. Tudjuk, hogy ha nem parhuzamosak, akkor egy pontban metszik egymast.
Ezek nem parhuzamosak. A metszéspontjuk (1,2).

Az egyenletrendszert irhatjuk a kdvetkez§ alakba is:
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A bal oldal oszlopvektorai nem parhuzamosak, ez két dimenzioban azt jelenti,
hogy linearisan fiiggetlenek, igy a kétdimenzios sik minden vektora egyértelmiien
elall ezek linearis kombinéaciojaként. Ha a megoldasokat mint (x,y) kétdimen-
zi6s vektorokat irjuk fel, akkor
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azaz, a megoldast megint tekinthetjiik tigy, mint egy konstans vektor, az egyen-
letrendszert kielégité koordinatékkal, plusz a nulla jobb oldalt elallité megol-
das.

5. Tekintsiik a

204+ 3y =28
dr +6y =0
egyenletrendszert. Ez egyrészt két egyenlet két ismeretlenre. Masrészt két par-

huzamos egyenes, amelyeknek nincs metszéspontja.
Az egyenletrendszert irhatjuk a kovetkez§ alakba is:

o=l

A bal oldal oszlopvektorai parhuzamosak, ez két dimenzioban azt jelenti, hogy
linearisan nem fiiggetlenek, igy a kétdimenzios siknak csak azok a vektorai al-
lithatok els veliik, amelyek veliik szintén parhuzamosak. A jobb oldalon 4llo



vektor nem ilyen, ezért nincs megoldas. Ha viszont parhuzamos lenne veliik,
akkor a nem fiiggetlen vektorokkal végtelen sokféleképpen lenne elGallithato.
6. Tekintsiik a

2043y =8
r—y=-—1
3z —2y =—1

egyenletrendszert. Ez harom egyenlet két ismeretlenre. Masrészt harom egye-
nes egyenlete. Lattuk, az els kett6 egy pontban metszi egymast, igy ennek az
egyenletrendszernek akkor lesz csak megoldasa, ha a harmadik atmegy ugyan-
azon a ponton. Behelyettesitve azt kapjuk, hogy atmegy, a metszéspontjuk
(1,2). (Az els6 egyenlethez a masodik 13-szorosat adva épp a harmadik 6tszo-
rose jon ki, ez tehat kovetkezmeénye az elsé kettének.)

Az egyenletrendszert irhatjuk a kévetkezd alakba is:

2 3 8
e+ |-1ly=|-1
3 -2 -1

A bal oldal oszlopvektorai nem parhuzamos haromdimenziés vektorok, de csak
olyan vektort tudunk eléallitani ezek linearis kombinaciojaként, amelyik veliik
egy sikban van. A jobb oldalon all6 vektor egy sikban van veliik (amit pl.
a vegyesszorzat 0 voltaval is ellendrizhetiink). Ekkor viszont a két linearisan
fliggetlen bal oldali vektorral a jobb oldali egyértelmtien allithaté els, és ezek a
konstansok x =1, y = 2.

A
20+ 3y =8
r—y=-—1
3r—2y=0

egyenletrendszernek nincs megoldésa, mert a

2 3 8
1], ~1], —1
3 —2 0

vektorok nincsenek egy sikban.
7. Tekintsiik a
2 —2y+2=0

egyenletet. Ez egyrészt egy origon atmend sik egyenlete a haromdimenzios tér-
ben, a sik minden pontjanak koordinéatai kielégitik az egyenletet. Mésrészt egy
egyenlet harom ismeretlenre. Kett6t szabadon valaszthatunk, legyenek ezek
most x és y. Ekkor z = —2x + 2y, ahol x és y tetsz6leges valos szamok.



Ha a megoldasokat mint haromdimenzios vektorokat tekintjiik, akkor z = ¢,
y = s valasztassal

T t 1 0
y| = s =t| 0| +s|1],
z —2t 4+ 2s -2 2

ahol t, s tetsz6leges valos szamok. A jobb oldalon szerepld két vektor az origon
atmend sikban van, tehat megoldasok. Linearisan fiiggetlenek (nem parhuza-
mosak), tehat a sik minden vektora, azaz minden megoldas elGallithato ezek
linearis kombinacojaként. Epp ezt mutatja a feliras.
Ha a skalaris szorzast is tekintjiik, megallapithatjuk, hogy a megoldasvektorok
azok, amelyek merglegesek a (2, —2,1) vektorra.
8. Tekintsiik a
20 —2y+z=1

egyenletet. Ez az el6bbi sik eltoltja, és mivel a sik minden pontjanak koordinatai
kielégitik az egyenletet, végtelen sok megoldas van. Masrészt ez egy egyenlet
harom ismeretlenre. Kett6t szabadon vélaszthatunk, legyenek ezek most z és y.
Ekkor z = 1 — 2x + 2y, ahol z és y tetszdleges valos szamok.

Ha a megoldasokat mint haromdimenzios vektorokat tekintjiik, akkor = = t,
y = s valasztassal

T t 0 1 0
y| = s =0l +t| 0| +s|1|,
z 1—-2t+2s 1 -2 2

ahol t, s tetszéleges valos szamok. Most is azt kaptuk, hogy a megoldas egy
konstans vektor, plusz a 0 jobboldala egyenlet megoldasa. A konstans vektor
maga kielégiti az egyenletet az 1 jobb oldallal. Ebben az esetben az origét a
(0,0,1) pontba toltuk.

Vélaszthatunk x =t + 1-et, y = s — 2-t is. Ekkor

T t 1 1 0
y| = s =|(-2{4+¢t]| 0| +s|1],
z 1—-2t+2s -5 -2 2

Az (1,-2,—5) vektor kielégiti az egyenletet a jobb oldallal. Ebben az esetben
az origot a (1, —2, —5) pontba toltuk.
Ha a skalaris szorzast is tekintjiik, megallapithatjuk, hogy a megoldésvektorok
azok, amelyek mergleges vetiilete a (2, —2, 1) vektorra allando.

9. Tekintsiik a

2 —2y+2z=0
—2z4+y=0

egyenletrendszert. Ez két egyenlet harom ismeretlenre. Méasrészt ez két sik,
és ha nem parhuzamosak, akkor egy egyenesben metszik egymast. Ekkor az



egyenes pontjainak koordinatai kielégitik mindkét sik egyenletét, igy végtelen
sok megoldas van. y = 2x, z = 2x, ahol z tetsz6leges valos szam.
Az egyenletrendszert irhatjuk a kovetkezd alakba is:

2] [l +=

A bal oldalon harom darab kétdimenzios vektor van. KEzek biztosan nem le-
hetnek fliggetlenek. Ha van kozottiik kettd, amelyik nem parhuzamos, akkor
viszont ezekkel minden kétdimenziés vektor elGallithaté. Most semelyik kettd
nem parhuzamos, de mivel harman vannak, a nulla vektort végtelen sokfélekép-
pen el tudjuk allitani.

Ha a megoldasokat mint haromdimenziés vektorokat tekintjiik, akkor

t 1
= |2t| =¢t|2],
2 2
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ahol t tetszéleges valos szam. Ez pedig egy origon atmend egyenes vektoregyen-
lete.
10. Tekintsiik a

20 —2y+z2=1
-2z +y =0

egyenletrendszert, ahol az elgbbi feladat egyik sikjat eltoltuk. Ez két egyenlet
harom ismeretlenre. Masrészt ez két sik, és ha nem parhuzamosak, akkor egy
egyenesben metszik egymast. Ekkor az egyenes pontjainak koordinatai kielégitik
mindkét sik egyenletét, igy végtelen sok megoldas van. y = 2z, z = 1 4+ 2x, ahol
x tetszlleges valos szam.

Az egyenletrendszert irhatjuk a kdvetkez§ alakba is:

2] [ b=

A bal oldalon harom darab kétdimenzios vektor van. KEzek biztosan nem le-
hetnek fliggetlenek. Ha van kozottiik ketts, amelyik nem parhuzamos, akkor
viszont ezekkel minden kétdimenzids vektor elGallithaté. Most semelyik kettd
nem parhuzamos, de mivel harman vannak, a jobb oldali vektort végtelen sok-
féleképpen el tudjuk allitani.

Ha a megoldasokat mint haromdimenziés vektorokat tekintjiik, akkor

x t 0 1
yl| = 2t = 0| +t |2,
z 14 2¢ 1 2

ahol t tetsz6leges valés szam. Ez pedig egy egyenes vektoregyenlete. Most is azt
kaptuk, hogy a megoldas egy konstans vektor, plusz a csupa 0 jobboldalu egyen-
letrendszer megoldéasa. A konstans vektor maga kielégiti az egyenletrendszert a
nem csupa nulla jobb oldalakkal.



11. Tekintsiik a
20 —2y+2=0
-2z +vy =0
20—2=0
egyenletrendszert. Ez egyrészt harom sik, és ha nem specialis helyzetiiek, akkor

egyetlen pontban metszik egymast. Mésrészt harom egyenlet hdrom ismeret-
lenre. Vektorosan felirva:

2 -2 1 0
—2lx+ |1 |y+ [0 |z= |0
0 2 -1 0

Ha a bal oldal oszlopvektorai nincsenek egy sikban, akkor a haromdimenzios
tér minden vektora egyértelmtien kifejezhets veliik. Ez a hédrom vektor nincs
egy sikban. (Pl. vegyesszorzatuk nem nulla, ill. egyik sem fejezhets ki a masik
kett6 linearis kombinaciojaként.) Igy a nullvektor felirasa egyértelmi, és z = 0,
y=0,z=0.

12. Tekintsiik a

20 —2y+z2=1
-2z +y =0
2y —z=1
egyenletrendszert. (Az eléz6 feladat sikjait toltuk el parhuzamosan.) Ez egy-

részt harom sik, és ha nem specialis helyzettiek, akkor egyetlen pontban metszik
egymést. Masrészt harom egyenlet harom ismeretlenre. Vektorosan felirva:

2 -2 1 0
—2lz4+ |1 |y+|[0]2z=|0
0 2 -1 0

Ha a bal oldal oszlopvektorai nincsenek egy sikban, akkor a haromdimenzios tér
minden vektora egyértelmiien kifejezhets veliilk. Ez a harom vektor nincs egy
sikban. (Pl. vegyesszorzatuk nem nulla, ill. egyik sem fejezhetd ki a masik kett6
linearis kombinaciojaként.) Igy a jobb oldali vektor egyértelmten allithato els:
r=1,y=2,2z=3, azaz

x 1 1 0
y|l = (2| = (2] + |0],
z 3 3 0
ami mar megint olyan, hogy egy konstans vektor, plusz a csupa nulla jobb oldala

egyenlet megoldasa.
13. Tekintsiik a
20 —2y+z2=1
—2rx 4y =-2
y—z=1



egyenletrendszert. Ez harom sik egyenlete. Harom egyenlet hdrom ismeretlenre.
Vektorosan felirva

2 —2 1 1
—2lz+ |1 |y+ [0 ]|z=1|-2
0 1 —1 1

A bal oldal harom oszlopvektora egy sikban van, igy a jobb oldal csak akkor
allithato eld linearis kombinaciojukként, ha veliik egy sikban van. Ha elGallit-
hato, akkor az el6allitds biztosan nem egyértelmt, mert a bal oldal egy sikba
es6 harom vektora nem lehet linearisan fiiggetlen.

Az els6 két egyenletbdl y = —2 + 2x, z = —3 + 2z, és ez kielégiti a harmadik
egyenletet is. (A harmadik egyenlet az els6 ketts Osszegének —1-szerese, igy
azok kovetkezménye.)

T t 0 1
yl =1-242t) = |-2| +t|2],
z -3+ 2t -3 2

ahol t tetszéleges valos szam. Ez a harom sik kozos egyenese.
14. Tekintsiik a

20 —2y+z2=1
dr — 4y +2z=2
—6x + 6y — 3z = —3

egyenletrendszert. Ez harom sik egyenlete. Harom egyenlet hdrom ismeretlenre.
Vektorosan felirva

2 -2 1 1
dlax+ |-4ly+|2|z=]2
—6 6 -3 -3

A bal oldal oszlopvektorai ugyanannak a vektornak szamszorosai, tehat csak
egyetlen egy linearisan fliggetlen valaszthato ki koziiliik. Ha a jobb oldal nem
ugyanannak a vektornak szamszorosa, akkor nincs megoldés, és ha van megol-
das, akkor végtelen sok. Mivel a masodik és harmadik egyenlet az elsé szamszo-
rosai, ez a kett6 ugyanannak a siknak az egyenlete, mint az els6, igy a megoldés
ugyanaz, mint a 8. feladatban:

T t 0 1 0
y| = s =10+t 0| +s]|1
z 1—2t+4+2s 1 -2 2

15. Tekintsiik a

20 —2y+z2=1
-2z 4y =-2
Yy—2z2=2>5



egyenletrendszert. Ez harom sik egyenlete. Harom egyenlet hdrom ismeretlenre.
Vektorosan felirva

2 -2 1 1
—2lz4+ |1 |y+ |0 ]|2z=|-2
0 1 -1 5

A bal oldal harom oszlopvektora egy sikban van, de a jobb oldal nincs ebben
a sikban. (Pl. a (2,-2,0), (—2,1,1), (1,—2,5) vektorok vegyesszorzata nem
0.) Ebben az esetben nincs megoldds. Ha felirnank a nem péarhuzamos sikok
metszésvonalait, harom parhuzamos egyenest kapnéank.

16. Tekintsiik a

20 —2y+z=1
de —4dy+22=0

egyenletrendszert. Ez két sik. Két egyenlet harom ismeretlenre.
Az egyenletrendszert irhatjuk a kovetkezd alakba is:

il B B ==

A bal oldalon minden vektor ugyanannak a vektornak szdmszorosa, igy csak
akkor van megoldés, ha a jobb oldal is ilyen. De nem ilyen, igy nincs megoldas.
Az egyenletekbdl ez ugy latszik, hogy ez a két sik parhuzamos, de nem esik
egybe. Igy nincs k6z6s pontjuk. Az elss egyenlet -2-szeresét adva a masodikhoz,
a bal oldalon minden ismeretlen nullaszorosat kapjuk, ami mindenképpen 0, a
jobb oldalra viszont nem ez jon ki.

Tekinthetnénk még olyan eseteket is, amikor 4 vagy tobb egyenletiink van
ketts vagy harom ismeretlenre, de azok vizsgalatanal a 4 vagy tobb dimenzi6s
tereket is kellene tekinteni, ami egyel6re nem célunk.



