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ELOSZO AZ ELSO KIADASHOZ

Kutatoi palyam kezdetén, 1973-ban kezdtem foglalkozni dinamikus kozgazdasagi mo-
dellekkel, és kisebb-nagyobb kitérékkel azota is ezen a teriileten dolgozom. Két évtized
alatt legalabb harom dinamikai témakort tanulméanyoztam: (i) 1973 és 1981 kozott az
drjelzésnélkili szabdlyozds témakorét vizsgaltam, (ii) majd 1982 és 1991 kozott a szoci-
alista gazdasdg novekedési problémdit és ciklusait elemeztem. (iii) Jelenleg az egyiittéld
nemzedékek és korosztdlyok elméletét kutatom, ahol tovabbra is dinamikus (vagy azzal
hataros) kérdésekkel foglalkozom.

Amiota 1988 koriil megkezdtem a Budapesti (akkor még Marx Karoly) Kozgaz-
dasdgtudomanyi Egyetemen dinamikus kozgazdasagtani el6adasaimat, szomorian ta-
pasztalom, hogy egyetemi tanulmanyaik alatt a hallgatok milyen keveset hallanak a
dinamikus koézgazdasagtanban sziikséges matematikai modszerekrél: differenciél- és kii-
16n6sen differenciaegyenletekrsl, nem is beszélve a dinamikus optimumszamitasrol. Fo-
kozatosan megérlel6dott bennem az igény: jo lenne megismertetni az érdekl6ds diakokat
azokkal az alapveté matematikai modszerekkel, melyekre a dinamikus kézgazdasagtan-
ban sziikség van. Vagy kiforditva a gondolatot: bemutatni azokat a dinamikus kozgaz-
dasagi modelleket, ahol a legfontosabb matematikai médszerek sikerrel alkalmazhatok.

1993-ban a Rajk Laszl6 Szakkollégium elfogadta palyazatomat, és Soros Gyorgy
anyagi tamogatasaval orommel vagtam a feladatnak: nekilattam egy jegyzet megira-
sanak, melynek javitott (de tavolrol sem végleges) valtozatait 1993-1997-ben a BKE
doktori program I. és II. évfolyama, illetve 1996-ban a BKE 6todéves hallgatéinak ad-
tam el6.

Az izelit6 készitésénél szabadon kolesondztem magamtol és mas szerzéktol — termé-
szetesen a forrasok feltiintetésével és az anyagok atszabasaval. A matematikai és koz-
gazdasagi fejezetek kovetkezetes valtogatasaval Chiang (1984) bevezetd jellegt, valamint
Stokey és Lucas (1989) ,nagyon halad6” szintd kényvét kovettem, azonban igyekeztem
kozépszinten maradni. Egyrészt be akartam mutatni a nagyon hatékony modszereket
némi altalanossagban. Masrészt lemondtam a funkcionalanalizis, a mértékelmélet és
mas magasabb matematikai elméletek és kozgazdasagi alkalmazésaik bemutatasarol.
Csak az Olvaso dontheti el, hogy mennyire sikeriilt e kisérlet.

Munkahelyemen és vendégkutatoi posztjaimon szamos kolléga volt hatassal ram.
Els6ként Kornai Janost emlitem meg, aki a szabalyozaselmélet és a szocialista mak-
rodinamika témakorébe vezetett be. Huszéves egyiittmiikodésiinkrél szdmos — részben
a konyvben is targyalt — kozos cikk tantuskodik. Cars Hommes és Helena Nusse a
szocialista gazdasag kaotikus modelljének kozos kutatasa koézben szinte bevezettek a
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nemlinearis dinamika modern fejezetébe. Molnar Gyorgy az egyiittéls korosztalyok mo-
dellezésében volt tarsszerzém.

Sokat koszonhetek Brody Andrasnak, Kapitany Zsuzsanak, Michael Lovell-nek és
Martos Bélanak az arjelzés nélkiili szabalyozas, Bagdy Gabornak, Bauer Tamésnak,
John Burkett-nek, Chikan Attilanak, Halpern Laszlonak, Lackdé Maridnak, Molnar
Gyorgynek, és Soos Karoly Attilanak a szocialista ciklusok, végiil Augusztinovics Maria-
nak, Johann Brunnernek és Eduardo Siandranak az egyiittéls korosztalyok kutataséanal
nytujtott segitségért.

Az optimalizalason alapul6 dinamikus modellekre Ambrus-Lakatos Lorand, Kertesi
Gabor és Leonard Mirman hivta fol a figyelmem. Ko&szonetem fejezem ki Balla Ka-
talinnak, Darvas Zsoltnak, Es§ Péternek, Kocsis Viktorianak, Magyarkiti Gyulanak,
Romhéanyi Balazsnak, Szabé Imrének, Tallos Péternek és Vincze Janosnak a kézirat
korabbi valtozatainak gondos atnézéséért, Zalai Ernének és Michael Landesman-nak ta-
mogatasukért és szamos tovabbi hallgatomnak a hibak gyomlélasaért. Természetesen
az emlitett személyek a konyv tartalmaért és a benne marad6 hibakért semmiképpen
sem felelgsek. Utoljara, de nem utolsésorban itt koszoném meg Simonovits Miklosnak,
hogy sajat készitést programjaival lehet&vé tette, hogy csif Word 5.0 dokumentumomat
elegans TpXanyaggéd formaljam.

Itt fejezem ki halamat a kutatas anyagi és erkolcsi elGsegitéséért munkahelyemnek
(az MTA Kozgazdasdgtudomanyi Intézetének), az OTKAnak (T 6919 és 019696), a Mii-
velddési és Kulturalis Minisztérium MKM 242/1996-97 sz. tamogatasanak, valamint a
kovetkezs intézményeknek: a belga CORE, Louvain-la-Neuve; az olasz Modenai Egye-
tem; az amerikai University of Illinois at Urbana—Champaign és Wesleyan University,
CT; a holland Groningeni Egyetem és a Tilburgi Egyetem (CentER), végiil az osztrak
Linzi Egyetem.

Koszonettel tartozom a Kozgazdasigi és Jogi Konyvkiado kollektivajanak, hogy
mindent megtett a konyv sikeres megjelentetéséért.

Orémmel veszek minden konstruktiv megjegyezést a kovetkezd cimen: mail: simo-
nov@econ.core.hu .

Budapest, 1998. majus

A szerzé



ELOSZO A MASODIK KIADASHOZ

Konyvem méasodik kiadasaban megtartottam az eredeti szerkezetet, szerkezeti val-
toztatast csak a 4. fejezet utolso el6tti, d-varakozasokkal foglalkozo alfejezetének beik-
tatasa, a 8.1. és 8.2. alfejezet felcserélése, a 8.3. alfejezet torlése és egy 1j, D. és E.
fiiggelék frasa jelent? ez utobbi anyagok tarsszerzdi EsG Péter, illetve a a néhai Balla
katalin és Kollg Janos. A legtobb helyen megtartottam az eredeti szoveget, alaposab-
ban csupan a 7.1., a 8.2. alfejezetet és a B. fliggeléket valtoztattam meg. Ezenkiviil
igyekeztem az elirasokat kikiiszobdlni.

Koszonetet mondok a CEU Kozgazdasagi Tanszékének és a BME Matematikai In-
tézetének, hogy lehet&vé tették e targy oktatasat, valamint hallgatoinak, akik megjegy-
zéseikkel az 1998. &szi félévben eladott 1. rész javitasahoz hozzajarultak.

Budapest, 2006. szeptember

A szerzé



BEVEZETES

Ebben a konyvben viszonylag egyszert dinamikus kézgazdasagi modelleket mutatok be,
az egyes modellek tanulméanyozasa el6tt azonban ismertetem a sziikséges matematikai
modszereket. Az egymast koveté matematikai és kozgazdasagi fejezetek parokat al-
kotnak: minden matematikai (paratlan sorszamu) fejezet elSkésziti a kovetkezd (paros
sorszamu) fejezet(ek)ben szereplé kozgazdasagi modellek targyalasat. A harom fligge-
1ékbdl az A. fiiggelék matematikai, a B. és C. fiiggelék kozgazdaségi jellegti. Ezenkiviil
mind a matematikai, mind a kbézgazdasagi fejezetek egymaésra épiilnek. Ez a felépités
megovja az Olvasot attol, hogy a kozgazdasagi modellek tanulmanyozéasa kozben kelljen
megismerkednie Gj matematikai fogalmakkal és tételekkel. Ugyanakkor az Olvasénak a
kozgazdasigi részek olvasasa el6tt el kell hinnie, hogy a matematikai eszkozokre sziiksége
lesz.

A koényvben nem torekszem teljességre, inkabb izelitét adok az altalam alapvetének
tartott dinamikus kérdésekr6l. Ugyanakkor igyekszem felkutatni az Gsoket, s lehetéleg
megjelolni a forrasokat. A konyv tartalméarol a tartalomjegyzék eligazit, ebben a beve-
zet6 fejezetben inkabb a legfontosabb sajatossagokat probalom kidomboritani.

KERDESKOROK

A Bevezetésben elGszor attekintjiik a legfontosabb kérdéskordket: statika vagy dina-
mika, diszkrét vagy folytonos id6, optimalizaljunk vagy sem, szabalyozaselméleti keret,
stabilitas és miikodsképesség, linearitas vagy nemlinearités, determinisztikus vagy szto-
chasztikus modellek, varakozésok, véges vagy végtelen életii fogyasztd, dsszevont vagy
részletezett modellek, elegancia vagy relevancia, kritikai szemlélet.

Statika vagy dinamika

A hagyoméanyos matematikai kozgazdasagtan bevallottan statikus: kilonbozé id6-
pontokra vagy idGszakokra vonatkozoé véltozok nem szerepelnek benne. Példaul az al-
talanos egyensulyelmélet alapmodelljében (Arrow és Debreu, 1954) a kereslet, a kinalat
és az arvektor egy idépontra vonatkozik. Vannak olyan kvdzidinamikus modellek, ame-
lyekben kiilonb6z6 idépontokra vagy id&szakokra vonatkozd valtozok szerepelnek, de
trividlisan vannak vagy egyéltalan nincsenek 6sszekapcesolva (példaul a Neumann-modell
egyenstlyi volumen- és arpéalyaja; Neumann, 1938). A valosagos gazdasig azonban dina-
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mikus kiillonb6z6 idépontokra vagy idGszakokra vonatkozo valtozok kapcsolatban allnak
egymassal (Frisch, 1933). Ebben a kényvben dinamikus kérdéseket vizsgalunk.

Diszkrét vagy folytonos idd

Mind a matematikat, mind a kozgazdasagtant végigkiséri a diszkrét és folytonos idéfel-
fogas kettGssége. A koznapi és a fizikai id6felfogas a folytonosnak kedvez, a mérs- és
szamitoeszkozok a diszkrétnek. Az idébeli folyamatok matematikai elméletei altaldban
folytonos id6vel dolgoznak. Alapeszkoziik a (kozonséges) differencidlegyenlet; amelyben
az id6 a fiiggetlen valtozo, s a fiiggs valtozok és id§ szerinti derivaltjaik egy egyenletrend-
szerben szerepelnek. Példaul a matematikai inga egyenletében a gyorsulas (a helyzet
masodik derivaltja) kozelitSleg a helyzet ellentettjével ardnyos. A numerikus analizis
viszont sziikségszertien diszkrét idével (lépésszammal) dolgozik, s a differenciaegyen-
letre tamaszkodik: itt is az id6 a fiiggetlen valtozo, s a fliggd valtozok és idG szerinti
kiilonbségi hanyadosaik, vagy eltoltjaik szerepelnek egy egyenletrendszerben. Példaul
éves kamatozas esetén a téke és novekménye (a kamat) kozott az éves kamatlab te-
remt kapcsolatot. Erdekes modon a differenciaegyenletek elmélete kaleidoszkopszertibb
(kaotikusabb), mint a differencidlegyenleteké (lasd késsbb). Kezdd szamara viszont job-
ban hozzaférhets, hiszen a differencialegyenletekkel ellentétben, a differenciaegyenletek
megoldasanak létezése és egyértelmiisége magatol értet6ds.

Az els6 dinamikus kézgazdasagi modellekben egyarant follelhetd a diszkrét és foly-
tonos ideji megkozelités (példaul Samuelson, 1939a és 1941). S6t, az iizleti ciklusok elss
modelljei a két megkozelitést egyesitve, kevert (diszkrét és folytonos idejii) egyenleteket
alkalmaztak (Frisch, 1933).

Azota mar mindkét megkozelitésnek kiterjedt irodalma van. Ennek megfelelGen a
konyv is mindkét megkozelitést tartalmazza. Célszertitlen lenne azonban teljes mérték-
ben kifejteni e parhuzamot, ezért a kozgazdasagi tartalomtol fliiggéen hol ezt, hol azt a
modszert mutatjuk be. (Ha azonban vélasztani kellene a két modszer kozott, akkor a
kozgazdasdgtanban a diszkrét modszert valasztanam, mert a legfontosabb kozgazdasagi
folyamatokra jobb kozelitést nyujt, mint a folytonos.)

Optimalizalas nélkiil vagy optimalizalassal

A dinamikus kozgazdasagtan kialakuldsakor egyik modell sem tamaszkodott optimali-
zélasra. Az els§ korszertd dinamikus optimalizalédsi modellek 1960 koriil jelentek meg
(Tinbergen, 1960) és sokaig békésen egyiitt éltek optimalizalas nélkiili tarsaikkal. Az
optimalizalas nélkiili modellek az utobbi idészakban egyre népszertitlenebbek valtak,
mert a dontéshozok viselkedését nem ,racionalis dontésként” magyarazzak.

Szamos ,mérsékelten modern” konyv (példaul Blanchard és Fischer, 1989, 28. o.)
kiegyenstulyozott allaspontot foglal el az optimalizalas kérdésében. ,Neoklasszikus ira-
nyultsdgunk nem jelenti azt, hogy csak azokat a makromodelleket tekintenénk érvényes-
nek, melyek maximalizélason alapulnak...Azt hissziik, hogyha egy alapelveken alapuld
modellre varnédnk, miel6tt hajlandok lennénk a foly6 eseményeket elemezni és gazdasag-
politikai tanacsokat adni, veszélyes utopiat kovetnénk, amely a valo vildgot a sarlata-
nokra hagyja azok helyett, akik felismerik mindenkori tudasunk bizonytalansagait.”

Az jgazan modern” konyvek viszont egyszeriien kizarjak a kozgazdasagtan biro-
dalmabol az optimalizalas nélkiili modelleket. Jellemz6 példaul Azariadis (1993, 4. o.)
értékelése Solow novekedési modelljérdl, ahol Solow a megtakaritasi hanyadot (a tapasz-
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talattal 6sszhangban) idgben allandonak feltételezte: ,Solow egy ad hoc feltevéssel élt,
s kevés ilyen siilyos biin létezhet egy magéara adod kozgazdasz szdméra.”

Jomagam kozelebb allok a ,mérsékelten modern”, mint az ,igazdn modern” irany-
zathoz, de még a mérsékelt irdnyzatnal is joval kisebb jelentdséget tulajdonitok az opti-
malizélasanak. Szamomra k6zombos, hogy a magatartasi egyenletek az életbél vannak
ellesve, vagy pedig fennkolt célfiiggvények és koltségvetési feltételek nészanak gylimol-
csei. ,,Védelmiil” harom dolgot hozok fel: a) A fent emlitett uttorsk iranti tisztelet. b) A
ismert, hogy ez milyen félrevezetd feltevés (Kirman, 1992). Egyébként az optimalizalasi
feltevés mindenhatosagat biralo érvek még mindig relevansak (Kornai, 1971; Nelson és
Winter, 1982; Anderson et al., 1988). S6t, Hildenbrand (1983) hatasosan érvel, hogy az
egyénileg nem optimalizdld szereplék megfelels eloszlasa esetén az aggregalt viselkedés
lehet optimalis. ¢) Az optimalizalas nélkiili modelleket egyszertibb elmagyarézni, mint
optimalizacios tarsaikat.

Ennek megfelelGen a konyv két részre oszlik: az I. részben nincs, a II. részben van
optimalizalas. Példaul a szocialista gazdasag ciklusait (2.2. és 4.3. alfejezet) nehéz
volna egyetlen dontéshozd optiméalis dontéseként leirni. Ugyanakkor egy személy vagy
egy tarsadalom fogyasztasi palyanak idébeli optimalizalasa értékes hozzéajarulas lehet
az életciklus megértéséhez.

Szabalyozaselméleti keret

A konyv gyakran alkalmazza a matematikai szabalyozaselmélet kereteit. Szabélyozasi
rendszerrél beszéliink, ha a rendszert dllapot- és szabdlyozdsi vektorral jellemezziik, s
feltessziik, hogy az allapotvaltozas vektora az dllapotegyenletrendszeren keresztiil fiigg a
szabalyozasi vektortol. Talan a leggyakoribb szabélyozéasi mechanizmus a visszacsatolds,
amikor a szabalyozasi vektor a pillanatnyi allapotvektortol fiigg.

Masok mellett Kornai és Martos (1981a) meggy6zGen érvelnek e megkozelités eld-
nyei mellett. Szemléltetésiil is az altaluk szerkesztett konyvbdl valasztunk egy jellemzs
példat: egy termék outputkészlet valtozasa egyenld a termelés és az eladas (elGjeles)
kiilonbségével; a legegyszeriibb készletjelzéses szabalyozasnal a termelés csokkend fiigg-
vénye az outputkészletnek. A kozgazdasagi alkalmazéasok jelentds részében nagy hang-
sulyt kap a szabalyozas decentralizdlt jellege. ElSbbi példankat altalanositva: ha egy
egész gazdasig miikodik készletjelzésekkel, akkor az egyes vallalat adott termékének
outputkészlet-valtozasaban az Osszes tobbi véllalat altal téle beszerzett termékosszege
jelenik meg, mig az adott termék termelése tovabbra is csak sajat outputkészletétsl
fiige (2.3. alfejezet). Ugyanakkor a szocialista gazdasag makromodelljének magatartéasi
szabélyai nem decentralizaltak (2.2. alfejezet).

Minden hasznossaga ellenére a szabalyozaselméleti megkozelités a kozgazdasagtani
dinamikdban nem kizarolagos. Példaul az egyiittélé nemzedékek és korosztalyok zart
cseregazdasagaban (B. és C. fiiggelék) a potencialis allapotvaltozot (a megtakaritasi
allomanyt) nulla értéken rogzitettiik, ezért ott a szabélyozaselmélet alkalmazhatatlan.

Stabilitas és miik6dSképesség
Nagyon gyakori, hogy egy dinamikus rendszer palyajat nem lehet vagy nem célszerd
explicite leirni. Kivancsiak vagyunk viszont a palya kvalitativ viselkedésére. Kiindu-

lasképp a rendszer fizrpontja szolgal, amelybe a rendszert eljuttatva, a rendszer ott is
marad. A fixpontot a természettudomanyokban gyakran nevezik egyensilyi pontnak. A
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kozgazdasigi alkalmazasokban az egyensily fogalmét gyakran lesziikitik az an. walrasi
egyensilyra (lasd 6.3. alfejezet), ahol a tokéletesen rugalmas armechanizmus minden
piacon eltiinteti a tulkeresletet. Keynes (1936) ota a kozgazdasagban beszélnek munka-
nélkili egyensulyrol (lasd példaul a 2. fejezet kiilonféle modelljeit), és az 1970-es évek
ota nemwalrasi egyensulyrol is. (Mind a disequilibrium, mind az anti-equilibrium kifeje-
zés ennek a kiilonbségtevésnek az elmulasztasabol szarmazott!) Kornai (1980) és Kornai
és Martos (szerk.) (1981b) a semlegesebb normdldllapot kifejezést hasznéljak. Amiota
megjelentek idében valtozo egyensiilyi palyak, a stacionarius egyensulyra az dllanddsult
dllapot kifejezést is alkalmazzak (B. és C. fliggelék).

Felvet6dik a kérdés: létezik-e egyenstly, és ha igen, akkor egyértelmii-e az egyen-
suly? Latni fogjuk, hogy &ltaldban mindharom eset lehetséges: nincs egyensuly, egy
vagy tObb egyensuly létezik. Tovabbi kérdés az egyensuly stabilitdsa: ha a rendszer
nem az egyensilybol indul, akkor az id§ haladtaval visszatalal-e oda? Finomitva a kér-
dést: mekkora az indulési allapotoknak az a (képletes szoval élve: vonzasi) tartomanya,
amelybdl a rendszer az egyensiilyhoz tart? Némileg pontatlanul: ha kicsi a vonzasi
tartomany, akkor lokdlis, ha nagy (ti. az egész megengedett tartomany), akkor globdlis
stabilitasrol beszéliink (3. fejezet).

Mind a természetben, mind a tarsadalomban gyakoriak a ciklikus folyamatok. Fel-
sorolésszeriien: a Fold kering a Nap koriil, az évszakok valtakoznak, az emberi sziv
percenként tébbtucatszor dobog, a gazdasig névekedési iiteme tobb-kevesebb szabalyos-
saggal hullamszerd mozgast végez. Erdekes médon minden dinamikus rendszer minden
ciklusdhoz megadhat6 egy olyan rendszer, amelyben az eredeti rendszer cikluspontjai
egyensilyi pontok.

Determinisztikus rendszereken beliil maradva, a stabil egyenstly és a ciklus mellett
azonban még bonyolultabb viselkedési formék is lehetségesek, amelyeket némi leegysze-
risitéssel kaotikusnak nevezhetiink. Ilyenkor a palya érzékenyen fiigg a kezdGértékektdl,
ezért a palya elvileg elérejelezhetetlen. Legismertebb példa a kadoszra az idgjarés, de
elképzelhets, hogy az arfolyam-ingadozasok is kaotikusak.

A fenti esetekben folvetédik a kérdés: miikoddképes-e a rendszer? Példaul a Nap-
rendszer kb. 10 milliard évig miikédhet, egy ember kb. 100 évig élhet, egy tarsadalmi
rendszer pedig évtizedektdl évezredekig fennéllhat. Ha azonban egy speciélis gazdasagi
modellt vizsgalunk, akkor miikodGképességen azt értjiik, hogy a mozgasegyenleteken
kiviil a rendszer kielégit bizonyos feltételeket. A kozgazdasagtanban a leggyakoribb
miikodési feltételek a nemnegativitasi feltételek: példaul a termelés nem lehet nega-
tiv. Konkrétabban: a készletjelzéses modellben kifogyhat a készlet vagy megtelnek a
raktarak, stb.

Jelenleg keveset tudunk a gazdasagi rendszerek miikodSképességérdl és gyakran be
kell érnilink a stabilitas keresésével.

Linearis és nemlinearis modellek

Minden matematikai természetd vizsgalatnal alapkérdés a linearitas. Némi leegyszerti-
sitéssel, linearis egy modell, ha a bemend valtozok megduplézasa megkettszi a kimend
vatozok értékét is. Példaul a készletvaltozasi egyenlet linearis: kétszeres termelés és vétel
kétszeres készletvaltozast okoz. Els6 latasra a kovetkezd készletjelzéses termelésszaba-
lyozéas is linearis: minden nap legfeljebb 100 egységet termeliink, de ezt a maximumot
csokkentjiik az el6z6 nap végén megmaradt termékegység kétszeresével. De mi torténik,
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ha az el6z6 nap végén 51 egység maradt? —2 egységet termeliink? S ekkor belép egy
természetes also korlat: a nulla, s elvész a linearitas.

A végesdimenziés lineéris dinamikus rendszerek elmélete teljesen megoldottnak te-
kinthets. Folirhatjuk a rendszer megoldasat, amelynek segitségével szamos kvantitativ
és kvalitativ eredményt nyerhetiink. A szoban forgé teriilet egyik legfontosabb jellem-
zGje, hogy az egyensuly koriili lokdlis viselkedés meghatérozza a globdlis viselkedést is.
Speciélisan: ciklikus viselkedés csak kivételes paraméterértékeknél valosul meg (s az is
késélen tancol), instabil viselkedés egyre nagyobb kilengéseken keresztiil el6bb-ut6bb
miikodésképtelenséghez vezet.

Mas a helyzet a nemlinearis dinamikus rendszereknél. Mar az egyvaltozos esetnél is
minden lehetséges. Példaul a lokalis stabilitas 6sszefér a globéalis stabilitas hidnyéval, sta-
bil ciklikus viselkedés (az un. hatarciklus) a paraméterértékek széles tartoméanyéaban is
megvalosulhat, instabil viselkedés 6sszefér hosszi tava miikodésképességgel. A szabalyos
ciklikus palyak mellett megjelenhetnek szabalytalan, kaotikus palyak is. Analitikusan
viszonylag keveset tudunk, mar a kétdimenziés esetben is sziikségiink van szamitogépes
szimuldciora.

Mind a matematikusok, mind a koézgazdaszok sokiig megelégedtek a lineéris vagy
linearizalhaté dinamikus rendszerek vizsgéalataval. Csak az utobbi évtizedekben kapott
nagyobb lendiiletet a nemlinearis és instabil rendszerek globalis elemzése. Természetesen
ezeknél a bonyolult viselkedésii rendszereknél is a linearis rendszer a kiindul6é pont. A
konyv egyarant foglalkozik linearis és nemlineéaris rendszerekkel.

Determinisztikus vagy sztochasztikus rendszerek

A mai kor emberének nyilvanval6, hogy a determinisztikus és a sztochasztikus szem-
léletre egyarant sziikség van a folyamatok modellezésénél. Elegendd, ha a klasszikus
newtoni mechanika mellett utalunk a heisenbergi—schrodingeri kvantummechanikéra.

A dinamikus kézgazdasagtanban a sztochasztikus modszerek elterjedése leginkiabb
az Okonometria térhoditasahoz kapcsolodik. A statisztikai modszertannak megfelelGen
az egyenletek becslésénél célszerd foltenni, hogy sztochasztikus hibataggal terheltek.
Nem lehet meglepetés, hogy az 6konometriai egyenleteken alapul6 szabélyozéasi model-
lekben nagy szerepet jatszik a sztochasztikus optimalizalas. Fzzel a kérdéskorrel a 7.
fejezetben foglalkozunk.

Erdekes, hogy a modern dinamikus kozgazdasagtan dominans aga szerint a gazda-
sag determinisztikus része linearis és stabil, a gazdasigot csak a sztochasztikus zavarok
terelik el az egyensulyi palyarol. En nem osztom ezt a nézetet. Egy joval kisebb, de ko-
rantsem jelentéktelen kutatési irdnyzat hiveként, inkdbb a determinisztikus rendszerek
nemlinearitasaiban keresem a ciklus és a kdosz forrasat. Ezért a sztochasztikus jelensé-
gek nemcsak a szokasosnél, de a megérdemeltnél kisebb hangsulyt kapnak a kényvben,
a nemlinearis determinisztikus modellek viszont nagyobbat (a 3-10. fejezet és a B-C.
fiiggelék).

Csak roviden utalok a sztochasztikus modszereknek egy egyszeriibb alkalmaza-
sara, amely az emberi élettartam bizonytalansagabol fakado életbiztositdssal kapcsolatos
(10.1. alfejezet).

Varakozasok

A koézgazdasigi modellek egyik megkiilonboztetd vonasa, hogy egyes valtozok fligghet-
nek més valtozok jovére vonatkozo értékétsl, a vdrakozdsoktol. Példaul a konyvkereskedd
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e heti beszerzése fiigg a jov6 hétre vart eladasoktol, vagy az idei megtakaritasom fiigg a
jove évre vart kamatlabtol.

Az 1950-60-as évek modelljeiben a naiv (vagy altalanosabban: adaptiv) varakoza-
sok szerepeltek, ahol a varakozas a korabbi ténytdl (és a korabbi varakozastol) fiiggott.
Példaul a kereskedd folteszi, hogy a jové héten is ugyanannyi konyvet akarnak vasa-
rolni, mint ezen a héten. Méasik példa: a jelzalog kolcsonz6 bankarok minden évben gy
hatarozzédk meg a torlesztést, hogy folteszik, a kamatlab a hatralévs idére valtozatlan.

Ez a feltevés sok kritikat kapott (Lucas, 1976), s egyre inkabb a raciondlis vdra-
kozasok feltevése 1ép a helyére. Ekkor adott informaciés halmaz esetén a doéntéshozo
varakozasa megegyezik a modellbsl levezethetd varhatd értékkel. Specidlisan, deter-
minisztikus esetben a raciondlis vdrakozds megegyezik magaval a tényleges értékkel:
tokéletes elorelatas.

Mi mindkét feltevést megvizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy esetenként (2.4. alfejezet)
tényleg jobb a racionalis varakozas, mint a naiv varakozis. Mas esetekben azonban
forditott a helyzet (4.5. alfejezet). S6t az is eléfordul, hogy az allandosult allapotokon
kiviil szinte értelmezhetetlen a racionalis varakozas (C.4. alfejezet).

Szeretnék hozzajarulni ahhoz, hogy tjra teret nyerjen az adaptiv varakozdsok hipo-
tézise, amely mind empirikusan (Lovell, 1986; Chow, 1989), mind elméletileg (Grand-
mont és Laroque, 1990, Brock and Hommes, 1997, Grandmont, 1998; ) vonz6 lehet a
racionalis varakozasokkal szemben.

Véges vagy végtelen hosszu életid fogyaszto

Az optimalizalassal foglalkozdé modellekben gyakran folteszik, hogy a reprezentativ fo-
gyaszto végtelen sokaig él. Ezzel a triikkel el lehet keriilni a zarofeltételek problémajat.

Ez a feltevés nyilvanvaléan ellentétes az emberi élet végességével, s feloldasa val-
toztat az eddigi optimumfeltételeken. A Samuelson (1958)-t6] szarmazo, un. egyiittéld
nemzedékek modellcsaladjaban (B. fiiggelék) a szereplgk élettartama révidebb, mint
a vizsgalati id@szak; mindenki két idGszakig él: elGszor fiatal, késébb 6reg. Minden
id6szakban egyiitt élnek fiatalok és oregek: a fiatalok sokat, az oregek keveset (vagy
semmit sem) dolgoznak, és a fiatalkorban felhalmozott megtakaritasaikbol élnek. Min-
denféle furcsasag adodik: a) Egy feloszto—kirovo (PAYG) nyugdijrendszer bevezetése
mindegyik nemzedék jolétét javitja, ha a ndvekedési litem nagyobb, mint a kamatlab
(Samuelson, 1958), altalanositasa Aaron-elvként ismert. b) Zart OLG gazdasidgban
optimalizalas ellenére ciklikus vagy akar kaotikus dinamika johet létre (Gale, 1973 és
Grandmont, 1985).

Az egyiittéls nemzedékek modelljét altalanositja az egyiittéld korosztalyok modellje
(C. fiiggelék): kiilonbo6zo életkort korosztalyok tagjai élnek egyiitt, korspecifikus tulélési
valoszintiséggel, keresettel és fogyasztasi egységekkel. Ez az altalanositas gyengiti az
egyiittéls nemzedékekrol szolo tételeket: a) Az Aaron-elv csak akkor igaz, ha eltekintiink
attol, hogy nemcsak a fiatalok tamogatjak az idgseket (nyugdij), de az id&sebbek is
tamogatjak a fiatalokat (gyereknevelés). b) Eves bontast modellben racionalis varakozas
mellett altalaban nincs is definidlva a dinamika minden kezdGértékre, a realis 2-ciklusok
létezését mar sikeriilt kizarni. Naiv varakozasok mellett azonban az allandoésult allapot
mentén elég sokiig képes miikodni a rendszer.
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Osszevont vagy részletezett modellek

Az 1950-60-as években nagyon fontosnak tartottdk, hogy a modellek részletezettek,
sokszereplGsek legyenek. A lineéris rendszerek keretében a matrixok is nagy figyelmet
kaptak. Ahogyan Samuelson mondta egyik cikkében, ez volt a Leontief modellek kora.
Manapsag ez a megkozelités hattérébe szorult, és az elméleti kozgazdaszok gyakran
megelégednek az egy-két szektoros modellekkel. Ez a konyv ebben a tekintetben is
visszatér a hagyomanyokhoz. Tobb helyen is foglalkozunk sokszektoros modellekkel: a
2. és a 4. fejezetben az n-szektoros Leontief gazdasag szabélyozasat vizsgaljuk, mig
a C. fliggelékben sokvaltozos modelleket tanulmanyozunk. Ennek megfelelen az A.
fiiggelékben Osszefoglaljuk a lineéris algebrai tudnivalokat.

Elegancia vagy relevancia

Konyvem egyarant alkalmaz analitikus és numerikus modszereket. Egyrészt egyszerti-
ségre torekszem. Mindig o6riilok annak, ha valamit analitikusan is vizsgalhatunk. Maés-
részt nagyra tartom a realizmust is. Nem vagyok hajlandé a relevanciat folaldozni az
egyszerliség oltaran.

Néhény példat emlitenék. a) Az inditas—beruhézas linearis modelljében (2.3. alfe-
jezet) — némileg koriilményesen —, bevezetek tobbletvaltozokat, hogy természetesen mu-
tathassam be a fesziiltségenyhités és a stabilizalas ellentétét. b) Az inditas—beruhazas
nemlinearis modelljében (4.4. alfejezet) — ugyancsak koriilményesen —, lemondok a leg-
egyszerlibb eset vizsgalatarol. El akarom ugyanis keriilni a természetellenes bang—bang
szabalyozast, ahol a szabalyozasi valtozok kizarolag a minimalis és maximaélis értékiiket
veszik fol. ¢) A konyv C. fiiggelékében tetszileges szamu egyiittéls korosztalyt vezetek
be, mert nem tudom elfogadni az egyiittélé nemzedékek elméletének imént emlitett le-
egyszertisits feltevéseit. S a valosdghoz vald kozeledés 1) megvilagitasba helyez szamos
korabbi allitast, lasd fent.

Nem teszek tugy, mintha alkalmazott kozgazdasz volnék, aki hatalmas empirikus
modellekkel dolgozik a szamitogépén. Mégis azt tandcsolom, hogy az olvasé hasznélja a
szamitogépét (vagy néha akar a zsebszamologépét), hogy némileg belelasson a dinamikus
modellek kvantitativ alkalmazéséba.

Mondanivalom alatamasztasara idézem Arrow és Honkapohjat (1985a, 26. o.):
LKét altalanos kozgazdasagtani javaslat vet6dott {6l [a szimpoziumon, S.A.|: 1. Figye-
lembe véve azoknak az eseteknek a nagy szaméat, amikor nincsenek elméleti eredmények
vagy csak nagyon nehezen elérheték, jobban kell tdmaszkodni a numerikus szimuléci-
ora, mégpedig kiilonféle paraméterértékeknél. A szimulacio segit eligazodni abban, hogy
mennyire fiiggnek az eredmények a sajatos numerikus feltevésektsl. 2. Ehhez szorosan
kapcsolodott az az ajanlés, hogyha egy elméleti kutato egy specialis teriiletet modellez,
jelezze, hogy a paraméterértékek milyen tartomanyét tartja a modell alkalmazhatosa-
gaval Osszeférhetének.”

Kritikai szemlélet

Meglepének tiinhet, milyen sok kritikai megjegyzés taldlhato egy tankonyvben. Nem
lenne jobb megkimélni az olvasét a bonyodalmaktol, és kizardlag a helyes megoldast
bemutatni? Ugy vélem, nem. Egyrészt a matematikai kozgazdasagtanban nem annyira a
matematikai tévedések, mint a kdzgazdasigilag hibas vagy érdektelen feltevések okozzak
az igazi bajokat. Masrészt még a fizika legnagyobbjai is elkévettek kisebb-nagyobb
tévedéseket, s ezek feltarasa (Simonyi, 1981) csak izgalmasabbé teszi a torténetet.
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FORMAI JEGYEK

Eddig a konyv tartalmi jegyeit vazoltam. Talan még ezeknél is fontosabb a konyv formai
jegyeirdl szolni.

Modszerek és modellek

A konyvben szereplé kozgazdasagi modellek elsGsorban bizonyos matematikai modsze-
reket hivatottak szemléltetni. Ebbdl a szempontbol Baumol (1954), Gandolfo (1971),
Kamien és Schwartz (1981), Chiang (1984), valamint Stokey és Lucas (1989) példajat ko-
vetem, hogy csak néhany miivet emlitsek. Kényvem kozgazdaséigilag nem Osszefiiggd, és
alkalmatlan arra, hogy atfogo ismereteket nyujtson a kozgazdasagi dinamikarol. (Azok
az olvasok, akik nem szeretik ezt a modszert, szamos hasonlo, de kozgazdasdgilag dssze-
fliggd konyvet talalhatnak: Kornai és Martos (szerk.) (1981b), Blatt (1983), Blanchard
és Fischer (1989), Martos (1990) és Azariadis (1993)).

Sokféle modszer

Nem korlatozom a konyvet egy vagy két matematikai modszer bemutatasara. Célom
inkdbb Lancaster (1968), Takayama (1974), Chiang (1984), Sargent (1987), valamint
Stokey és Lucas (1989) célkitiizéséhez hasonld: minél t6bb fontos modszerbdl szeretnék
izelit6t adni. Azoknak, akik inkabb az egyes modszerekre kivancsiak, mas konyveket
ajanlhatok. Gandolfo (1971) f6szovege a linearis szabalyozasi rendszerek optimalizalas
nélkiili elemzéseit taglalta. Kamien és Schwartz (1981) a variacioszamitas és az optimalis
folyamatok szamos fejezetét és alkalmazasat ismertette. Hommes (1991), Medio (1992)
és Day (1994) a kaoszelméletet alkalmaztak a kozgazdasigtanban.

Nehézségi fok

Eredetileg kézépfokinak neveztem a konyvet, de tobb olvasém meggy6zott arrél, hogy
azért annal nehezebb. Mindenesetre foltételezem, hogy az Olvasé mar alaposan ismeri a
differencial- és integralszamitast (a matematikai analizist), a linearis algebrat és a mikro-
és makrookonomiat. Fontos kévetelmény, hogy érdekeljék a bizonyitasok elvei, ha nem
is a részletei. A bizonyitasokban azonban szintén nem torekszem teljességre. Példaul
a differencidlegyenletek megoldasa létezésének és egyértelmiiségének a bizonyitasanél
elkeriilom a funkcionalanalizis mély modszereit. Az alapvetd szerepet jatszo kontrakcios
elvet csak végesdimenzios terekre mondom ki. Csupén utalok arra, hogy az elv sziikséges
altalanositdsa magasabb dimenzios terekre szintén érvényes. Ez a megkozelités joval
tobb erdfeszitést kovetel az Olvasétol, mint Chiang konyve, de joval kevesebbet, mint
Stokey és Lucas. A targyalas szintje Takayama (1974) és Sargent (1987) konyvéhez all
kozel.

Példak és feladatok

A konyv szamos példat és feladatot tartalmaz, melyek a kérdés eléfordulasi helyén van-
nak elhelyezve. Célszert 6ket azonnal megoldani, vagy ha nem sikeriil, akkor belenézni
a konyv végén elhelyezett Feladatmegolddsokba. A csillaggal jelolt feladatok (és meg-
jegyzések) nehezek, ezért csak az elszantabb olvasoknak ajanljuk.
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Oktatasi kovetelmények

Kezdeti tapasztalataim alapjan a kovetkezSket gondolom az anyag egyetemi oktatasarol.
1. Fontos, hogy az Olvasé a megfelels elGismeretek birtokaban legyen. 2.
Elengedhetetlen, hogy az Olvas6 megoldja a feladatokat, de legaldbbis probalkozzon
a megoldassal. 3. Az irodalomjegyzék sok olyan forrast tartalmaz, mellyel az Olvasd
bévitheti és elmélyitheti a konyvben szerzett tudasat. Kiilon szolok az anyagfeldolgozés
1ddigényérdl. Heti kétoras el6adast és tobboras otthoni munkat szamitva, a teljes anyag
egy év alatt vehet§ at.

Rovidebb (féléves) id6 vagy kozos feladatmegoldas esetén a tananyagbol tobbféle-
képpen is lehet valogatni. Példaul:

— Matematikai ismeretek (paratlan fejezetek és az A. fliggelék).

— Kozgazdasagi ismeretek (péaros fejezetek és a B. fliggelék).

— Optimalizéalas nélkiili dinamika (I. rész).

— Optimalizéalasi dinamika (II. rész): megfelels elGkészités esetén.

— Diszkrét idejii dinamikus modellek (1-4. és 7-8. fejezet, valamint a fiiggelékek).

— Kaoszelméleti modellek a kozgazdasagtanban (3. és 4. fejezet, valamint a B.
fiiggelék) az 1. fejezettel egyiitt.

— Minimalis anyag (1-5., 9. és 10. fejezet).

Irodalmi hivatkozasok

Az irodalmi hivatkozéasok kozott kizarolag olyan forrasok szerepelnek, amelyekre a {6sz6-
vegben hivatkozunk. Kivételként megemlitek harom magyar forrast, amely elérhetGbb
a kozgazdasz (hallgato) olvasoknak, mint az altalam hivatkozott forrasok: Dancs (1992)
analizis tankonyve, Puskas (1993) linearis algebra tankonyve és Tallos (1999) dinamikai
rendszerekkel foglalkoz6 konyve. Mint a cimbdl is lathato, Tallos kényve részben atfedi
e konyvet, de sokkal inkadbb kiegésziti konyvemet. Ha egy hivatkozott forrasnak van
magyar forditasa, akkor az angol publikicioé évszamaéaval, de magyar adatokkal hivatko-
zunk ra: példaul Keynes (1936), és csak az irodalomjegyzékben tiintetjiik fol a magyar
kiadas évszamat, 1965. Tobb forrasban is megtalalhato kozismert allitasokra és sajat
eredményeimre forrasmegjel6lés nélkiil hivatkozom.

JELOLESEK

Jelolési elveink a szokasosak, egészen addig, ameddig a kiilonbo6zé eredetii szokasok
nem iitkoznek. Tételeket, példakat, feladatokat és képleteket minden fejezetben egy-
mastol fliggetleniil, kettGs szamozéssal jeloliink: az els§ szam a fejezet, a mésodik az
illets kategoria fejezeten beliili sorszama. Egy fiiggeléken beliili egységekre A., B. és C.
sorszammal utalunk.

Matematikai jelolések

Matrixokat latin nagybetiivel jeloljik. Vektorokat, a méatrix, illetve a vektor elemeit
a megfelel§ latin kisbettvel jeloljik: A = (a;;), b = (bj). Az egységmatrix jele I.
A nullaméatrix, a nullavektor és a kozonséges skalar nulla egyardnt 0. Egy komplex
szam konjugéltjat feliilvonas, a vektor és matrix transzponalasat T jeloli. Az M maétrix
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sajatértékét A, sajatvektorat s, spektralsugarat p(M) jeloli. Diagonalis matrix jele ().
Az i a képzetes egységgyok, m = 3,14..., az e az Euler-szam.

A diszkrét és a folytonos id6 jele egyarant ¢, de mig csak az el6bbinél sorozatra utalo
als6 index, az utobbinal a fliggvényre utalo fiiggetlen valtozo: zy, illetve x(t). A & vagy
2’ pedig x derivaltjat jeloli, mig az m xn F, matrix az F' : R™ — R" fiiggvény x szerinti
derivaltmatrixat jeloli. Takarékossaghol ugyanigy jeloljiik a diszkrét és a folytonos ideji
mennyiségeket, bar ez némileg zavar6. Zaroidészak (-pont) jele: T, periodusé P.

Szabéalyozéaselméletben szokasos médon az allapotvektor az n-dimenzios x vektor,
a szabalyozasi vektor pedig az m-dimenzios u vektor.

Allandosult (egyensiilyi, stacionarius, normél) vagy optimalis értéket © felss index-
szel vagy p alsé indexszel kiilonboztetiink meg kdzonséges tarsatol, a * jel més kiilonle-
gességre utal. A vesszd (x') vagy a pont (&) a differencialas jele. A feliilvonés a komplex
konjugaltat jelenti. A fekete négyzet a bizonyitas végére utal.

Ha vektorsorozat koordinatajarol van szo, akkor az x; ¢ kett6s indexet alkalmazzuk,
ahol az els6 index az i-edik koordinata, a masodik index a t-edik idGszak. Figyeljiik meg
a kiilonbséget xp és ry kozott: az els6ben F' egy matematikai mennyiség, a masodikban
egy név (példaul az angol feasible réviditése.)

Kozgazdasagi jelolések

A makrodkonomiaban megszokott modon Y, C, I &ltalaban a makrotermelésre (GDP),
fogyasztasra és beruhéazéasra utal. Fajlagos (egy fére, GDP-re stb. vetitett) értékiik
rendre y, ¢ és i. I' a GDP névekedési tényezGje (vagy liteme), a leszamitolasi tényezd
(vagy -rata), r a kamattényez6 (vagy -1ab). U(.) és u a hasznossagfiiggvény.

A kiilénb6z6 modellekben ugyanaz a jel méast-mast jelenthet, de lehet&ség szerint
nem ltkozik a matematikai fejezetek jeloléseivel. A hagyoményok azonban megakada-
lyoztak abban, hogy eltérs jelolést keressek a hasznossagfiiggvénynek (8. fejezet) és a
szabalyozasi valtozonak (7. fejezet) (u), illetve az alapegyenletben szerepld fiiggvénynek
(1. fejezet), a termelési fliggvénynek (8. fejezet) és az alapfiiggvénynek (7. fejezet) (f).
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I. RESZ

DINAMIKA OPTIMALIZALAS NELKUL

Ebben a részben olyan matematikai modszerekkel és dinamikus kozgazdasigi model-
lekkel foglalkozunk, amelyekben a magatartasi szabalyokat egyszeriien foltételezziik és
nem optimalizalasbol szarmaztatjuk. A Bevezetésben mér indokoltuk e megkozelités
jogosultsagat.

Az 1. fejezetben a diszkrét ideji (szakaszos miikodési) rendszereket a differencia-
egyenletek segitségével tanulmanyozzuk, ahol az egyenletek bal és jobb oldalan eltérs id6-
indexti valtozok szerepelnek. Az elemi fogalmak ismertetése utan a linedris differencia-
egyenletekkel foglalkozunk.

A 2. fejezetben négy olyan linedris gazdasdgi modell stabilitasat és oszcillacidjat
tanulmanyozunk, melyeknél az 1. fejezetben bevezetett kiilonféle moédszerek jol hasz-
nalhatok.

A 3. fejezetben nemlinedris differenciaegyenleteket vizsgalunk, ahol az instabilitas
Osszefér a megoldas korlatossagaval, a ciklus nem véletlen és kis kezdeti hibak nagy
késébbi hibahoz vezethetnek.

A 4. fejezetben fololdjuk a 2. fejezet modelljeinek linearitasat, és egy 6todik mo-
dellre is kiterjesztjiik az elemzést. Nemlinedris gazdasdgi modelljeink tanulményozéasénal
a 3. fejezetben bevezetett kiillonb6z6 mddszerek jol hasznalhatok.

Az 5. fejezetben folytonos ideji dinamikus rendszerek viselkedését differencidl-
egyenletek segitségével vizsgaljuk, ahol a kozonséges valtozok mellett azok id6 szerinti
derivaltjai is szerepelnek.

A 6. fejezetben harom folytonos ideji gazdasigi modell stabilitasat elemezziik az
5. fejezetben bevezetett elmélettel.
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1. DIFFERENCIAEGYENLETEK:
ALAPFOGALMAK ES LINEARIS RENDSZEREK

Ebben a fejezetben olyan egyenletrendszereket vizsgalunk, amelyekben minden val-
tozonak idGindexe van, s legalabb egy egyenletben egy bal oldali valtozé indexe na-
gyobb, mint jobb oldali megfeleljéé. Az ilyen egyenleteket differenciaegyenleteknek
vagy differenciaegyenlet-rendszereknek nevezzik, amelyek diszkrét ideji (szakaszos mi-
kodéstd) dinamikus rendszereket irnak le. (N. B. Nemcsak id6, hanem mas skalar is le-
het a fliggetlen valtozo. Egyébként a matematikaban absztrakt dinamikus rendszeren a
differencidlegyenlet-rendszer altalanositasat értik, lasd Zalai, 1989, 7. fejezet fiiggeléke).
Kozvetleniil vagy kozvetve erre a fejezetre épiil az egész konyv. Az 1.1. alfejezetben a
differenciaegyenletek alapfogalmait vezetjiik be. Az 1.2-1.4. alfejezetban a legegysze-
riibb, az tn. linedris rendszereket vizsgaljuk. Egymas utan attekintjiik az altalanos,
a sikbeli és a szabalyozasi rendszerek tulajdonsagait. Hasznos tudnivalokat tartalmaz
Samuelson (1947, 1983, B. fiiggelék), Varga (1962), Ralston (1965), Lancaster (1969),
Young (1979), Martos (1981) és az A. fliggelék.

1.1. ALAPFOGALMAK
Ebben az alfejezetben bevezetjiik a differenciaegyenletek elméletének olyan alapfogal-
mait mint a fixpont, a stabilitas, a ciklus és a szabélyozasi rendszer.
Elsérendi differenciaegyenlet-rendszer

Legyen az id6 egy diszkrét valtozo: t = 0, 1, .... Legyen x egy n-elemi valos vektor,
legyen X az n-dimenzios tér, R™ tartomanya és legyen { f;(-)}72, e tartomany énmagara
valo leképezéseinek (transzformacioinak) egy sorozata. Ekkor az

(].].) ZL’t:ft(Il]t_l), t:]_, 2,
egyenletrendszert elsdrendid explicit differenciaegyenlet-rendszernek nevezziik. Vektora-

lisan gondolkodva beszélhetiink (vektorértékii) differenciaegyenletrdl is.
Erdemes lehet az (1.1) rendszert a kovetkezdképpen atalakitani:

(1.1%) xy — a1 = [ (T4-1), t=1,2, ...,
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ahol fi(xi—1) = fi(xt—1) — x4—1. Valdban, (1.1*) az igazi differenciacgyenlet-
rendszer, amely jol Osszehasonlithatdo a kés6bb bevezetendd, folytonos idejd (5.1)
differencidlegyenlet-rendszerrel. Mi azonban visszatériink az egyszeriibb (1.1) alakhoz.

Ha adott az zq kezdeti dllapot, akkor az (1.1) rendszer egyértelmiien meghatarozza
az Ti,ro,... pdlydt.

Kozgazdasagi alkalmazisoknal gyakran inditjuk a rendszert az z_; kezdeti allapot-
bol, azaz a mozgasegyenlet mar ¢ = O-ra is érvényes.

Az egyszertiség kedvért a tovabbiakban majdnem mindig csak olyan, in. autonom
rendszereket vizsgalunk, amelyek explicite nem fiiggenek az id6tol:

(12) Ty = f(fl?t_l).

Ko6zgazdasagi modelleknél ez gyakran agy érhetd el, hogy a névekedési trendet kikiiszo-
boltiik a modellbdl.

Az (1.2) feliras koordinatamentes, s ez tomorsége és lényegkiemelése miatt elényos.
Gyakran el6fordul azonban, hogy koordinatdkban van adva a feladat:

(1.2) Tig = fi(T1e-1,- Tn—1), =1, ..0,m

ahol f; : R — R fiiggvény és {z;.}:2, skalar sorozat. Néhany alkalmazasban nem
a kezdeti, hanem a végss allapot van megadva. Mas alkalmazasoknal (7-10. fejezet)
egyes allapotvaltozoknak a kezdeti, a tobbinek a végallapota van megadva.

Minden idében valtoz6 rendszer forméalisan folirhat6 idében valtozatlan rendszer-
ként, ha a z¢; =t valtozot tekintjik az (n + 1)-edik valtozonak:

(1.2*a) To,t = Tot—1+ 1,
(12*]3) Tit = fi(t,xlvt_l,...,xnyt_l), 1= 1, o, .

Az X = (t,z) és F(X) = (t,f(X)) jeloléssel, X; = F(X;_1). Mégsem fogunk ezzel az
atirassal élni, mert célszertitlen volna.

Kezdeti feltétellel adott, mindeniitt értelmezett jobb oldala, explicit differencia-
egyenlet-rendszereknek mindig van pontosan egy megoldasuk és vizsgalatuk is egy-
szertinek tiinik. Ha azonban peremfeltételek vannak vagy implicit differenciaegyenlet-
rendszeriink van (mint példaul a II. részben és a B. és C. fiiggelékben), akkor minden-
féle bonyodalmak folléphetnek. Kiilon gondot okoznak a racionalis varakozéasok, amely
altal vezérelt dinamikaban a jelent nemcsak a milt, hanem a jové is befolyasolja; s a
sztochasztikus kornyezet tovabb bonyolitja a helyzetet.

Mar a kozépiskolai tanulményainkbol jol ismerjiik a kovetkezs példat.

1.1. példa. Mértani sorozat. Legyen {z;} egy skalar mértani sorozat, amelyre
xr =qri_1,t=1,2, .... Ekkor xz; = ¢'zo. (Hasonloan definialhaté a szamtani sorozat:
Tt :l't_l—Fd, t= 1, 2, )

Jol ismert, hogy megfelels atalakitassal a magasabb rendii (t6bb késleltetést tar-
talmazo) rendszerek elsérendiivé alakithatok, ezért feltevésiink nem megszorit6. Az
altalanos levezetés helyett egy példat mutatunk be.

1.2. példa. Vizsgaljuk a mdsodrendi skalar rendszert: y; = g(yt—1,y1—2). Legyen
Tit = Y, Tap = Yp—1, ekkor x9 ;1 = y;_o, azaz az

1t =g(T1,4-1,T2,4-1) és Top = T1¢-1
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els6rend kétvaltozos rendszer ekvivalens a méasodrendd skalar rendszerrel.

1.1. feladat. Matematikai inga. Tekintsiik a stirloddsmentes matematikai inga
(5.6. példa) diszkrét ideji valtozatat. Véalasszuk az idGegységnek az ingaperiodus ne-
gyedét és szamitsuk az id6 kezdetét egy maximaélis kilengésbeli id6ponttol. Legyen y; az
inga kilengésének a fiiggSlegessel bezart szoge a t-edik idészakban. Ekkor y; = —y;_o
az inga differenciaegyenlete, és y; = 0, yo > 0 a két kezdeti feltétel. Hajtsuk végre az
1.2. példaban szerepls atalakitast az egyenleten!

Fixpont és stabilitas

A dinamikus rendszerekben kitiintetett szerepet jatszik a fixpont, mas néven allandosult
allapot. Egy x° € X pontot az f rendszer fixrpontjanak neveziink, ha bel6le inditva a
rendszert, az mindig ott is marad. Képletben:

Ha xo = x°, akkor re=x°% t=1,2, ....
Ekkor x° az f leképezés fixrpontja:

(1.3) x° = f(z°).
Szemléltetésiil all az

1.3. példa. A mértani sorozat fixpontja. Az 1.1. példaban ¢ = 1-re minden pont
fixpont, egyébként egyetlen egy fixpont létezik: x° = 0.

A kovetkezd feladat ravilagit a késleltetéses rendszerek egy érdekes sajatossagara.

1.2. feladat. Miért nem &ll meg az inga az als6 pontban? Pontosabban: miért
nem marad az yo = 0 fixpontban” az 1.1. feladat rendszere?

Most definialjuk a fixpont stabilitasat.

1. Az (1.2) rendszer x° fixpontjat Ljapunov-stabilnak neveziink, ha hozza elegendd
kozeli barmely xy kezddallapotbol induld pélya az x°-hoz mindvégig kozel marad. Be-
vezetve a kozonséges euklideszi tavolsagfogalmat altalanositdo vektornormadt (lasd: A.
fiiggelék), és a jelolését: ||z||-et, a definicio képletben is megfogalmazhato: tetszdleges
e > 0 szamhoz talalhato olyan 6 > 0 szam, hogyha ||z¢ — z°|| < 4, akkor ||z; — z°|| < &
tetszGleges t-re.

2. Egy Ljapunov-stabil x° fixpontot lokdlisan aszimptotikusan stabilnak nevezziik,
ha x°-hoz elegendd kozeli barmely xzg kezd6allapotbol induld palya az z°-hoz tart.

3. Globalis stabilitdsrol beszéliink, ha majdnem minden x indul6é allapot egy és
ugyanazon fixponthoz tartd palyat szarmaztat. (A rendszer tobbi fixpontjat természe-
tesen ki kell zarni az indulé allapotok koziil, lasd a 3.3. példa.)

4. Egy fixpontot aszimptotikusan vagy Ljapunov-értelemben instabilnak neveziink,
ha nem aszimptotikusan stabil vagy nem Ljapunov-stabil.

Megjegyzések. 1. Ismert, hogy a fixpont létezésébdsl még nem kovetkezik, hogy
a rendszer mindig mozdulatlan; s6t még az sem, hogy a rendszer aszimptotikusan a
fixponthoz tart.

2. A kozgazdasagtani stabilitas-irodalomban el szoktak hagyni a matematikaban
kotelezs aszimptotikus jelz6t, viszont kiteszik a matematikaban elrejtett Ljapunov-jelzét.
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3. Szamos matematikai kozgazdasz (példaul Arrow és Hahn, 1971 és Zalai, 1989)
a globalis stabilitas definiciojaban nem koveteli meg a vonzoé fixpont egyértelmiiségét.

4. Fontossaga miatt megemlitjiik az instabilitas egyik specidlis esetét, a nyeregpont-
instabilitdast: bizonyos kezdeti feltételek stabil, masok instabil palyakat szdrmaztatnak.
Ha minden nemstacionérius palya instabil, akkor teljes instabilitdsrol is szoktak beszélni.

A kovetkez§ példa megmutatja, hogy miért nem elegendé a konvergencia a

sz 0z

1.4. példa. (Elagdi, 1991, Example 4.4.) Konvergencia Ljapunov-stabilitas nél-
kiil. Tekintiink egy polarkoordinatakkal megadott sikbeli rendszert: r, = /ri_1,

Y = /2m9_1, ahol r > 0, 0 < ¥ < 27. Konnyen belathatod, hogy az allandoésult
allapot (1,0) = (1,27), amelyhez minden palya konvergal. Valoban, r; monoton nd
(csokken), ha r, < 1, (ry > 1) és ¥, novekedve tart 27-hez. De hidba van akarmilyen
kozel a 9y kezdGallapot 0-hoz, a sorozat rossz iranyba mozdul el.

A kovetkezd feladat az ingadhoz tér vissza.

1.3. feladat. Az inga stabilitasa. a) (Aszimptotikusan) stabil-e az inga — 1.1.
feladat — (0,0) fixpontja? b) (Aszimptotikusan) instabil-e?
Ciklus

A fixponténal némileg bonyolultabb, de viszonylag még egyszert fogalom a ciklusé.
Legyen P egy 1-nél nagyobb természetes szam. Egy xz1,xo,...,xp vektorsorozatot az
f rendszer P-periddusi ciklusénak nevezziik, ha az x,1-bdl indulé palya xo,...,xp-n
keresztiil visszatér x1-be. Képletben:

(14) xt:f(xt—1)7 t:27 37 ceey P+]~> Tpy1 = X1.

Altalaban folteszik, hogy a ciklus pontjai kiilonbozék. Egyszerti kovetkezményként ado-
dik zxp1g =2g,ahol Q@ =1, ..., P, k=1,2,....
Szemléltetésiil szolgal az

1.5. példa. Ciklusok. Az 1.1. példaban ¢ = —1 esetén minden nemegyensiilyi
palya 2-ciklus, egyébként nincs ciklus.

1.4. feladat. Az inga ciklusai. Milyen ciklusai vannak az ingénak (az 1.1. fela-
datnak)? b) Hogyan lehetne 2-ciklust kapni az ingaegyenlet valtoztatasaval?
Szabalyozasi rendszer

Mind a mitiszaki, mind a kozgazdasigi alkalmazésokban kiemelkeds szerepet jatszik
a szabdlyozdsi rendszer fogalma. Alapfogalom az n-dimenziés dllapotvektor és az m-
dimenziés szabdlyozdsi vektor, jeliik rendre x és u, valamint az dllapotegyenlet, amely az
1j allapotot az el6z6 allapot és az Gj szabalyozas fiiggvényeként hatérozza meg:

(15) Ty = g(mt_l,ut), t= 1, 2, ey
ahol g egy R — R™ fiiggvény.
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Egy ¢ rendszert szabdlyozhaténak neveziink, ha barmilyen 2! kezdéallapotbél bar-
milyen x? végallapotba véges szamu T idSszak alatt alkalmas wq,us, . . . ,ur szabalyozés-
sal atvihetd.

Visszacsatoldsrol beszéliink, ha a szabalyozas csak az el6z6 idGszak allapotatol fiigg:

(16) U :h(.’lft_l), t= 1, 2,

(1.6)-ot behelyettesitve (1.5)-be, az adodo x; = f(x:—1) egyenletet alapegyenletnek ne-
vezziik:

(1.7) xy = f(xi—1) = glri—1,h(x-1)], t=1,2, ....

Megjegyzés. Kozgazdasagi alkalmazasokban nagy szerepet kap az dllomdny
és folyam (stock vs. flow) megkiilonboztetés. Az allapotvaltozo allomény jellegti, az
idGszak végére vonatkozo érték, példaul az évvégi t6keallomany. A szabalyozési valtozo
folyam jellegti, az idGszak egészére vonatkozd érték, példaul az évi termelés. Diszkrét
idejd modellek gyengesége, hogy 6nkényes, hogy valamit a (¢ — 1)-edik id&szak zaro-
allomanyéanak tekintiink vagy a t-edik id@szak nyitéallomanyanak. Egyelére az elsét
valasztjuk, s a masodik valasztasnal (1.5)—(1.7) a kovetkezSképp modosul:

! Ti41 :g(.’Et,Ut), t:O, 1, 2, ceey
(1.6") uy = h(xy), t=0,1,2, ...,

(17/) Ti+1 = f(xt) = g[xtah(xt)]a t=0,1,2, ...

Stabilizdlasrol beszéliink, ha a visszacsatoléas stabilizalja az allapotegyenletet, azaz
ha az alapegyenlet fixpontja stabil. Stabilizalas esetén az (1.7) alapegyenlet fixpontja,
x°, megad egy stacionérius szabélyozasvektort is:

(1.8) x° = f(x°) és u® = h(x°).

A mindennapos gyakorlatbol ismert a kévetkezs szabalyozasi rendszer.

1.6. példa. a) A homérséklet szabélyozésa fitéssel. Legyen x; egy szoba hémér-
séklete és w; kiils6 kornyezeté a t-edik perc végén, és legyen u; a fiités erdssége a t-edik
perc alatt. Ekkor a h6mérséklet dinamikaja z; = A(z;—1 —w;) + Buy, ahol A és B alkal-
mas allandok. b) A szoba hémérsékletének stabilizalasa héfokszabalyozoval. Tegyiik fol,
hogy a kivant szobahémérséklet x* és a héfokszabalyozo egyenlete uy = —Kxyi_1 + q;.
Ekkor a csatolt rendszer egyenlete xy = A(xy_1 —w;) — BKxy + Bg;. Idealis esetben K
és q+ megfelels véalasztasaval xy = x* elérhetd.

Teljesen decentralizdlt visszacsatoldsos szabdlyozdsrol beszéliink, ha m = n és a
visszacsatolas szétesik n fliggetlen skalar visszacsatolasra:

(19) Uit = hi(xm_l), 1= 1, o és t= 1, 2, .

’

Egyelére nem adunk példat szabalyozhatosagra és decentralizalt szabalyozasra,
mert ehhez tovabbi el6késziiletekre van sziikség.
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1.2. ALTALANOS LINEARIS RENDSZEREK

Mint altaladban a matematikai analizisben, a differenciaegyenletek elméletében is ki-
emelkeds fontossagiiak a linearis rendszerek. Ezért a fejezet hatralévs részében és a 2.
fejezetben kizarolag veliik foglalkozunk, s csak a 3. fejezetben tériink vissza a nemlineéaris
egyenletekhez. Az (1.2) rendszert linedrisnak nevezziik, ha az f fliggvény lineéris, azaz
flaz + By) = af(x) + Bf(y) minden x,y € R"-re és o, § € R-re, « + 3 = 1. Ekkor
van olyan n X n-es M métrix és n-dimenziés w vektor, amelyre f(z) = Mz + w. (Az
a + = 1 megszoritasra az inhomogenitas miatt van sziikség.)

Inhomogén egyenletrendszer

Linearis esetben az autonom (1.2) differenciaegyenlet a kévetkezd alakot olti:
(1.10) Ty = Mz 1+ w, t=1,2, ....

A t6mor (1.10) feliras koordinatamentes. Gyakran elfordul azonban, hogy koordi-
natdkban van adva a feladat:

n
/ .
(110 ) Tit = E mqijZjt—1 + Ww;, 1 = 1, ceey, Ny
Jj=1

ahol M = (m;;) az M transzformacié métrixa régzitett koordinatarendszerben. Altala-
ban félreértés nélkiil beszélhetiink felvaltva transzforméaciorol és matrixrol, mint ahogyan
a koordinatamentes, illetve a koordinatas vektornal sem tesziink kiilonbséget.

Ratériink a fixpont targyalasara. (1.10)-bdl a kévetkezd implicit egyenlet adodik a
fixpontra:

(1.10°) x° = Mz° 4+ w.

(1.10°) megoldhatosagaval kapcsolatban felidézziik a A sajdtérték, az s sajatvektor és a
P(X) karakterisztikus polinom fogalmat [(A.2) és (A.3)]:

(1.11) Ms=MXs, s#0,
(1.12) P(X\) = det(A] — M).

A karakterisztikus egyenlet gyokei azonosak a sajatértékekkel. A fixpont létezése és
egyértelmisége trivialis:

1.1. tétel. Az (1.10) linearis rendszernek pontosan egy fixpontja van, ha M-nek
az 1 nem sajatértéke. Képlete:

(1.13) 2° = (I — M) tw.
A kovetkezs feladat a legegyszertibb 2-dimenzios esetben szemlélteti a tételt.

1.5. feladat. (V6. A.1. példa.) Legyen « és [ negativ skalar. Hatarozzzuk meg

az
M:<g g) és w:<i)

rendszer fixpontjat és ellendrizziik az 1.1. tételt!
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Homogén egyenletrendszer

Az algebrai linearis egyenletrendszerek megoldasabol ismert az inhomogén és hom-
gén egyenlet megoldasanak kapcsolata. Most ezt a fajta kapcsolatot aknazzuk ki a
differenciaegyenlet-rendszer esetén.

Vezessiik be az

(1.14) zd =z, — 2°
eltérésvektort, és vonjuk ki (1.10)-bél (1.10°)-t:
(1.159) ¢ = Mad .

Szoban: az eltérésvektorok kielégitik azt a homogén rendszert, amely az inhomogén
(1.10) rendszerbél az additiv allandé elhagyasaval keletkezik. (1.15%) sorozatos behe-
lyettesitésével adodik

(1.164) 2 =Mzt | =M% , = = Miad

Visszairva az eredeti valtozokat: x; = 2° + M'(xo — 2°). Figyeljiik meg, hogy ezt a
képletet kozvetleniil is, bar némileg bonyolultabban, a mértani sorozat altaldnositott
Osszegképlete segitségével is megkaphattuk volna.

A tovabbiakban a homogén rendszerrel foglalkozunk, és rovidség kedvéért elhagyjuk
a 4 felsé indexet, (azt is mondhatjuk, hogy w = 0.) A hivatkozasok kedvéért j alakjiaban
tjra folirjuk az (1.159) — (1.164) egyenletetpart:

(1.15) Ty = Mgy,
(1.16) xy = M.

Altalaban célszertitlen minden zg kezdéallapotra a hozzatartozé xs-t (1.16)-tal, matrix-
hatvanyozassal kiszamitani. Még akkor is igaz ez a megallapitds, ha a takarékos
Mtzg = M(M!1zg) iteraciot alkalmazzuk. Linedris algebrabol azonban ismert, hogy
M sajatértékei és sajatvektorai segitségével Mt egyszertien folirhato. A dinamikus rend-
szerek elemzésénél a transzformacio sajatértékeinek és sajatvektorainak jelent&ségét ép-
pen az adja, hogy a transzformécié hatvanyozasanal az el6bbiek gy viselkednek, mintha
skalarok volnanak, az utobbiak pedig helyben maradnak. Pontosabban:

(1.17) Mis=MNs,  t=0,1,2,....

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy létezik n darab linearisan fiiggetlen sajatvek-
tor, azaz egy sajdtbdzis:

(1.18) P(\j) =0, j=1,2,...n;
(119) MSj :)\ij, jzl, 2, o, .
Ekkor barmely x( kezdeti vektor felirhatd a sajatvektorok segitségével:
(120) o = Zﬁjsj.
j=1
Folhasznalva (1.16)—(1.17)-et, (1.19)—(1.20) a kovetkezs sszefiiggést adja:
(1.21) ze=Y &Absy,  t=1,2, ...
j=1
Igaz az
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1.2. tétel. Ha létezik egy sajatbazis, akkor a sajatvektorok segitségével a kezdeti
dllapotot folirhatjuk (1.20) alakban, és a sajatértékeket is igénybe véve a t-edik allapot
folirhato (1.21) alakban.

Megjegyzés. Gyakorlati szamitasokban elegendé csak a sajatértékeket megha-
tarozni. Ugyanis az x; = Z;.Lzl v )\3, t=0,1, ... Osszefiiggésekben szerepls ismeretlen
v; vektorokat a kezdeti feltételekbdl lehet meghatarozni.

A kovetkezs példa és két feladat a legegyszertibb esetekben mutatja be az altalanos
modszer mikodését.

1.7. példa. Diagonalis matrix. Tegyilk fol, hogy az M matrix diagonéalis:
M = (m). Ekkor a sajatértékek: \; = m; és a sajatvektorok: s; = e; (a j-edik egység-
vektorok). Végiil §; = x;0 a kezdeti allapot j-edik koordinatéja, azaz v, = ), x;0\se;.
A sajatbazisra valo attérés diagonalizdlja az eredeti tanszforméaciot.

1.6. feladat. Szamolas. Irjuk fol az 1.5. feladat altalanos homogén megoldéasat a
most leirt moédszerrel!

1.7. feladat. Alséharomszog-méatrix. Hogyan egyszertisodik a megoldas egy
alsoharomszog-matrixnal, ahol m;; = 0, ha j > 7

To6bbszoros sajatértékek™

Mi torténik, ha egy s sajatvektorhoz egy A sajatérték r-szeres algebrai multiplicitassal
tartozik: r > 17 Itt segit a blokk-diagonalis szerkezet (A.5. tétel). A Jordan-féle
blokk-diagonalizalds miatt elegendS csupén egyetlen blokkra szoritkozni, amelyiknek
egyetlen sajatvektora és egyetlen sajatértéke van, ez utobbi r-szeres algebrai multi-
plicitassal. Mgq helyett M-et irva, M felirhat6 a kovetkezs alakban: M = Al + N, ahol
N" = 0. M'-re felirva a binomiélis tételt, csak az elsé r tag nem tiinik el: (A + N)! =
MNIHNTIN 4. +Cp o  NXTTHINTTL Dahol Cy - a (,r) binomidlis egyiitthato. Kiemelve
ANTT-t, M elemei t-nek legfeljebb (r — 1)-edfoki polinomjai. Végiil s;-vel jeloljik a j-
edik fovektort — s;_1 = (M — M)s; — j =rr—1,...,1, ahol s1 az egyetlen sajatvektor
és sp = 0. Ekkor

(121*) Ty = ij)\t_jtjb‘j.
7=0

Szamos matematikus-kozgazdasz gy oldja meg ezt problémat, hogy folteszi: min-
den sajatérték kiilonbo6zs. Ezzel azonban kizarja magat az azonossag matrixot is, ahol
a geometriai és az algebrai multiplicitas egybeesik, tehat van sajatbazis. Arnold (1984,
26. 4.) szellemesen jegyzi meg: amikor a 18. szazadban Euler és Lagrange a differencia-
(pontosabban: differencial)egyenletrendszerek megoldasanal tobbszoros sajatértékekkel
talalkoztak, még nem ismerték a matrixok Jordan-alakjat. Heurisztikus gondolatmene-
tiik a kétszeres sajatérték (r = 2) esetében a kovetkez6képpen szemléltethets: kozelitsiik
meg az M métrixot olyan { M} } matrix-sorozattal, hogy M} minden sajatértéke kiilon-
b6z6. Ekkor A és Ag p konvergal a kétszeres multiplicitast A sajatértékhez, az sy i és
sa .k sajatvektor pedig a hidanyos s sajatvektorhoz. De a &5 \! és E3A\5 kombinacio helyett
vehetjiik a &1\ és &2(AL — A]) /(A2 — A1) kombinAciot, s akkor hatarértékben & A" mellé
a &A1 alapmegoldast kapjuk.
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Komplex sajatértékek

Az (1.21) egyenlet kozvetleniil hasznosithato, ha M Gsszes sajatértéke valos. Mi torténik
azonban, ha vannak komplex sajatértékek? Mivel az M matrix elemei valosak, a P(\)
polinom egyiitthatoi is valosak. Jol ismert elemi algebrai tétel szerint ekkor minden
komplex sajatérték komplex konjugaltjaval egyiitt fordul els. Belathato, hogy ekkor
az s; sajatvektorok és a &; koordinatak is konjugdlt parjukkal egyiitt vannak jelen,
s végiil is a komplex szamok eltiintethetGk. Valoban, a megoldasok Osszeadhatosaga
(szuperponalhatosaga) miatt n fliggetlen sajatvektor létezése esetén feltehets, hogy &; =

0,7 =3 ...,n. Legyen rendre az els§ sajatérték, sajatvektor és koordinata A, s és &, a
mésodik harmas pedig a konjugdltjuk, \, 5 és &:
(1.19") Ms = \s és M5 = \s.

Mivel ¢ és € nem nulla, s és § normalasaval foltehetjiik, hogy mind &, mind &
egységnyi. Irjuk fol xo-t a sajatvektorok segitségével:

(1.20") To=S+35,
és alkalmazzuk az M operéatort t-szer:
(1.21") z; = A's+ N3
Legyen s = Res +ilms (koordinatanként), ahol i = \/—1; s irjuk fol a Moivre-képletet:
A = |[A|(cos ¢ +isinp) = A = |\|*(cos pt + isin pt).
E képletet behelyettesitve, (1.21") a kovetkezd alakot olti:
x; = |A*[(cos ot + isin pt)(Res + ilms) + (cos ot — isin pt)(Res — ilms)].

Rendezziik a kapcsos zardjelben 1évs kifejezést. Kiesnek a képzetes tagok, azaz
csak valos tagok maradnak, cos ¢t és sin pt szorzokkal. Igaz az

1.3. tétel. Ha az M matrixnak van egy egyszerii komplex \ sajatértéke és s
sajatvektora, akkor a megtelels konjugalt par blokk-megoldas alakja

(1.22) z; = 2|\|*[Res cos pt — Ims sin ot].
Szemléltetésiil kovetkezik egy példa és egy feladat.
1.8. példa. 90°-os forgatés a sikban. Legyen
0 —1
M= (1 ! ) .

Ekkor kénnyen belathato, hogy az x; = Mx,_1 leképezés 90°-os elforgatas a sikban.
Nem meglepd, hogy Ao = +i, azaz az x19 = 1 és x29 = 0 kezdeti allapot mellett
x1,4 = cos(tm/2) és wa,y = sin(tm/2).

1.8. feladat. Legyen p és ¢ két pozitiv valds szdm. Legyen

M=) (Cf)SgO —smgp) ‘
sinp  cosy
Mutassuk meg, hogy az z; = Mx;_; leképezés egy p-szoros nagyitast/kicsinyitést és
¢ szogl forgatast ir le a sikban! Igazoljuk, hogy i 2 = plcosy % isin]|, valamint
x14 = p'cospt és xoy = p'sin pt!
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Magasabb rendii egyenletek.

Az 1.2. példaban mar emlitettiik, hogy vannak (1-nél) magasabb rendi differencia-
egyenletek is, de ezek visszavezethetSk els6rendii rendszerekre. Most bemutatunk egy
ilyen visszavezetést az n-edrendid skalaris homogén linearis esetben. Legyen ~; valos
egylutthato, k=1, ..., n, és

n
ytZZ’Yk?thku t:n7n+17"'7
k=1

ahol adott az yo,...,yn_1 kezdeti allapot.

Bevezetve az xj; = y;— jelolést, alkalmas n x n-es M matrixra felirhat6 az z; =
Max:_1 egyenletrendszer. Egyszertibb azonban rogtén felirni a rendszer karakterisztikus
egyenletét: P(A) = A" — >°)_ A" F = 0. Legyen az n gydk Ai,...,\,, és alkalmas
&1,....&, allandok segitségével a megoldas yy = > »_, Ep AL alakban felirhato.

A kovetkezd példa klasszikus alkalmazésa az imént elmondottaknak.

1.9. példa. Fibonacci-szamok (1202). ,Egy gazdanak van egy par nyula. Tegyiik
fol, hogy ez a par nyul minden honapban egy tjabb péar nyulat fiadzik, amelyek minde-
gyike kéthonapos koratol szintén havonta egy par nytlnak ad életet. A kérdés az, hogy
az egymas utan kovetkezd honapokban hany par nyula lesz a gazdanak” (Simonyi, 1981,
122. o0.). Konnyti belatni, hogy a valaszt a kovetkezd rekurzio adja: Fy = Fy_1 + Fy_o,
Fy =1 és F; = 1. A rendszer karakterisztikus egyenlete (més szoval: a sorozat gene-
ratorfiiggvénye): P(\) = A2 — X — 1, a sajatértékek: A\;o = (1 ++/5)/2. A megoldas
Fy = &0 +&6 0, alaka. A kezdeti feltételekbdl &1 és £ meghatarozhato: Fy = &1+&; =1
6s F1 = 60 + &A= 1. &0 = (5£/5)/10.

Megjegyzés*. Fontos hangsiilyozni, hogy a magasabb rendii rendszerekben
a tobbszoros gyokokhoz csak egyetlen egy sajatvektor tartozik, tehét itt a Jordan-alak
alkalmazando6. Mas esetekben azonban egyaltalan nem biztos, hogy az algebrailag tobb-
szOros sajatértékek geometriailag is tobbszorosek.

Stabilitas vagy instabilitas

Az 1.1. alfejezetben definialtuk a lokalis és globalis stabilitas fogalméat. Most sziikségilink
lesz a spektralsugar fogalmara. A négyzetes M matrix spektrdlsugara a legnagyobb
abszolut értékd (dominéns) sajatérték abszolut értéke, jele: p(M). Linearis rendszerek
esetén a globalis és a lokalis stabilitas ekvivalens, s viszonylag egyszertien bizonyithato
az

1.4. tétel. A diszkrét idejii (1.15) linearis rendszer akkor és csak akkor stabil,
ha
(1.23) p(M) < 1.

Bizonyitas. a) Tegyiik 6], hogy létezik sajatbazis. Ekkor (1.21) [és (1.22)] sze-
rint x; akkor és csak akkor tart nulldhoz, ha minden sajatérték-hatvany nullahoz tart,
azaz minden sajatérték abszolat értékben kisebb, mint 1, azaz (1.23) teljesiil. b*) Az
altalanos esetben (1.21*) ugyanehhez az eredményhez vezet. (]
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Megjegyzések. 1. Az 1.4. tétel alapjan egy, az (1.23) feltételt kielégité matrixot
diszkrét idében stabilnak nevezik.

2. Ha p(M) = 1, akkor egyszeres dominans gyok esetén Ljapunov-stabilités, t6bb-
szOros dominéns gyok esetén instabilitas igazolhato. Ha p(M) > 1, akkor a rendszer
robband, legalabbis majdnem minden kezdéallapotra (lasd 1.10. példat késsbb).

3. A skalarokra ismert végtelen mértani sor 6sszegképletét trivialisan altalanosit-
hatjuk stabil métrixokra: (I — M)~t =37 M" (Neumann-sor).

1.9. feladat. Multiplicitas és stabilitds. Hasonlitsuk Ossze az

0 -1 ) (1 -1
Ml_(_1 O) és M2—<0 1)
méatrixa feladatok megoldasainak stabilitasat! Figyeljik meg, hogy M;-nek két egyszert
dominans sajatértéke van, Ms-nek egyetlen dominans sajatértéke van, 2-multiplicitassal!

Elesebb eredményt kapunk, ha bevezetjitk a nemnegativ elemd, irreducibilis mdtric
fogalmat. Az A.7. tétel szerint ekkor igaz az 1.1. tétel élesitése.

1.5. tétel. Ha M > 0 irreducibilis és stabil, valamint w > 0, akkor az (1.10)
linearis rendszernek pontosan egy fixpontja van, amely pozitiv.

Stabilitasnal a konvergencia aszimptotikus sebességét a csillapitdsi tényezdvel mér-
jik, amelyet két egymést kovetd allapoteltérés vektor hosszéval (normajaval) képzett
reciprok hanyadosédnak a hatarértékeként kapunk, ha a hatarérték létezik. Képlete:

d
¢ ||$t+1||

Konnyen belathaté az

1.6. tétel. (Mises.) Ha az M maétrix domindns sajatértéke valés, akkor az (1.10)
iteracio csillapitasi tényezdje majdnem minden kezddallapotra létezik és

1

p(M)

Bizonyitds. Sajatbazis létezése esetén (1.21)-bdl kovetkezik az allitas, feltéve,
hogy a kezddallapotnak van dominéns sajatvektor (mondjuk, s;) iranya Osszetevije:
&1 # 0. Az altalanos bizonyitasnal (1.21*)-ot alkalmazzuk. ]

Erdekes, hogy gépi szamitasnal még akkor is igaz a tétel, ha a kezdéallapotnak
nincs s iranyu OsszetevGje: & = 0. A kovetkezd példa bemutat egy ilyen esetet:

1.10. példa. ,Onkorrekcié” (Ralston, 1965, 10.2. példa)

1 1 05 0,64955116
M=[1 1 025 és  xo= | 0,74822116
05 025 1 0

29



Most z;  €2Mbso-t koveti egy ideig (t = 2 és 20 kozott), de a kerekitési hibak hatasara
a 40. lépéstsl kezdve ,ralép a helyes ttra”: x; ~ E\]s; koriilbeliil ¢ = 40-t61 (1.1. abra).
Egyébként majdnem minden kezd&allapotra teljesiil a & # 0 feltétel.

Megjegyzések. 1. Komplex dominéns sajatértékek esetén nincs konvergencia, de
1/p(M) még ekkor is jo tajékoztatast ad arrol, hogy a rendszer atlagosan milyen gyorsan
kozeledik a fixponthoz (vagy tavolodik attol) (v6. 1.3. alfejezet).

2. Paradox modon a numerikus analizisben az 1.6. tételt visszafelé hasznaljak: az
(1.15) iteracio segitségével allapitjak meg az M transzformécié dominéans sajatértékét.

Az A. fliggelékben bevezetett aciklikus métrixoknal A.8b. tételt alkalmazva élesit-
het6 a tétel:

Ko6vetkezmény. Ha M >0 és M"™ > 0 (aciklikus mdtriz), akkor az M mdtriz-
nak eqgyetlen egyszeri pozitiv domindans sajdtértéke van, s a csillapitdasi tényezd minden
pozitiv kezdddllapotra létezik.

Kiilonleges eset

Kiilon figyelmet érdemel a w = 0 és p(M) = 1 eset, egyszeres valos gyokkel. Ha a
dominans gyok pozitiv, azaz 1, akkor a bal és jobb oldali dominéns sajatvektor, p; és
s1, fixpont. Megfelels normalassal, példaul pTs; = 1, egyértelmii megoldast kapunk.

1.7. tétel. Tegyiik fol, hogy w = 0 és az M matrix dominans sajatértéke 1, bal
oldali dominans sajatvektora pf = pf M és szoritkozzunk a pTzo = 1 hipersikra. Ekkor
az (1.10) iteracié tagjai is a hipersikon maradnak:

(1.24) prao, =1, t=1,2 ...;

és az (1.24) normalas mellett a az iteracié si-hez tart.

Bizonyitds. (1.21)-et balrol beszorozva pi-gyel, pTz; = pfMtzg = pfag =
1. Beszorozva (1.21)-et pi-gyel és figyelembe véve az A.3. tételt, adodik pfz; =
Zj fj)\z-prlrsj = ¢1pTsy. Normalasunk folytdn & = 1. ]

Ko6vetkezmény. Az 1.7. tétel feltételei mellett, ha M > 0 és M™ > 0, akkor
p1 €s s1 > 0 és minden xo > 0 kezdddllapotnak van domindns sajdtvektor (sq1) irdnyd
osszetevdje: &1 > 0, tehat limy xy = &151.

Bizonyitas. M™ > 0 esetén a dominans sajatérték algebrai multiplicitasa 1 (A.8b.
tétel), s1 > 0, p1 > 0. [}

Megjegyzés. Erdemes valoszintiségszamitasi nyelvre is leforditani az 1.7. tételt.
Legyen M = (m;;) egy atmenetvaloszintiségi matrix, ahol m;; > 0 annak a valoszint-
sége, hogy egy lépés alatt a rendszer a j-edik allapotbdl az i-edikbe keriil: ). m;; =1,

Jj =1, ..., n. Legyen x; > 0 valoszintiségi eloszlasvektor, ahol x;; annak a valoszi-
niisége, hogy a t-edik idészakban a rendszer az i-edik allapotban van: ) . z;; = 1.

Ekkor a teljes valoszintiség tétele szerint z; ; = | M Tje—1. Matrixjelclésekre attérve:
1TM =17, 2, = M, és 1Tx, = 1. Homogén Markov-ldncunk van, amelynek atme-
netmatrixarol foltessziik, hogy aciklikus: M™ > 0. Ekkor a hatareloszlas létezik, azaz a
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lanc ergodikus: limy—oc 71 = x5, j =1, ..., n (Rényi, 1966, 403-409. o.): x° = Mz°,

a jobb oldali dominéns sajatvektor. Negativ dominans sajatérték (A\; = —1) esetén
nagyon egyszeri ciklusmodellt kapunk: s; = —M sy miatt x; = —x;_1, azaz ry = x4_o9,

2-hatarciklus. ,,Mindossze” az a nehézség, hogy — ellentétben a Ay = 1 esettel —, nincs
okunk azt feltételezni, hogy p(M) = 1 tipikusan teljesiil.

Stabilitas és miikoddképesség

Maér a konyv Bevezetésében szoltunk arrél, hogy a stabilitas csak aszimptotikus mingsi-
tés, és gyakran sziikségiink van az atmeneti folyamatok elemzésére is. Erre vonatkozik
a mikoddoképesség fogalma, amely legegyszeriibb esetben azt jelenti, hogy az x; allapot
minden ¢-re eleme az R"™-beli P tartomanynak. Vektor- és matrixnorma segitségével
gyakran egyszerd becslést tudunk adni azokra a kezdeti &llapotokra, amelyekbdl mi-
kodsképes palya indul. Foltessziik, hogy az x° fixpont a P tartomény belsé pontja,
azaz van olyan r > 0 szam, amelyre az ||z — 2°|| < r feltételnek eleget tevd allapotok

mind benne vannak P-ben. Az r sugart, x° kézéppontua B(x°,r) gomb része P-nek:
B(z°,r) C P. A vektor- és a matrixnorma jo szolgélatot tesz a stabilitas elemzésénél is.

1.8. tétel. (V6. Martos, 1990, 7. fejezet.) a) Ha létezik allandosult allapot és
alkalmas normaban

(1.25) IM|| <1,  illetve [|M]| <1,

akkor az (1.10) iteracié Ljapunov (aszimptotikusan) stabil.
b) Az a) pont feltételei mellett tegyiik fol, hogy alkalmasr > 0 szdmra B(z°,r) C P.
Ekkor a B(x°,r) tartomédny minden pontjabol miikédcképes palya indul.

Bizonyitds. a) Visszatériink az eltérésrendszer jeldléseihez: (1.159) szerint ¢ =
Maxd |, (A.17) és (1.25) szerint

(1.26) g ] = || Maf_y || < 1M |25y ] < Jl2iy ],

azaz minden ¢ > 0-hoz elegends § = e-t valasztani, hogy ||zd|| < J-bol kivetkezzék
2| < e

b) ||zd| < ||zd]| értelmében xo € B(x°,r)-bél kovetkezik x; € B(x°,r). Hasonlo a
bizonyitas aszimptotikus stabilitasnal. [

Az alfejezetet lezarja az

1.10. feladat. Tekintsiik a4t a fenti tételeket n = 1 esetén.

Az n =1 esetén az 1.2. abra az eljelvalto (késébbi elnevezéssel: oszcillalo) M =
—1,1;—1,-0,9; az 1.3. abra az elGjeltarto (kés6bbi elnevezéssel: oszcillalomentes) 0,9; 1
és 1,1 esetet abrazolja. Lathato, hogy mindkét esetben rendre instabil, ciklikus/allando
és stabil palya alakul ki.
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1.3. SIKBELI LINEARIS RENDSZEREK

Alapfogalmak

A differenciaegyenletek elméletében kiemelkedSen fontosak a kétvaltozos rendszerek, s
azon beliil is a linearisak. Ebben a pontban tehat az allandé-egyiitthatos kétvaltozos
(sikbeli) linearis rendszereket kiilon megvizsgaljuk: n = 2, kiilonds tekintettel az oszcil-
laciokra (ciklusra). Sziikségilink lesz a rendszer masodfoku karakterisztikus polinomjara,
melynek gyokei meghatarozzék a rendszer kvalitativ viselkedését:

(1.27) P(\) = A% —w + 9,
ahol
(128) w=trM = mi1 + Moo és ¥ =det M = mi11Mog — M12M21.

Oszcilldciorol beszéliink, ha az eltérésvaltozok minden idébeli korlatozason til idén-
ként elGjelet valtanak. Két alesete van:

a) Elfajult oszcilldcio all fonn, amikor egy atmeneti idGszak utan mindkét valtozo
minden id&szakban elGjelet valt.

b) Szabdlyos oszcilldacio &ll fonn, amikor a két valtozo elGjelvaltasa nem mindig
egyidejt.

A jelz6k arra a kovetkezs fejezetben szerepls 2.2. és 2.3. abran bemutatott tényre
utalnak, hogy aszimptotikusan az a) esetben 1, a b) esetben 2-dimenzids a dinamika.

ElGszor a sajatértékek alapjan osztalyozzuk a sikbeli linearis rendszereket. Nemli-
nearis rendszerekben latni fogjuk (3. és 4. fejezet), hogy egy adott rendszer kiillonb6zd
kezdgallapotai kiillonb6z6 tipust (oszcillalo vs. oszcillaciomentes vagy stabil vs. ins-
tabil) palyakat adnak. Kétvaltozos linearis rendszerben osztalyozasunk — jelentéktelen
kivételektdl eltekintve —, fiiggetlen a kezddallapottol, azaz egy adott tipus (majdnem)
minden palyaja ugyanolyan tipust.

1.9. tétel. Tipikusan a kovetkezd sajatérték parositasok alapjan osztalyozzuk a
sikbeli linearis rendszereket; szimmetria miatt feltehetd, hogy |Aa| < |A1]:

a) a dominans sajatérték pozitiv, |A\o| < A\1: oszcillaciomentes;

b) a dominéans sajatérték negativ, |A2| < —A1: elfajultan oszcillalo;

c¢) komplex sajatértékek, |Rel;| < |A1|: szabdlyos oszcillacio.

Megjegyzés. Elvileg az a)—c) eset barmelyike kombinalodhat a stabil, instabil és
Ljapunov-stabil eset barmelyikével. S6t, tovabbi fontos alesetek is el6fordulnak, példaul,
kettss valos sajatérték (A1 = Ay = 1) esetén a rezonancia. Nincs teriink az &sszes eset
szambavételére. Végiil megemlitjiik, hogy a differenciaegyenleteknél f6lléps sokféleség
az egyik oka annak, hogy a matematikusok inkabb differencialegyenletekkel dolgoznak
(lasd 5. fejezet).

Bizonyitas. Foltessziik a sajatbazis létezését, s ez a tipikus eset. (1.21) most két-
tagt, r; = E1NE 51+ L sa. Valos gyokok esetén A dominanciaja miatt z, &~ &\ s1. Az
aszimptotikus tag koordinatainak elGjele nagy t-re a)-nal t-t6l fiiggetlen, b)-re alternalo.
c) Lasd az (1.22) Osszefiiggést.

Az 1.4. dbra némileg eltérd osztalyozast szemléltet.
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1.11. feladat. a) Irjuk 5l a hianyzo lényegtelen eseteket! b) Mi a kiilonbség a
kovetkezo két sajatértékpar kozott: (1;0,5) és (1;—0,5)7

A sajatértéken alapulo osztalyozast kiegésziti az egyiitthatokon alapulé osztélyozas.

1.10. tétel. Elfajult oszcillacié akkor és csak akkor valosul meg, ha

(1.29) w? > 40
és
w <0.

Bizonyitas. Induljunk ki a masodfoki egyenlet gyokei és egyilitthatoi jolismert
Osszefiiggésparjabol:

(130) )\1 + )\2 = w, )\1)\2 = 4.

(1.29) azzal ekvivalens, hogy P(\) mindkét gyoke valos, w < 0 azt biztositja, hogy van
negativ dominans sajatérték. [

Kovetkezik a szemléltetés.

1.11. példa. Elfajult vagy szabalyos oszcillacio. a) Negativ dominans diagonalis-
matrixt (mq1mag > migmai) rendszer elfajultan oszcillal. b) A négyfazisu inga szabéa-
lyosan oszcillal (4-ciklusa van, 1.1. feladat).

A szabéalyos oszcillaciot részletesebben elemezziik. Ekkor matematikailag folyto-
nossé teheté a megoldas, hiszen (1.22)-ben a cosyt és a sin gt fliggvény tetszéleges
valos t-re értelmezve van. Ertelmezhets egy folytonos idejd periodus is. Belattuk, hogy
folytonos ideji oszcillacional az allapoteltérés irdnya visszatér korabbi helyzetébe: ez a
folytonos idejt periddus.

Egy kétvaltozos linearis rendszert folytonos iddben ciklikusnak neveziink, ha osz-
cillal, és nemcsak az irdny, hanem maga az allapot tér vissza. Ezen beliil két aleset
kiilonboztethets meg: «) ciklus és 3) kvdziciklus.

A 20. szézad elején Weyl tanulméanyozta a kvéaziciklus legegyszertibb esetét, az
irracionalis forgasszogi forgatast. Legyen 1, egy valos szam, amely a rendszer allapotat
mutatja a t idGszakban, konkrétabban: az egységkorvonalon milyen szoget zar be a
vizszintes tengellyel. Legyen /7 egy irracionalis szam. Ekkor ¢ = 1,1 + .

Weyl fedezte f6l, hogy e fenti leképezés egyenletes eloszlast general (Polya és Szegd,
1924/80, II. kotet I1. rész, 4.1. alfejezet)

Az elmondottakat a naptar példajan szemléltetjiik. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik
fol, hogy a Fold pontosan 365 és 1/4 nap alatt keriili meg a Napot. Diszkrét idében
(napokban) szamolva a periodus kb. 4 év (4 - 365 + 1 = 1461 nap), holott a valoésagban
minden évben visszatér a Fold korabbi helyzetébe. A megoldas Julius Ceasar i.e. 45-
ben bevezett naptara volt, amely minden néggyel oszthato évet szokdévnek nevezett, és
egy 366. napot (februar 29.-ét) is hozzaadott. A Fold esetében folytonos idejii mozgas
diszkrét megfigyelésérdl van szo, de mas, ,tiszta diszkrét” esetben is el6fordul, hogy egy
,hagy ciklus” tobb, egyméshoz kozeli ,kis ciklusbol” all. Pontosabb koézelitésben a Fold
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Nap koriili palyaja kvaziciklikus, mert a csillagaszati év és a nap tartaménak hanyadosa
nem (kis nevezgjii) racionalis szam (a 365 és 1/4 érték csak kozelités, ezért kellett XIII.
Gergely papanak 1582-ben kivennie a 100-as éveket és benntartania a 400-as éveket a
szokGévek kozott).

Folytatjuk az 1.10. tételben elkezdett osztalyozast.

1.11. tétel. a) A kétvaltozos linearis rendszer akkor és csak akkor szabédlyosan
oszcillalo, ha teljesiil (1.29) tagadasa:

w? < 49.

b) Szabalyos oszcillacié esetén a folytonositott megoldas P periédusa és ® csillapi-
tasi tényezdje fiiggetlen a kezdeti értékektdl:

2 w
1.31 P=—, ahol = arccos [ —=
(1.31) @ i <2\/5)
és
1
(1.32) d=—.

Vi

c¢) A szabéalyosan oszcillalé rendszer akkor és csak akkor ciklikus a folytonos idében,
ha (1.29) tagadasa mellett teljesiil

(1.33) 9 =1.

Megjegyzés. Az imént kimondott tétel alapjan kdnnyen tehetiink hasonlé meg-
allapitasokat a nem vizsgalt esetekre. Példaul a szabalyos oszcillacié stabil, ha 9 < 1;
és instabil, ha ¢ > 1.

Bizonyitds. a) Komplex gyokok negativ diszkriminansnal lépnek fol.

b) Legyen a két gyok A\ 2 = (cosp £ ising)/®, ahol ¢ és & pozitiv valos szam, és
i a komplex egységgyok. Behelyettesitve a komplex gyokpart (1.30)-ba, adodik, hogy
2cosp = wd és 1/® = /4. Ezzel bebizonyitottuk az (1.31)—(1.32) Gsszefiiggést.

¢) Nyilvanvalo, hogy a szabéalyos oszcillacio akkor ciklikus folytonos idében, ha csil-
lapitési tényezGje 1, azaz — (1.32) folytan — ha (1.33) teljestil. ]

A kovetkez6 példa kozvetleniil az egyiitthatok alapjan alapjan hatarozza meg a
stabilitasi feltételeket.

1.12. példa. Stabilitasi feltételek (Samuelson, 1947). A sikbeli linearis dinamikus
rendszer akkor és csak akkor stabil, ha az (1.27)—(1.28)-beli karakterisztikus egyenlet
egytitthatoi kielégitik a kovetkez6 harom feltételt: 1+w+9 >0, 1—w+9 > 0és 9 < 1.

Bizonyitds. a)Komplex gyckok: az 1.11. tétel szerint w? < 449, (1.32): 0 <9 < 1.
ldw+9>1+£2/9+9=(1-V0)?2>0.

b) Valos gyokok. Megint a gyokok és egyiitthatok kozti (1.30) Osszefliggést hasz-
naljuk. Az Osszes esetet végig vizsgalva adodik, hogy —1 < A1 < Ay < 1 ekvivalens a
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P(1) >0, P(—1) > 0 és ¥ < 1 feltételharmassal. ]

A lineéaris ciklusmodelleknek két alapvets problémaja van: 1. a kvaziciklus, de még-
inkabb a diszkrét peridodusi ciklus csak kivételes paraméterértékekre valosul meg, lasd
¥ (1.28) definicidja és (1.33); 2. az itt nem targyalt amplitudot, a legnagyobb kilengést
a kezdeti érték egyértelmtien meghatarozza. Ezt az ikerproblémat csak nemlineéaris
modellekben lehet megoldani (3. fejezet).

1.4*. LINEARIS SZABALYOZASI RENDSZEREK
Ebben az alfejezetben az 1.1. alfejezetben roviden bevezetett szabalyozasi rendszerek
linearis osztalyaval foglalkozunk (v6. Aoki, 1976 és Martos, 1981).
Szabalyozhato6sag

Legyen x € R"™ az dllapotvektor és u € R"™ a szabdlyozdsi vektor. Legyen A és B
rendre az n X n-es rendszer- és az n X m-es bemeneti matrix, p egy n-dimenzios vektor.
Folirhatjuk egy diszkrét-idejt allando-egyiitthatos linearis rendszer

Allapotegyenletét:

(1.34) x; = Azy_1 + Buy + p, t=1.2,.,

az x( kezdeti allapot adott.

Foltehetjiik, hogy a szabalyozasi vektor dimenzidja legfeljebb akkora, mint az al-
lapotvektoré: m < n (miért?). Mindenekel6tt mutatunk egy olyan példat, ahol az
allapotvektor dimenziéja nagyobb, mint a szabalyozasi vektoré.

1.13. példa. n =2 >m = 1. y; = a1ys_1 + Q2ys_o + Puy, ahol y; és u; skalér-
valtozok. Legyen x; = (y¢,y¢—1), s az 1.1. alfejezetben bemutatott atalakitas szerint

Tt = Q1T1 -1 + Q2T -1 + Puy és Top = T1 -1

Azaz

Igaz az

1.12. tétel. (Kalman, 1960.) Egy linearis (A,B) szabdlyozési rendszer akkor és
csak akkor szabalyozhatoé, ha teljesiil a kovetkezd rangfeltétel:

(1.35) r[B,AB,... A" 'B] =n,

ahol az n x m-es B,AB, ... ,A""! B matrixok egyméas mellett allnak. Ekkor legfeljebb n
iddszak alatt elérhetjiik célunkat.
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A bizonyitas el6tt két végletes példat mutatunk be:

1.14. példa. A = [ esetén (1.35) az r(B) = n egyenlGségre egyszertisodik, azaz
m > n. Kivalasztva n fliggetlen oszlopot, ugyanannyi szabalyozasi valtozot kapunk,
mint allapotvaltozot, és a cél valoban azonnal megvalosithato: tegyiik fel, hogy B egy
n X n invertalhaté matrix. Ekkor u; = B~ (x; — xo + p).

1.15. példa.* m = 1 esetén (1.35)-re a méatrixok Jordan-alakjabol ciklikus felté-
telt kapunk: a b,Ab, ..., A"~ 1b vektoroknak fiiggetleneknek kell lenniiik, s6t bazist kell
alkotniuk.

Bizonyitas. Tegylik fol, hogy a rendszer szabalyozhato, azaz van olyan uq, ..., ur
szabéalyozasi vektorsorozat, amelyre xg = 2! és xp = 22. Az an. megoldd-szorzok

modszerét alkalmazva, szorozzuk be a t-edik idGszakra vonatkozo egyenletet AT ~!-vel:
AT_tI‘t = AT_t+1It_1 + AT_tBut, t = ]_, ceey T.

Vegyiik észre, hogy a t-edik sor bal oldaldn ugyanaz a kifejezés all, mint a (t+1)-edik
sor jobb oldalan. Ezért a T' egyenletet Osszeadva, a kovetkezd egyenletet kapjuk:

T
(1.36) vy = Az + Z ATt Bu,.

t=1

Az (1.36) egyenlet tantisaga szerint a bal oldalon 4llo6 tetszdleges xr vektor elGallit-
hato a jobb oldalon szerepld alakban, tehat a rangfeltétel teljesiil, mégpedig a Cayley—
Hamilton (A.4.*) tétel szerint 7' < n. Megforditva, ha teljesiil a rangfeltétel, akkor
megfelel6 {u;}-sorozatra az xp-re vonatkozo (1.36) egyenlet teljesiil. ]

Megjegyzés. Erdemes megemliteni, hogy az (1.36) jobb oldalan 4llo két tagnak
szemléletes jelentése van: az els6 tag az xg kezdeti feltételhez tartozé homogén megoldas
(u = 0), a masodik tag pedig az zo = 0 kezdeti feltételhez tartozo partikularis megoldas.

A kovetkezs példa emlékeztet arra, hogy az imént latott eljarast mar kozépiskolabol
ismerjiik.

1.16. példa. A mértani sor dsszegképlete: s; = s,_1 + ¢*~ !, so = 1. Fokozatos

behelyettesitéssel: s, = 1+ ¢+ ...+ ¢*. Beszorozva mindkét oldalt ¢ # 1-gyel: ¢s; =
s¢ +¢'T1 — 1, majd kivonva egymasbol a két egyenletet, adodik s; = (¢! —1)/(¢—1).

MegfigyelhetSség

Gyakori, hogy az allapotvektort nem tudjuk teljesen megfigyelni, de azért mégis szeret-
nénk az (1.34) rendszert szabalyozni. Ezt a helyzetet formalizaljuk most. Legyen y € R?
a megfigyelési vektor és C' egy z X m-es megfigyelési métrix, amelyek meghatarozzak a
megfigyelési egyenletet:

Sziikségiink lesz a kovetkezo definiciora: egy (A,C) rendszert megfigyelhetének neveziink,
ha barmilyen zg kezd&allapot véges sok kés6bbi megfigyelésbdl kiszamithato.
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1.13. tétel. (Kalman, 1960.) Egy linearis (A,C') megfigyelési rendszer akkor és
csak akkor megfigyelhetd, ha teljesiil a kévetkezd rangfeltétel:

(1.38) r[C,CA,...,CA" '] =n,

ahol a z x n-es C,CA,... CA""! matrixok egymas alatt allnak. Ekkor legfeljebb n
iddszak alatt megallapithatjuk xg-t.

A korabbi két szélsGséges példat most 4j szereposztasban mutatjuk be.

1.17. példa. A = I esetén r(C) = n, azaz valasztva n fiiggetlen sort, ugyanannyi
megfigyelési valtozot kapunk mint allapotvaltozot, és a rekonstrukcié azonnal megvald-
sithato.

1.18. példa.* z = 1 esetén a C' métrix a ¢ vektorra egyszertisodik, (1.38)-ra a mét-
rixok Jordan-alakjabol ismert ciklikus feltételt kapjuk: a c,cA,...,cA" ! vektoroknak
fliggetleneknek kell lenniiik és bazist kell alkotniuk.

Bizonyitas. Ha (1.38) teljesiil, akkor a hiperméatrix oszlopai fliggetlenek, tehat
tetszoleges, képtérbeli {yo/y1/ ... /yn—_1} hipervektorhoz talalhaté n olyan valés szém,
hogy a bel6le képzett xo vektor képe a hipervektor, azaz xy a megfelels kezdeti allapot.
A megforditas bizonyitasa hasonlé. ]

Belathato, hogy a megfigyelési és a szabélyozasi feladat egymas dudlisa: az 1.12. és
az 1.13. tétel egymasbol az A matrix transzponaldsaval adodik. A tovabbiakban mindig
feltessziik, hogy az (A,B,C') rendszer szabalyozhat6 és megfigyelhetd.

Visszacsatolas és stabilizalhat6sag

Linedris visszacsatoldsrol beszéliink, ha a szabalyozés linearis fliggvénye az allapotnak:
(1.39) ug =—Kxy_1 +q,

ahol ¢ egy n-dimenziés vektor.

A K matrix k;; elemeit reakcidegyiitthatoknak nevezziik, hiszen azt mutatjak,
hogy az i-edik dontés mennyire reagal a j-edik jelzésre. Egy (1.34) alaku lineéris
differenciaegyenlet-rendszert az (1.39) linedris visszacsatoldssal stabilizdlhatonak neve-
ziink, ha létezik olyan m x m-es K métrix, amelyre az M = A — BK matrix stabil:
p(M) < 1.

Bizonyithato (Aoki, 1976, 135-136. o.) az

1.14. tétel. (Kalman, 1960.) Ha az (A,B) rendszer szabélyozhato, akkor sta-
bilizalhaté.

Az 1.14. tételt szemlélteti a kovetkezs példa.

1.19. példa. Az 1.14. példa folytatasa. Az elemi z; = x;_1 + Bu; dinamikus
szabéalyozhato rendszer a K = B~! visszacsatolassal a stabilizalhato.
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Decentralizalt stabilizalas

Mind a numerikus analizisban, mind a kozgazdasigi szabalyozaselméletben alapvets
a teljesen decentralizdlt linedris szabdlyozds és —stabilizdlhatosdg. Széamos alkalmazas
szempontjabol (lasd: 2.3. és 6.3. alfejezet) elegends azt az esetet vizsgalni, ahol m = n,
A = I, B invertalhato (1.14. példa), és a K visszacsatolasi matrix diagonalis, vagy
sorcserékkel azzé teheté: K = (k). Szemléletesen azt mondhatjuk, hogy létezik n
fiiggetlen szabalyozo egység, az i-edik egység megfigyeli sajat allapotat, x; —1-t és annak
értéke alapjan hozza meg az u;; déntését. A decentralizalas nagy elénye a centralizalt
megoldassal szemben: nem kell egy kozpontba Osszegytijteni az informéciokat. Ekkor
(1.34) és (1.39) alapjan

(1.40) xt = T4—1 + Bug +p,
(1.41) up = — (k)11 + ¢

azaz

(1.42) xy = (I — B(k))xt—1 + p + Bgq.

Vagyis az M = [—B(k) és w = p+ Bq jeloléssel visszajutunk az (1.10) alapegyenlet-
hez. Miel6tt a decentralizalt stabilizalhatosagra vonatkozéd eredményeket ismertetnénk,
kimondunk egy feltételt, amely a B métrix invertalhatosdganal (regularitdsanal) némi-
leg erGsebb. Egy B matrixot erdsen requldrisnak neveziink, ha sorai és oszlopai egyidej
felcserélésével olyan alakra hozhatd, hogy a keletkezé (de jeldletlen) B, = (b;j)1<i j<r
sarokmétrixok is invertalhatok, » = 1, 2, ..., n. Fuller és Fisher (1958) numerikus
analizisbeli tételét alkalmazva, belathaté az

1.15. tétel. (McFadden, 1969.) Minden erdsen regularis B matrixa (1.40)
rendszer teljesen decentralizaltan stabilizalhato.

A bizonyitas lényege hasonlit a matrixok e-triangularizalasnal (Zalai, 1989, 7. feje-
zet fliggeléke, vagy e konyv 5.10. tételének bizonyitasvazlata) hasznalt elvhez: az i-edik
dontéshozo érdemben csak a j-edik dontéshozokra hat (j < i), s a visszacsatolasi re-
akcidegyiitthatéjanak nagysigrendje €. Sajnalatos moédon az igy adédd konvergencia
nagyon lassi. (]

Ezen a ponton a kovetkez megéllapitast tehetjiik. A numerikus analizis nyelvén
szolva, egy gyorsan konvergald (1.40)—(1.41) iterativ megoldas algoritmikusan hatéko-
nyabb lehet, mint ha (1.13) alapjan I — M invertalasaval keresnénk meg az z° fixpontot.
Bodewig (1959) és Varga (1962) élvezetes torténeti visszatekintést ad, a feladat vissza-
vezethet6 Gauss 1823-as leveléhez.

Most pedig gy6z6djiink meg az 1.15. tételbeli két fogalom kiilénbségérsl.

1.12. feladat. Centralizalt és decentralizilt stabilizalhatosag. Bizonyitsuk be,

hogy «,3 < 0 esetén a
0 «
2=(5 5)

matrix a) invertalhat6, b) nem erdsen reguléris, c) centralizaltan stabilizalhato és d)
nem stabilizalhato teljesen decentralizaltan!
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A fejezet hatralévs részében Simonovits (1978) és (1981b) eredményeit foglalom
Ossze. A bemeneti matrixok egy speciélis osztalyaval foglalkozunk, amely mind a nu-
merikus analizisben, mind a kozgazdasagi alkalmazasokban fontos (Young, 1970, 2.7.
fejezet L-matrixai, vagy a Metzler-méatrixok (1945) ellentettjei). A B matrix atlos elemei
egységnyiek és az atlon kiviili elemek nem pozitivak:

Sziikségiink lesz (1.40) koordinatés alakjara:

Tip = Tjg—1 + Ui + Z bijujr+pi, t=1, ..., n
J#i
Bevezetjiik a kereszthatdsok mdtrizdt:

(1.44) N=I-B>0,

és kikotjik, hogy N irreducibilis és a sajdthatdsok domindljik a kereszthatdsokat:
=) by <1, j=1.m
i#£]
Vektoralakban:
(1.45) 17N <17, ahol 1T =(1,....,1)

az 0sszegzb sorvektor.

Az A.9. tétel b) kévetkezménye szerint (1.45) ekvivalens az N matrix stabilitasaval:
p(N) < 1.

Ratériink a dinamikara. Az alapegyenlet méatrixa most

(1.46) M ==1—-B(k)=1— (k) + N(k)
Vegyiik észre, hogy csillapitott visszacsatolds, azaz
(1.47) 0<k<1

esetén M jol kezelhetd.

1.1. segédtétel. Tegyiik fol, hogy pozitiv sajathatdsok domindljik a negativ ke-
reszthatdsokat [(1.43) és (1.45)] és csillapitott a visszacsatolds [(1.47)]. Ekkor az M
mdtrix nemnegativ elemi, irreducibilis és spektrdlsugara csokkend fiiggvénye k minden
elemének, kovetkezésképpen kisebb, mint 1: az M mdtrix stabil.

Bizonyitas. (1.47) esetén M nyilvanvaléan nemnegativ elemi és irreducibilis.
Legyen M pozitiv dominans sajatértéke p, a hozzatartozo sajatvektor s > 0. Irjuk fol a
megfelels sajatérték-egyenletet: ps = Ms. Behelyettesitve (1.46)-ot:

(1.48) ps = (I — (k) + N(k))s.
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Probaljuk meg az egyenletet olyan alakra hozni, hogy k csak pozitiv elGjellel szerepeljen.
Rendezéssel adodik (1 — p)~ts = (k)" (I — N)~Ls.

A jobb oldalon az (I — N)~! > 0 rezolvens mdtriz szerepel, amely a kozgazdasig-
tanban a folyo-raforditasok méatrixanak Leontief-inverze néven kozismert (A.7e. tétel).
Most alkalmazzuk az A.7d. tételt, mely szerint a spektralsugar novekvé fliggvénye a
métrix minden elemének. Rogzitett i-re, k;-t névelve k- ! csokken, (1 — p)~! szintén,
tehat p szintén csokken. Mivel kK = O-ra p = 1, p < 1. (A szemipozitiv k eset;vel nem
foglalkoyunk.) ]

Hala a modell egyszert szerkezetének, az 1.1. segédtétel alapjan az 1.2. fejezet
eredményei kozvetleniil alkalmazhatok a stabilitasra, az altalanositott oszcillaciomen-
tességre és a csillapitéasi tényezére. Az 1.6. tétel kovetkezményébdl adodik az

1.16. tétel. 'Tegyiik fol, hogy a pozitiv sajathatasok dominaljak a negativ ke-
reszthatasokat [(1.45)] és csillapitott visszacsatolas miikddik [(1.47)].
a) A decentralizalt visszacsatolas stabil, csillapitési tényezdje

1
o1 — (&) + N(R))’

(1.49) o=

b) A maximalis csillapitasi tényezé a k = 1 esetén valésul meg, értéke

(1.50) &= ——.

c) A szabalyozas tipikusan (aszimptotikusan) oszcillaciémentes.

Megjegyzés. Ha tullépiink a 0 < £ < 1 korlaton, akkor legtobbszor tovabb
gyorsithatjuk a szabalyozas konvergencidjat. Ez a jelenség jol ismert a lineéris egyenlet-
rendszerek numerikus megoldasaval foglalkozo6 irodalombol és a tilrelaxalas nevet viseli
(Young, 1970, 4. fejezet).

Elesithetjiik az eredményt, ha bevezetjiik a P-ciklikus mdtrizok osztalyat. (Az 1.12.
feladat B = N matrixa a legegyszertibb 2-ciklikus méatrix.)

0 N 0 0
0 0 Ny ... 0

(1.51) N = : . S -
Np O 0 ... O

ahol a Ng matrix rg X rgy1 méretd, Q@ =1, ..., P, rpy1 =r1.

A lineéris decentralizalt (1.41) visszacsatolast egyontetinek nevezziik, ha minden
reakcidegyiitthatd azonos:

(1.52) k= k1.
Egyonteti visszacsatolasnal vagy ciklikus bemeneti matrixnél az 1.16. tétel élesithetd:
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1.17. tétel. a) Tegyiik f6l, hogy a pozitiv sajathatasok dominéljék a keresztha-
tasokat [(1.45)], a kereszthatas-matrix P-ciklikus [(1.51)] és a visszacsatolds egyénteti
[(1.52)]. Ekkor a decentralizalt szabélyozés csillapitasi tényezdje k > 1 esetén csékkend
fliggvény.

b) Az a) esetben az optimum (1.47) korlatozas nélkiil is a k = 1 esetben valésul
meg.

c¢) 2-ciklikus kereszthatéds-matrix és tetszéleges reakciéegylitthaté esetén is az opti-
mum a k = 1-nél valésul meg.

Bizonyitas. a) (1.46) és (1.52) értelmében M = (1—k)[+xN. Az A.8a. tétel sze-
rint a nemnegativ elemd P-ciklikus matrixok (dominéns) sajatértékei P-szimmetrikusak.
Legyen ¢ a P-edik komplex egységgyok és 9 = p(IN): ekkor a pozitiv ¥ sajatérték mel-

lett a 9e¥ is sajaterték, Q =1, ..., P —1: Ao =1—-Kk+ k¥eQ. Konnyen belathato,
hogy k > 1 esetén A\; > 0 elveszti dominanciajat, s helyébe a ¢ = [(P + 1)/2] indexd
sajatérték lép (ahol | | egy valos szam egész részét jeloli). Valoban, paros P esetén

A =1 — kK — kU < —9. Paratlan P esetén egy olyan derékszog haromszog keletkezik,
amelyben a befogok hossza k — 1 és ke?, az atfogdé |A,|. Mindkét esetben |A,| > 9.
b) Nyilvanvaloan kovetkezik az 1.16. tételbdl és a)-bol.
¢) Ha lemondunk mind a csillapitottsagrol, mind egyontetiiségrsl, akkor olyan bo-
nyolult a levezetés, hogy elhagyjuk. Az alapdtlet a kovetkezé atalakitason nyugszik:

(1.53) z = [(A— 1) + (k)] " (k) Nz.

P =2 és k =1 esetén pozitiv A sajatérték mellett a negativ —\ is sajatérték. (Ez valos
méatrixok komplex sajatértékeire természetes, de a valos sajatértékeire nem.) Jelenleg
ismeretlen, hogy igaz-e a c¢) allitas tetszdleges P-ciklikus matrixra. ]

Kovetkezik a szemléltetés.

1.20. példa. Sikbeli rendszer. n = 2 és 2-ciklikus rendszer (n1; = ngs = 0)
és egyenletes visszacsatolasnal, mindkét sajatérték valos, & = 0-nal 1, k£ = 1-nél
++/b11b22 — optimum.
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2. DISZKRET IDEJU LINEARIS MODELLEK

Ebben a fejezetben diszkrét idejd linedris gazdasdgi modelleket tanulmanyozunk. Diszk-
rét ideji gazdaséigi modellekben az elemzési idGszak hossza altalaban egy év vagy egy
negyedév, de szélsGséges esetben lehet akar tobb évtized is (B. fiiggelék). Lineéris mo-
dellekben a bemenet és a kimenet aranyosak. A Bevezetésben mar szoéltunk a diszkrét
id6 és a linearitéas jelent&ségérdl, késébb még talalkozunk folytonos idejii vagy nemline-
aris modellekkel is. A 2.1. alfejezetben a t6kés gazdasag akcelerdtor—multiplikdtor elemi
és Osszetett modelljét vizsgaljuk. A 2.2.*% alfejezetben a szocialista gazdasag lineéris
inditdasi—beruhdzdsi modelljét tanulméanyozzuk. A 2.3. alfejezetben egy tobbszektoros
gazdasag kétféle készletjelzéses szabdlyozdsdt vizsgaljuk. A 2.4.% alfejezetben az eladdsi
vdrakozdsokat, illetve altalanositasukat kutatjuk. Mindegyik modellre jellemzé, hogy ar-
jelzések nélkiil miikodik, és instabil esetben nemlineéris altalanositasra szorul, amelyre
csak a 4. fejezetben keriil sor. Ellentétben a harmadik és a negyedik modellel, az elsé
és a masodik modell csupan néhany egyenletet tartalmaz (makromodellek).

2.1. A LINEARIS AKCELERATOR-MULTIPLIKATOR MODELL

Hicks (1950) ciklusmodellje az egyik legérdekesebb és leghasznosabb modell. Modszer-
tani szempontbdl az adja az érdekességét, hogy mindossze két fliggetlen véltozoval képes
a gazdasag ciklusait modellezni. Elgszor Hicks (1950) elemi modelljét ismertetjiik, majd
vazoljuk az dsszetett modell egyenleteit is. Makrookonémidban megszokott moédon val-
tozatlan aras értékekkel dolgozunk. Legyen Y; a termelés (GDP), I; a netté beruhdzds
és C} a fogyasztds volumene a t-edik id&szakban. A készletfelhalmozast belefoglaljuk
a beruhazasba (tulajdonképpen felhalmozasra gondolunk), s zart gazdasagot feltétele-
ziink.

ELEMI MODELL

Volumenek

Zart gazdasagban a harom véltozo kozott egy azonossag all fenn: termelés =beruhé-
zas+fogyasztas, azaz teljesiil a
GDP azonossdg
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J. M. Clark 1917-ben vezette be a beruhdzdsi akcelerdtort, amely szerint minden
idészakban a beruhéazas aranyos az el6z6 idSszak termelésvaltozasaval. A szoban forgd
egyenletet Hicks (1950)-ben kiegészitette az autonom beruhdzdssal.

Teljes beruhdzds

(2.2) I = I} 4+ B(Yi1 — Yioa).

Keynes (1936) ota a fogyasztast gyakran az el6z6 idszaki jovedelem (azaz termelés)
linearis fliggvényeként irjak le, amelyet még egy autondém taggal modositanak.
Fogyasztdsi fiigguény

(2.3) Cy = CP +9Y;_1,

ahol v a fogyasztdsi hatdrhajlandésdg, 0 < v < 1; és 1/(1 — ~y) a hires multiplikdtor.
Adott I* és C* palya, adott (3 és v egyiitthato, valamint adott Y_;, Y_o kezdeti
érték mellett az I, C' és Y palya egyértelmiien meg van hatarozva.
Tegyiik fol, hogy I* és C* szabalyos abban az értelemben, hogy idében valtozatlan
I' > 1 novekedési egyiitthatoval boviil, azaz

(2.4) Ir = AT és CA = AT

Ekkor megfelel kezdeti feltételek mellett a C', I, valamint az Y palya is szabalyos
— ugyanazzal a trenddel.
Relativ értékek

A (2.4) feltétel mellett ezeket a vizsgalatokat azonban egyszeriibb a relativ rendszerben
végezni, ahol az eredeti valtozokat és bizonyos paramétereket a novekedési trenddel
elosztjuk.

Relativ vdltozok

Y; I ) C
(2.5) Yp = F—i, Iy = F—tt és cr = F—z
Relativ paraméterek

' IA ) CA
(2.6) it = ﬁ és o F—tt

A 1) = 1/T jeldlés bevezetése utan mar folirhatjuk a
relativ egyenleteket:

(2.1) Yt = 1t + Ct,
iy = i + BY(yr—1 — Yy—2),
e =ct 4 YYYg—1-
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Alapegyenlet-rendszer

Harom egyenletiink van, harom valtozoval. Erdemes azonban megszabadulni a nélkiiloz-
hetd valtozoktol és a nélkiilozhets egyenletektsl. Két lehetGségiink van, hogy a szokatlan
alakt egyenletrendszert szokasos alakra hozzuk: visszavezetni a) két elsérendd tobbval-
tozos differenciaegyenletre, vagy b) egy mésodrendd egyvaltozos differenciaegyenletre.
A maésodikat valasztva, helyettesitsiik be (2.2')-t és (2.3')-t (2.1')-be, s rendezéssel elju-
tunk egy masodrend, egyvaltozos

alapegyenletrendszerhez:

(27) Yt = iA + CA + (ﬁ + 7)¢yt—1 - 61/}2?%—27 t= 07 ]-7 27 ey

ahol y_o és y_; adott kezdeti értékek. Az y; alapvdltozo dinamikajanak ismeretében a
tobbi valtozo (i; és ¢;) dinamikaja egyszertien kiszamithato a (2.2') és a (2.3) egyenlet-
bél.

Két tételt mondunk ki: egyet a egyensiilyra, egyet a stabilitasra és oszcillaciora.

2.1. tétel. (Hicks, 1950.) Az elemi hicksi rendszer y° egyensiilya létezik és
egyértelmii:

o Z.A+CA 2
(2.8) y° = 00317 0% ahol 1—y(B+7~)+v6>0.

Az 1.9-1.11. tételek bonyolult osztalyozisa most eléggé leegyszertisodik:

2.2. tétel. (Hicks, 1950.) Az elemi hicksi rendszerben eltekintiink a névekedéstdl:
P =1.

a) A rendszer akkor és csak akkor oszcilldl, ha

(2.9) v < 2v/B - 6.
b) A rendszer akkor és csak akkor stabil, ha
(2.10) g <1

Megjegyzés. Valosagos koriilmények kozott éves modellben 3 =~ 0,5 és v = 0,75.
Tehat oszcillacid és stabilitas empirikusan osszeférhetetlen. A determinisztikus linearis
modell helyett vagy determinisztikus nemlinearis modellt kell vizsgélni (4.1. alfejezet)
vagy sztochasztikus linearis modellt (8. fejezet).

Bizonyitas. Az y; = yoA! alapmegoldast behelyettesitve (2.7) homogén részébe,
a P(\) = A2 — (8 + )\ + 3 karakterisztikus polinomot kapjuk. Szétvalasztjuk a valos
és a komplex sajatértékek esetét. A diszkriminans negativitasa négyzetgyokvonas utan
valoban (2.9)-et adja. A stabilitasnal az 1.12. példara hivatkozhatunk. ]

A kovetkezs feladat és példa segit elmélyiteni ismereteinket.
Mivel a gyakorlatban 1 &~ 1, y° ~ (i* +¢c*)/(1—7v) > 0. A kdvetkezs szimulacioban
y°=1és1 =1, ezért i* +c*=1—+.
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2.1. feladat. Véalasszunk olyan paraméterértékeket, amelyekre mind a négy eset
megvalosul! Irjunk szamitogépes programot a GDP-pélyara, és futassuk le mind a négy
esetre: ¢ = 1 (nulla névekedés); i =0, ¢® = 1 — v (Blatt, 1983, 192. o.)!

2.1. példa. Hicks szabalyozési modellje. Az 1.13. példa alapjan a hicksi modell
szabalyozasi modellként is felirhato, ahol az autoném beruhézas a szabélyozési valtozo.

OSSZETETT MODELL

Mar Hicks (1950) is vizsgalt olyan dsszetett modellt, amelyben a beruhazéasi vagy a
fogyasztasi fiiggvény osztott késleltetésen alapul.
Beruhdzdsi fiigguény osztott késleltetéssel

(2.11) iy =i+ Z Bt (ye—k — Yyr—k—1).

k>0

Fogyasztdsi fiigguény osztott késleltetéssel

(2.12) a =+ Wk, =0 Y PRy <1
k>0 k>0

Ekkor az elemi modellben leirt osztalyozasnal joval tobb eset lehetséges, ez azonban
kiviil esik fejtegetésiink korén. A 4.2. alfejezetben azonban visszatériink az Oszszetett
modell nemlinearis moédositasara.

2.2.* A LINEARIS INDITAS-BERUHAZAS MODELL

A modell verbalis 6szefoglalasa

Ellentétben az el6z6 modellel, a most targyalandé modell (Simonovits, 1988b) kiilf6ldén
alig ismert, hiszen egy nemrég kimilt szocialista gazdasigrol szol, amelynek miikodése
létezésekor sem keltett til nagy figyelmet. Ismeretlensége miatt nagyobb teret kell
szentelniink a modell gazdasagi értelmezésének, mint a konyv tobbi modelljénél.

Elére bocsatjuk, hogy az alapelvekben Kornai (1980), (1982), Kornai és Martos
(szerk.) (1981b) modszertanat alkalmazzuk, és a részletekben Bauer (1978) ciklus-
sémajanak Lacko (1980) és (1989) dolgozatban leirt 6konometriai modelljét kovetjiik.
Alapgondolat: a tartos tulberuhazasi igények és dontések miatt tartos fesziiltségek ke-
letkeznek (&llapotvektor), s a dontések (szabalyozasi vektor) reagalnak a fesziiltségekre.
A részletesebb ismertetéshez sziikségiink lesz két fogalomra; a beruhazési inditasra és a
beruhazasi elkotelezettségre: roviden inditéasra és elkotelezettségre.

Inditdsnak (S) az adott évben elinditott beruhazasi projektumok teljes koltségels-
iranyzatat nevezziik, amely mar Frisch (1933) modelljében kulcsszerepet kapott. FElkd-
telezettségen (K) az adott év végén még folyamatban 1év6 beruhézasok maradék koltség-
elGiranyzatat értjiik. Jol ismert a beruhazasi raforditas fogalma, melyet hagyomanyosan
beruhdzdsnak (I) neveznek. Ha nem lenne kdltségtillépés, akkor a harom fogalom ko-
z0tt egy azonossag allna fenn: az elkotelezettség valtozésa azonos volna az indités és a
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beruhazas kiilonbségével (K; = K;—1 + S¢ — I;). Feltessziik, hogy a koltségtullépés egy
éven belill teljes mértékben kideriil, aranyos az inditassal ((og — 1)S), és hozzaadodik
az elkotelezettség tiszta valtozasahoz.

Két fesziiltségvaltozoval dolgozunk: a beruhéazasi szféra belss- és kiils6 fesziiltségé-
vel. Nyitott gazdasidgban a beruhazasi folyamat kilsd fesziltsége (a) a nettéimportnak
(B) a GDP-hez (Y') viszonyitott értéke (b = B/Y), levonva a minimalis nettéimport-
hanyadot (b*). Zart gazdasagban a beruhazasi folyamat kilsd fesziiltsége (a) a maximalis
fogyasztasi hanyadbol (c*) levonva a fogyasztasi hanyadot (¢ = C/Y).

A tovabbiakban a nyitott gazdasiggal foglalkozunk. A beruhézasi folyamat belsd
fesziiltsége (e) az elkOtelezettségi hanyadnak (kK = K/Y) az ésszert érték (k*) f6lotti
része. A kiilsg fesziiltség (a) azért keletkezik, mert tul nagy a beruhazasok osszege, a
belsé fesziiltség pedig azért jon létre, mert a beruhazasi raforditashoz képest nagy az
inditési Osszeg.

Most ratériink a fesziiltségekre valo reagélas leirasara. Bauer elméletének kozponti
tasi hdnyad (s = S/Y') kisebb az inditési igényhanyadnal, és az el6z6 évi bels és kiilss
fesziiltség csokkend (nemnovekvs) fiiggvénye. Szakitunk az inditéds-beruhazas kapcsolat
hagyoményos magyarazataval, amely a beruhéazast a kordbbi inditasok fiiggvényeként
irta le (lasd Frisch (1933), Kornai (1982)). Ehelyett Lacko (1980) megoldasat kovetjiik
és egyszertsitjik: a)adott az autondm beruhdzdsi hanyad (1), és b) a beruhézasi hanyad
(1 = I/Y) az autonom beruhazasi hanyadnal nagyobb, és az el6z6 évi bels6 fesziiltségnek
novekvs (nemcsokkend) fliggvénye. Linearis kézelitésben a fesziiltségegyenletek mellett
a reakciofiiggvények is linearisak. (Ne tévessziik Ossze az itteni autoném beruhazasi
hanyadot hicksi parjaval!l) Feltessziik, hogy a (gordg bettivel vagy specidlisan megkii-
16nboztetett latin bettivel jelzett) egytitthatok idében allandok. Specidlisan a GDP
novekedési egyiitthatojanak (I') a beruhézasi hanyad ingadozasahoz viszonyitott inga-
dozasa a szocialista gazdasagban gyakorta sokkal kisebb, mint a t&kés gazdasigban: a
2.1. alfejezetben emlitett akcelerator-elv itt nem miikodik, ezért I'-t dllandénak vessziik.

Mivel a GDP névekedési tényezdje idében allando, T' = Y;/Y;_1, most nem I'-nel,
hanem Y; = YyI'-nel osztva kapjuk a relativ valtozoinkat.

A modell egyenletei

Folirjuk a modell egyenleteit.
Elkotelezettségi hanyad

(213) kt:wkt_1+058t—it, O<w:1/F<1 és 0'521.
Belsd fesziiltség
(214) €t = kt - k?*7 k* > 0.

Nettormport-hdnyad

(2.15) by = —B+ Biir, 6>0, B;=>1
Kiilsd fesziiltség
(216) ay = bt —b*.
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Inditasi hdanyad
(2.17) St =0 — 0ei_1 — Oaqli_1, 0,0¢,04 >0,

ahol o, és o, rendre a kiilsG és belsé fesziiltség — inditasi reakcidegyiitthato.
Beruhdzdsi hanyad

(2.18) it =L+ Le€i_1, Lite >0,

ahol . a bels6 fesziiltség — beruhézas reakcidegyiitthato.

Megjegyzések. 1. A modell hat egyenletbdl all, hat valtozod szerepel benne, és
két kezdeti érték hatarozza meg a rendszer palyajat: k_1 és b_1. A modell rekurziv.
Valoban, (k_1,b—1) (2.14) és (2.16) segitségével meghatarozza az (e_1,a_1) fesziiltség-
part, amelyet behelyettesitve (2.17)—(2.18)-ba adodik az (sg,ig) dontéspar. Innen méar
(2.13)-bol adodik kg és (2.15)-bsl by.

2. Az 1.4. alfejezet szabalyozasi rendszerével, (1.34)-gyel és (1.39)-cel Gsszevetve,
latjuk, hogy az allapotvektor = = (k,b), a szabalyozasi vektor u = (s,i) és a reakcio-

egylitthatok matrixa
Oe O
K = N a.
(% %)

Az alapegyenlet-rendszer

A hat egyenletbdl és hat valtozobol allo modell vizsgalatahoz méginkabb sziikség van az
alapegyenletekre, amelyek a fesziiltségvaltozok dinamikajat a tobbi valtozotol fliggetlentil
irjak le. Levezetés nélkiil koézoljiik az

alapegyenlet-rendszert.

(2.19) €t =€+ Ee€i_1 — Eqli_1,
(2.20) ap = o+ Qe€p_1,

ahol (e_1,a_1) adott, és

(2.21) e=o0g0—1— (1 —=V)k*, ec=1v%—050c —te, €4 =050,
a=—F+Bit—=b" ac=FiLe.

A (2.19)-(2.20) alapegyenlet-rendszer két elsérendii, kétvaltozos differenciaegyen-
letbdl all, s a rendszer rekurziv; adott (e_1,a_1) esetén (e;,a;) minden t-re egyértelmiien
meg van hatéarozva.

A (2.13)-(2.18) eredeti egyenletrendszer ekvivalens a (2.19)-(2.20) alapegyenlet-
rendszerrel.

Ezzel a modell ismertetését befejeztiik.
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Normak

Ebben a pontban az imént bevezetett modell stacionarius allapotat tanulmanyozzuk,
melyet gyakran normal allapotnak neveziink majd. Az 1.1. alfejezetben meghaté-
roztuk egy altalanos rendszer fixpontjat. Most egy konkrét rendszerre kell alkalmaz-
nunk az ott elmondottakat. Most is igaz, hogy a hatismeretlenes hategyenletes algebrai
egyenletrendszer gyoke helyett elegends a kétismeretlenes kétegyenletes algebrai alap-
egyenletrendszer gyokét megkeresni. A tObbi valtozo stacionarius értéke is kifejezhets a
stacionarius fesziiltségek fliggvényében:

(2.23) k° = e® + k¥, b° =a® + 0",
be ©+ (1 —)k°

(2.24) 1° = ﬁ; =1+ tee’, s° U (1-9) =0 —0ce’ —0,a°.
7 Os

Befejezve az el6készitést, kimondhatd a normal allapot 1étezése és egyértelmiisége.

2.3. tétel. A (2.19)—(2.20) alaprendszer normal éllapota létezik és egyértelmii.
Képlete:

1 —ec+ aegq e+ (1 —e.)a

(2.25) 0= e TTere gy g0 = :
T T

ahol

(2.26) T=1—¢cetaces=1—0+050.+ (1 + Bi0504)tec.

Megjegyzés. Korabbi feltevések szerint m > 0, tehat (2.25) értelmes.

Bizonyitas. Tegyiik {61, hogy létezik egy (e°,a°) normal fesziiltség vektor. Ekkor
az emlitett vektor kielégiti a (2.19)-(2.20) alapegyenletrendszert. Uj egyenletrendsze-
riinket rendezve az (1 — e.)e® + ,a° = € és —a.e® + a® = « egyenletrendszert kap-
juk. Fejezziik ki a®-at a masodik egyenletbsl, és helyettesitsiik be az elsébe: ekkor
(1 —ec +eq0e)e® =€ — gqav, azaz (2.25a)—(2.26). Hasonloan igazolhato a® képlete. g

A norma szerinti szabalyozas

A normal allapotot meghatarozvan ratérhetiink a nem stacionarius palyak vizsgalatara.
Folidézzik az 1.2. alfejezetben bevezetett mennyiségeket, a tényleges- és a stacionarius
értékek eltérését, de mar a gazdasagi modellre alkalmazva:

(2.27) el =e; —e° af =a;—a°, sl =s —s° és i =iy —i°.
Helyettesitsiik be (2.24)-et és (2.27)-et a (2.17)—(2.18) szabélyozasi egyenletekbe:

(2.28) s = —geed | — 0.0l és i = e .

A modell norma szerinti szabdlyozdsdt a kovetkezGképp lehet szavakban kifejezni:
az inditési- és a beruhazéasi hanyad stacionarius értéktsl valo eltérése egyenls a késlel-
tetett belsd és a kiils6 fesziiltség stacionarius értéktsl valo eltérésének pozitiv, illetve
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negativ sulyokkal képzett Osszegével (Kornai és Martos, szerk. 1981b). A stacioné-
rius értékeket normdknak nevezziik. Egyébként Lacko (1980) szabalyozasi egyenletei is
ilyen alakban vannak megadva. Az 1.2. alfejezetben elmondottak értelmében az eltérés-
fesziiltségek kielégitik azt a homogén alaprendszert, amely az inhomogén (2.19)—(2.20)
alaprendszerbdl az additiv allandok elhagyéasaval keletkezik:

(2.29) ed = eced | —eqal
(2.30) al = acef

ahol (ed,,ad,) adott.

Az 1.3. alfejezetben elmondottak értelmében az eltérésvaltozok dinamikajanak kva-
litativ tulajdonsagait a (2.29)—(2.30) egyiitthaté-matrixanak P(\) = A2 — w) + 9 ka-
rakterisztikus polinomja hatérozza meg, amelynek w és 1 egyiitthatoja az alaprendszer
paramétereinek a kévetkezs fliggvénye:

(2.31) W= €, és Y = eq0.

A (2.21)-(2.22) jeldlések értelmében w és 9 kifejezhets az eredeti paraméterek fiigg-
vényeként:

(2.32) W=1— 050 — L és ¥ = Bile0s50,.

Megemlitjiik, hogy (2.26) és (2.31) szerint 7 = 1 —w + 9.
A palyak osztalyozasa
Az 1.3. alfejezetben definialt fogalmak most gazdasagi kontost oltenek.

2.2. példa. Harom abran harom fajta rendszer lathato: (i) szabélyosan ciklikus,
(ii) elfajultan oszcillalo stabil (amely majdnem ciklikus) és (iii) oszcillaciomentes stabil
rendszer. Mindhdrom rendszernek azonosak a kévetkezd paraméterei: 5; = 1, § = 0,2;
b* =0; ¢ =1/1,06 =0,943, k* = 0,4; . = 0,2; 0 = 0,4, 05 = 1,2. Kiilénb6znek viszont
a reakcidegyiitthatok: (i) ¢ = 0,4; 0. = 0,453; o, = 2,083; (ii) te = 0,3; 0. = 1,4;
oq = 0,2; (iii) te = 0,3; 0 = 0,5; 0, = 0.

Megjegyzés. A 2.2-2.4. abra a fazissikban abrazolja a palyat. A folytonositast
kihasznalva, a 2.2. &abra (s kés6bb a 2.5. &bra) negyedévi felbontéasban abrazolja a
szabalyos oszcillaciot. A 2.3. és a 2.4. abra elfajult oszcillaciot, illetve oszcillaciomentes
palyat abrazol, sziikségképpen éves bontasban.

Szabdlyos oszcilldcio

Kozgazdasagilag a szabalyos oszcillacio a legfontosabb. A ra vonatkozo 1.11. tételt
egyszeriien kimasoljuk az 1.3. alfejezetbdl:
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2.4. tétel. a) A (2.29)-(2.30) kétvaltozos linearis alaprendszer akkor és csak
akkor szabalyosan oszcillalo, ha teljesiil

(2.33) w? < 49.

b) Szabélyos oszcillacié esetén a folytonositott rendszer P periédusa és ® csillapitasi
tényezdje fliggetlen a kezdeti értékektdl:

2 w
2.34 P=—, ahol = arccos | —=
(2:34) @ 7 (%@)
és
1
(2.35) o =—.

Vi

c¢) A szabalyosan oszcillalé rendszer akkor és csak akkor ciklikus a folytonos idében,
ha (2.33) mellett teljestil

(2.36) 9 =1

Megjegyzések. 1. Behelyettesitve a modell eredeti paramétereit a (2.33)—(2.36)
egyenletekbe, a szigoru ciklusnak az eredeti paraméterekkel kifejezett feltételeit kapjuk:

(2.33) 405Bitety > (Y — Lo — 050,)2,

(2.36) 05Bitedq = 1.
Uj 6sszefliggéseink szerint

1 — 0 >(w_Le_O'SO'e)2
O'Sﬁibe ¢ 40’5’51‘46

Adott ¢, és o, esetén az egyenlGség-egyenlGtlenség parnak akkor és csak akkor van
megoldésa, ha 1. + ogo. < 2+ 1. Tekintve, hogy og és ¥ 1 koriili szamok, az utolsoé
feltétel mérsékelten megszorito.

2. Az imént kimondott tétel alapjan konnyen tehetiink hasonlé megallapitasokat
a nem vizsgalt esetekre. Példaul a szabalyos oszcillacié stabil, ha ¥ < 1; instabil, ha
¥ > 1.

Oszcillaciomentes szabalyozasnal (2.33) nem teljesiil és w > 0; mig elfajult oszcil-
lacional (2.33) nem teljestil és w < 0.

3. Feltételeink a kovetkezd specialis esetben kiilonosen szemléletesek: o, = 0,
amikoris w = 0, tehat a (2.33) szabalyos oszcillacio-feltétel nem teljesiil; a rendszer vagy
oszcillacio-mentes (ha ¥ > 0), vagy elfajultan oszcillal (¥ < 0).
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Fesziiltségcsokkentés vs stabilizalas

Felfogasunk szerint a reakcidoknak az az egyik szerepiik, hogy fokozasukkal csékkenjenek
a normal fesziiltségek. Eziranyu varakozasunk altalaban igazolodik, de van egy fontos
kivétel: a normal kiils6 fesziiltség, amely a belst fesziiltség — beruhazas reakcidegyiitt-
hatonak (i) névekvd fliggvénye.

Belathato, hogy reélis paraméterértékek esetén a fesziiltségenyhités keresztezi az
anticiklikus politika egyik céljat: az oszcillacio folszamolasat. Mennyire lehet 6sszehan-
golni a normal fesziiltségek enyhitését az oszcillacio csillapitasi tényezGjének a ndvelé-
sével? A vélaszt megadja a

2.5. tétel. Szabdlyos oszcillacional ellentmondés van a két cél (a fesziiltségeny-
hités és a stabilizalas) koézétt a belsé fesziiltség — beruhézas (i.) és a kiils6 fesziiltség
— inditéas (o,) reakciondl, de nincs ellentét a belsd fesziiltség — indités (o) reakcio-
nal: ez utobbi erdsitésekor mindkét normal fesziiltség csokken, mig a csillapitasi tényezd
valtozatlan marad.

Megjegyzés. A 2.5. tétel alapjan a kovetkezd anticiklikus politika lenne java-
solhato: induljunk ki olyan rendszerbdl, amely ugyan szabalyosan oszcillal, de kilengései
viszonylag gyorsan csillapodnak. (2.32) és (2.35) értelmében az utoébbihoz az kell, hogy
Biosoate Viszonylag kicsi legyen. A normél fesziiltségekkel nem kell toréddni, mert azok
o novelésével anélkiil csokkenthetsk, hogy befolyasolnank a csillapitas sebességét. Ter-
mészetesen vigyaznunk kell arra, hogy a rendszer ne hagyja el a miikod6képes szabélyos
oszcillaciok (itt nem vizsgélt) tartomanyat: a reakciok ne legyenek tul erdsek.

2.3. példa. Sikeres anticiklikus politika. Megtartva a 2.1. példaban szerepls
rendszerek kozos paraméterértékeit, uj reakcivegyiitthatokat mutatunk be: . = 0,4;
oe = 1,1; 0, = 0,4. Ekkor ¢ = 0,257; & = 2,282; ¢° = 0,131 és a° = 0,052.

Megjegyzések. 1. A 2.3. példa azt mutatja, hogy elvben, legaldbbis modelliink
vildgédban, a normal fesziiltségek enyhitése és a beruhézasi ingadozéasok gyors csillapitasa

;;;;;

hazasi hanyadoknal is. Ovatosan fogadjuk azonban az ellenpéldat! Jo lenne tudni, hogy
milyen feltevések bevezetésével zarhatjuk ki a gyorsan stabilizal6do, valoszintileg csak
modellvildgunkban létezd rendszereket! Ez azonban méar egy tovabbi vizsgalat feladata.

2. Phillips (1954) hasonl6 ellentmondast talalt makroszabélyozasi modelljében (lasd
6.2. alfejezet).

Specialis modellek

Simonovits (1987) és (1988a) rendre a jelen modell kovetkezd specialis eseteit tanulmé-
nyozta.

Egyszeri stop-go ciklus

Az inditast és az elkotelezettséget kihagyjuk, és (2.18) helyett a kovetkezd beruhéazési
egyenletet feltételezziik:

(2.18%) it =15 — tqai—1, F,q > 0.

2.2. feladat. Elemezziik az egyszeri stop-go ciklust!
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Osszetett stop-go ciklus
Az inditast és az elkotelezettséget kihagyjuk, és (2.18*) helyett a kovetkezd valosaghtibb
beruhazasi egyenletet feltételezziik:

(2.18**) i =1"—t,ai_9, i, >0.

2.3. feladat. a) Elemezziik az dsszetett stop-go ciklust! b) Mutassuk meg, hogy az
inditas-beruhézas modell az Gsszetett stop-go modellre egyszertisoédik, ha ¥ = 0, azaz
P =4!

Rejtett ciklus
A beruhézasi hanyad rogzitett: iy = i°, és (2.17) helyett a kovetkezd inditéasi egyenlet
all:

(2.17%) $¢ = 0% —o0eei_1, 0F,0.>0.

2.4. feladat. Elemezziik a rejtett ciklust!

Adossdg

Tegyiik f6l, hogy a nettéimport hanyad helyett a kiils6 addssagallomany hatarozza meg
a kiils6 fesziiltséget.

2.5. feladat. Irjuk f51 a modositott egyenleteket és elemezziik az Gj modellt!

2.3. LINEARIS KESZLETJELZESES MODELLPAR

Ebben az alfejezetben a tobbszektoros gazdasag készletjelzéses szabalyozasanak két li-
neéaris modelljét ismertetjiik. Az egyszektoros gazdasagra vonatkozoan Metzler (1941)
foglalkozott a kérdéssel. A tobbszektoros gazdasag vizsgalatat Kornai és Martos (1971)
kezdeményezte, s az altaluk szerkesztett 1981-es kotetben szamos cikk foglalkozik a
téméaval. Kés6bb Martos (1984) és (1990) jutott letisztultabb eredményekhez.

OUTPUTKESZLET-JELZESES SZABALYOZAS

A modell

Egy n-szektoros gazdasagbol indulunk ki, ahol a szektorok kozti kapcsolatokat egy kész-
letekkel bévitett nyilt Leontief-modell irja le (Brody, 1969). Ellentétben a hagyomanyos
készletszabalyozasi modellekkel, ebben a modellben (és a modellcsalad t6bbi modelljé-
ben) azt akarjuk vizsgalni, miképp miikodhet egy egész gazdasag decentralizalt készlet-
jelzések alapjan. Egyszertien szolva azt tételezziik fol, hogy a termelSk a termelésiiket
aszerint novelik vagy csokkentik egy kiviilr6l adott normél értékhez képest, hogy a sa-
jat outputkészletiik kisebb-e vagy sem a normalisnal. Az éppen iddre termelést (angol
roviditése: JIT) modellezve, ebben a modellben nincsenek inputkészletek, (v6. Martos,
1990, a P-modell: 149. o. és az SM-modell: 186. o.).
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A jelolési egyszeriiség kedvéért foltessziik, hogy a gazdasag hosszu tavon nem né és
nem csOkken. Legyen a;; a j-edik szektor egységnyi termeléséhez sziikséges anyagigény
az i-edik szektortdl, legyen rendre a t-edik iddszakban z; ; és v, az i-edik szektor zdro
outputkészlete és kibocsdtdsa, valamint c; a végsé fogyasztas az i-edik szektor termékébdl.
A megfelel6 méatrixok és vektorok jele: A, z, y; és c. Szokas szerint foltessziik, hogy A
nemnegativ elemt, irreducibilis matrix, melynek spektralsugara kisebb, mint 1 : p(A) <
1. Megfelels mértékegységvalasztassal biztosithato, hogy 1TA < 1T (A.9. tétel b)
kévetkezménye).

A modell dinamikaja egy egyszertii azonossigon alapul:

készletvaltozas = termelés — termelGi fogyasztasok Osszege — végss fogyasztas.

A termel6i fogyasztas ardanyos a termeléssel, a végs6 fogyasztas adott. A modellt
egy lineéris decentralizalt szabalyozasi egyenlettel zarjuk le:

az i-edik szektor termelése = kapacitas — reakcidegyiitthaté x sajat outputkészlete.

A modell egyenletei

Folirjuk a modell egyenleteit.
Outputkészlet-valtozas

(237) 2t = Z¢—1 + (I - A)yt — C.
Decentralizdlt termelésszabdlyozds

(2.38) Yy =y" — ()21,
ahol (d) = (d;) > 0 egy diagonalis matrix.

(2.38)-at behelyettesitve (2.37)-be, adodik az
alapegyenletrendszer

(2.39) 2= —{d)+ A{d))zr—1+ (I — A)y* —c.

Normal allapot

Miel6tt elemeznénk az alapegyenletrendszer dinamikajat, kozvetleniil tanulmanyozzuk
a normal allapot tulajdonsagait. MindenekelGtt egy feltevéssel éliink. A teljes kapacités
képes fedezni a végss fogyasztast:

(2.40) y* > (I —A) e

2.6. tétel. Megfelels kapacitasok esetén [(2.40)] az outputkészlet-jelzéses rend-
szernek létezik egyetlen egy pozitiv normal kibocsatasa és készlete:

(2.41) Y =(I—-A)""c és 2° = {d)"y* — (I - A)~ L.
Bizonyitas. Helyettesitsiik be a z; = 2,1 = 2° és az y; = y° Osszefiiggést a

(2.37)—(2.38) Osszefliggésparba, ahonnan helyettesitéssel adodik (2.41). p(A) < 1, A.7e.
tétel és ¢ > 0 folytan y° > 0 és (2.40)-(2.41) értelmében z° > 0. (]
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Stabilitas és oszcillacidmentesség

Hazxz — 2z, u—y, M — A, w — ¢ és k — d megfeleltetéssel éliink, akkor kozvetleniil
alkalmazhatjuk az 1.4. alfejezetben nyert eredményeket: az 1.16. tételt. Sziikségilink
lesz a kovetkez6 fogalomra.

visszacsatolds csillapitott:

(2.42) 0<d<1.

2.7. tétel. Tegyiik fol, hogy csillapitott visszacsatolds miikodik: (2.42). Ekkor
a) Az outputkészlet-jelzéses szabélyozas stabil.
b) A maximélis csillapitasi tényezd a d = 1 esetben valésul meg, értéke

1
B = —

p(A)

c) Az outputkészlet-jelzéses szabélyozés tipikusan (aszimptotikusan) oszcillacio-
mentes.

Megjegyzések. 1. Ha tullépiink a 0 < d < 1 korlaton, akkor altalaban tovabb
gyorsithatjuk a szabalyozas konvergenciéjat.

2. Atkinson (1969) ramutatott arra, hogy a kozgazdaséagi szakirodalom &ltaldban
elhanyagolja a csillapitéasi tényez6 kvantitativ kérdését, s megelégszik a stabilités kvali-
tativ megallapitasaval. Modelliink biztato, hiszen a konvergencia-sebesség megfelelGen
nagy.

3. Vegylik észre, hogy a stabil készletjelzéses szabalyozas hosszii tavon elvezet a
stacionarius készletvektorhoz. El6zetesen z© értéke csak centralizalt szamitassal hata-
rozhaté meg.

4. Kornai és Martos (1971) eredetileg egy folytonos idejii és novekvs gazdasagi
modellel dolgoztak. A készletjelzés mellett figyelembe vették a termelGi és a végss fo-
gyasztas novekedését, s ezzel elrontotték a szabalyozas decentralizaltsagat. A Kornai és
Simonovits (1975) és (1981) cikkben mar diszkrét ideji modell szerepelt, s a szabalyozas
egyidejl, un. on-line decentralizaltsaga a normaképzés idében el6zetes, tin. off-line
centralizaltsaga aran valosult meg: (2.41) mellett

(2.38) yr —y° = —(d)(z¢—1 — 2°)

szerepelt. Martos (1984) és (1990) visszatért a novekedésmentes gazdasaghoz, és a jelen
modell gondolatat megelslegezve, megalkotta a teljesen (on-line és off-line) decentralizalt
készletszabalyozés modelljét.

5. Figyelemre mélto, hogy Lovell (1962) és Brody (1973) az outputkészlet-jelzéses
szabalyozashoz hasonlo, de eladési varakozéasokon (lasd 2.4. alfejezet), illetve arszabéa-
lyozason (lasd 6.3. alfejezet) alapuldo modellt elemzett. Az els6 készletjelzéses modell
Metzler (1941) nevéhez fiiz6dik.

6. A kozgazdasagelmélet nyelvén szolva, ha az (1.40)—(1.41) decentralizalt mecha-
nizmus stabil, akkor a decentralizalt szabalyozas informacioval takarékoskodva eljuttat-
hatja a rendszert az egyenstlyba — anélkiil, hogy egy kozpontba gytijtené 6ssze az Gsszes
informéciot. Ez a parhuzam jellemezte a szocializmus racionalizdlhatosdgaban hivék és
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ellenfeleik kozti vitat (Lange és von Mises, lasd Hayek, szerk. 1935). Ma, a szocializmus
vilagtorténelmi bukasakor mar megallapithatjuk, hogy a piaci szocializmusnak nevezett
elméleti megkozelités — minden elméleti és gyakorlati érdeme ellenére —, nem jutott el a
dolog lényegéhez, Misesnek volt igaza (Kornai, 1993, 498. o.).

INPUT- ES OUTPUTKESZLET-JELZESES SZABALYOZAS*

A modell

Jol ismert, hogy — ellentétben a t&kés gazdasidggal —, a szocialista gazdasagban az eddig
vizsgalt output készleteknél sokkal jelentékenyebbek voltak az inputkészletek (Kornai és
Martos, szerk. 1981b és Chikan et al., 1978). Ez indokolta, hogy a modellcsalad t6bbi
tagjdban az n db outputkészlet mellett szerepelt a maximalisan n? db inputkészlet, s az
ezzel jaro beszerzési dontések. Ekkor a modell dimenziéja maximéalisan n + n2-re ugrik,
de a modell realisabba valik. (Kell6en dezaggregalt modellnél szamos szektorparnal j
kozvetleniil fiiggetlen i-t6l: a;; = 0. Ekkor y;; = 2;; = 0, tehat a dimenziészdm j6val
kisebb, mint a fentebb jelzett maximalis érték.) Erdemes réviden véazolni a bévitett
modell szerkezetét és egyenleteit:

Legyen z; j ; és y; ;+ rendre a j-edik szektor i-edik termékbdl vald zdro inputkészlete
és vétele. A megfelel6 méatrixok és vektorok jele: Z; és Y;. A bévitett modell dinamikéja
két egyszerti azonossagtipuson alapul:

outputkészletvaltozias = termelés — felhasznaloi vételek Gsszege — végss fogyasztés,
valamint

inputkészletvaltozés = felhasznaloi vétel — termeldi fogyasztas.

A termelGi fogyasztas ardanyos a termeléssel, a végs6 fogyasztas adott. A modellt
két linearis decentralizalt szabélyozési egyenletrendszerrel zarjuk le:

az 1-edik szektor termelése = kapacitas — reakcidegyiitthatd x sajat outputkészlete
és

a j-edik szektor vétele az i-edik szektor termelésébsl = kapacitas — reakcivegyiitt-
hato x sajat inputkészlete.

A modell egyenletei

Folirjuk a bévitett modell egyenleteit.
Outputkészlet-valtozas

(2.43) ze =211 +y — Yl —c.
Inputputkészlet-vdltozds

(2.44) Zy =Zi 1+ Y — Ayy).
Decentralizdlt termelésszabdlyozds

(2.45) yr =y — (d)ze—1.
Decentralizdlt vételszabdlyozas

(2.46) Y, =Y"—Dx Z;_4,

ahol D > 0 egy n X n-es matrix, és x elemenkénti szorzast jelol.
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Megjegyzés.  Figyeljiik meg, hogy a szektorok kozotti decentralizalason tul a
szektorokon beliil is decentralizalt a szabalyozas: az i-edik termel6 kizarolag a sajat out-
putkészletét figyeli meg, s az alapjan dont termelésérdl; a j-edik termék i-edik beszerzéje
kizarolag sajat inputkészletét figyeli meg, s ez alapjan dont beszerzésérdl.

Normal Allapot és stabilitas
A normél allapot elemzése semmi Gjat nem nyujt, ezért ezt feladatnak hagyjuk.

2.6. feladat. A 2.6. tétel alapjan hatarozzuk meg a bévitett rendszer normaélalla-
potat!

Jelolje 11T azt a méatrixot, amely az &sszegz6 1 oszlopvektor és az 1T sorvektor
diadikus szorzata, tehat minden eleme 1. 2.45)—(2.46)-ot behelyettesitve (2.43)—(2.44)-
be, rendezéssel adodik a
bovitett alapegyenletrendszer

(2.47) 2= — ()21 + (D xZ_1)1+y* —Y*1,
(2.48) Zy = Al{d)z_1) + (11T = D) x Z,_1 + Y — Aly*).

(2.42) mellett korlatozni kell a vételi dontések reakcidegyiitthatoit is:
(2.49) 0<d<1 és 0<D<11T.
(Az n x n-es 11T matrixnak minden eleme 1.) Belathato, hogy a (2.47)—(2.48) rendszer

egyltthatéo matrixa 2—ciklikus, ezért az 1.17. tétel szerint igaz a

2.8. tétel. (Kornai és Simonovits, 1981, 61. tétel.) Tegyiik fol, hogy a bdvitett
modellben csillapitott visszacsatolds mitkodik: (2.49).

a) Az input- és outputkészletjelzéses szabélyozas stabil.

b) A maximalis csillapitasi tényezé a d = 1, D = 11T esetben valésul meg, értéke

1
p(A)

@1,11T =

c) Az input- és outputkészlet-szabélyozas tipikusan (aszimptotikusan) oszcillacio-
mentes.

d) A maximélis csillapitasi tényezo tetszéleges visszacsatolas esetén is a b) pontbeli
érték.

Megjegyzés. FErdemes egy pillanatra Gsszehasonlitani az egyszerti modell felté-
teles és a bovitett modell feltétel nélkiili optimalis csillapitasi tényezGjét (2.7. és 2.8.
tétel). Mivel 0 < p(A) < 1, p(A4) < \/p(A), azaz 1/p(A) > 1//p(A).

Tehat az egyszerd modell aszimptotikusan gyorsabban stabilizdl, mint a b&vitett:
a kezdGeltérést fele olyan rovid id6 alatt csokkenti adott relativ mértékben, mint tarsa.
Elhamarkodott lenne azonban az egyszertibb modellt a gyorsabb alkalmazkodas miatt
jobbnak kikialtani. Példaul az egyszertibb modell varakozasi valtozata (Lovell, 1962)
mar nem decentralizalt, mig az 6sszetett modell varakozasi valtozata (Simonovits, 1979)
decentralizalt, lasd a kovetkezs alfejezetet.
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2.4.* DECENTRALIZALT SZABALYOZAS VARAKOZASOKKAL

Az el6z6 alfejezetben méar utaltunk az eladasi varakozéasok szerepére a készletjelzéses sza-
balyozasban. Most visszatériink az 1.4. alfejezetben bevezetett altalanos decentralizalt
linearis szabalyozashoz, s erre alkalmazzuk a varakozasokat. Absztrakt eredményeink ér-
telemszerden érvényesek a konkrét kozgazdasagi modellekre is. Roviden megismételjiik
az 1.4. alfejezet idevagd részeit.

Decentralizalt szabalyozasi rendszerek

Legyen x € R" az dllapotvektor és u € R™ a szabdlyozdsi vektor. Legyen I és B rendre
az n X n-es rendszermdtrix és az n X n-es bemeneti matrix, p egy n-dimenzios vektor
most 0. Folirhatjuk egy diszkrét ideji allando6 egytitthatos lineéris rendszer
allapotegyenletét:

(2.50) e =41+ Buy,, t=1,2,..., X kezdeti &llapot.
Sziikségiink lesz (2.50) koordinatas alakjara:
T = Tip—1 + biug e + Z bijuje, =1, ..., n.
JAi

Normaljuk a sajathatasokat: b;; = 1, és bevezetjiik a kereszthatdsok nemmnegativ
matrizat:
(2.51) N=I-B>0
Foltessziik, hogy e matrix stabil: p(N) < 1. N segitségével (2.50) a kovetkezs alakot
olti:

(2.52) Ty = Ti—1 + ur — Nug.
Bevezetve a v; = Nuy hatdsvektort, (2.52) helyett
(253) Ty = Te—1 + Up — Vg

irhato. Ezzel az i-edik allapotvaltozo valtozasat két részre bontottuk: a hozzarendelt
szabalyozasi valtozo és a hatas kiillonbségére.

Varakozasok

A t-edik idGszakban az i-edik szabalyozo6 ismeri sajat szabalyozasi valtozojat, de csak
elképzelése van az 6t érd hatasrol. Ezt az elképzelést vdrakozdsnak nevezziik és vf ;-vel
jeloljiik. Ebben és a tovabbi fejezetekben kétféle varakozassal foglalkozunk: a racionalis
varakozasokkal (tokéletes elérelatassal) és a naiv varakozasokkal.

Raciondlis vdrakozds esetén az elérejelzés mindig egyenld a tényleges hatéssal:

(2.54) vy = V.

Naiv vdrakozdsok esetén az elérejelzés mindig egyenls az el6z6 iddszak tényleges hata-
saval:

(2.55) vy = Vg_1.

Figyeljik meg, hogy a t-edik id6szak végén az i-edik szabalyoz6 ismeri v; -t x; =
T t—1+U; ¢ — Vi ¢-bOl, azaz a naiv varakozas 6sszhangban van a decentralizalassal. Mivel
v;+ az id6szak elején még nem ismert, a raciondlis varakozas valamilyen gyors tanulasi
folyamatot feltételez, amelyet altalaban nem modelleznek (ennek kritikajat lasd példaul
Grandmont, 1998).
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Megjegyzés. Szamos dolgozat vizsgalja a naiv varakozasok kovetkezd altalano-
sitasat.

Adaptiv vdrakozdsok esetén az elérejelzés mindig egyenls az el6z6 idGszak tényleges
hatasanak és elérejelzésének sulyozott atlagaval:

(2.56) vy = (a)vi—1 + (1 — a)vy_q, ahol 0<a<l.

Helyet és szamolast kimélendd, a tovabbiakban adaptiv varakozasok helyett mindig
naiv varakozast vizsgalunk, ahol a = 1.

Szabalyozas varakozasokkal

Mar korabban lattuk, hogy a szabalyozashoz normékra van sziikség. A kovetkezSkben
xy normadl dllapotot a vart vi hatassal aranyosnak fogjuk tekinteni, ahol a h ardnyossagi
vektort normavektornak nevezzik:

T, =hvi,, =1, ..., n,
s ez az Osszefiiggés vektoralakban is folirhato:
(2.57) xy = (h)vy.

Meglehetdsen koltséges lenne a rendszert egy idGszak alatt a normaél palyara vezé-
relni. Ehelyett a tervezett dllapotot tiizziik ki célul, amely a normél allapot és az el6z6
tényleges allapot stlyozott atlaga:

(2.58) b = (kyaf + (1 —k)xy—q, 0<k<1.

A k vektort reakcidvektornak nevezziik. A tervezett allapot definicidja szerint az
uy szabalyozasi vektor (2.53)-bol ugy allapithaté meg, hogy az 0j allapot helyére a
tervezett allapotot és a hatas helyére a vart hatast irjuk: b = zy_ 1 +uy — 0. (2.57)—
(2.58) értelmében uy = (I + (k)(h))vf — (k)z1—1. Bevezetve a (b) = I + (k)(h) jeldlést,
a szabalyozas

(2.59) up = (byvy — (k)xs_1.
(2.59)-et behelyettesitve a v; = Nu; definicioba,
(2.60) vy = N(byv; — N(k)xi_1

adodik. Sorozatos kikiiszoboléssel eljuthatnank az z; = Max,_; standard alakhoz, de
attekinthetetlen volna az eredmény. Mas utat valasztunk, a sajatérték-egyenleteket.
Ezért sziikségiink lesz még egy Osszefiiggésre. (2.59)-et behelyettesitve (2.53)-ba:

(2.61) v+ xr = (1 — k)zi—1 + (b)vy.

Az egyensuly és a stabilitas definicidjatol eltekintiink. Roviden osszefoglaljuk a
varakozasi modellre vonatkozo stabilitasi eredményeket. A logikai sorrendet kdvetve
el6szor a racionalis varakozést, masodszorra a naiv varakozast vizsgaljuk.
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Racionalis varakozas

A kozgazdasagtan fGarama szerint az egyének nemcsak adott megfigyelés szerint opti-
malizaljak dontéseiket, hanem a rendelkezésre 4ll6 informaciot is optimaélisan haszno-
sitjak. Azaz ,az egyediili helyes” feltevés (2.54). Helyettesitsiik be (2.54)-et (2.60)-ba,
vy = N(byvy — N(k)x;_1, ahonnan

(2.62) (I — NO))v, = —N{Ek)z;_,.

Vegyiik figyelembe, hogy (2.62) implicit egyenlet, amelynek lehet, hogy nincs meg-
oldésa; lehet, hogy egy megoldasa van; és lehet, hogy tobb megoldasa van. El akarjuk
keriilni e kellemetlenségeket, ezért foltessziik, hogy

(2.63) p(N(1+h)) < 1.

Mivel p(N) < 1 és a spektralsugar novekvs fiiggvény (A.7d. tétel), (2.63) ekvivalens
azzal, hogy a normavektor elég kicsiny. Mivel 0 < k < 1, ezért b < 1 + h, (2.63)-bol
p[N(b)] < 1, (I — N{(b))~! > 0 adodik (A.7e. tétel), hogy az inverz létezik és pozitiv.
Innen (2.62) egyszertiisodik:

(2.64) i =v; = —(I — N®)) ' N{k)w;_1.

Most méar alkalmazhatjuk az 1.4. tételt.

2.9. tétel. Tegyiik f6l, hogy (2.63) teljesiil. a) A h normavektor esetén a raci-
onalis varakozas akkor és csak akkor stabil, ha mind a kereszthatasok, mind a reakciok
kicsik:

(2.65) p(N2b—E)(2-1—k)1) < 1.

b) Adott normavektor esetén, ha a szabalyozas stabil egy k reakciévektornal, akkor
stabil minden gyengébb (0 < k' < k) reakciévektornal.

c) A szabédlyozas akkor és csak akkor stabil minden csillapitott reakciévektornél,
ha a normavektor elegendéen kicsiny:

(2.66) p(N(1+2h)) < 1.

Megjegyzések. 1. A b) pont természetesenek tiinik, de mas modellekben nem
feltétlentil teljesiil (Simonovits (1981a) és e konyv 4.8. példaja). A c¢) pont egyenes
kévetkezménye a)-nak és b)-nek.

2. A 2.8. tételben lattuk, hogy az input- és outputkészlet-jelzéses szabalyozasnél
p(N) = \/p(A). Nyitott gazdasagban p(A) 1/2 koriili érték, tehat (2.66) eléggé tag
hatart enged a norméaknak.

Bizonyitas. Legyen A\ a standard alak M matrixdnak tetszGleges sajatértéke.
Ekkor a megfelel6 alapmegoldés

(2.67) i1 = Nxo, u = Mg és v = Moy,
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Az 1.1. segédtétel gondolatmenetét kovetve nemlinearis fixpont-feladatta alakitjuk
a problémat. Helyettesitsiik be (2.67)-et (2.61)-be, majd (2.60)-ba:

v=N{bv—NE{(XA=1)L+k)"Hb-1)o.

Témérebben:

(2.68) v = N(p(\)v,

ahol

(2.69) (PO = (A= D)b+ k(A= 1)1+ k)7L,

Miel6tt tovabbmennénk, oldjuk meg a a kévetkezs feladatot.

2.7. feladat. Legyen )\ egy komplex szam, « és € pozitiv szam, kielégitve az ¢ < 1
és € < a < 0 feltételeket. Legyen

_ BA-a
oA —¢

m(A)

Ekkor |r(M\)| < |m(—=1)| ha |A\| =1és A # —1.

A bizonyitas folytatasa. Belatjuk, hogy a |A| = 1 stabilitasi hataron A = —1, s
ekkor (2.69)-bdl adodik (2.65).

Indirekt bizonyitunk. Eljarasunk hasonlit a kovetkez6 ismert lemma bizonyitasa-
hoz: tetszéleges komplex elemii G = (g;;) és G* = (|gi;|) métrixparra p(G) < p(G¥).

Legyen A; egy dominéns sajatérték a stabilitasi hataron: |A| = 1. Vegyik a
(2.68) egyenlet mindkét oldalanak abszoltt értékét: v# < N(p(\;)#)v#. Legyen 3; =
biy oy = b —k;jése; =1—k;,m =pi, i =1, ..., n. A 27. feladat implikilja,
hogy p(A1)# < p(—1), ahol |A\;] = 1, A\; # —1. A monotonitasi tétel szerint 1 <
p(N(p(A1)7)) < p(N (p(=1))).

Mivel limy—,_ o p(N(p(A))) = 0, létezik egy skalar \*, amelyre —oo < A* < —1 és
p(N{p(A*))) = 1. Tehat |\*| > 1, azaz A nem dominans sajatvektor. Ellentmondés. g

2.8. feladat. Igazoljuk (2.65)-6t a specialis h = x1 és k = k1 esetben!

Naiv varakozas

Miutan definicios nehézségekbe iitkoztiink, és Lovell (1986) nyoméan tudjuk, hogy a
racionalis varakozas empirikusan kozel sem olyan meggy6zG, mint azt hivei gondoljak,
érdemes megvizsgalni a naiv varakozasokat.

60



2.10. tétel. Tegyiik fol, hogy (2.63) teljesiil. a) A h normavektor esetén a naiv
varakozas stabil, ha mind a kereszthatasok, mind a reakciok gyengék:

(2.70) p(N2b+E)(2-1—k) 1) < 1.

Ha az N matrix 2—ciklikus, akkor (2.70) sziikséges és elégséges feltétele a stabili-
tasnak.

b) Adott normavektor esetén, ha a naiv virakozason alapulé szabalyozas stabil egy
k reakciovektornal, akkor stabil minden gyengébb (0 < k' < k) reakciévektornal.

¢) Ez a szabédlyozéas akkor és csak akkor stabil minden csillapitott reakciévektornél,
ha a normavektor elegenddéen kicsiny:

(2.71) p(N(3-1+2h)) < 1.

d) Tegyiik ol megint (2.63)-at. Ha a naiv varakozdsokon alapul6 szabélyozas sta-
bil, akkor a racionalis varakozas alapulé szabalyozas is az. SG6t, az utobbi gyorsabb
konvergenciat ad, mint az el6bbi.

Megjegyzések. 1. A d) pont természetesnek tiinik, de altalaban nem az, hiszen
sem a 4.4. alfejezetben, sem a C. fliggelékben nem igaz.

2. Figyelemre mélto, hogy mig a naiv varakozas egy egyenletrendszer Gauss—Seidel-
féle iterativ megoldasanak felel meg, addig a raciondlis varakozas az tn. csoportos
relaxalasnak (Young, 1971). Nemnegativ méatrixok esetén a numerikus analizisben is a
masodik modszer gyorsabb mint az elsé.

3. Nagyon kicsiny norma esetén (2.71) p(N) < 1/3-ra egyszertisodik, amely eléggé
szoros, de nem abszurd korlatot ad p(A)-ra a készletjelzéses modellben.

2.9. feladat. Bizonyitsuk be a 2.10. tételt! Utmutatas. Mivel z; helyére z,_, 1ép,
(2.69) is modosul: (p(A)) = (1 = A"Ho+ E){(A— 1)1 + k)~ L.
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3. NEMLINEARIS DIFFERENCIAEGYENLETEK

Ebben a fejezetben roviden ismertetjiik az id6ben allando, memlinedris differencia-
egyenletek elméletének azokat az elemeit, amelyeket e konyvben alkalmazunk. A 3.1.
alfejezetben a fixpont létezését és stabilitdsat vizsgaljuk, kiterjesztve a linearis esetre
kapott tételeket a nemlineérisra. A 3.2. alfejezetben a hatdrciklusokat tanulmanyozzuk.
A 3.3. alfejezetben az un. kaotikus dinamikdt vizsgaljuk, ahol a palya érzékenyen fiigg
a kezddallapottol. Hasznos tudnivalokat tartalmaz Guckenheimer (1979), Szépfalussy
és Tél szerk. (1982), Grandmont (1986), Devaney (1989) és Fokasz szerk. (1998).

3.1. A FIXPONT LETEZESE ES STABILITASA

Visszatériink az 1.1. alfejezetben téargyalt altalanos, nemlinearis rendszerek elemzé-
sére, kiilonos tekintettel a fixpont lokélis és globéalis stabilitasara. Megint folirjuk a
differenciaegyenlet-rendszert,

(3.1) xy = f(xe—1), t=1,2, ..., Z0 adott;
és annak fixpontjat:

(3.2) x° = f(z°).

Fixpont létezése
ElGszor a fixpont 1étezésének feltételét elemezziik.

3.1. tétel. (Brouwer-féle fixponttétel.) Ha az f folytonos leképezés az n-dimen-
zi6s korlatos, zart és konvex X halmazt 6nmagéba képezi le (invariancia), akkor létezik
legalabb egy fixpontja.

Megjegyzések. 1. Ez a tétel mind a matematikaban, mind a kézgazdasagtanban
alapvetd szerepet jatszik. Valoban, a fixpont 1étezése az n-dimenzioés zart és konvex tar-
toméanyokat 6nmagukba leképezé folytonos leképezések egyik legfontosabb tulajdonsaga.
Hasonloan, a fixpont létezése az altalanos egyenstlyelmélet alapja.

2. A Brower-féle fixponttétel azonban nem mondja meg, hogy miképp lehet a
fixpontot megtalalni. Scarf (1967) algoritmust ad a kozelits fixpont megtalalasara:
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tetszolegesen kicsiny pozitiv e-ra egy olyan z° pontot szolgaltat, amelyre ||x° — f(x°)|| <
€. Lehetséges azonban, hogy z¢ tavol esik barmely x° fixponttol.

3. A zartsag és a korlatossag szerepe nyilvanvald, a konvexitasét egy egyszerd
példan mutatjuk meg.

3.1. példa. Nincs konvexitds = nincs fixpont. Legyen X egy sikbeli koérgytir,
melynek pontjaira teljesiil 1 < 22 + 22 < 4. Legyen f a korgytird 90°-os elforgatasa
az origd koril. X korlatos és zart (de nem konvex), f folytonos, f(X) = X, de f-nek
nyilvan nincs fixpontja. (Az 22 + 23 < 4 kérlemeznél 0 = £(0) lenne a fixpont!)

3.2. példa. A koztes érték tétele. Skalar fliggvény esetén (n = 1) a 3.1. tétel a jol
ismert Bolzano-tételre vezet. Valoban, ekkor X = [a,b], s az f(z) — = fliggvény a-ban
nem negativ, b-ben nem pozitiv, azaz egy kozbiils6 x° € X helyen nulla, (3.2).

Dinamikus vizsgalatokban azonban nem szoritkozhatunk csupéan az egyensuly léte-
zésének elemzésére. Tudnunk kell azt is, hogy stabil-e a fixpont, azaz a fixpontbol kiviil
indul6 palyak tartamak-e a fixponthoz.

Globalis stabilitas

Globalis stabilitasnal a konvergenciat tetszéleges kezdépontra kell bizonyitani. Egyelére
feltessziik, hogy létezik (legalabb) egy fixpont. Foltesszikk még, hogy f : & — X
fiiggvény, ahol X kompakt halmaz R"-ben.

Ljapunovtol szarmazik az az elgondoléds, hogy anélkiil is vizsgalhaté a stabilitas
(Molnar et al., 1992), hogy a megoldast meg tudnank (vagy meg kellene) hatarozni,
kvalitativ elmélet. Csupan egy olyan pozitiv fiiggvényre van sziikség, amellyel mérve a
tavolsagot a fixponttol, a fiiggvény csokken. Szabatosan megfogalmazva: egy folytonos
V : X — R fiiggvényt Ljapunov fiigguvénynek neveziink az f fiiggvényre nézve, ha

(i) a V fiiggvény a fixpontban nulla, kiilénben pozitiv:

V(z"o) =0 és Viz) >0 (x#x°);

és
(ii) lényegében minden (x,f(x)) allapotparban V' csokken:

VIf(z)] < V() kivéve, ha x = z°.

3.2. tétel. (Lyapunov, 1893.) Ha létezik egy Ljapunov-fiiggvény a dinamikéra
nézve, akkor a fixpont globalisan stabil.

Megjegyzések. 1. Altalaban nehéz talalni Ljapunov-fiiggvényt, specialis esetek-
ben azonban vannak moédszerek, amelyek segitenek. Példaul minden stabil linearis
rendszerre létezik egy kvadratikus Ljapunov-fliggvény. Konkrétan: tekintsiik az 1.8.
feladatban megadott spirél esetét, ahol V(z) = |z| egy Ljapunov-fiiggvény: csokken, ha
p < 1 és novekszik, ha p > 1.

2. Erdemes megemliteni a Ljapunov-tétel fizikai hatterét: disszipativ rendszerben
(ahol a mechanikai energia egy része mas fajta energiava alakul 4t), a mechanikai energia
mindaddig csokken, amig a rendszer el nem éri az egyenstilyi allapotat.
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Bizonyitas. Legyen zy € X tetszbleges kezdd allapot és legyen {x;} a beldle
indul6 palya. Ha a palya valamikor beleugrik a fixpontba, akkor a stabilitas trivialis. A
tovabbiakban kizarhatjuk ezt az esetet. Ekkor a {V(x;)} sorozat pozitiv és csdkkend,
tehat van torlodasi pontja, amelyet V*-gal jeloliink. Mivel X kompakt, tartalmaz lega-
labb egy konvergens részsorozatot: {z;, }, amelynek hatarértéke z*. Mivel V' folytonos
figgvény, V(2*) = V* és { f(x¢,)} konvergél f(z*)-hoz. De {V'(z;)} is konvergens, tehat
a két torlodasi pont azonos: V(z*) = V[f(z*)]. A (ii) tulajdonsag értelmében x* = z°.
Ha minden részsorozat ugyanoda tart, akkor a teljes sorozat is konvergens. [

Lokalis stabilitas

A globalis konvergenciaval szemben, a lokalis stabilitas csak a fixpont megfelelen kis
kornyezetébsl induld palyak konvergenciajat szavatolja. Legyen f(x) folytonosan diffe-
rencialhato fliggvény egy x° fixpontban, és legyen

M =Df@"), w=f(a°) - Mz,
ahol D a differencial-operator. Ekkor az
Ty =Mxi1 +w

rendszert a (3.1) rendszer linearizdlt részének nevezziikk. Most kimondjuk az 1.4. tétel
nemlinearis altalanositasat:

3.3. tétel. A diszkrét idejii, nemlinedris (3.1) dinamikus rendszer lokalisan stabil
az x° pontban, ha a linearizalt rész stabil, azaz a matrix spektralsugara kisebb, mint 1:

p(M) < 1.

Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy folytonos jobb oldali differencia-
egyenlet-rendszer jobb oldalat kicsit megvaltoztatva, adott iddszakban a megoldas is
csak kicsit valtozik. A 3.3. tétel ezt a folytonossagot terjeszti ki az egész idGtengelyre,
egyenletesen.

2. A tétel kiegészitése is fontos: a rendszer lokalisan instabil, ha a linearizalt rész
instabil: p(M) > 1. Mi van akkor, ha p(M) = 17 Hasonlbéan az analizishez, amikor a
lokéalis szélsGértékrsl semmit sem tudunk mondani, ha a masodik derivalt nulla, ilyenkor
tovabbi vizsgalatokra van sziikség.

Bizonyitasi alapdtlet. A 3.3. tétel folytonos idejti valtozatarol az 5.3. alfe-
jezetben szolunk, s ekkor részletesebben szolunk a bizonyitasrol. A dolog lényege az,
hogy stabil linearis rész esetén szerkeszthets Ljapunov-fiiggvény, amelynek segitségével
a stabilitas igazolhato.

A skalar esetben megadjuk a teljes bizonyitast is. Legyen x° = 0, akkor f(z) =
Mz +9(z), ahol lim, 0¥ (x)/x = 0. Ismét V(z) = 22 a jeldltiink a Ljapunov-fiiggvény
szerepére. Akkor a nemnegativitasi feltétel teljesiil és a monotonitasi feltétel V[f(x)] <
V(x), azaz M?2% 4+ 2Mxd(x) + 9(z)? < 22 is 4ll, ha ¢ = J(x)/x-ra teljesiil

V1— M2 1—M2}
> 4] )

€<min[
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Ehhez elegendd, ha |z| elegendGen kicsiny. ]

A fejezet hatralévs részében alapvets szerepet jatszik a legegyszertibb nemlinearis
fiiggvény.

3.3. példa. Logisztikus egyenlet: Legyen n =1 és

flx)=ax(l—2z), O0<z<1 és 0<a<4

MiikédSképesség: 0 < f(x) < f(1/2) = a/4 <1 < 0 < a < 4. Fixpont: 2° =
1 —1/a (és a trivialis ° = 0). Lokalis stabilitas: f/(z) = a(1 — 2z) = f/(z°) =2 — q;
stabilitasi tartomany: 1 < a < 3. (A trivialis z° = 0 fixpont instabil: f/(0) =a > 1.)

Ismét globalis stabilitas

A kovetkezd tételben visszatériink a globalis stabilitashoz, de olyan erds feltevések mel-
lett, hogy a fixpont létezését és egyértelmiiségét nem is kell f6ltenniink, mert bizonyit-
hatjuk.

Ehhez sziikségiink lesz a kontrakcié fogalmara. Egy f : R™ — R" leképzést a
korlatos és zart (kompakt) X halmazon kontrakcidnak (zsugoritasnak) neveziink, ha
f(X) C X és a képpontok tavolsaga kisebb, mint a targypontoké:

(3.2) 1f (@) = fWIl <llz—yll,  ha  z#yed.

Megjegyzés. Az X halmaz kompaktsaga és a norma folytonossédga miatt — a
Weierstrass-tétel értelmében — (3.2) élesithetd: van olyan 0 < ¢ < 1 valos szam, amelyre

1f(z) = F@WIl <dlle —yll,  ha  zFyed.

Ha a fenti képlettel definidljuk a kontrakciot, akkor nincs sziikség az X’ halmaz korlatos-
sagara.

Most méar kimondhathat6 a nevezetes

3.4. tétel. (Banach-féle fixpont tétel.) Ha az f fiiggvény kontrakcié az X

kompakt halmazon, akkor a (3.1) rendszernek pontosan egy fixpontja van, s ez glo-
balisan stabil.

Megjegyzés*. Ez a tétel altalanosabb terekre is érvényes, ahol a tér elemei nem
végesdimenzios vektorok, hanem példaul az A. fliggelék végén emlitett folytonos fiiggvé-
nyek. A leképezések példaul az 5. fejezetben targyalando differencidlegyenlet megoldé-
sanak fokozatos megkozelitései, s a hatarérték a differencidlegyenlet pontos megoldésa
(5.2. tétel), de alkalmazasként a 7.1. alfejezetet is emlithetjiik.

sz 0z

o1 — 2|l = [[f(20) = fl@e-1)|] < Oz — wea|| < 8|21 — @0]|-
Innen u > t-re a hdromszogegyenlGtlenség ismételt alkalmazasabol adodik

u—1
(st
|Z0 = ze|| < |0 = Ty ||+ [[Te41 — 2] < gékllwl — 2ol < 75

|21 — 20l].
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Tehat {x;} Cauchy-sorozat, létezik X-beli hatarértéke: xz°. Az f folytonossaga
miatt x° = lim; z; = limg f(2;—1) = f(x°), tehat x° fixpont. Indirekt modon belatjuk,
hogy csak egy fixpont van. Legyen legaldbb két kiilonbozd fixpont: y° # x°. Ekkor
|2 =321l = |[f (2°) = f(W)Il < [l2® = y°||, ellentmondas. |

Megjegyzések. 1. n = 1 esetén egy sima f leképezés a korlatos és zéart I szakaszon
kontrakcio, ha ||f'(z)|| < 1, x € I. Valdban, a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
minden (z,y) parhoz van olyan z, amely x és y kozott van, és amelyre || f(z) — f(y)|| =
L I e =yl < [lz = yll.

2. n > 1 esetén még linearis f(x) = Mz + w leképezés esetén sem egyszeri
megadni a kontrakcio sziikséges és elégséges feltételét (lasd Halmos, 1958, vagy Young,
1970, 3.7. alfejezet). A transzforméacio-normakrol mondottakbol vilagos, hogy a linearis
elméletben megismert spektralsugarra vonatkozé p(M) < 1 egyenlStlenség szikséges
feltétel, az ||M|| < 1, illetve ||M*|| < 1 pedig elégséges (v6. 1.8. tétel).

3. Valojaban itt az V(x) = ||z — z°|| fliggvény egy Ljapunov-fiiggvény.

A kovetkez§ feladatok a kontrakcids-elv alkalmazhatosaganak korlatjait mutatjak
meg.

3.1. feladat. Nincs fixpont. a) Lassuk be, hogy az f(z) = = + (1 + e*)~! fiigg-
vénynek nincs fixpontja (—oo,00)-ban, bar 0 < f/(z) < 1 minden valos z-re teljestil! b)
Miért nem alkalmazhat6 a kontrakcios tétel?

Skalarfiiggvények esetén jol hasznalhato az an. Lamerey-lépcsé (Arnold, 1984, 18.
abra), amely a sikbeli {(z,f(x¢))} és {(z¢,2¢)} pontsorozatokat 6sszekotd vizszintes és
fiiggsleges szakaszokbol allo lépess. Példaul az xp pont képe f(xg): (x0,0) pontbol
egy fiiggsleges egyenes visz az (xo,f(zp)) pontba. Innen egy vizszintes egyenes az y =
x egyenesbdl kimetszi az (x1,r1) pontot: x1; = f(xg), ahonnan ujabb fiiggsleges és
vizszintes egyenesek jonnek. A 3.1. és a 3.2. abra két logisztikus fiiggvényre bemutat
egy ilyen lépcsst (lasd még 3.3. feladat). (Kozgazdaszok a pokhalo-elméletbdl ismerik,
amelyet els6ként talan Ezekiel (1938) targyalt.)

3.2. feladat. Négyzetgyokvonas. Egy [ pozitiv szdm pozitiv négyzetgyokét a
kovetkezd iteracios eljarassal szamithatjuk ki:

1
$t:—<xt—1+ ﬁ)a
2 Ti—1

ahol zg egy tetsz6leges pozitiv szam.

a) Bizonyitsuk be az eljaras konvergencidjat a Lamerey-1épcss segitségével a 5 <
o < oo tartoméanyra! b) Bizonyitsuk be, hogy a leképezés kis z-ekre nem kontrakcio,
de az eljaras mindig 3 négyzetgytkéhez konvergal!

3.3. feladat.* a) Igazoljuk, hogy a logisztikus leképezés fixpontja lokalis stabilités
esetén (1 < a < 3) globalisan is stabil! (Valasszuk szét az a < 2 és az a > 2 esetet; a
3.1. és 3.2. abra alapjan nézziik meg kiilon, hogy mi lesz az els§ iteraciok utén!) b)
Milyen a konvergencia-sebesség az a = 2 értéknél?

Most egy olyan példat mutatunk be, ahol a lokalis stabilitasbol nem kovetkezik a
globalis stabilitas.
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3.4. példa. Legyen f(z) = (23 +1)/3. a) A 3.3. abra szerint hdrom fixpont van,
jelik By, e, ahol —2 < < -1 <0< v <1<e<2és b)csak a kozépss lokalisan
stabil, s vonzasi tartoménya ((,).

a) Egyszerii szamolassal megallapithato p(z) = f(x)—x elGjele a kovetkezs pontok-
ban: p(—2) <0, p(—1) > 0, p(0) > 0, p(1) < 0, p(2) > 0. Azaz a harom fixpont tényleg
a fent lefrt moédon helyezkedik el. b) f/(z) = 22, azaz f pontosan a (—1;1) intervallum-
ban kontrakcio, s ott a rendszer stabil. A hianyz6 (5, — 1) és az (1,7) intervallumbeli
kezdgsértékekbdl induld palyak stabilitasa konnyen belathato: f/(z) > 1 miatt példaul
xo € (B, — 1) esetén [ < xg < f(xg) < 0 miatt a keletkezd sorozat el6bb-utobb belép a
(—1,0) intervallumba. A (—o0,f3) és az (g,00) szakaszokbol indul6 palyak —oo-ba, illetve
oo-ba tartanak.

Megjegyzés. Magasabb fokt polinomokat vagy bonyolultabb fliggvényeket hasz-
néalva tobb lokélisan stabil fixpontot is kaphatunk.

3.2. HATARCIKLUSOK

c 0,

gyobb természetes szam. Egy x1, xo, ..., xp vektorsorozatot az f rendszer P-periodusi
ctklusanak nevezziik, ha az x1-bdl indul6 palya xo, ..., xp-n keresztiil visszatér x;-be.

Nemcsak a fixpont, de a ciklus is lehet stabil. Egy x1, ..., xp ciklust az f rend-
szer P-periodusi lokdlis hatdrciklusanak neveziink, ha az x; kozelében induld palyak
rasimulnak a ciklusra. Képletben:

(3.3) Ha  y; ~uxq, akkor klim YkP+Q = TQ,
—00

ahol k és Q egészek, 1 < Q < P.

Megjegyzések. 1. Vegyiik észre, hogy az x1, x2, ..., zp ciklus azonos az
xg, ..., xp, x1 ciklussal. Ezért a konvergencia (3.3) definiciojanal 6vatosan kell el-
jarnunk.

2. Globdlis hatdrciklus esetén magjdnem tetszéleges indulo allapotbol induléd palyatol
megkoveteljiik a konvergencidt. Lehetnek azonban kivételes indulé allapotok, példaul
egy instabil fixpont, amelybdl nyilvan nem mozdul ki a rendszer.

A fixpont és a ciklus kozti hasonlésagot az f fliggvény iterdltjainak segitségével

érthetjiik meg, amelyeket rekurzidval definidlunk:

)= f@), fx) = f(f(@),.- . f' (@) = F(f7H (=)
Megjegyezziik, hogy x)t = f*(x¢).

3.5. tétel. Ciklus és fixpont. a) A (3.1) rendszernek az xi, xa2, ..., xp sorozat
akkor és csak akkor P-periédusi ciklusa, ha a

2= fF(z-1)

P-iteralt rendszernek g a QQ-adik nemtrivialis fixpontja:

zg = fP(zq) # flzg), Q=1,...,P.
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b) Az a) ciklus akkor és csak akkor lokélisan stabil (hatarciklus), ha a megfelel6
fixpontok stabilak, azaz, ha a megfelel6 matrix stabil:

(3.4) pIDf(zp)---Df(z1)] <1.

Bizonyitas. a) Trividlis. b) A 3.3. tétel szerint p[Dff(x1)] < 1, s a széban forgo
matrix a lancszabaly szerint D f(zp)--- D f(x1)-gyel egyenls. ]

A P-ciklus P kiilonb6zo alakjaval kapcsolatos a

3.4. feladat.®* Mi torténik, ha az zo, ..., xp, 1 ciklusra irjuk {6l (3.4)-et?
(Bizonyitsuk be, majd hasznaljuk ol azt a linearis algebrai tételt, hogy ha A és B n X n-
es matrix, akkor az AB és a BA matrixnak azonosak a sajatértékei, Young, 1970, 2.1.11.
tétel!)

A kovetkezs példaban egy 2-hatarciklust hatarozunk meg.
3.6. példa. Iteralt logisztikus egyenlet. 2-hatarciklus: A 3.5. tétel alapjan

fA(x) =af(x)1 - f(2)] = ®*z(1 — 2)(1 — az + az?), 0<z < 1.
2-ciklus: x; = f2(x;), i = 1,2 és 2; # 2°. A kapott a323 — 2a32% + a?(1 + a)x — a® =

0 harmadfoku egyenletet elosztva a(z — x°) els6fokta gyoktényezével, egy masodfoki
egyenlethez jutunk: a?z? — a(a + 1)z + (a + 1) = 0, melynek két valés gyoke van:

(a+1)£+/(a+1)(a—3)
2a ’

T1,2 =

mindketts 0 és 1 kozé esik, ha 3 < a < 4.
Stabilitas: (3.4) szerint f2 (x;) = /(1) f'(22) = —a2+2a+4, stabilitasi tartomany:
1% (2:)] < 1, azaz 3 < a < 1 + /6.

Megjegyzés. A 3.8. tételben latni fogjuk, hogy nagyobb a-kra 4-, 8-, 16-, stb.
hatéarciklusok jelennek meg, melyek Osszetevéi redukalas utan 4-ed, 8-ad, 16-od, stb.
foku egyenletekben jelennek meg. Az els6k kivételével ezeket azonban explicit alakban
nem tudjuk mar elgallitani. (Négynél magasabb foku algebrai egyenletek altalaban nem
oldhatok meg zart alakban!) Ezért itt méar elvileg is szamitogépes modszerekre vagyunk
utalva! (A gyakorlatban mar a négyzetgyokvonas is kozelité modszerekkel torténik, lasd
3.2. feladat!)

Attraktor és kvaziciklus

A fixpont és ciklus utan kovetkezne a kvéaziciklus attekintése, amelynek lineéris valto-
zatarol az 1.10. tétel utdn szoéltunk. Nemlinearis esetben csak topologiai eszkozokkel
tudnank pontosan definidlni a fogalmat. Mindenekel6tt az attraktort kell korilirni. Itt
pontatlanul azt mondjuk, hogy az A halmaz az f rendszer attraktora, ha minden a € A-
ra létezik egy olyan z, € X kezdgallapot, hogy a belsle induld {f%(z,)}: palyanak
az a pont torlodaspontja. Szintén pontatlanul azt mondjuk, hogy az f leképezésnek
kvdziciklikus attraktora van, ha az f leképezés az attraktorra lesziikitve topologiailag
hasonlit a kor mar emlitett irracionalis forgatésidhoz.
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3.3. KAOSZ

Most olyan nemlineéris rendszereket fogunk tanulmanyozni, amelyek se nem stabilak,
se nem ciklikusak, se nem kvazi-ciklikusak, hanem kaotikusak. [Részletesebben lasd
Szépfalussy és Tél (1982), valamint Devaney (1989)].

Kezdéértékre valo érzéketlenség

Természetesnek tiinhet, hogy a dinamikus rendszer palydja alig valtozik, ha a kezd&ér-
ték kicsit valtozik. Ezen alapul a Laplace-féle determinizmus: ha ismerjiik a rendszer
kezdgsallapotat és mozgasegyenletét, akkor tetsz6leges miltbeli vagy jovébeli pillanatra
meghatarozhato a rendszer allapota. Ennek egyik legsikeresebb példaja az volt, amikor
Leverrier (és Adams) szamitésai alapjan a csillagaszok 1846-ban folfedezték a Neptunt.
A (3.1) dinamikus rendszerrsl azt mondjuk, hogy az zy pontban érzéketlen a kezddér-
tékre, ha a) a palya korlatos és b) kozelrsl indulo palyak mindig kozel maradnak egymés-
hoz. Képletben: minden € > 0 szamhoz létezik olyan 0. > 0, hogy ha ||zg — yo|| < J¢,
akkor ||z, —wl| <e,t=1,2, ...

Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy egy korlatos linearis rendszer minden
pontjaban érzéketlen a kezdGértékre. Valoban, az a) feltétel miatt csak olyan rendszere-
ket kell tekinteniink, melyeknek a sajatértékei abszolit értékben nem nagyobbak, mint
1[(1.21)]. Emiatt az eltérések tetszoleges kicsinek tarthatok.

2. Ha nem tennénk f6l a korlatossagot, akkor szamos linearis rendszer nem lenne a
kezdGértékekre érzéketlen. Valoban, legyen x; 1 = 2x;. Ekkor kis § esetén az xg = 9§ és
a 0 kezd6érték nagyon kozel van egymashoz, de a beléliik indulo 2t§ és 0 palyak egyre
messzebb keriilnek egymastol. Ebben semmi meglep6 nincsen, s a tovabbiakban nem
foglalkozunk nem korlatos rendszerekkel.

3. Emlékeztetsiil: még olyan jol viselked6 nemlinearis rendszer is érzékeny néhany
kezdGéllapotra, amelynek globalis hatarciklusa van; az instabil fixpontbol indulé pa-
lya a fixpontban marad, de akarmilyen sziik kornyezetébdl indul6 6sszes tobbi pélya a
hatéarciklushoz tart: a 3.5. példa.

Kaosz

Eddig kizarolag klasszikus fogalmakkal foglalkoztunk, amelyeknek 6nmagukban sem-
mi koziik sincs a kdoszhoz. Most ratériink az alfejezet kézponti fogalomcsoportjara.
A (3.1) dinamikus rendszerrdl azt mondjuk, hogy az xg pontban érzékenyen fiigg a
kezddértéktol, ha a) az xg kornyezetébdl induld palyak korlatosak, és b) kozelrdl indulo
palyak nem mindig maradnak kozel egyméashoz. Képletben: van olyan € > 0 szadm, hogy
tetszGlegesen kicsiny § > 0 esetén létezik olyan természetes ts5 szam és yq allapotvektor,
hogy hiaba teljestil ||zo — yo|| < 0, mégis igaz ||z, — yi,|| > €.

Egy dinamikus rendszert valdban kaotikusnak neveziink, ha pozitiv valoszintiséggel
a palya érzékenyen fligg a kezdGértéktdsl.

Koréabbi megfigyelésiink szerint csak nemlinearis fliggvényeknél talalkozhatunk ka-
osszal.

Egy valoban kaotikus rendszer legalabbis egy pozitiv mértékid kezddsallapot-
halmazon rosszul viselkedik. Ez azt jelenti, hogy a rendszerre pozitiv valészintiséggel
nem érvényes a laplace-i determinizmus. Az elv annak ellenére nem érvényes, hogy na-
gyon egyszert, kis-szabadsagfoku rendszerrél van sz6. Ezt a koriilményt még 1900 el6tt
Poincaré folismerte az in. haromtest probléma kapcsan, de ez tobb évtizedig elsikkadt.
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Egyébként a kaotikus dinamikédnak szémos definici6ja van, ezek koziil még egyet
korvonalazunk. Egy dinamikus rendszer topologikusan kaotikus, ha a) végtelen sok
kiilonb6z6 periddusn ciklusa van, b) megszamlalhatatlanul sok aciklikus (nem ciklikus)
palyaja van, és c) az aciklikus péalydk mind egymastol, mind a ciklusoktol idénként
hatarozottan eltérnek.

Vannak olyan topologikusan kaotikus rendszerek, amelyek nem val6di kaotikus
rendszerek (példaul a késgbbi 3.6. példa). Ezek a rendszerek hosszi tdvon elég rosszul,
kiszamithatatlanul viselkedhetnek bizonyos kivételes kezdGallapotokra, de aszimptotiku-
san jOl, kiszamithatdan viselkednek a legtobb kezdGallapotra. (Rdévid tdvon viszont sok
kezdgallapotnél is rosszul viselkednek!) Mind a val6di, mind a topologikusan kaotikus
dinamikén beliil tovabbi megkiilonboztetést tehetiink: (i) Egy kaotikus dinamikus rend-
szert aciklikusnak (egyszerinek) neveziink, ha a hosszu tava viselkedést leird attraktor
oszefliggd. (ii) Egy f rendszert p-periddussal kaotikusnak neveziink, ha az iteralt fP
rendszer egyszeriien kaotikus, p > 1.

Megjegyzések. 1. A furcsa viselkedés erGsebben érvényes az egyszert kaoszra,
és gyengébben érvényes a ciklikus kdoszra, ahol legalabb azt tudjuk, hogy a rendszer
aszimptotikusan az Osszefliggs A, halmazbol az Gsszefiiggs A,41 halmazba ugrik, ¢ =
1, 2, ey Dy .Ap_|_1 =A1.

2. Lehetséges, hogy az A, halmazok olyan kicsik, hogy p > 1 esetén gyakorlatilag
ciklussal allunk szemben (4.8. példa), p = 1 esetén pedig fixponttal.

Most pedig bemutatjuk az a = 4 paraméterértéki logisztikus fliggvényt egyszert-
sitetten szemléltets sdtor-leképezést:

2, ha 0 <z <1/2;
(3.5) f(f”’)_{z—zx, ha1/2 <z < 1.

Széban: a fiiggvény az elsG intervallumban linearisan né, a masodikban linearisan csok-
ken, 0 és 1 kozott.
Ismerkedésként kezdjiik a kovetkezs feladattal.

3.5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a satorleképzés a) igazi fixpontja 2° = 2/3 és
b) 2-ciklusa x1 = 2/5 és xo = 4/5, ¢) két 3-ciklusa van: {2/9,4/9,8/9} és {2/7,4/7,6/7},
d) mindegyik instabil!

Belathato a
3.6. tétel. (Ito et al., 1979.) A (3.5) satorleképezés kaotikus.

Bizonyitas helyett. Konnyen belathato, hogy a t-edik iteralt fiiggvény 2t — 261
db. egyenld hossziusagi szakaszon né/csokken linearisan 0 és 1 kozott, a paratlan sor-
szamu szakaszokon né, a parosokon csokken. A fixpontok szama 2!, ebbél a 0 mellett
2k—1 szamu fixpont a k-adik iteracional megjelens 25~ '-ciklust adja, k =1, 2, ..., t-re
(3.4. abra). A kezdeti értéktdl valo érzékeny fliggés most jol lathato. Akarmilyen kozel
fekszik az xg és az yo kezdGérték egymashoz, létezik egy s/2' alaki osztopont, (s és t
természetes szam), hogy az u > t iteraci6 utan x,, és y, kiilonbozd agra kertl. ]

A logisztikus leképezés csak a legegyszertibb esetben kezelhets elemileg.
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3.6. feladat. Az z; = sin® ¢, transzformacio segitségével vizsgaljuk meg az z; =
4y 1(1 — x4—1) leképezést! A 3.5. abra az eredeti, a 2. és a 3. iteraltat abrazolja.
Figyeljik meg a hasonlésagot a 3.4. abraval!

Mit mondhatunk az iteraciok hatarértékérdl, ha altalanos skalarfiiggvénnyel dolgo-
zunk?

3.7. tétel. Legyen f egy egycsicsi és sima fiiggvény, amely az I = [a,b] valos
intervallumot énmagéara képezi le. Tegytik f6l, hogy a fiiggvénynek van 3-ciklusa, azaz
egy olyan c pontja, amelyre

fle)# f2(e) # fo) =«

a) (Sarkovszkij, 1964.) Ekkor barmely, 1-nél nagyobb természetes P szamra a
rendszernek van P-ciklusa.
b) (Li és Yorke, 1975). Ekkor a rendszer topologikusan kaotikus.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas meglehetésen hosszadalmas, de nem igényel mély
eszkOzoket. Meglepd, hogy a tételt nem fedezték {6l joval korabban.

2. Sarkovszkij némileg t6bbet bizonyitott, mint amit a)-ban kimondtunk: létezik
az 1-nél nagyobb természetes szamoknak egy univerzalis ( f-t6] fliggetlen) rendezése. Ha
a rendezésben P megel6zi Q-t, és a rendszernek van Q-ciklusa, akkor van P-ciklusa is.
A némileg bonyolult rendezés ismertetése helyett megelégsziink azzal, hogy 2 az els6, és
3 az utolso elem.

3. Konnyen belathato, hogy szémos fiiggvénynek van 3-ciklusa (példaul az alabbi
3.6. példa), de nagyon meglepd, hogy minden P-re van P-ciklus. Képzeljiink el egy
olyan {x1 p,xz2. p,...,opp}P_o kettds sorozatot a (0,1) intervallumban, amelyben f :
ry,p 7 I2p — ... >Tpp — TP, P=2, 3,

Nem lenne csoda, hogy egy ilyen rendszer vadul viselkedne, ahogyan Li és Yorke
allitja. Valoban? A valaszt a szamitogépes szimulacié adja. Ez segit az analitikus
vizsgalatokban alkalmazott fliggvények tulajdonsagainak megallapitasaban és gyakran
potolja az analitikus elemzést. A szimuléacié tovabbi el6nye, hogy megvilagit bizonyos
mennyiségi viszonyokat.

ElGszor csak egy dinamikus rendszer néhany palyajat tanulmanyozzuk.

3.7. feladat. A logisztikus egyenlet néhany palyaja. Irjunk egy szamitogépes
programot a logisztikus egyenlet viselkedésének tanulmanyozasara a kovetkezd paramé-
terértékeknél! a =1; 2; 3; 3,5; 3,839 és 4. Kisérletezziink a kezdGértékekkel!

3.6. példa. Egy vagy végtelen sok ciklus? Legyen a = 3,839. a) Ekkor az
21,3 = 0,149888, 223 = 0,489172 és x3 3 = 0,959299 sorozat globalisan stabil 3-ciklust
alkot. b) Kovetkezésképpen az 6sszes tobbi P-ciklus (P = 2, 4, 5, ...) lokalisan instabil.

A 3.6. példaban lattuk, hogy el6fordulhat, hogy végtelen sok kiilonb6z6 ciklus
van, de koziliik csak egy stabil. Az elméleti megértéshez sziikségiink lesz a kovetkezd
fogalmakra. Legyen f egy I intervallumon definialt, 3-szor folytonosan differencialhaté
fiiggvény. A fiiggvény Schwarz-féle derivdltjat a kovetkezd kifejezés adja:

_ fm($> B 3]”/(%')2
fix)  2f(x)*
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Ha f'(z) = 0, akkor tovabbi elemzés sziikséges S(f) meghatarozasara.

A ¢ pontot az f fliggvény kritikus pontjinak nevezziik, ha f’(c) = 0. Peéldaul
a logisztikus fiiggvényre S(f) = —6/(1 — 2x)? és egyetlen kritikus pontja ¢ = 1/2.
Ertelemszertien S(c) = —oo. Belathato, hogyha f és g két sima fiiggvény negativ
Schwarz-féle derivalttal, akkor az fog kompoziciojuk is ilyen. Ezen alapul a

3.8. tétel. (Singer, 1978.) Ha f az I intervallum énmagéra valé sima leképezése,
f-nek egyetlen egy kritikus pontja van és a Schwarz-féle deriviltja negativ (beleértve a
—oo-t), akkor legfeljebb egy stabil ciklusa lehet.

Megjegyzés. Belathato (Grandmont, 1986), hogy ha létezik stabil ciklus, ak-
kor a kritikus pont iterdltjai konvergalnak hozza. Némileg erdsebb feltevések mellett a
lokalisan stabil ciklus majdnem globalisan stabil.

Bifurkaci6
A logisztikus egyenlet stabil fixpontjarol, valamint 2- és 3-hatéarciklusarol mondottakat
folytatjuk (3.3. feladat és 3.5., 3.6. példa), és alkalmazzuk a 3.8. tételt.

3.9. tétel. Logisztikus egyenlet. Az xy = axy—1(1 — x4_1) logisztikus leképezés-
nek

a) 1 < a < 3 esetén egyetlen globélisan stabil fixpontja van;

b)3 < ar < a < apy1 < 3,57 esetén egyetlen globélisan stabil, 2*-ciklusa, véges
szamii instabil 2"-ciklusa (h =1, 2, ..., k — 1) és egy instabil fixpontja van;

¢) 3,57 < a < 4 esetén bizonyos paraméterértékeknél végtelen szamii (kiilbnb6z6 pe-
riédusi) instabil ciklusa, mégtobb aperiodikus palyaja van: hol topologikus, hol val6ban
kaotikus dinamikarél tantiskodva.

Bizonyitas helyett. A bizonyitas nagyon bonyolult és mély matematikai eszko-
zoket igényel, ezért csak utalunk a 3.7. tételbeli sator-leképezésre. A dolog lényege
az, hogy a novelésével a k-adik iteralt fliggvény a fixpontok kozelében hasonlova valik
elédjéhez, lasd Szépfalussy és Tél (1982); Devaney (1989).

Megjegyzések. 1. Sokan elfeledkeznek arrol, hogy a logisztikus egyenletnek min-
den a-ra legfeljebb egy hatarciklusa lehet, azaz a tobbi ciklus lathatatlan. S&t, az is
el6fordul, hogy a hatarciklus majdnem globélisan vonzo.

2. Nem eleve vilagos, hogy a kaotikus (3,57;4] intervallum pontjai paraméterként
milyen dinamikat szarmaztatnak. Jakobson (1981) azonban igazolta, hogy pozitiv mér-
téki halmazon a logisztikus egyenlet igazi (ergodikus) kdoszt ad.

Erdemes egy vagy néhany palya helyett az Gsszes paramétert egyszerre és aszimp-
totikusan vizsgélni. Ezt a megoldast alkalmazza a

3.8. feladat. Bifurkacios diagram. Irjunk egy szamitogépes programot a logiszti-
kus egyenlet aszimptotikus viselkedésének tanulmanyozéasara: az a paraméter a h = 0,01
lépéskozzel fussa be a [2,7:4] szakaszt! a) Minden a-ra a kezdgérték legyen x = 0,6 és
az elsé 200 allapotot dobjuk el (4tmeneti allapotok), a harmadik 100 &llapot értékét
rajzoljuk kil

b) Javithatjuk a kép élességét (meggyorsithatjuk a konvergenciat), ha az a futas
kezdGértéke az a — h futas végértéke (3.6. abra).

3.9. feladat. Onhasonlosag. Nagyitsuk ki a 3.6. abrat paldaul a 3,841 < a < 3,857
és 0,13 < a < 0,18 téglalapban. A 3.6. és 3.7. abra Osszehasonlitasa azt sugallja, hogy a
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részkép az egész képhez hasonlit, s ez tovabbi nagyitas esetén is fennmarad: a jelenséget
onhasonlosdgnak nevezziik.

Ha a peridoduskettézés csupan a logisztikus egyenletre lenne jellemzs, akkor nem
sokat foglalkoznank sem vele, sem a periéduskettézéssel. Mivel univerzalis jelenség-
r6l van szo, a megallapitasok lényege érvényes minden egycsicsu és sima fliggvényre.
(Grandmont, 1986, 7. pontja tovabbi informaciokat tartalmaz a bifurkacio jelenségérol.)

Ergodicitas*

A sator-leképezésen jol szemléltethetd, hogy az egyedileg kaotikusan viselked6 péalyak
statisztikus szabalyossagoknak engedelmeskednek. Ezek koziil a legfontosabb a nagy
szamok torvényét altalanosito ergodicitas (példaul Day és Pianigiani, 1991). Legyen
v egy olyan abszolut folytonos — stirtiségfiiggvénnyel rendelkezé — valoszintiségi mérték
az [a,b] intervallumon, amely f-invaridins: v(f~'(A)) = v(A) minden mérhets A hal-
mazra. A v mértéket ergodikusnak nevezziik, ha minden v-integralhato fliggvényre az
aszimptotikus palyaétlag és a tératlag megegyezik:

lilgn % j_zlg(fj_l(a:)) = /gdl/ v—majdnem mindentt.

Példaul ha g = 14 az A halmaz indikatorfiiggvénye (1, ha = € A és 0 egyébként), és
vp(z0) az fi71(x) € A relativ gyakorisiga, akkor a relativ gyakorisag aszimptotikusan
tart az elméleti valoszintséghez: limy vg(xo) = v(A) v-majdnem mindeniitt.

A kovetkezd tétel elégséges feltételt nyujt ergodikus mérték létezésére.

3.10. tétel. (V6. Grandmont, 1986, 5. tétel.) Ha nem létezik stabil ciklus, és
létezik a kritikus pontnak egy olyan V' kérnyezete, amelybe az x*-bdl indulé palya soha
nem tér vissza, akkor létezik és egyértelmii a teljesen folytonos invarians valészintiségi
mérték, amely ergodikus.

Megjegyzés. Sajnéalatos moédon az ergodikus mérték létezése Gsszefér a kvazi-

ciklussal is (Medio, 1995).
Turbulencia

Egy f : I — I leképezést turbulensnek neveziink, ha I-nek létezik két olyan kompakt J
és K részintervalluma, melyeknek legfeljebb egy k6z0s pontjuk van és egyesitésiik része
a képiik metszetének: JU K C f(J) N f(K).

Koénnyen belathato, hogy mind az f(z) = 4z(1 — =), mind a satorleképezés turbu-
lens, J = [0,1/2] és K = [1/2,1] mellett. Figyelemre mélto, hogy egy ilyen egyszerti
fogalom milyen érdekes tulajdonsidgokat implikal.

3.11. tétel. a) Ha az f : I — I leképezés turbulens, akkor f-nek minden P > 1
természetes szamra van P-ciklusa.

b) Ha az f : I — I leképezésnek valamilyen paratlan P > 1 természetes szamra
van P-ciklusa, akkor f? iteralt leképezés turbulens.
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Kaosz a sikban

Mivel az els6rendii egyvaltozos rendszerek elmélete nagyon kidolgozott, a kaosszal fog-
lalkozo6 legtobb modell egyszertien az egyvaltozos egypupil leképezések elméletére épiil:
a konyvben ilyen a 4.1. és a B.1. alfejezet. A tobbvaltozos rendszerek tanulméanyozasa
még gyerekcipékben jar. A kozgazdasagtanban f6leg a Hicks-tipusu, also-fels§ korlatos
szabalyozasi modellek elemzésében sikeriilt elére jutnunk, szdmitogépes szamitésokra
tamaszkodva (4.2-4.5. alfejezet). A megoldas elve viszonylag egyszert: kivalasztunk
egy kitiintetett értéket, amelyrsl tudjuk, hogy rajta a rendszer egyik koordinataja elbb-
utoébb mindig athalad, s ezekben az atmetszési pontokban azt vizsgaljuk, hogy a masik
koordinata értékei két szomszédos metszéskor milyen kapcsolatban vannak egymaéssal.
Az igy kapott egyvaltozos monodromidt a kovetkezSképpen lehet definialni: tekintsiik
azokat a t-ket, amelyekre z1, = z} maximalis érték, és valasszuk az egymas utani ¢/
és t” indexet ezzel a tulajdonsaggal! Legyen J az xo . értékkészlete az x¢ megengedett
kezdeti allapotra. Ekkor zg = R[xg | a visszatérési leképezés. f és R viselkedése
kapcsolatban all egymassal: mindkettd ciklikus (vagy kaotikus) azonos paraméterér-
tékre (lasd Hommes, 1991).
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4. DISZKRET IDEJU NEMLINEARIS MODELLEK

Az 1. és a 2. fejezetbdl nyilvanvalo, hogy a linearis determinisztikus modellekben az
élet ,tul szép ahhoz, hogy igaz legyen”. Ebben a fejezetben a 3. fejezetre épitve nem-
linearis determinisztikus modelleket tanulményozunk, amelyekben nemcsak véletleniil,
hanem tipikusan is ciklusokat vagy bonyolultabb palyakat kapunk. A fejezet szerkezete
a kovetkez6: a 4.1. alfejezetben a szeszélyes novekedési ciklusok modelljét tanulmanyoz-
zuk, amely visszavezethet§ a 3.2. és 3.3. fejezetben vizsgalt logisztikus egyenletre. A
4.2-4.5. alfejezetben a 2.1-2.4. alfejezetben vizsgalt négy linearis modell nemlinearis
altalanositasat (az utolso esetben makrovaridnsat) elemezziik. A 4.6. alfejezetben az
elosztott varakozasokat vizsgaljuk, mig a 4.7. alfejezet a tanulsagokat Osszegzi.

4.1. SZESZELYES NOVEKEDESI CIKLUSOK
Ez az alfejezet egy egyszeri novekedési modellel foglalkozik (Day, 1982). Legyen y; az

egy f6re jutod kibocsatas a t-edik idGszakban és k; tékeallomany a t-edik idGszak végén.
Kapcsolatukat egy neoklasszikus f termelési fiiggvény irja le:

(4.1) yr = [ (k).
Legyen ¢; a fogyasztds és
(4.2) it = Yy — Ct
a beruhdzdas. Foltessziik, hogy a beruhéazas aranyos a kibocsatassal:
(4.3) it = LYy, tyr > 0.
Legyen d; az egy idGszakra jutd értékcsokkenés. Ekkor a tékeallomany dinamikéja
(4.4) ki =ki—1 4+ of(ke—1) — dy.

Az elemzést egyszertsitendd, foltessziik, hogy a selejtezés éppen az el6zd idGszakbol
orokolt tékeallomannyal egyenls:

(4.5) di = k—1.
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(4.5)-6t behelyettesitve (4.4)-be, adodik az
dltalanos alapegyenlet

(46) kt = Lf(kt_l).

Day (1982) a logisztikus egyenlethez akart eljutni, ezért modositotta a jol ismert
Cobb-Douglas termelési fiiggvényt:

(4.7) f(k) = Ak~ ahol A>0 és 0<a<l.

Foltette, hogy létezik egy maximalis t6keallomany (k*), amely mellett a kornye-
zetszennyezés olyan nagy, hogy a termelés nulla. Alacsonyabb tékealloménynal egy
(k* — k)7 tényezs csokkenti a tSketermelékenységét:

(4.8) f(k) = Ak~ (k™ — k)7, ahol v > 0.

(4.8)-at behelyettesitve (4.6)-ba, adodik a
parametrikus alapegyenlet:

(49) kt = LAk?_l(k* — kt_l)’y.

Nyilvanvalo, hogy a (4.9) jobb oldalan allo fiiggvény egycsucsi. Foltessziik, hogy
at, A, a, v és k* paraméterértékek olyanok, hogy a (4.9) leképezés a (0,k*) szakaszt
onmagaba képezi le. A 3.9. tétel altalanositasat alkalmazva, adodik a

4.1. tétel. (Day, 1982.) A paraméterértékektdl fiiggben stabil, ciklikus és kaoti-
kus palyak keletkeznek.

4.1. feladat. Logisztikus leképezés. A = 20, k* =1, a = 1 és v = 1. Mutassuk
meg, hogy ¢« = 0,1; 0,16 és 0,2 esetén rendre stabil, 2-ciklikus és kaotikus pélya keletkezik,
k_, =0,7!

4.2. feladat. Atmeneti kdosz. Mutassuk meg, hogy a 4.1. feladat paramétereit
megtartva, ¢ = 0,1919 esetén atmeneti kiosz keletkezik: k_; = 0,538 és k_; = 0,539!

Megjegyzés. 1. A logisztikus leképezést joval azelStt ismerték, hogy a kaotikus
dinamikéval valo kapcsolatat (3.9. tétel) folfedezték. Példaul Samuelson (1947, 291. o.)
taglalta e fliggvényt, de folytonos ideji keretben.

2. A B.6. példaban latni fogjuk, hogy Gale (1973) egészen kozel volt ahhoz,
hogy a logisztikus fiiggvény négyzetgyokén keresztiil folfedezze a kioszt az egyiittéls
nemzedékek modelljében, de elmulasztotta az alkalmat.

3. Goodwin (1967) nagyon népszert folytonos ideji modelljét diszkrét idejiivé ala-
kitva, Pohjola (1981) szintén a logisztikus egyenletet alkalmazta egy érdekes feladatra.
Linearis Phillips gorbéje azonban negativ béreket adott alacsony munkanélkiiliség ese-
tén. Pohjola csupan mennyiségi torzulasrol beszélt. Szerintem egy ilyen modell abszurd.
(Egyeldre nyitott kérdés, hogy létezik-e olyan nemlinearis Phillips gorbe, amely életké-
pes kaoszt szarmaztat. En csak azt tudtam igazolni, hogy a logisztikus egyenlet lineéris
transzformécioi esetén a feladat megoldhatatlan.)

4. Brody és Farkas (1987) a kaosz-elmélet érdekes kozgazdasagi alkalmazasa.

5. Két olyan Osszefoglalot emlitiink meg, amelyek nemlineéris dinamikus gazdasagi
modellek elemzésével foglalkoznak, a logisztikus egyenletre valé kdzvetlen és kozvetett
visszavezetéssel: Cugno és Montrucchio (1984), valamint Boldrin és Woodford (1990).
Lasd még a 8.3. és B.1. alfejezetet.
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4.2. NEMLINEARIS AKCELERATOR-MULTIPLIKATOR MODELL

Ebben az alfejezetben is a t&kés gazdasag beruhézasi ciklusait tanulmanyozzuk, de most
a 2.1. alfejezet modelljének nemlinearis valtozatan. Samuelson (1939b)-t kévetve, Hicks
(1950) otlete volt, hogy a tervezett linearis szabalyozast idében &llandé (szerkezeti),
kiviilrsl adott korlatok modosithatjak, azaz a rendszer csak szakaszonként linedris, azaz
nemlinearis. Ezt az Otletet alkalmazzuk majd a kovetkezs alfejezetekben is.

ELEMI MODELL

Rogton a relativ értékekre ugrunk. A (2.17) azonossagot egyszertien megismételjiik, a li-
nearis (2.2’) és (2.3") beruhazasi és fogyasztasi egyenletet most csupan tervnek tekintjiik,
melyre a P fels6 index utal.
Termelés-hanyad-azonossag

(410) Y = ’it + Ct.
Tervezett beruhdzdsi fligguény
(4.11) PP =i + B (Y1 — Vyi—2),

ahol ¥ az autonom fogyasztas és -beruhézas kézos novekedési tényezdjének a reciproka.
Tervezett fogyasztdsi fiigguény

(4.12) o =Py, 0<y<L

Hicks bevezette a beruhédzasok i' als6 és a GDP y" felsé korlatjat, amelyet nem
haghat at a rendszer.
Tényleges beruhdzds

Bl D _ .l

. 7 ha iy < i';

41 — ) t ’
(4.13) “ { iy, egyébként.

Tényleges fogyasztdis

Y — g, hacp i >y
4.1 =
(4.14) “ { ey, egyébkeént.

Rendezéssel adodik a kovetkezd
alapegyenletrendszer:

(4.15)  yi = f1(ye—1,y¢—2) = min{max[i® + B(yi—1 — Pyi—2),i'] + c* + Vyye—1,y"},

ahol y_o és y_1 adott.
Belathato, hogy a linearis modell egyensulya a nemlinearis modell korlatai kozott
fekszik:

(4.16) i°© > i és y° <y".
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Lokalis instabilitas és hatarciklus
Az els6 hicksi tételiinket bizonyitas nélkiil emlitjiik meg.

4.2. tétel. (Hicks, 1950.) Ha a linearis multiplikdtor—akcelerator rendszer stabil,
akkor nemlinearis variansa globédlisan is stabil.

Megjegyzés. A 3.4. példaban lattuk, hogy nemlinearis rendszerekben a lokélis
stabilitasbol nem kévetkezik a globalis stabilitas. Meglepd médon szamos korlatos rend-
szernél — Hicks (1950), Arrow et al. (1959) [lasd 6.3. alfejezet| és Simonovits (1981a)
[lasd a 4.4. alfejezet] — megdrzédik a stabilitds a korlatok bevezetése utan. Csak a
kovetkezb alfejezetben fogjuk latni, hogy ez nem is olyan természetes, mint amilyennek
elsd latasra tiinik. Hicks szerint azonban a valédi rendszerek tobbé—kevésbé ciklikusak,
tehat az akcelerator-multiplikator modell lokalisan instabil kell hogy legyen.

Vélekedés. (Hicks, 1950.) Tegyiik fol, hogy a nemlinedris akcelerdtor—multi-
plikdtor rendszer lokdlisan instabil:

(4.17) V23> 1.

Ekkor létexik egy globdlisan vonzo eqyszeri hatdrciklus, amelyre a pdlya az elsé korldt-
batitkozés utan raugrik.

Megjegyzés. Konnyen atlathatod, hogy az instabil akcelerdtor-multiplikator mo-
dell oszcillal. Elfajult instabil oszcillacié esetén a rendszer mind az alsd, mind a fels6
korlatba beleiitkozik, szabalyos instabil oszcillacié esetén harom eset lehet: mindkét
korlatba beleiitkozik, csak az alsd, vagy csak a felsé korlatba titkozik bele.

A hicksi problémakor szemléltetésére a kdvetkezs specifikaciot hasznaljuk: ¢ = 1
(nulla névekedés); y* = 1,2; i* = 0, ¢ = 1 — v, azaz y° = 1 (Blatt, 1983, 192. o.).
Kezdjiik egy egyszert hatéarciklussal!

4.1. példa. Egyszert hatarciklus. Az i' = —0,1; 8 = 1,5; v = 0,75 paraméterd
rendszer 11-hatéarciklus.

Hicks vélekedésének egyszeri cafolatat nyujtja a

4.2. példa. Osszetett hatarciklus. Az i' = —0,1; 3 = 1,5; v = 0,7 paramétert
rendszer dsszetett 23-hatdrciklus, azaz két ,,11,5™-hatdrciklus egymasuténja.

Bonyolultabb, de igazibb ellenpéldat ad a

4.3. példa. Kvaziciklus. Az i' = —0,05; 3 = 1,25; v = 0,7 paraméterti rendszer
kvazi ,,12,4-hatdrciklus.

A bemelegités utan, bizonyitas nélkil kimondhat6 az elég bonyolult bizonyitasiu

4.3. tétel. (Hommes, 1991, 4.1B. tétel.) Lokalis instabilitds mellett a palyak
globalisan konvergalnak a kévetkezé harom attraktor egyikéhez: egyszeri-, Osszetett-
vagy kvaziciklushoz.

Megjegyzések. 1. A hatarciklus tétel ,bizonyitasakor” Hicks valoszintileg elnézte,
hogy maéasodrendd rendszernél nem az y; skalarnak, hanem az (y;,y;—1)-parnak kell
visszatérnie. Kozgazdasagi szempontbol viszont nincs nagy kiilonbség a harom attraktor
kozott, hiszen Hommes tételébdl kovetkezik, hogy az atlagos forgasszam létezik.

78



2. Hicks maga is jelezte, hogy ellentétben a valosaggal, modelljében a fellendiilés
rovidebb ideig tart, mint a visszaesés.

OSSZETETT MODELL

Mar Hicks (1950) is foglalkozott az altalunk Osszetettnek nevezett modellel, azonban
viszonylag kevés figyelmet szentelt a dolognak. A (2.11) és (2.12) egyenletben i; és ¢
helyett i} és ¢} frando.

Tervezett beruhdzdsi fligguény osztott késleltetéssel

(4.11) =+ Bk — Yyk1).

k>0

Tervezett fogyasztdsi fligguény osztott késleltetéssel

(4.12) A=A Pruyr, w >0 Y Y <1,
k>0 k>0

s ekkor a (4.10), (4.11"), (4.12'), (4.13) és (4.14) differenciaegyenlet-rendszer adja az
osszetett modellt. Hommes (1991, 4. fejezet) bizonyitotta be, hogy osztott késleltetésnél
kaotikus dinamika is folléphet. Itt elégedjiink meg a kovetkezdvel.

4.4. példa. Kaosz. Az y" = 1,5; i* = 0; 71 = 0,1; 72 = 0,3; 73 = 0,4; v =
v+ =08 2 =1 — ;i = —0,1; B = 2,25; B = 0 rendszer kaotikusan
viselkedik.

4.3. feladat. Irjunk szamitogépes programot és lehetéleg grafikusan ellenérizziik
a 4.3-4.6. példakat!

Megjegyzések. 1. A sors ironidja, hogy maga Hicks nem szerette ezt a modelljét,
mert azt hitte, hogy a valosagtol eltéréen til szabélyosan viselkedik. Talan oriilt volna,
ha megtudja, hogy modellje mégsem viselkedik olyan jol matematikai szempontbol,
illetve olyan rosszul kozgazdasagilag.

2. Kiilon felhivjuk a figyelmet Blatt (1978) és (1983, 11. fejezet) szellemes pél-
dajéra. Vegylink egy konkrét Hicks-modellt, és szamitsuk ki a palyajat! Alkalmazzuk
a hagyomanyos linedris konometriai becslést! Egy Frisch-féle lineéris sztochasztikus
rendszert kapunk, annak ellenére, hogy nemlinearis determinisztikus rendszerrel szér-
maztattuk az idGsort. A becslés egyszertien elsikkasztja a nemlinearitasokat.

3. Hommes (1991, 4. fejezet, 226. o.) példat hoz arra, hogy két stabil (4- és
6-periodusti) hatéarciklus létezhet egymés mellett. Kér, hogy a numerikus példa nagy-
sagrendjei nem realisak.

4.3. A NEMLINEARIS BERUHAZAS-INDITAS MODELL

Az el6z6 alfejezet Otletét kiterjesztve, a 2.2. alfejezetben elemzett linearis beruhazas-
inditasi modellt also és fels6 korlatok bevezetésével nemlineérissa tessziik. Az alfejezet
Simonovits (1990) dolgozaton alapul, de réviden ismerteti Hommes et al. (1995) néhany
eredményét is. Részletes matematikai targyalast Hommes (1991, 4. fejezet) tartalmaz.
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Korlatos szabalyozas

A nemlinearis szabalyozasi modellben a linearis reakciofiiggvények csak az also és fels
korlatok kozott érvényesek. A korlatokat tulléps reakciok tervek maradnak, a tényleges
dontés a megfelels also vagy felsé korlat lesz: Gn. ,bilidrdasztal’-tipust nemlinearitasok-
kal dolgozunk. (Alahuzzuk, hogy ez a modell a dontési valtozokat alulrdl is és feliilrdl is
korlatozza, mig Hicks modelljében nincsenek dontési valtozok, tovabba a beruhazéasnak
csak also, a GDP-nek csak felsé korlatja van.)

Az alfejezet harom tovabbi pontot tartalmaz. ElGszor roviden ismerteti az inditasi-
beruhazasi ciklus nemlinearis modelljét, majd a keletkezé hatéarciklusokat vizsgilja,
végiil a kvaziciklikus és kaotikus palyakkal foglalkozik.

A modell valtozoéi és egyenletei

A modell nyolc egyenletbdl all, és nyolc valtozoja van. Hat egyenletet és hat relativ
valtozot a linearis modellbdl vettiink at: a teljesség kedvéért felsoroljuk Sket, GDP-
hényadokban. Inditasi hanyad: s;, beruhézasi hanyad: i;, elkotelezettségi hanyad: ky,
nettéimport-hanyad: b;, bels6 fesziiltség: e; és kiils6 fesziiltség: a;. A két 0j valtozo a
tervezett inditasi hanyad: sP és az tervezett beruhazasi hanyad: P.

Legyen s' és s" két pozitiv szam, ahol s! < s%(< o) az inditdsi hdnyad alsé és felsé
korldtja. Legyen i' és i" két pozitiv szam, ahol (v <)i' < %, a beruhdzdsi hdnyad alsé és
felsd korlatja.

Most pedig kozoljiik a nemlineéaris modell 0sszes egyenletét.

Elkotelezettségi hanyad

(4.18) ki = Yky 1 + 058 — iy, 0<y=1/T<1 és og > 1.
Belsd fesziiltség

(4.19) e =k —k*, k*>0.

Nettormport-hdanyad

(4.20) by = =B + Bit, 8>0 és Gi > 1.

Kiilsé fesziiltség

(4.21) a; = by — b*.

Tervezett inditdasi hanyad
(4.22) Sy =0 —0ee1_1 — 0qai—1, 0,0¢,0¢>0.
Tényleges inditdsi hanyad
s, hasf <s!
(4.23) st =4 sf, has' <sP <sY,
sy, ha s} > s™
Tervezett beruhdzdsi hdanyad
(4.24) iy =14 te€i—1, tyite > 0.
Tényleges beruhdzdsi hanyad
i',  ha i} <il,
(4.25) iv =< iY, hail <} <Y,
iy, ha iy > "
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Az alapegyenletek
Az alapegyenletek a kovetkezok:

(4.26) er = Yer—1 + ogs(er—1,at-1) — i(€r—1) — o,
ahol e, = (1 — ¢)k*;
(4.27) ar = Bii(er—1) — Bo,

ahol B, = [ + b*, valamint s(e;—1,a:—1) és i(e;—1) a megfelels (4.22)—(4.23), illetve
(4.24)—(4.25) reakciofiiggvény.

Mind az inditést, mind a beruhézast a fesziiltségektdl fiiggéen harom fliggvényag
definialja, ezért minden idGszakban Gsszesen 3 - 3 = 9 linearis leképezés (rendszer) ala-
kulhat ki. A (4.26)—(4.27) differenciaegyenlet-rendszer mindegyik rendszerben linearis,
s jobb oldala a rendszereket elvalasztoé hataron nem sima. A korlat nélkiili rendszert az
egyszerlség kedvéért linedris rendszernek nevezziik.

Az eredeti egyenletrendszer ekvivalens az alapegyenlet-rendszerrel.

Stacionarius palya és linearis rendszer

Megismételjiik a stacionarius palya definiciojét:
(4.28) Ha (e_1,a-1) = (€°,a°), akkor (er,a¢) = (€°,a°).

Az analitikus vizsgalatoknal foltessziik, hogy a linearis modell stacionarius inditasi
és beruhézasi értéke a korlatok kozé esik:

(4.29) st < s < st és it <% <™

Megjegyzések. 1. Ekkor a nemlineiris modell stacionarius palyaja fiiggetlen a
korlatoktol, és megfelels feltételek mellett minden eleme pozitiv (2.2. tétel).

2. A numerikus vizsgalatoknél nem tessziik {61 (4.29)-et. Belathato, hogy létezhet
olyan stacionarius palya, amely kiilonbozik a lineéris rendszerétsl, sét, elGfordulhat,
hogy nincs stacionarius palya. Hommes és Nusse (1992) nagyon fontosnak tartjak az
ekkor keletkezé jelenséget: a hatdrdtlépd kettévdldst.

4.4. feladat. Szamitsunk ki egy olyan normaél allapotot, amelyben s® = s" és

i© =

Inditasi-beruhazasi hatarciklusok

Az alabbiakban felhasznaljuk a 3. fejezetben szerepls, nemlineéris diszkrét idejd rend-
szerek hatarciklusarol szolo elemi definiciokat és tételeket. Meghatarozzuk egy 4-
éves inditasi-beruhéazasi hatarciklus létezésének feltételét, és szamitogépes szimulacioval
szemléltetjiik a tételt. E szerint (lasd késébb) e modellben tobbféle hatéarciklus létezhet:
a) a periodus lehet P =2, 3, 4, ... ; s6t lehetséges, hogy nincs is ciklus. (Felhivjuk az
Olvaso figyelmét, hogy a 3.7. tétel: A 3-ciklus kdosszal jar”, egyvaltozos rendszerre vo-
natkozik!) b) Adott periodusnal is tobbféle hatéarciklus johet létre, attol fiiggGen, hogy
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egy ciklus alatt az egyes korlatok hényszor és mikor érvényesiilnek. Bauer négyfazisi
sémajat legegyszertibben egy 4-éves hatarciklussal irhatjuk le.

A sokféle lehetséges 4-éves hatéarciklus koziil némileg 6nkényesen kivalasztunk egyet.
(Masfajta hatarciklust valasztva a képletek némileg valtoznanak, a lényeg azonban val-
tozatlan maradna.) A felss inditéasi és az als6 beruhazasi korlat hat az 1. fazisban, az
alsé inditasi és a fels6 beruhézasi korlat hat a 3. fazisban, végiil a paros fazisokban a
korlatok nem hatnak, de a fazisnak megfelelGen viszonyulnak stacionérius értékiikhoz.
Képletben:

(4.30) s1=5% 0 <sy<sY, s3=s, s <sy<sO,

4.31) i =i, i <ip <il, iz =i% 4 <iy <iC

Jelolje e; és a; a feltételezett ciklus belsé és kiils6 fesziiltségét (¢ = 1,2,3,4). Létezése
esetén a ciklusnak ki kell elégitenie azokat az Osszefiiggéseket, amelyeket a (4.30)—(4.31)
Osszefiiggésparnak (4.26)—(4.27)-be valo behelyettesitése ad (az 4j paramétereket (4.43)—
(4.46) tartalmazza):

(4.32) e1 = Yeq + Eul,
(4.33) €9 = €01 — E401 + €,
(4.34) ez = Yez + €,
(4.35) €4 = Ee3 —Eqa3 + €
és

(4.36) ay = Bii' — Bo,
(437) as = a + Qeeq,
(4.38) ag = B3it" — fo,
(439) a4 = & + Qe€3,

feltéve, hogy

(4.40) Oebs 4+ 0qty < 0 — 8%, Oees + 0400 > 0 — 8,
(4.41) o— sV < oee; + 0401 <0 —38°, 0—5° <0es+0oga3 <0 —5,
(4.42) el <eg <e® <eg<el, ey <el, ey >el,

ahol (2.20) és (2.21) mellett a paraméterek a kovetkezsk:

(443) Eul = Ussu - il — &0y Elu— O'Ssl — " — €o,
(4.44) E=080 —L— €y, Ee=U—0850¢c—Lle, Eq = 080Tq,
(4.45) a=—04Fit —b*, a. = Bite,
1 ‘U
(4.46) =" L, et =
le le

Kimondhat6 a
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4.4. tétel. A (4.30)-(4.31)-tipusi 4-éves ciklus akkor és csak akkor létezik,
ha a (4.32)—(4.42), egyenlet- és egyenlGtlenségrendszernek van megoldasa. A ciklus-
fesziiltségek a (4.32)—(4.39) egyenletrendszerbdl egyértelmiien meghatarozhatok. A cik-
lus lokalisan stabil, azaz hatarciklus, ha

1
(4.47) 050e +te <+ v

Megjegyzések. 1. A nyolc linearis egyenletbdl [(4.32)—(4.39)] 4llo algebrai egyen-
letrendszer nyolc ismeretlent tartalmaz, szerencsére szerkezete nagyon egyszeri. (4.36)-
ban és (4.38)-ban aq, illetve az méar eleve adva van. Ezért a (4.32)—(4.35) részrendszer
fiiggetlen (4.37) és (4.39) részrendszerétsl. Egyméas utani behelyettesitéssel példaul ey,
majd ey, eo és e3 meghatarozhato. A belsé fesziiltség-ciklus meghatérozésa utan as és
a4 az ey, illetve eg linearis fiiggvényeként van meghatarozva. A képletek bonyolultsaga
miatt ismertetésiik célszertitlen lenne.

2. Ellendrizni kell, hogy a tizenkét egyenl6tlenséghdl allo (4.40)—(4.42) teljesiil-e.
Behelyettesitésekkel elvileg levezethet6k a konzisztencia-feltételek, de az adddo egyen-
16tlenségek vélhetsleg még a ciklus-fesziiltségek képleteinél is bonyolultabbak lennének.

3. Eddig a ciklus lokdlis stabilitasaval foglalkoztunk, marpedig ez nagyon csaloka
lehet: (i) Nemcsak elvileg, de modelliinkben is el6fordulhat, hogy az indulé allapotoknak
az a tartomanya, amelyben a ciklus lokalis stabilitasa érvényes (roviden: stabilitasi kor-
nyezet) nagyon sztik, s azon kiviil a ciklus instabil: globélis instabilitas. (ii) Hidba nagy
a lokalis konvergencia-sebesség, ha ez egy viszonylag sziik tartomanyra korlatozodhat.
De még globalisan stabil ciklus esetén is elképzelhets, hogy a ,,globélis” konvergencia
nagyon lassu.

4. Ttt jegyezziik meg, hogy a ciklus lokalis stabilitasanak feltétele a ciklus fajta-
jatol fuggden valtozik: példaul van olyan fajta ciklus is (lasd a 4.5. feladatot), ahol
a megfelel§ feltétel ¢ < 1, s ez mindig teljesiil. Egyel6re nem tudom, hogy a (4.47)
feltétel hogyan viszonyul a (4.32)—(4.42) ciklusfeltétel-rendszerhez: kovetkezik-e beléle,
vagy nem? Mindenesetre (4.47) nagyon gyenge feltevés, és ha nem teljesiil, akkor a
ciklus érdektelen és valoszintileg abszurd.

Bizonyitas. a) A ciklus létezése. A (4.32)—(4.39)-ban meghatéarozott belss-kiilsé
fesziiltség-négyes kielégiti a (4.26)—(4.27) és (4.30)—(4.31) egyenlStlenségrendszert, tehat
a 4-éves ciklus létezik.

b) A ciklus lokdlis stabilitdsa. A ciklus megfelelGen kicsiny kornyezetére szoritkozva
a leképezés linearis, ezért a 3.4. tétel alkalmazhato a (4.32)—(4.35) irreducibilis alrend-
szerre: (3.4) értelmében a négy derivalt szorzata )22, s a szorzat pozitiv; akkor és csak

akkor kisebb, mint 1, ha a (4.47) feltétel teljesiil. ]

A ciklusfeltétel-rendszer 6nmagéban nehezen értelmezhets. Folvetddik a kérdés:
milyen linearis rendszerek adnak hatarciklusokat (nemcsak 4-éves ciklusokat)? Véalasz
helyett csupan sejtéssel szolgélhatok.

4.1. sejtés. Ha létezik 2-évesnél nagyobb periédust inditasi-beruhazasi hatarcik-
lus, akkor a linearis rendszer szabalyosan oszcillal és instabil.

Megjegyzések. 1. Szamitogépes szimulaciok alatamasztjik a sejtést.
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2. Valoszintileg nem igaz viszont a sejtés megforditasa: bar a linearis rendszer
szabalyosan oszcillal és instabil, lehetséges, hogy nem kapunk regularis hatarciklust.

3. A linearis rendszer elfajult oszcillacioja esetén az esetleg keletkezd hatarciklus
2-éves lenne.

A kovetkezs részben egy olyan rendszert mutatunk be, amely kielégiti a 4.4. tétel
feltételeit.

4.5. példa. 4-éves hatarciklus. og = 1,2; 6, = 1; g = 0,2; b* = 0; ' = 1,06;
k*=04; ¢t =02, 0 =04; t. =0,5; 0. = 0,5; 0, = 2. Kbnnyen belathato, hogy a
megfelels linearis rendszer szabalyosan oszcillal és instabil. A korlatok a kovetkezdk:
s =0,18; s" =0,29; i' =0,23; i" = 0,28.

A (4.29) feltétel ellendrzéséhez megadjuk a stacionérius értékeket: s° = 0,236;
i° = 0,255 (e® = 0,109; a® = 0,055). A 4.1. tablazatban kozoljiik a hatarciklus adatait,
a 4.Ta-b. &abrapar a 4-éves hatéarciklus idGtartoméanybeli és fazissikbeli kialakulésat
szemlélteti. A fazissikban a —1 pont a kezd&allapotot jelzi, az 1;2;3;4 pont viszont
rendszerre a hatarciklus 1., 2., 3. és 4. fazisat. A kezd&eérték (k_1,b—1) = (0,45;0,05).

4.1. tablazat. A 4-hatarciklus adatai

Belss Kilss Inditéasi Beruhéazéasi
Ev fesziltséghanyadok
t (&7 Q¢ St ’L't
1 0,147 0,030 0,290 0,230
2 0,162 0,074 0,266 0,274
3 0,066 0,080 0,180 0,280
4 0,055 0,033 0,206 0,233

Megjegyzés. Mar beszéltiink arrél, hogy szdmos mas struktaraja 4-éves hatar-
ciklus léphet még fol. Szamitogépes futasaink szerint periddusonként egy-két inditasi
vagy beruhézasi hanyad korlaton beliill maradhat, de szélsGséges esetben az is lehetséges,
hogy minden évben a korlatok érvényesiilnek. Természetesen tipusvaltozasnal médosul
a (4.32)—(4.46) feltételrendszer: mindenfajta 4-éves hatarciklushoz sajat feltételrendszer
tartozik.

4.5. feladat. A legegyszeriibb 4-éves ciklus. A 4.5. példa adataiban modositsuk
a reakcivegyiitthatokat és a korlatokat: ¢ = 1; 0, = 1; 0, = 3 és s! = 0,19; s" = 0,26;
il = 0,225; i = 0,265! Mutassuk meg, hogy ekkor s; = s, sy = s, s3 = s!, 54 = s! és
i1 =1, iy = 4", i3 = 1", iy = 4! Irjuk fol a (4.32)—(4.46) rendszer megfelelgjét! (Mégsem
ezt az esetet targyaltuk a fGszovegben, mert a valosdgban a gazdasag nincs kizarolag a
padlon vagy a mennyezeten. Egyébként a kapott stacionarius belsé fesziiltség irrealisan

kicsi, 0,044: nem irja le a szocialista gazdasagot.)

Megjegyzés. A 3.3. alfejezetben leirt bifurkéciés diagramjanak adaptaciojabol
(a lejjebb 1évé 4.11. &abra) kitiinik, hogy a 4-éves hatarciklusok elssorban o, = 0,5
kozelében jelentkeznek. Az is igazolhato, hogy a 4-éves hatarciklusokat ado korlatok
meglehetdsen tag hatarok kozott valtozhatnak.

Joval bonyolultabb a helyzet, ha létezik ugyan egy hatéarciklus, de még a kozeli
palyak is nagyon lassan konvergalnak hozza. Ismét egy konkrét feladattal probalkozunk.
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4.6. feladat. Hatarciklus lasst konvergenciaval. Mutassuk meg, hogy ¢, = 0,5;
oe = 1; 0, = 3 esetén létezik egy 20-éves hatarciklus, amely gyakorlatilag két, majdnem
azonos 10—10-éves ciklusbol all! A gyakorlatilag fontos els6 évtizedekben, az ,atmeneti”
palya kiszamithatatlanul viselkedik: ciklusai egy ideig csiisznak, kozeli palyak teljesen
méasképp viselkednek (példaul a b_; = 0,051-bol induld palya szinte azonnal célba ér).
A kivalasztott pélya csak 80-90 év alatt jut el a hatarciklushoz.

Kvaziciklikus és kaotikus palyak

Tovabb folytatjuk vizsgalatunkat, és hatarciklusok helyett kvaziciklikus és kaotikus pa-
lyakat tanulményozunk. Ebben a pontban tébb példat hozunk bonyolult dinamikara.

4.6. példa. Kvaziciklikus péalya: ¢, = 0,5; 0. = 0,55; 0, = 2. A 4.8a~b. &brapar
palyaja nagyon hasonlit a 4.5. példa 4-éves hatarciklusahoz, de lathatéan nem konvergal
semmilyen hatarciklushoz sem. A kvéziciklus (vagy ahogyan hagyomanyosan nevezik:

c sz

4.7. példa. Kaotikus palya: ¢, = 0,6; 0. = 2,75; 0, = 2. A 4.9a. és b. abra
palyaja nagyon vadul viselkedik, és nemcsak az els6 50 évben, de még 1000 év utan is.
Kiilon figyelemre mélto, hogy a (0,4501;0,05) pontbdl induld ,szomszédos” palya — amely
egy ideig koveti szomszédjat —, egy id6 utan megmakrancosodik, és htitleniil elhagyja
szomszédjat (4.9¢c. abra). Nyomatékosan alahizzuk, hogy az 1j palya idénként ugy tesz,
mintha megnyugodna, normal allapotba érne, de aztan tjra megbokrosodik.

Eddigi példainkban feltételezhetSen csak egyetlen hatéarviselkedés (attraktor) léte-
zett. Most egy olyan példat mutatunk be és egy olyan feladatot adunk 61, ahol legaldbb
két hatarviselkedés létezik. Az, hogy melyik valosul meg, kizardlag a kezdGallapottol

fiigg.

4.8. példa. Lokalisan stabil normal allapot és 2-ciklust kdosz: ¢, = 0,5; 0. = 1,9;
0, = 1,6. Ebben a példaban legalabb kétféle hosszu tavu viselkedés létezik: (i) a
(0,45;0,03) indulo allapotu pélya a (0,468;0,034) lokalisan stabil stacionarius ponthoz
konvergal (4.10a. &bra), (ii) mig a (0,45;0,05) indul6 allapott pélya egy 2-ciklusiu ka-
oszhoz tart (4.10b—c. abra).

Egyébként ez az eset a korabban emlitett destabilizalas! Ismét folhivjuk a figyelmet
a kvalitativ és kvantitativ vonatkozasok eltérésére. Mindkét palya jo ideig 2-éves hatér-
ciklusnak latszik, s csupan finomabb vizsgalatbol deriil ki az elsé pélya konvergenciaja,
s a masodik palya (sztik korlatok kozti) szeszélyes viselkedése (4.10c. abra).

4.7. feladat. 5-hatarciklus és 3-ciklikus kaosz. Mutassuk meg, hogy ¢, = 0,6;
0. = 1,78; 0, = 2 esetén is legalabb kétféle hossza tava viselkedés valosul meg: (i) a
(0,45;0,05) indulo allapotu pélya lokalisan stabil 5-hatéarciklushoz konvergal, (ii) mig a
(0,55;0,05) indul6 allapott palya egy 3-ciklust kdoszhoz tart.

Megjegyzés. Hommes et al. (1995) analitikus bizonyitasokat ad arra, hogy a
példakban és feladatokban szerepls, vagy ahhoz hasonl6 palyék a széban forgé tulajdon-
sdgiak. A bizonyitasok lényegére mér utaltunk a 3. fejezet végén: megnézziik, hogy mi
a kapcsolat két egymas utani falbaiitkozés el6tti belss fesziiltség kozott. Ha az igy szer-
kesztett egydimenzios leképezés ciklikus vagy kaotikus, akkor az eredeti kétdimenzios
leképezés is az volt.
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Megjegyzés. Hommes et al. (1995) analitikus bizonyitasokat ad arra, hogy a
példakban és feladatokban szerepls, vagy ahhoz hasonl6 palyék a széban forgé tulajdon-
sagiak. A bizonyitasok lényegére mér utaltunk a 3. fejezet végén: megnézziik, hogy mi
a kapcsolat két egymas utani falbaiitkozés el6tti bels6 fesziiltség kozott. Ha az igy szer-
kesztett egydimenzios leképezés ciklikus vagy kaotikus, akkor az eredeti kétdimenzios
leképezés is az volt.

Eddig csak otletszertien mutattunk be kiilonféle furcsa rendszereket. Most be-
mutatunk egy modszert, melynek segitségével rendszeresen folkutathatjuk a kiilonféle
dinamikakat. A keresési modszer neve bifurkacios (kettévalasi) diagram, melyet a 3.3.
alfejezetben irtunk le.

A 4.11. abra bifurkacios diagramjan U = 100, V = 600 és a felosztas maximalis
(képerny6tsl fiiggéen tobb szaz). A o, = 0,5 pont koriil eléggé széles intervallumon
viszontlatjuk a korabban analitikusan vizsgalt 4-éves hatéarciklusunknak (vagy ikertest-
véreinek) a belsé fesziiltségeit. A 0. = 1 ponttol jobbra elSkeriil egy 3-éves hatarciklus,
majd o, = 3 utan egy 8-éves hatarciklus. A tébbi intervallum f6l6tt meglehetGsen zava-
ros a kép: szinte minden pont ki van téltve: vagy lasst a konvergencia, vagy kvazicik-
likus, illetve kaotikus rendszerrel van dolgunk. A részletek nagyitasaval pontosithatjuk
megfigyeléseinket, de ezzel mar nem foglalkozunk. Inkabb ratérnénk arra, hogyan lehet
megtalalni a 4.8. példa és a 4.7. feladat egyiittéls attraktorat, hossza tava alakzatait.

Figyeljiik meg, hogy a fenti szdmitasban balrél jobbra haladtunk, de haladhatunk
jobbrol balra is: a o.(z)-hez tartozo (es,a;)-sorozat indulé értéke a o.(z 4+ 1) paramé-
terértékhez tartozo palya zaroértéke, (ey,ay ). Ha az igy kapott bifurkacios diagram
kiilonbozik az eredetitsl, példaul egy o, értéknél, akkor ennél a paraméterértéknél va-
loszintileg két kiilonbo6z6 attraktor is létezik.

4.4. A NEMLINEARIS KESZLETJELZESES MODELL

Ebben az alfejezetben visszatériink a 2.3. alfejezetben bevezetett outputkészlet-jelzéses
gazdasaghoz, de most mér a nemlinearis modellt ismertetjiik. Mint mar emlitettiik, az
alapgondolat Kornai és Martos (1971) cikkébdl szarmazik. A nemlinearis készletmodell
Simonovits (1981a)-ban jelenik meg szemléltetésként, itt egy egyszertsitett valtozatat
mutatjuk be.

A modell egyenletei

A nemlineéaris modell abban kiilénboézik linearis el6djétél, hogy a termelés a készletnek
nemlineéris, csak nemcsokkend fiiggvénye. Példaul a linearis szabélyozasi egyenleteket
csak terveknek tekintjiik, s tényleges értékiiket alsd és felsé korlatok kozé szoritjuk.
Folirjuk a modell egyenleteit.

Készletvdltozds

(4.48) z2=z-1+UI— Ay —c.
Tényleges decentralizdlt szabdlyozds

(4.49) Vit = Yi(Zit—1), =1, ..., n,
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ahol y;(.) egy egyvaltozos nemcsokkend fiiggvény.

Két példat mutatunk be.

a) Rogzitve egy miikodsképes (y°,z°) normal allapotot, a nemlineéris szabélyozas
lehet

(4.50) yit —y; = arctan[d;(z; (—1 — 27)], i=1, ..., n.

b) Természetesen visszatérhetiink a hicksi eljarashoz is, a szakaszosan linearis rend-
szerhez.
Tervezett decentralizalt szabdlyozds

(4-51) yf =" — <d>2t—17

ahol (d) egy diagonalis méatrix.
Tényleges decentralizdlt szabdlyozds

yi,  hayl, <y
(4.52) Yie =4 Uiy hayp <yl <yl i=1, ..., n.
y', hayy, >yl

(4.51)-et behelyettesitve (4.52)-be, adodik a hicksi y(z;—1) fliggvény. (4.49)-et be-
helyettesitve (4.48)-ba, megkapjuk az
alapegyenletrendszert

(4.53) 2t =z-1+ I —A)y(z—1) —c.

Normal allapot

Kezdjiik a normal allapottal. ElGszor tegyiik f6l, hogy a normal allapot létezik és pozitiv.
(4.53) szerint y° = (I — A)~!lc fiiggetlen az y fiiggvénytsl! Behelyettesitve (4.49)-be és
invertalva, adodik

(4.54) 20 =y H(y9) >0, 1=1, ..., n,

7

ahol y, 1 az y; fliggvény inverze. Azaz igaz a trivialis

4.5. tétel. (4.54) esetén az outputkészlet-jelzéses szabdlyozasnak létezik egy
pozitiv normal allapota.

GlobaAlis stabilitas

Hala a modell egyszerii szerkezetének, a feltevések alapjan az 3.1. alfejezet eredményei
kozvetleniil alkalmazhatok a globalis stabilitasra. Sziikségiink lesz a (2.49) feltevést
altalanosito feltevésre, ti. hogy a szabalyozas kontrakcio:

(4.55) lyi(zi) — wizi)| < 6lzi — 2, 0<0<1,

tetszdleges z. és z; parra.
A 3.3. tételbdl és a hozzaftizott 3. megjegyzésbdl kovetkezik a
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4.6. tétel. A (4.55) feltevés esetén az outputkészlet-jelzéses szabalyozas globé-
lisan stabil.

Bizonyitas. Térjiink at az eltérésrendszerre:
(4.56) Z? =zt — 2y &s y? =Yt — Y-
Ekkor (4.53) a kovetkezd alakot olti:
(4.57) 7 =z + (T = A)yi(zly),
ahol y9(2{L1) = y(z-1) — y°.

Belathato, hogy y< is kontrakcié & allandéval, és pozitiv valtozoéra pozitiv értéket
vesz fol, negativra negativot. Valasszunk egy olyan mértékegység-rendszert, amelyben
teljesiil, hogy A oszloposszegei mind kisebbek, mint 1:

(4.58) 1TA<o1™ 0<a<l.

Irjuk f6l (4.57)-et koordinatésan, vegyiik az abszolut értékeket és adjuk Gssze Sket!
Az (A.15)-beli I3 — norma értelmében

(459) YIS [l - (=@l ] =1 - (1= a)a Y J

azaz
(4.60) 121 < 1= (1= a)dllzl 1,
ahonnan a 3.4. kontrakcits tétel alkalmazhato. ]

4.8. feladat. Idében valtozo rendszer stabilizalasa. Tegyiik fol, hogy az A input-
output matrix idében valtozik, jele A;, de van egy olyan allandd mértékegységrendszer,
amelyben teljesiil (4.58) megfelelGje:

(4.58") 174, <01T, oO0<a<l.

Bizonyitsuk be a 4.6. tétel altalanositasat!

4.5.* NEMLINEARIS KESZLETJELZES VARAKOZASOKKAL

Jo6 lenne ugyanugy altaldnositani a 2.4. alfejezet decentralizalt linearis varakozéasos sza-
balyozasi modelljét nemlinearisra, ahogyan az sikeriilt a 2.3. alfejezet készletjelzéses mo-
delljével a 4.4. alfejezetben. Sajnos, erre teljes altalanossagban képtelenek vagyunk, de
egy makromodellben sikeriilt a kiterjesztés. A vizsgalatokat Honkapohja és Ito (1980),
Simonovits (1983), valamint Hommes és Nusse (1989) végezték el.
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Disequilibrium dinamika

Hagyomanyos makromodellel dolgozunk, azaz egy termék van, amelyet a munkasok téke
nélkiil, egységnyi termelékenységgel allitanak el6. A disequilibrium-elmélet (Benassy,
1974) szellemében mind a munka-, mind a termékpiacon megkiilonboztetjiik a keresletet
(P fels6 index) és a kinalatot (5 felsé index), és a tényleges tranzakciot a kett minimuma
adja. Csak outputkészlet van, a tervezett és a norméalkészlet azonos: I} = I;. A
t — 1 idGszakban a t idGszakra vonatkozo6 eladdsi vdrakozds t_lY;D . A rovidség kedvéért
tovabbi magyaréazat nélkiil folirjuk a modell egyenleteit.

Munkakindlat
LS =1.
Arukindlat
YS =11+ L.
Készletdinamika

Ii =1 1+ L — Y.

Tervezett készlet
I =14 +LP — t—lY;sD-

Arukereslet
Y;D:a—FuLt, a>0, 0<p<l.

Normdlkészlet
I} =pB.,.YP,  B>o0.

Raciondlis eladdsi vdrakozds
D D
—1Y, =Y.

Naw eladast varakozds
D D

Tényleges foglalkoztatdas
Ly = min(LP,L3).

Tényleges termelés
Y = min(Y2Y5).
Racionalis varakozas

Honkapohja és Ito (1980) és Hommes (1991, 2.B. fejezet) a racionalis varakozast vizs-
galta.

Alapegyenletrendszer

Sziikségiink lesz a kovetkezs jelolésekre:

y=l-p—a, x=1-@B+p, I"=@B+1a, I'=I"-x.

Gazdasagilag érdektelen eseteket elkeriilendd, foltettiik, hogy v > 0 és x > 0.
Némi szamolés utan a disequilibrium-elméletben szokasos esetszétvalasztasokkal,
adodik a kovetkezd egyenlet.
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Foglalkoztatdst dinamika

1, ha I,y < 1Y
Li=q (I"~1;,_1)/x, hal'<I,_y <IY%
0, ha I,_, > I".

Ennek behelyettesitésével a kovetkezd egyvaltozos, szakaszonként linearis differen-
ciaegyenletet kapjuk.

Készletdinamika
I 1+, ha I,y < I%;
(4.61) L =< Bla—pul,_1)/x, hal' <I,_y <I%
It—l — Q, ha It—l Z 1.
Egyensily
Egyszeri szamolassal adodik a keynesi egyensiily:
(4.62) JRR— 6 L0=
1—p 1—pu
Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy az egyensily fliggetlen a varakozés tipuséatol,

mert egyensillyban minden jozan varakozas ugyanazt az értéket adja, az egyensulyt.
Stabilitds és ciklus
El6szor a stabilitast vizsgaljuk.

4.7. tétel. (Honkapohja és Ito, 1982.) A racionélis varakozéas mellett a makro-
szabalyozas (4.62) egyensiilya pontosan akkor lokalisan stabil, ha Bu < x, azaz (203 +
Dp < 1.

Bizonyitas. A lokalis stabilitast (4.61) alapjan ranézésre kimondhatjuk. Szaka-
szonként linearis, egyvaltozos rendszernél a globalis stabilitas a lokalisbol kovetkezik. g

Mi torténik, ha nem stabil a rendszer?

4.8. tétel. (Hommes, 1991, 2.B.1. tétel.) A racionalis virakozas mellett a
makroszabélyozas kaotikus, ha Bu > x.

A bizonyitas bonyolult, ismertetésétdl eltekintiink.
Naiv varakozasok

Simonovits (1983), Hommes és Nusse (1989) és Hommes (1991, 2.A. fejezet) a naiv
varakozasokat vizsgalta.

Alapegyenletrendszer

Sziikségiink lesz a kovetkezd modositott jelolésekre:

IY(Ly) = (B+ 1) (a+puLy), I'(L)=I"(L) —x.

A disequilibrium-elméletben szokasos esetszétvalasztasokkal a kovetkezd szakaszon-
ként linearis, sikbeli differenciaegyenlet-rendszert kapjuk.
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Foglalkoztatdst dinamika

1, ha I,_1 < IY(Li—1);
(463) Lt = (Iu(Lt_1> - It—l)/X7 ha Il(Lt_l) < It—l < Iu(Lt_l);
0, ha It—l Z Iu(Lt_l).

Készletdinamika

L1+, hal,_q <INLi1);
(4.64) I, =< 17, ha INLy 1) < I;—1 < I%(L_1);
Ii 1 —a, hali_q1 > 1"(Li—1),

ahol I? = pu(B+ D[(1 — p)Li—1 — o] + pli—1 + af.

Stabilitdas, kvdziciklikussdg és kdosz

Elgszor a (4.63)—(4.64) rendszer stabilitasat vizsgaljuk. Az 1.11. tétel szerint komplex
sajatértékek lépnek fol, s a stabilitasi feltétel is egyszerti. Kimondhato tehét a

4.9. tétel. Naiv virakozas mellett a makroszabalyozas (4.62) egyensiilya ponto-
san akkor stabil, ha x > 0.

Megjegyzés. A két varakozés stabilitéasi feltételének 6sszehasonlitasabol azon-
nal leolvashato, hogy a racionalis varakozas stabilitdsdbol kovetkezik a naiv varakozas
stabilitasa. Ez egyarant ellenkezik intuicionkkal és a 2.10d. tétellel. Két tanulsag is
levonhato: a) a racionlis varakozéas nem feltétleniil tokéletes, s6t nem feltétleniil jobb,
mint sokat szidalmazott eldje, a naiv varakozas; és b) eredményeink nagyon érzékenyek
a modell masodrangtnak tind elemeire, ti. hogy vannak-e vagy nincsenek inputkészle-
tek.

Bizonyitasvazlat. a) Lokalis stabilitas: az 1.11. tétel alapjan belathato, hogy a
rendszer szabalyosan oszcillal, és akkor stabil, ha u(G+1) < 1.

b) Globalis stabilitas: geometria okoskodassal igazolhato, hogy a lokalis stabilités-
bol kovetkezik a globéalis stabilitds. Az alapotlet a kovetkezs: vizsgaljuk meg azoknak
a pontoknak sorozatat, ahol a rendszer éppen levalik a folytonositott palyaknak teljes
foglalkoztatés falarol. Azt latjuk, hogy a rendszer mindig kijjebb fekvs palyarol beljebb
fekvg palyara ugrik. ]

Mi torténik, ha nem stabil a rendszer? 1983-as tanulmanyomban azt sejtettem,
hogy a lokalisan instabil rendszer majdnem mindig kaotikus. Hommes és Nusse (1989)
megcafoltak sejtésemet.

Lassunk két szampéldat, ahol o = 0,95, = 0,9!

4.9. példa. Hatarciklus. 6 =0,3; L_1 =0,96; I_; = 0,28.
4.10. példa. Aciklikus kéosz. § =0,4335: L_1 =1;1_1 =0,3.
Bizonyitas nélkiil kimondhat6 a

4.10. tétel. (Hommes, 1991, 2.A.1. tétel.) Naiv varakozasok mellett a lokdlisan
instabil makroszabalyozasnak (B > x) lehet hatarciklusa, kvaziciklusa és viselkedhet
kaotikusan.
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4.6. VEGYES VARAKOZASOK

Grandmont és Laroque (1990), valamint Grandmont (1998) nyoman egy absztrakt di-
namikus rendszert vizsgalunk, amelyet az in. vegyes vdrakozdsok hajtanak (Simonovits,
1999b).

Az idé6 jele ismét t = 0, 1, 2, ..., a rendszer skalar allapota a t-edik id&szakban
x¢, 1o, a t idGszakban képzett 7(> t) id6pontra vonatkozo varakozast jeloli. Legyen m
és n két természetes szam, amelyek rendre a jelent befolyasoldo miltbeli és a jovébeli
allapotok szamat jelolik.

A modell dinamikaja a kovetkezs:

(465) g(act_m, co s Lt—15Lty tLt41y -+ twt—l—n) =0.

Vegyes varakozasok

Miel6tt bevezetnénk az alfejezet kdzponti fogalmat, a vegyes varakozasokat (amelyeket
korabban, Molnar és Simonovits (1996)-ban d-varakozasnak neveztiink), megismételjiik
a két legfontosabb specidlis esetet, a racionélis varakozasokat és a naiv varakozasokat.
Raciondlis vdrakozasok

Minden vart allapot megegyezik a megfeleld idészak modellbeli tényleges értékével:

(4.66) t T = Tiais i=1, ..., n.

Naiv vdrakozdsok
Minden vart allapot megegyezik a jelenlegi tényleges értékkel:

(467) tLit4qs = LTty 1= ]_7 ey, N

Vegyes vdrakozdsok
A kozos targyalas kedvéért bevezetiink egy altalanosabb varakozasi sémat, a vegyes
vdrakozdsokét. Legyen d egy egész szam: 0 < d < n.

A vegyes varakozéasokat a kovetkezd tulajdonsagok hatarozzak meg.

(i) Az z; jelen allapot mellett a kozeljovs x¢y1, ..., z11q allapotai is ismertek a
t-edik idGszakban:

(468) tLt+i — Ltti, 1= ]_, ceey d.

(ii) A tavoli jovs reqqy1, - .-, Tein allapotainak vart értékei megegyeznek a (¢ + d)-
edik idszak allapotéaval:

(469) tLt+i = Tt+d, 1=d + 1, ey N
Behelyettesitve (4.68)—(4.69)-et (4.65)-be, az alapegyenlethez jutunk:
(4.70) 9(Tt—m, - Ttyd—1,Tt4d, - Teyd) = 0.

Megjegyzés. Figyelemre mélto, hogy az igazi vegyes varakozéasoknal (ahol d > 0)
a t-edik id6szakban az egyidejd x; allapot helyett a jovébeli x,,4 allapot hatarozodik

meg. Emiatt a 0-adik id&szakban nemcsak a miltbeli z_,,, ..., z_1 allapotokat kell
megadni, hanem az xy indul6 allapot mellett a kozeljovébelieket is: 41, ..., 0Zq—1-

Laitner (1981) az elébbieket tdrténelmi, az utobbiakat nemtiorténelmi kezdeti értéknek
nevezi.
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Lokalis stabilitas

Ismét x° jeloli az allandosult allapotot. Konnyen belathato, hogy minden allandoésult
allapot fiiggetlen a varakozasok tipusatol. Mostantol feltessziik, hogy legalabb egy &l-
landosult allapot létezik. (Latni fogjuk, hogy a B. és a C. fiiggelékben tipikusan kettd
vagy annal is tobb allandosult allapot létezik.)

Linearizaljuk (4.70)-et x° koriil. Legyen a g fliggvény x;; szerinti parcialis deri-
valtja az x° pontban 7;, i = —m, ..., n. Legyen 2¢ = x; — 2°. Ekkor az z° pont koriili
lokalis g4-dinamikat a kovetkezd linearis differenciarendszer irja le:

d—1 n
d d
Z ViTyy; + <Z%‘>xt+d = 0.
i=—m Jj=d

A negativ indexektsl megszabadulhatunk, ha bevezetjiik a kovetkezd mennyiségeket:
a; = Yi—m- Ekkor

m-+d—1 n
pd()\> = Z Ozi)\i + <Z Oém_|_j>>\m+d
i=0 j=d

a megfelels karakterisztikus polinom. A stabilitas a pg(\) polinom gydkeinek elhelyez-
kedésétdl fligg.

A dinamika nagyon bonyolult lehet, amelyet az (m + d)-foka polinom m + d gyoke
és a hozzatartozo m + d kezdeti feltétel hataroz meg.

Nyilvanval6, hogy egy szabadsagfokunk van g, vagy masképp fogalmazva, a;-k va-
lasztasaban. A kovetkez6 normalizélast valasztjuk: au,4, = 1.

A kovetkezd példa a legegyszertibb esetben szemlélteti a helyzetet.

4.11. példa. (V6. Grandmont, 1998.) Legyen m = n = 1. Normalizalas: ay =
1. Jeldlés: B = a; +1 # 0. Ekkor po(A) = ag + BX és p1(\) = ag + ax A + N2
A naiv varakozasok stabilitasi feltételei trividlisak: —1 < A = —ap/f < 1, azaz a
stabilitas ekvivalens az |ag| < a1 + 1] feltétellel. A racionalis varakozasok stabilitasi
feltételei (1.12. példa): ag+ a1 +1 > 0, ap —a3 +1 > 0 és ag < 1. A 4.12.
abra illusztréalja a helyzetet az («,aq)-sikban. A fiigg6legesen és vizszintesen csikozott
terlilet a paraméter-sikban rendre a raciondlis, illetve a naiv varakozasok stabilitasat
jeloli. Kozos résziik az egyidejd stabilitast jeloli.

Ratérve a nyeregpont-stabilitas feltételére: pi(1) < 0 < p1(—1) vagy p1(—1) <
0 < p1(1), azaz |az| > |ag + 1]. Ekkor Ag-vel jeldlve a stabil gyokst, a gl = Agad
valasztassal a robbané irany elttinik.

Mi torténik azonban akkor, ha mindkét gyok instabil? Ekkor még a meglehetGsen
torékeny megoldas is lehetetlenné valik, és nem marad mas kiat az instabilitasbol, mint-
hogy egyszertien az allandosult allapotra szoritjuk a dinamikit. Ez a kozgazdasagilag
indokolatlan megkiilonboztetés a kétfajta instabilitas kdzott viszont alaédssa a korlatozas
hitelét.

Egyelére csak egyszerii elégséges feltételeket ismeriink vegyes varakozasok
(in)stabilitasra, illetve a racionalis varakozasok instabilitasara és a naiv varakozasok
stabilitasara.
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4.11. tétel. Adott d-re tegyiik f6l, hogy pqs(\)-nak nincs egységgyoke.
a) Az allandésult dllapot nyeregpont-instabil, ha

Y

(4.71) ool = | D7 s
j=d

b) Az allandésult éllapot stabil, ha

m—+d—1

(4.72) > el <D e
i=0 j=d

Megjegyzések. 1. Az egységgyok kizarasa altaldban jellemzd az irodalomra és
tipikusan teljestil.

2. A (4.71) feltétel azt jelenti, hogy a legtéavolabbi mult hatasa abszolut értékben
erésebb, mint a n — d + 1 legtavolabbi jovGeé.

3. A (4.72) feltételt elég nehéz kozgazdasagilag értelmezni. Ha az a;-k elGjele
valtozik, akkor (4.72) aligha teljesiil.

Bizonyitds. a) A vegyes varakozas nyeregpont-instabilitdsa majdnem trivialis. pg
egy olyan (m + n)-foku polinom, amelynek fSegyiitthatoja 5y = Z?: 4 Om+;- Emlékez-
ziink a gyokok és egylitthatok kozti Osszefiiggésre, amely szerint py gyokeinek szorzata
nem mas mint (—1)™ "y /By, Feltételiink szerint egyetlen egy gyok sem fekszik az
egységkorvonalon, tehéat legalabb egy gyok az egységkoron kiviil fekszik. Hasonléan
igazolhato, hogy legalabb egy gyok az egységkoron beliil fekszik.

b) A stabilitasi feltétel szintén nagyon egyszerti. Tegyiik fol az ellenkezdjét, azaz
létezik pg-nek egy instabil gyoke, A;, amelyre |[A1| > 1. Ekkor

m+d—1 m+d—1
pa(A1) = Z NS+ BT, azaz — BgA T = Z ;]
i=0 i=0

‘m—|—d

Attérve az abszolut értékre, elosztjuk mindkét oldalt |\ -vel és alkalmazzuk a hé-

romszogegyenlGtlenséget:

m—+d—1

Bal < Y ol Il

i=0
Mivel |A;[=™~4 < 1, elhagyva Sket noveljiik a jobboldalt:

m+d—1

Bal < D aul,

1=0

ellentmondva (4.72)-nek. [

Ha rendre d = n és d = 0 értéket helyettesitjiik be a (4.71) instabilitasi és a (4.72)
stabilitasi feltételbe, akkor egyszerre jutunk el a racionalis varakozas instabilitasi és a
naiv varakozasok stabilitasi feltételéhez.
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4.12. tétel. a) A racionalis varakozas melletti dinamikdban az allandésult allapot
nyeregpont-instabil, ha

(4.73) lao| > amgn = 1.
b) A naiv varakozas melletti dinamikaban az &llandésult dllapot stabil, ha

m—1 n
(4.74) > Jai] < ‘Zaerj
i=0 j=0

Megjegyzések. 1. A (4.73) feltevés azt jelenti, hogy abszolit értékben a legré-
gebbi mult hatésa erdsebb, mint a legtavolabbi jovéeé.

2. A (4.74) feltevés értelmezéséhez tegyiik fol, hogy minden multbeli hatasnak
azonos az elGjele: (i) a; > 0,4 =0, ..., m—1 vagy (ii) o; <0,7=0, ..., m— 1.

Bevezetve az
m—1 n
a = E Q; és 6= E Cmtjs
i=0 =0

jeloléseket, a (4.74) feltevés a kovetkezére egyszertisodik:
(4.75) af < |B].

Vegyiik észre, hogy (4.75)-tel méar taladlkoztunk, szigoru egyenlGtlenséggel, a 4.11. pél-
déban (lasd még Grandmont [1998] Proposition 2.2).

Figyelemre mélto, hogy szamos szerzd orommel fogadja a racionélis varakozasokra
jellemz6 instabilitast. Példaul Laitner (1981) és (1984) éppen a racionalis varakozasok-
nal felléps meghatarozatlansagot hasznalja fel az instabilitas kikiiszobolésére. Ha az ins-
tabil sajatértékek és a nemtorténelmi kezdeti feltételek szama azonos (kiegyensulyozott
nyeregpont-instabilitas, ez a numerikus vizsgalatok szerint a szoban forgo feltétel gyak-
ran teljesiil), akkor az allandosult allapot kozelében minden torténeti kezdeti feltételhez
valaszthatunk olyan nemtorténeti kezdeti feltételt, hogy a keletkezé palya stabil legyen:
lokdlis meghatdrozottsag. Ugyanakkor ez a megoldas rendkiviili szamitési pontossagot
feltételez, amely nem varhato el egy kozonséges szerepl6tsl (lasd még Kehoe, 1991).
Viszont minél t6bb fiiggetlen valtozo van, annal kétségesebb az eljaras numerikus stabi-
litasa. Emlékeztetiink az 1.10. példara (Ralston, 1965, 10.2. példa): a kerekitési hibak
el6bb-utobb letéritik a lineéris rendszert a stabil iranyro6l. S hidba vannak ma méar sokkal
jobb szamitogépek, mint Ralston (1965) konyve irasakor, a modellezett valodi dontések
nyilvanvaloan nem hajszalpontosak. A legegyszeriibb it a nyeregpont-stabilitdshoz a
milt és a jové szimmetridjanak foltevésében rejlik:

(4.76) m=n és Qon_; = Q;, 1=0, ...,n—1.
Ko6nnyen eljutunk a szimmetridhoz, ha g eleve szimmetrikus, azaz a dinamika id6-
ben megfordithatod (reverzibilis). (Emlékeztetiink arra, hogy reverzibilitds a mechani-

kara jellemzd, de a hétanra nem.)
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4.13. tétel. a) A racionalis varakozas melletti dinamikdban az allandésult allapot
kiegyensulyozott nyeregpont-instabil, de lokalisan meghatérozott, ha teljesiilnek a (4.76)
szimmetria-feltételek.

b) Szimmetria és nemnegativitas esetén a naiv varakozas melletti dinamikaban az
dllandosult allapot stabil, ha vagy «, > 0 vagy a, <0 és a < —ay, /2.

Bizonyitas. a) A racionélis varakozas kiegyensulyozottt nyeregpont-stabilitasa
majdnem trividlis. A normalizalas értelmében polinomunk 2n-foku. (4.73) szerint p,, ()
un. reciprok polinom, azaz ha X\ gyok, akkor 1/ is gyok.

b) Most 5 = a, + «, és (4.76) esetén (4.74) (4.75)-re egyszertisodik. ]

A racionélis varakozéasok részleges kudarca elfogadhatobba teszi a naiv varakoza-
sokat? Nem igaz az, hogy naiv varakozasoknal folyamatosan trivialis hibat kévetnek
el? A klasszikus egyvaltozos pokhalo modelben valoban ez a helyzet, azonban vannak
olyan dinamikus rendszerek, ahol semmilyen linearis statisztikai proba nem fedez fel
semmilyen hibat sem (Hommes és Sorger, 1997).

4.7. TANULSAGOK

Talan nem &rt, ha Osszefoglaljuk a tanulsdgokat. A t&kés gazdasig beruhazasi cik-
lusainak kutatéi méar évtizedek ota foladték a determinisztikus és linedris megszori-
tas valamelyikét: (i) Frisch (1933) sztochasztizalta a linearis ciklusmodellt, (ii) Hicks
(1950) pedig a beruhazasra vonatkozo also, és a nemzeti jovedelemre vonatkozo felss
korlat bevezetésével kapott nemlinearis ciklusmodellt. A nemlinearis modellek elemzéi-
nek a matematika és a szadmitastechnika akkori szintjén csupan korlatozott eredménye-
ket sikeriilt elérniiik. Egészen az 1970-es évek végéig kellett varni, hogy a nemlineéris
dinamikus rendszerek elmélete gyokeret verjen a kozgazdasigtanban. Mindkét megko-
zelitésnek vannak el6nyei és hatranyai. Bar a modern gazdasagokban a ,,j6” és a ,rossz”
id6szakok viszonylag szabélyosan valtjak egymaést, a beruhazési- és kiilonosen a kész-
letfelhalmozasi mutatok mintaja ciklusrél-ciklusra ismétlgdik, az ismétlgdés azonban
sokkal pontatlanabb, mint a természettudoméanyokban. Mig a sztochasztikus megkoze-
litésnél a pontos ismétlgdéstsl nem kell tartani, a nemlinearis megkozelitésnél — lokalis
instabilitast feltételezve —, rovid dtmenet utan Hicks pontosan ismétlédé ciklusokat ka-
pott — legalabbis azt hitte. Hicks allitolag éppen emiatti elkeseredésében fordult el az
altala modernizalt cikluselmélettsl. A valdsagos ciklusok felszalld dga sokkal tovabb
tart, mint a leszallo a4ga. A sztochasztikus modell azonban — legaldbbis atlagban —,
szimmetridt mutatnak, mig a nemlinearis modellek képesek az aszimmetria tiikrézésére
(Blatt, 1980, 1983). Megemlitjiik még Brock (1986) ujszert probalkozéasat a két elmélet
relevancidjanak megéallapitasara.

Vilagnézetileg is fontos a linearis sztochasztikus és a nemlineéaris determinisztikus
megkozelités kozti kiillonbség. Az els6 megkozelités hivei altalaban ellenzik, a masodiké
viszont tamogatjik az adllam beavatkozéasit a piac miikodésébe. Hiszen a sztochasztikus
zavarok hatasat a gazdasagra jellemz6 késleltetések és mérési hibak miatt lehetetlen
kikiiszobolni, de a determinisztikus ugrandozasok megszelidithet6k. Ebben a fejezet-
ben a nemlinearis determinisztikus megkozelitést kovettiik, s a linearis sztochasztikus
megkozelitésre csak a 7-8. fejezetparban tériink ki.
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Bonyolult matematikai fejtegetésiink végére érve nem art ismét emlékeztetni a koz-
gazdasagi és matematikai ciklusfogalom kiilonbségére. Ha Ickes (1986) altalanosabb
kozgazdasagi ciklusfogalmat fogadjuk el, ti. hogy (i) minden fazis oka a kovetkezs fa-
zisnak, (ii) a fazisok ismétlédése szabalyszert, de nem feltétleniil periodikus, akkor a
hatarciklusok mellett szamos mas csillapitatlan oszcillacio is ,ciklusnak” tekinthetd.
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5. KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK

Kozonséges differencidlegyenletr6l vagy -rendszerr6l beszéliink, ha egy egyenletben az
idstsl (altalanosabban, egy skalartol) fliggd valtozokon kiviil azoknak az id§ (vagy
més skalar) szerinti derivaltjai is szerepelnek. Léatni fogjuk, mennyire hasonlitanak a
differencidlegyenletekre vonatkozo tételek a differenciaegyenletekre vonatkozé megfele-
16ikre (lasd 1. és 3. fejezet). A jobb attekinthetdség kedvéért a legfontosabb definiciokat
és tételeket ,megismételjik”, a teljes parhuzam kibontasatol azonban megkiméljiik az
Olvasot. (Adosak maradunk a ciklus és a kiosz kifejtésével.) Az 5.1. alfejezetben a diffe-
rencidlegyenletek alapfogalmait vezetjik be. Az 5.2. alfejezetben az altaldnos lineéris
rendszerek tulajdonsagait tekintjiik 4t. Az 5.3. alfejezetben visszatériink a nemlinearis
rendszerekre, és kiterjesztjiik a lineéris esetre kapott stabilitasi tételeket a nemlinearis
esetre. Az 5.4. alfejezetben a folytonos idejii szabalyozas kérdéseit vazoljuk. Hasznos
tudnivalokat tartalmaz Samuelson (1947), Pontrjagin (1961), Martos (1981) és Arnold
(1984). Hirsch (1989) érdekes torténeti attekintést nyujt a kérdéskorrsl. Terjedelmi
korlatok miatt kiilonosen vazlatos lesz ez a fejezet.

5.1. ALAPFOGALMAK

Elsérendii differencidlegyenlet-rendszer

Legyen T = [0,T] egy valos (id6)intervallum, x egy n-dimenzios valos vektor, és f(.,.)
az (n+1)-dimenzids tér egy T x R™ tartoméanyanak R"-be valo leképezése. Legyen x(t)
egy vektor-értéki sima idéfiiggvény, és @(t) a derivalt-fliggvény. Ha x és & kielégiti az

_d:)s

(5.1) it) = —

= fltx(t)]

elsérendi kézonséges differencidlegyenlet(-rendszer)t, akkor az x(t) fiiggvényt az egyen-
letrendszer megolddsdnak nevezziik. Az x(tg) = xo kezdeti dllapot altalaban adva van,
s ilyenkor az adott kezdeti feltétel melletti megoldasrol beszéliink. Lehet végérték-, s6t
peremérték-feladatrol is beszélni, ez utébbiban bizonyos kezdeti és végérték van megadva
(9. fejezet). Mivel ebben a kényvben mindvégig kézonséges differencialegyenletekrsl be-
széllink, a jelz6t elhagyhatjuk.
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Az (5.1) egyenlet koordinatamentes alakban van folirva, s ez a tomorség miatt is
elényos. Nagyon gyakran azonban az egyenletrendszer koordinatdsan van megadva:

(5.1) i (t) = filt,z1(t), ..., xn(t)], =1, ...,

ahol f; : R — R fiiggvény és z;(t) : R — R fiiggvény.

Magasabb rendii egyenletek segédvaltozok bevezetésével ugyanigy visszavezethetsk
els6rendt egyenletekre, mint a differenciaegyenletek.

Legyen y™ = g(y™ Y, ... 9,9). A kovetkezs jelolésekre lesz szitkségiink: z; =

yO=1 ¢ =1, ..., n, melyek segitségével a kovetkezs n-valtozos elsérendd rendszert
kapjuk: &1 =22, ..., Tn_1 = Tn, In=9g(Tn,...,T2,21).

Ellentétben a differenciaegyenletekkel, egyes differencidlegyenleteknek nincs megol-
désa, masoknak tobb is van. Az is lehetséges, hogy bar létezik és egyértelmii a megoldas,
nem terjeszthets ki a teljes [0,00) id6tengelyre. (N. B. Mindvégig explicit egyenletekkel
foglalkozunk. Implicit egyenleteknél a differenciaegyenletek is ,nélkiilozhetik” a megol-
dasukat vagy tobb is lehet beldlitk: B.4. és C.4. alfejezet.)

A kovetkezd négy példarol derivalassal belathatjuk, hogy igazak a benniik szerepls
allitasok.

5.1. példa. ,Szép” megoldas. & = Az, z(0) = xg = x(t) = 2o, t > 0.

5.2. példa. Nincs megoldas. Dirichlet-fliggvény: & = 1, ha x racionéalis; z = 0,
ha x irracionalis. (Darboux tétele szerint egy derivalt fliggvény — ha nem is folytonos —
minden kozbiils§ értéket folvesz; Rudin, 1976, 5.12. tétel).

5.3. példa. T6bb megoldas van. & = 22/3, g = 0 = z(t) = 0 és z(t) = (t/3)5.

5.4. példa. A megoldas értelmezési tartomanya korlatos. & = 22, z(0) = x¢ =
x(t) = —=1/(t — 1/xqg), ahol 0 < t < 1/xy.

Ha mar ismerjiik a megoldast, akkor behelyettesitéssel igazolhato, hogy a széban
forgo fliggvény tényleg megoldés. Szamos fogés ismeretes a megoldas megkeresésére, ez-
zel a kérdéskorrel azonban alig foglalkozunk. Mivel sok differencialegyenletnek nincs zart
alakt megoldasa (elemi fiiggvényekkel), gyakran kell numerikus kozelité megoldasra szo-
ritkoznunk. (Ilyen problémaval mar az integralasnal is taldlkozhatunk, példaul a Gauss-
féle @ hibafiiggvény sem elemi fiiggvény.) Ezért is fontos, hogy kvalitativ eredményeink
legyenek a differencidlegyenletek megoldasair6l. Most két olyan differencialegyenletet
mutatunk be, amelynek nincs zart alakti megoldéasa.

5.5. példa. Nincs zart alakii megoldas (Arnold, 1984, 6.6.). Az @ = 22 —t egyenlet
megoldasa nem irhato fol explicite, kizarolag elemi fiiggvények segitségével.

5.6. példa. A matematikai inga egyenlete. Legyen a nehézségi gyorsulés g, az inga
hossza L és a pillanatnyi szog x(t). Fizikai torvények szerint y(t) kielégiti a kovetkezd
masodrendd nemlinearis differencidlegyenletet: § = —Bsiny, ahol B = L/g, yo =
A, 9o = 0. Ennek az egyenletnek sincs zart megoldasa, de tapasztalatbol is tudjuk,
matematikailag is igazolhato, hogy periodikus a megoldéasa: y(t) = y(t — Pa), ahol Py
az A-tol fiigg.
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Egzisztencia és unicitas

A(z ellen)példak attekintése utan pozitiv tételekkel folytatjuk az ismertetést. Fol-
tessziik, hogy xo € X', megengedett kezdeti feltétel. Kezdjiik egy egzisztencia-tétellel.

5.1. tétel. (Cauchy és Peano egzisztencia-tétele, 19. szazad, illetve 1890.) Ha
f(t,x) aT x X tartoményon folytonos, akkor minden megengedett kezdeti értékre létezik
legalabb egy megoldas a megfelel6 J részintervallumon.

Bizonyitas helyett.” Az altalanos bizonyitas mély matematikai meggondolaso-
kat igényel. Az Eulertdl szarmazo alapotlet azonban konnyen elmagyarazhato, és a
sokaig mostohan kezelt differenciaegyenletekkel valo kozelitésen alapul. Osszuk fol a
T id6tartomanyt k& db h = T'/k egyenld hosszusagu részre! Az osztopontokat jeloljiik
tii-vell Az f fiiggvény folytonossaga miatt vélhetSleg nem kovetiink el nagy hibat, ha a
Tri = (tr,i—1,tk,) intervallumban f(t,z)-et a rogzitett f(tx,i—1,2k,i—1)-gyel helyettesit-
juk. Ekkor az zy(t) = vk (tgi—1) + f(tk,i—1,%k,i—1)(t — tri—1) tOrtvonal adodik kozelits
megoldasként T}, ;-n. Ha k — oo, akkor egy mély matematikai tétel (Rudin, 1976, 7.23.
tétel) szerint kivalaszthato legalabb egy olyen részsorozat, amelyre szoritkozva xy(t)
minden t € T-re tart az x(t) fliggvényhez, amely (5.1)-nek megoldésa.

Az 5.5. példaban szerepld differencidlegyenletet az xy = 1 kezdeti feltétellel k =
20 mellett a [0;1] idSintervallumban a fenti modszerrel megoldottuk, s az 5.1. abran
mutattuk be.

5.1. feladat. Torottvonalas kozelités. Bizonyitsuk be, hogy adott t-re az 5.1.
példaban szereplé @ = Az, o = 1 differencidlegyenlet a) k-részes torottvonalas meg-
oldasa zp(t) = (1 4+ M/k)* és b) k — oo esetén tart e-hez! (Megjegyezziik, hogy az
egész [0,t] szakaszon vett kozelité megoldasok konvegélnak a pontos megoldashoz. Pon-
tosabb kozelitéshez a fiiggvényeket nem linedrisan, hanem magasabb fokt polinommal
kozelitjiik.)

Az 5.1. példaban szerepld differencidlegyenletet A = —1 és 1 paraméterértékre az
xo = 1 kezdeti feltétellel k£ = 20 és 40 mellett a [0; 1] idSintervallumban a fenti modszerrel
megoldottuk és Osszevetettiik az elméletileg ismert pontos megoldéassal. Az 5.2 és 5.3.
abran lathato, hogy a durvabb kozelités rosszabb, a finomabb jobb.

Az 5.3. példa szerint a megoldas egyértelmiiségének kimondasahoz a jobb oldal
folytonossaganal szigorubb feltevésre lesz sziikség. Egy f(t,z) fiiggvényt Lipschitz-
tulajdonsdgunak neveziink a T x X halmazon, ahol X egy R"-beli konvex tartoméany,
ha tetszoleges x,y € X-re és alkalmas K szamra teljesil || f(t,2) — f(t,y)|| < K||z —y]|.
A Lagrange-féle kozépértéktételbsl lathato, hogy egy kompakt halmazon a Lipschitz-
tulajdonsag kovetkezik az f fliggvény simasagabodl. Figyelemre mélto, hogy K < 1
esetén a Lipschitz-feltétel (amelyet altalanosan 1876-ban éppen az egyértelmiiség miatt
vezetett be Lipschitz) a kontrakciot adja [(3.2)].

5.2. tétel. (Picard és Lindeldf unicitasi tétele, 1890, illetve 1894.) Ha az f(t,z)
fiiggvény a T x X tartomanyon folytonos és x-ben Lipschitz-tulajdonséagu, akkor (5.1)
megoldasa minden megengedett kezdértékre egyértelmii egy alkalmas J részintervallu-
mon.
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Megjegyzés. Differencialegyenletek elméletében nagyon fontos és a bizonyitas-
bol konnyen kiolvashato, hogy adott ¢ idére az x(t,xg) megoldds folytonosan figg a
kezddértékektdl. A kaotikus viselkedésnél azonban ez a fiiggés nagyon gyorsan gyongiil
az idGvel!

Bizonyitas helyett. Az altalanos bizonyitas mély matematikai meggondolasokat
igényel (Pontrjagin, 1961), az alapotlet azonban kénnyen elmagyarazhato6. Elgszor diffe-
rencidlegyenletiinket egy ekvivalens integralegyenletként irjuk at (v6. Newton—Leibniz-
szabaly):

(5.2) z(t) = z(0) +/O flrx(T)| dr.

Legyen x(t) folytonos fiiggvény az integréalegyenlet k-adik kozelité megoldasa
(xo(t) = xp). Tekintsiik a folytonos fiiggvények C[J] absztrakt terét, melynek az xj
fiiggvény absztrakt eleme. Ekkor a (k 4 1)-edik kozelité megoldast a 3.1. alfejezet
altalanos kontrakcio-elvében szerepls iteracio szerint szamitjuk ki:

(5.3) e () = 2(0) + /0 flras(D)]dr,  ahol  zo(t) = 0.

Megmutathato, hogy megfelelGen kicsiny J idGintervallumon az z1 = ¢(zy) leké-
pezés kontrakcid, azaz létezik egyetlen fixpontja, nevezetesen az integralegyenlet meg-
oldasa. 1

Megoldasi moédszerek

A most leirt fokozatos megkdzelités modszere tetsz6leges sima fliggvényre numerikus
kozelitésként alkalmazhato. (Ezen a ponton le kellett mondanunk arrol az altalanos el-
viinkr6l, hogy a diszkrét idejii rendszer 1épéseit ugyanigy t-vel jeloljiik, mint a folytonos
idejd rendszer idévaltozojat.)

5.2. feladat. A fokozatos megkozelités modszere. Mutassuk meg, hogy a) a
fokozatos megkozelités modszerének k-adik 1épése az 5.1. példanal xg = 1 mellett az
eM fliggvény k-adfoku Taylor-polinomjat adja:

k j
() =3 A

7!

b) amely tart az e* megoldashoz! Az 5.4. &bran a k = 1, 2 és 4 kozelitést,
valamint a pontos megoldast mutatjuk be! Figyeljiik meg, hogy A > 0 esetén minél
tavolabb keriiliink a kezdeti értéktsl, annal nagyobb a hibal

5.3. feladat. Nincs Lipschitz-tulajdonsag. Mutassuk meg, hogy az 5.3. példaban
szerepls f(x) = x2/3 fiiggvény x = 0-ban nem Lipschitz-tulajdonsagi!

Az altalanos tételek ismertetése utdn most bemutatjuk a két legegyszertibb
differencialegyenlet-tipus megoldasat.

101



5.3. tétel. Egyszerii integrilhatésag. Ha f(t,x) fiiggetlen z-t6l: & = f(t), akkor
az (5.1) differencialegyenlet-rendszer egyszerten integralhato:

t
(5.4) x(t) = z(0) + / f(r)dr.
0
Bizonyitis. Az (5.2) integralegyenletbdl kovetkezik. ]

Megjegyzések. 1. A tétel latszolag n dimenziora vonatkozik, valéjaban azonban
n fliggetlen skalar egyenletrél van szo.

2. Ebben az esetben az 5.2. tételben leirt fokozatos megkozelités az elsé 1épésben
megadja a pontos eredményt, tovabbi lépésekre nincs sziikség.

5.7. példa. Szabadesés. A fizikdbol Galilei 6ta ismeretes, hogy a homogén gra-
vitacios térben szabadon esé test sebessége az idének linearis fliggvénye: © = x¢ + gt.
Ekkor (5.4) miatt az ut-id6 fiiggvény x(t) = zo + ot + gt2/2.

A kovetkezd tétel az el6zénél joval altalanosabb.

5.4. tétel. Szétvdlaszthaté valtozoji egyenlet. Legyen n = 1. Ha f(t,xz) =
a(t)b(z) alaku, és nincs gydke egy bizonyos téglalapon, akkor az (5.1) differencialegyenlet
megoldéasa a téglalapon fekvds (0,xg) kezdeti feltétel mellett a kivetkezéképp kaphato
meg:

z(t) 1 t
(5.5) /x(o) @df:/o a(t)dr.

Megjegyzés. b(x) =1 esetén visszakapjuk az 5.3. tételt.

Bizonyitas. Formalisan irjuk fol tortként az 4 derivaltat: dz/dt és vigyiik a bal
oldalra az z-es tényezdket, jobb oldalra pedig a t-s tényezdket: dz/b(x) = a(t)dt! Te-
gytk f6l, hogy mindkét oldal integralhato 0 és ¢ (azaz xg és x(t)) kozott! Elvégezve az
integralast, adodik az allitas. Differencidlassal belathato, hogy a heurisztikusan kapott
implicit egyenlet tartalmazza a megoldast. [

5.4. feladat. Az 5.4. tétel segitségével vezessiik le az 5.1., az 5.3. és az 5.4. példa
(mar igazolt) megoldésat!

Két kozelité modszer bemutatasa utan ismertetiink egy harmadikat is. Mar a diffe-
rencidlegyenletek elméletének uttordje, Newton is tudta, hogy egy analitikus jobb oldali
differencialegyenlet megoldasat célszerti hatvanysor-alakban keresni. Ezt szemlélteti az

5.8. példa. Hatvanysor. Az 5.1. feladat megolddsat az x(t) = Y - axt® alakban
keressiik. #(t) = > o kart™™ 1 =37 ((k + 1)ag41t*. Behelyettesitve az egyenlet két
oldalaba és a t* egyiitthatoit egyenlévé téve: (k4 1)ary1 = dag. Az 2(0) = ap = 1
kezdeti feltétel mellett a, = \*/k!

A differencidlegyenletek numerikus megoldasa nem targya konyviinknek, csak uta-
lunk példaul Ralston (1965) 5. fejezetére.
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Stacionarius pont és stabilitas

Az egyszeriiség kedvért a tovabbiakban csak olyan rendszereket vizsgalunk, amelyek
explicite nem filiggenek az id&t6l, autonomak:

dx

(5.6) i= = f(@).

A dinamikus rendszerekben kitiintetett szerepet jatszik a stacionarius (egyensulyi,
normél) pont.

Egy x° pontot az f rendszer staciondrius pontjdnak neveziink, ha beléle inditva a
rendszert, az mindig ott is marad. Képletben:

Ha xo = x°, akkor z(t)=2° teT,
azaz

(5.7) f(z°) = 0.

Megismételjiik a stacionédrius pont stabilitdsarél szold definiciokat, amelyeket az
1.1. alfejezetben ismertettiink.

1. Egy z° stacionarius pontot Ljapunov-stabilnak neveziink, ha hozza elegendd
kozeli barmely zg kezdGallapotbdél induld pélya az x°-hoz mindvégig kézel marad. Kép-
letben: tetszbleges € > 0 szamhoz talalhatoé olyan § > 0 szam, hogyha ||zg — 2°|| < 4,
akkor ||z(t) — x°|| < € tetszleges t-re.

2. Az (5.2) rendszer Ljapunov-stabil z° stacionéarius pontjat lokdlisan (aszimptoti-
kusan) stabilmak nevezziik, ha z°-hoz elegendd kozeli barmely zy kezdGallapotbol indulo
palya az x°-hoz tart.

3. Globdlis stabilitdasrol beszéliink, ha majdnem minden xy indulé allapot egy és
ugyanazon stacionarius ponthoz tarto palyat szarmaztat. (A rendszer t6bbi stacionarius
pontjat természetesen ki kell zarni az indulé allapotok koziil, lasd 3.3. példa.)

4. Egy stacionarius pontot (aszimptotikusan vagy Ljapunov-értelemben) insta-
bilnak neveziink, ha nem (aszimptotikusan vagy Ljapunov)-stabil.

A kovetkez6 példa megmutatja, hogy miért nem elegendé a konvergencia a

c stz

5.9. példa. (V6. 1.4. példa.) Konvergencia Ljapunov-stabilitas nélkiil. Tekintiink
egy polarkoordinatakkal megadott sikbeli rendszert: 7 = r(1 —r), ¥ = r9, ahol r > 0,
0 <9 < 27. Konnyen belathato, hogy az allandésult allapot (1,0) = (1,27), amelyhez
minden pélya konvergal, de hidba van akdrmilyen kozel a ¥y kezddallapot 0-hoz, 9 > 0,
tehat a rendszer egy teljes fordulatot tesz, miel6tt eljut az allandosult éllapotba.

5.2. LINEARIS RENDSZEREK

Miel6tt érdemben folytatnank az altalanos nemlinearis vizsgalatot, célszertd elemezni a
legegyszeriibb — linearis — dinamikus rendszereket.
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Inhomogén egyenletrendszer

Az (5.6) rendszert linedrisnak nevezziik, ha az f fiiggvény linearis. Ekkor van olyan
n X n-es M matrix és n-dimenzios w vektor, amelyre f(x) = Mz + w. Ekkor (5.6) a
kovetkezo alakot 6lti:

(5.8) =Mz + w.

Roviden utalunk a differencialegyenlet-rendszer koordinatas alakjara:
n
(58,) Iz(t) :Zmijmj(t)+wi7 1= 1, ey, N
j=1

ahol M = (m;;) az M transzformacié méatrixa a rogzitett koordinata-rendszerben és
w = (w;) a megfelel6 koordinatazott vektor.
A stacionarius pont implicit egyenlete

(5.8°) 0= Mz°+w,
azaz megfelel§ regularitasi feltételek mellett explicitté tehetd:
(5.9) ° = —M tw.

A differenciaegyenletekkel valé parhuzam jobban kidomborodna, ha (5.8) helyett
az

(5.8%) i=(M—IDz+w.

alaki egyenletet irnank (v6. (5.9) és (1.3)). Ez azonban szokatlan lenne, és csak feles-
legesen bonyolitané a képleteket.

Homogén egyenletrendszer

Vezessiik be az

(5.10) g4 =2 —2°
eltérésvaltozot, és vonjuk ki (5.8)-bol (5.8°)-t:
(5.119) i = Maz9,

Szoban: az eltérésvaltozok kielégitik azt a homogén rendszert, amely az inhomogén (5.8)
rendszerbdl az additiv allando elhagyasaval keletkezik.

A tovabbiakban a homogén rendszerrel foglalkozunk, s rovidség kedvéért elhagyjuk
a 4 felsg indexet, (azt is mondhatjuk, hogy w = 0). A hivatkozasok kedvéért 4j alakjiaban
tjra folirjuk az (5.114) egyenletet:

(5.11) i = Maz.

A skalér esetben ismert, hogy (5.11) megoldésa x(t) = eMtz(0) (vo. 5.1. példa). Kérdés:
lehet-e ezt altalanositani tetszéleges M matrixra? Vélasz: lehet, de el6bb definidlni kell
egy tetszbleges kvadratikus méatrix exponencialis fiiggvényét [(A.6)]:

 (tM)*
(5.12) M = :

k!

A matrixértéki hatvanysorok elmélete szerint a matrixexponens az idé szerint differen-
cidlhato, és az Osszegzés és a derivalas sorrendjének felcserélésébsl adodik a skalédrokra
ismert d{et™}/dt = MetM Gsszefiiggés. Most mar kimondhato az
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5.5. tétel. A megoldis teljes folytathatésaga. Az (5.11) autoném homogén
linedris rendszer xq kezdeti feltételhez tartozoé egyértelmi megoldasa a teljes félegyenesen
folytathato, s a kovetkezd alakii:

(5.13) z(t) = eMay, t>0.
Most bemutatjuk a métrixexponens kiszamitasanak a modszereit.
Sajatértékek és sajatvektorok

Akarcsak a differenciaegyenleteknél, a differencidlegyenleteknél is altaldban lehetetlen
x(t)-t (5.12)—(5.13)-mal, matrix-hatvanyozassal kiszamitani. Linearis algebrabol azon-
ban ismert, hogy M sajatértékei és sajatvektorai segitségével et™ viszonylag egyszertien
folirhato. Sziikségilink lesz az M matrix karakterisztikus polinomjara:

(5.14) P(\) = det(\ — M).

Ismert, hogy a P()) polinomnak multiplicitassal n (valos vagy komplex) gyoke van,
melyek M sajatértékei.

(5.15) P(\) =0, j=1,...,n

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fol, hogy létezik n darab linearisan fiiggetlen, n-
dimenziés sajatvektor, s;,

(5.16) Ms; = \jsj, j=1,2, ..., n,

azaz, hogy van sajatbazis, amelyben a kezddéallapot egyértelmiien folirhato:
n
(517) o = ijsj.
j=1

Félhasznéalva, hogy M's; = Mis; és

k

z - <
e = Z y,
k=0
(5.12), (5.13), (5.16) és (5.17) a kovetkezd Osszefiiggést adja:
(5.18) p(t) =) &edls;.
j=1

Ezzel igazoltuk a kovetkezd tételt.

5.6. tétel. Ha létezik az M matrix sajatbazisa, és az s; sajatvektorok (j =
1, ..., n) segitségével a homogén megoldés kezdbértékét (5.17) szerint folirjuk, akkor
a \; sajatértékeket bevonva, (5.18) adja a homogén megoldas tetszéleges idSpontbeli
értékét.

Megjegyzés*. Egy sajatvektorhoz tartozo r-szeres tobbszoros gyok esetén az
eM tag mellé e, j =1, 2, ..., r — 1 tagok lépnek.

Megemlitjiik, hogy bizonyos értelemben a karakterisztikus polinom alkalmazéasa az
n-valtozos els6rendid rendszert n-edrenii egyvaltozos rendszerre vezeti vissza, megfor-
ditva a fejezet elején leirt eljarés iranyat.
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Komplex sajatértékek

Az (5.18) egyenlet kozvetleniil hasznosithatd, ha M Osszes sajartértéke valos. Mi tor-
ténik azonban, ha vannak komplex sajatértékek? Mivel az M matrix elemei valosak,
a P(\) polinom egyiitthatoi is valosak. Jol ismert elemi algebrai tétel szerint ekkor
minden komplex sajatérték komplex konjugaltjaval egyiitt fordul els. Meglehet&sen
hosszadalmas érveléssel belathatd, hogy ekkor minden s sajatvektor és & koordinéta is
konjugalt parjaval egyiitt van jelen, s végiil is a komplex szamok eltiintethetsk.

(5.17%) To = €5 + £5.
(5.18%) z(t) = eMés + eMEs.
Az Euler-képlet értelmében
(5.19) eM = eReM(cos ot +isingt), ¢ =Im.
ahol Rez és Imz rendre egy komplex z szam valos és képzetes részét jeloli. (5.17%),
(5.18%) és (5.19) implikalja az 1.3. tétel folytonos idejd megfelelGjét.
5.7. tétel. Ha az M matrixnak egyszeri komplex sajatértéke—sajatvektora van:
A és s, akkor a megfelel blokk-megoldas (A. fiiggelék)

z(t) = 2eR°M (Res cos pt — Imssin ot ).

A kovetkez6 feladat az 5.7. tétel legegyszertibb szemléltetése.
5.5. feladat. (V6. 1.8. példa.) & = Mz ahol

0 -1 ) (1
M_(l 0) és :L'o—(()).

Igazoljuk, hogy x1(t) = cost és xa(t) = —sint!
Nemcsak szemléltetésként, de gyakorlati alkalmazasokban is fontos az

5.10. példa. Masodrendii linearis differencialegyenlet. Az ij+ay+ By = 0 egyenlet
kétféleképpen is megoldhato.

a) Visszavezetés elsérendd sikbeli rendszerre. Legyen x1 = y és xo = y. Ekkor
T1 =Y =2x2 88 Xy =9y =—ay — Py = —axy — fzr;. Ekkor n = 2,

0 1
M = (_ . _a) .
b) Komplex amplitidék mddszere. Keressiik a megoldast y(t) = yoe* alakban!
Derivaljuk a feltételezett megoldast, helyettesitsiik be a differencialegyenletbe és osszunk
le yoer-vel: a A2 +aA+3 = 0 masodfoki (karakterisztikus) egyenletet kapjuk. Komplex

gyokok esetén a folytatast mindkét esetben az 5.7. feladatban ismertetett modon kell
elvégezni. a =0, 5 > 0 esetén y(t) = Acos(pt + §), ahol A, ¢ és ¢ valos allandok.
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Stabilitas, instabilitas
Linearis rendszerek esetén viszonylag egyszertien megadhatok a stabilitas feltételei.

5.8. tétel. Linedris stabilitas. A folytonos ideji (5.11) linedris rendszer akkor és
csak akkor stabil, ha Re\; < 0 teljestil, j =1, ..., n.

Bizonyitds. Egyszeres sajatértékek esetén (5.18) alkalmazhato. Eszerint x(t) ak-
kor és csak akkor tart nulldhoz, ha minden sajatérték-exponens nullahoz tart. Valos
sajatértékekre ez azt jelenti, hogy A; < 0. Komplex sajatértékparnal (5.19) szerint a
sajatérték valos részének kell kisebbnek lennie, mint 0. Végiil ha egy sajatvektorhoz egy
sajatérték tobbszorosen tartozik, akkor a potlolagos tagok is pontosan akkor tartanak
nulldhoz, ha Re); < 0 teljestil. [

Megjegyzések. 1. A globalis és a lokalis stabilitas a folytonos ideji linearis rend-
szereknél is ekvivalens.

2. Ha Re); <0 és példaul Re\; = 0, akkor multiplicitas nélkiili dominéns gyokpéar
esetén Ljapunov-stabilitas igazolhato, tobbszoros dominans gyok esetén instabilitds. Ha
példédul Re); > 0, akkor a rendszer robband, legalabbis majdnem minden kezdd&alla-
potra.

3. Diszkrét idejd rendszereknél azokat a matrixokat neveztiik stabilaknak, melyek
sajatértékei a nyilt egységkorbe esnek. Folytonos idejti rendszereknél azokat a matrixo-
kat nevezziik stabilaknak, melyek sajatértékei a nyilt bal félsikba esnek. A kovetkezok-
ben véazoljuk, hogy mi a kapcsolat a két eredmény kozott. Altalanositva az 5.1. fela-
datot, az & = Mz differencialegyenlet-rendszer kézelithets az x (1), = (I + hM)zkn,
k=0,1, ... differenciaegyenlet-rendszerrel, ahol h egy megfelelGen kicsiny pozitiv valos
szam. A folytonos idejd rendszer \; sajatértékének a diszkrét idejd rendszer 1+ hA; sa-
jatértéke felel meg. Konnyen belathato, hogy ekkor Re); < 0 ekvivalens az [1+h)\;| < 1
feltétellel.

Az 1.3. &abrahoz hasonléan most az 5.5. abran szemléltetjiik a sajatértékeken
alapul6 osztalyozast.

Feladatként mondjuk ki az 1.12. példa megfelelGjét.

5.6. feladat. Stabilitds. Mutassuk meg, hogy az 4 + ay + By = 0 mdsodrendi
linedris differencidlegyenlet akkor és csak akkor stabil, ha «,3 > 0!

Mind a mechanikai, mind a kézgazdasagi alkalmazésoknél fontos szerepet jatszanak
a nyeregpontok. Itt csak a legegyszertibb esetet mutatjuk be.

5.11. példa. Nyeregpont. Legyen n = 2 és M egyik sajatértéke negativ, a masik
pozitiv: A1 < 0 < A9, s1 és s sajatvektorral! Ekkor az z° = 0 stacionarius pont
nyeregpont: az xrg = &£151 kezddallapotbdl induld rendszerek stabilak, az zg = €359
kezdgallapotbol indulé rendszerek instabilak.
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5.3. NEMLINEARIS RENDSZEREK

Globalis stabilitas

Ratértink a nemlineéris (differencialegyenlet-)rendszerek elemzésére.
Mindenekel6tt mutatunk egy elemi példat.

5.12. példa. Lokilisan stabil, de globélisan instabil rendszer. & = —z + 2
egy nemlineéris differencidlegyenlet. Stacionarius pontok: x = 0 és x = 1. Mivel
x(t) < 0 esetén x(t) né, 0 < z(t) < 1 esetén pedig x(t) csékken, az x° = 0 stacionarius
allapot lokalisan aszimptotikusan stabil az —oo < x¢ < 1 induléallapotokra. Hasonléan
belathato, hogy 1 < xp < oo induldallapotokra x(t) nd, tehat a végtelenbe tavozik,
instabil.

Targyalasunkat most a globélis stabilitas elemzésével kezdjiik. Egy Ljapunovtol
szarmaz6 modszert ismertetiink. Foltessziik, hogy egyetlen stacionarius pont van: x°.
Elsszor definialjuk az (5.6) differencidlegyenlet-rendszerhez tartozéd Ljapunov-figgvényt.
Tegyiik f6l, hogy a differencialegyenlet-rendszer megoldasa egy kompakt (korlatos és
zért) halmazban fekszik. Tegyiik fol, hogy van egy olyan V(x) : R™ — R fiiggvényiink,
amely (i) egyetlen globélis minimumét az z° stacionarius pontban éri el és (ii) a stacio-
narius palya kivételével minden palyan csokken: dV[z(t)]/dt < 0 minden z(t) # x°-ra.

Megjegyzések. 1. Figyeljiik meg, hogy V(:c) egy sor- és egy oszlopvektor skalar
szorzata: V(z) = Vy(x)d!

2. Altalaban nehéz Ljapunov-fiiggvényt talalni, de az 5.10. tételben és a 6.3.
alfejezetben egyszeri kvadratikus alakokkal célhoz ériink.

5.9. tétel. (Ljapunov-tétele a globalis stabilitasrél.) Az (5.6) nemlineéris rend-
szer globdlisan stabil az x° = 0 pontban, ha van Ljapunov-fiiggvénye.

Bizonyitasvazlat. Indirekt médon bizonyitunk. Egy z¢ kezd&allapotboél inditott
rendszer palyajat most a teljesebb z(t,xg) képlettel jeloljiik. Mivel a megoldasi péa-
lya kompakt halmazban tartozkodik, kivalaszthato az idépillanatoknak egy olyan {tj}
sorozata, amelyben a pélya egy z! allapothoz tart: limg_ . z(ts,z0) = ! # 2°. A
monotonitas miatt V{z(tx,x0)] > V]z(tkr1,x0)], £ = 1, 2, ..., a folytonossag miatt
limg 00 V]z(tg,z0)] = V[x!]. Fennall

(5.20) Viz(ty,zo)] > V[z'], k=1,2,....

Inditsuk el a rendszert x'-bél és valasszunk ki egy masik konvergens {x(ug,zt)}r
részsorozatot, amely x2-h6z konvergél: limy o z(ug,x') = 22 # 2. (5.20)-hoz hason-
loan

(5.21) V(z') > V(2?).

A dinamikus rendszerekre jellemzd a kévetkezs azonossag: x(t + w,z9) = z|u,x(t,z0)].
Tekintsiik az el6z6 két sorozatbol kombinalt {z(tx + uk,xo)}r vektorsorozatnak a V-
képeként kapott

(5.22) Viz(ty + uk,x0)] = V]z(uk,x(tk,x0))], k=1,2, ...
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szamsorozatot. Minden k természetes szdmra van olyan K természetes szam, amelyre
fennall ¢, + up < tg, azaz V]z(tp + uk,z0)] > Viz(tx,xo)] > V(z!). Ugyanakkor van
olyan rész-részsorozat (nem jeldljiik kiilon), amelyre limy oo V [z (ug,2(tg,20))] = V(2?).

Tehat megfeleléen nagy k-ra (5.22) bal oldalan V(x!)-nél nagyobb, bal oldalan
V (21)-nél kisebb szam all — ellentmondas. [

A kovetkezd példa ragyogoan szemlélteti a Ljapunov-fiiggvény alkalmazaséat.

5.13. példa. (Hahn, 1967, 77. o.) Tekintsiink a kovetkezs sikbeli differencial-
egyenlet-rendszert:

& = xo + Kz (23 + 23) és By = —x + kao(2? + 23).

AV (xy,29) = [22 +22]/2 Ljapunov-fiiggvény segitségével bebizonyitjuk, hogy a rendszer
a) k < 0-nél stabil és b) k > 0-nal instabil. Valoban, dV (zq,x2)/dt = x1&1 + z2d9 =
z1[xe + kx1 (22 + 23)] + 2o [—21 + kw2 (2 + 23)] = 26V (71,72)? a) negativ és b) pozitiv.
r = 0-nél visszakapjuk az 5.5. feladat egyszerti ciklusét.

Lokalis stabilitas

Most ratériink a lokalis stabilitas targyalasara. Legyen f(x) folytonosan differencialhato
fiiggvény az x° = 0 egyensilyi pontban, azaz (5.7): 0 = f(0); és legyen

(5.23) M =D#(0),

ahol D a differencial-operator! Ekkor az & = Mz [(5.11)] rendszert az (5.6) rendszer
linearizalt részének nevezziik.
Most méar kimondhatjuk az 5.8. tétel altalanositasat:

5.10. tétel. (Perron tétele a lokalis stabilitasrél.) Az (5.6) nemlineéris rendszer
lokélisan (aszimptotikusan) stabil az x° = 0 pontban, ha a linearizalt rész (aszimptoti-
kusan) stabil.

Bizonyitasvazlat. (Zalai, 1989, a 7. fejezet fiiggeléke.) Két lépésben bizonyi-
tunk. (i) Mivel az M matrix stabil, van olyan V' szimmetrikus pozitiv definit matrix,
melyre V(z) = 2TVx kvadratikus alak Ljapunov-fiiggvény az (5.11) linearizalt rend-
szerre. (ii) A 0 megfelelGen kicsiny kérnyezetére V(z) Ljapunov-fiiggvény az eredeti
(5.6) nemlinearis rendszerre is.

Ad (i) Ismert az a linearis algebrai tétel, hogy barmely M matrix a koordinata-
rendszer megfelels elforgatisaval fels6haromszog-méatrixsza alakithaté: N = S—1MS,
y = S~ 1z unitér transzformacioval (SST = I). (5.6) helyett

J= Ny+b(y), ahol  Lm Wl _g

y—0 [yl

S6t, tetszbleges € > 0 szamnal elérhetd, hogy N f6atloja folotti elemei abszolut értékének
Osszege kisebb legyen, mint . A tovabbiakban tegyiik f6l, hogy M eleve ilyen alak.
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Ad (ii) Legyen V (z) = 2Tz egy kvadratikus alak, amelyrdl belatjuk, hogy lokalisan
Ljapunov-fiiggvény. Derivaljuk V(z)-et id6 szerint, helyettesitsiik be az (5.6) differen-
cidlegyenletet és rendezziik:

dVv
# =iTr 4+ 2Ti = [Mx+b(2)] 2z + 2T [Mz + b(x)] =
=T MYz + 2T Mz + b(z) Tz + 2Tb(x).

A nemlinedris tagok konnyen becsiilhetsk: |z To(z)| < |z| |b(z)| tart nulldhoz, ha z tart
0-hoz. A kvadratikus tagokat koordinatas alakba irjuk at.

ITMT(E =+ acTMm = Z Z(jimjixj + i“imijxj) < Z fl(/\Z + 5\1)1‘1 + 2¢e Zfﬁzmz

i
Az 5.8 tétel szerint \; + \; = 2Re); < 0. Ezért dV (z)/dx < 0, még akkor is, ha
figyelembe vessziik a nemlineéris tagokat. ]

Megjegyzések. 1.* Figyeljiik meg, hogy ezzel a modszerrel az 5.8. tétel a Jordan-
alak nélkiil is igazolhato.

2. Ha az M maétrixnak legalabb egy sajatértéke pozitiv, akkor a rendszer instabil.

3. Az 5.13. példa megmutatta, hogy a hataresetben, amikor a linearizalt rész csak
Ljapunov-stabil, a nemlinearis rendszer aszimptotikusan instabil is lehet (k > 0-nal) és
aszimptotikusan stabil is lehet (k < 0-nal).

Ciklus és kaosz

Eddig megelégedtiink a stacionéarius pont stabilitasdnak vizsgalataval. Miért hallgatunk
a 3. ikerfejezetben oly sokat taglalt ciklusokrol és kdoszrol? Ez a hallgatas annal inkdbb
furcsanak ttinhet, mert mind a hatarciklus, mind a kidosz kutatasa eredetileg folytonos
idejt differencidlegyenletek vizsgalataval kezd6dott.

5.14. példa. Kis rezgések. Az 5.6. példaban vizsgalt ingaegyenlet kis kitérések
mellett kozelitSleg vizsgalhato:

Egyszert behelyettesitéssel is igazolhato, hogy a megoldas y(t) = Acost, a periddus
pedig Py = 2.

Galilei azt hitte, hogy a periodus alland6 (Simonyi, 1981, 173. o.). Bonyolultabb
meggondolasokkal igazolhato (Arnold, 1984, 26.7.), hogy a periodus csak jo kozelitéssel
allando: Py = 2m[1+ A%/16+ O(A*)], ahol O(A*) egy olyan mennyiség, amelyet A*-nel
osztva, a hanyados korlatos marad. Példaul 30%-os kilengés esetén a periddus mindossze
2%-kal haladja meg az idealizalt periodust, Py-t (5.10. példa).

A differencidlegyenletek elméletében jol ismert a sikbeli hatéarciklus létezésének
Poincaré-Bendixson elmélete (Pontrjagin, 1961). Mégsem idéziink el a témakdrnél, mert
kozgazdasagi alkalmazasait (lasd H.-W. Lorenz, 1989) vitathatonak tartjuk: nincs kés-
leltetés a beruhéazasi tevékenységben (lasd még Goodwin, 1951).

A kdosz modern elmélete egy haromdimenzios differencidlegyenlet-rendszer mete-
orologiai alkalmazasaval kezdédott. E. N. Lorenz (1963) azt vette észre, hogy amikor
az eredetileg sokjegy pontossiggal megadott kezdGértéket kerekitve vitte be a szamito-
gépbe, a modell ,elszallt”.
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5.4. SZABALYOZAS FOLYTONOS IDOBEN
A tovabbi alkalmazésok kedvéért roviden érintjiik a folytonos ideji, differencialegyenle-
tekkel leirt szabalyozasokat.
Szabalyozasi rendszer

Folytonos idejtire fogalmazzuk at a diszkrét idej szabélyozési rendszer fogalmét, de
most nincs sziikkség az id6ben &allandd szerkezetre. Alapfogalom az n-dimenzios dlla-
potvektor és az m-dimenzios szabdlyozdsi (vagy irdnyitds) vektor, jeliikk rendre x és u,
valamint az dllapotegyenlet, amely az allapot valtozasi sebességét az allapot és a szaba-
lyozas fliggvényeként hatarozza meg:

(5.25) = g(t,x,u),

ahol g egy R!*t"t™ — R™ fiiggvény. Visszacsatoldsrol beszéliink, ha a szabélyozas az
idén kiviil csak a pillanatnyi allapottol fligg:

(5.26) u = h(t,x),

ahol h egy R — R™ fiiggvény. Az igy adodo @ = f(t,z) egyenletet nevezziik
alapegyenletnek:

(5.27) & = f(t,x) = g[t,z,h(t,x)].

Idében valtozatlan rendszernél a megfelel§ egyenletek rendre

(5.25%) & = g(z,u),
(5.26%), u = h(z),
(5.27%) & = f(z) = glz,h(z)).

Stabilizdldsrol beszéliink, ha az (5.26*) visszacsatolas stabilizalja az (5.25%) allapot-
egyenletet, azaz ha az (5.27") alapegyenlet stabil. Az alapegyenlet stacionarius megol-
désa, x°, megadja a stacionarius szabalyozast is:

(5.28) f(z°) =0 és u® = h(x°).

Teljesen decentralizdlt visszacsatoldsos szabdlyozdsrol beszéliink, ha m = n és a
visszacsatolas szétesik n fiiggetlen skalar visszacsatoléasra:

Elvileg szabalyozasi rendszernek tekinthetjiik a kévetkezs rendszert is — megfelels
értelmezési tartomanyokkal: illetve decentralizalt esetben

(5.25') x = g(u),
(5.26") U= h(z,u);

[lyen rendszerekkel taldlkozunk a 6.3. alfejezetben.
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Linearis szabalyozasi rendszer

A tovabbiakban szabalyozasi rendszerek linearis osztalyaval foglalkozunk (v6. Martos,
1981). Elsszor elsallitjuk az

(5.30) *=Ax+ Bu+p
allapotegyenlet megoldasat, adott xy kezdeti allapot esetén.

A megoldo szorzok modszere most is segit. Szorozzuk be az (5.30) egyenlet mindkét
oldalat e~4? fiiggvénnyel:

(5.31) e AMi(t) — e M Ax(t) = e A [Bu(t) + p).

A bal oldal nem més, mint az e~ 4tz (t) szorzat derivéltja, azaz az 5.3. tétel szerint

t
e My — gz = / e AT [Bu(t) + p| dr,
0

amibdl rendezéssel adodik a végeredmény:

(5.32) z(t) = ey + /Ot e~ [Bu(r) + pl dr.

Erdemes megemliteni, hogy az (5.32) jobb oldalan allo két tagnak szemléletes je-
lentése van: az elsé tag az xo kezdeti feltételhez tartozoé homogén megoldas (u = p = 0),
a masodik tag pedig az x¢y = 0 melletti inhomogén partikuléris megoldas.

Linedris visszacsatoldsrol beszéliink, ha a szabalyozasi vektor linearis fiiggvénye az
allapotvektornak:

(5.33) u=—-Kzx+gq.

A 7. fejezetben diszkrét ideji rendszerben ugyan, de latni fogjuk, hogy a kvadrati-
kus célfiiggvényt optimalis szabalyozas (5.33) alak.
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6. FOLYTONOS IDEJU MODELLEK

Ebben a fejezetben ratériink a folytonos ideji dinamikus gazdasagi rendszerek vizsgala-
tara. Szemben a kordbbi modellekkel, most olyan rendszereket vizsgalunk, ahol kényel-
mesebb és valosagosabb a folytonos id§ feltételezése. Harom teriiletet érintiink. A 6.1.
alfejezetben a klasszikus és neoklasszikus novekedéselmélet els6 modelljeit vezetjiik be.
A 6.2.* alfejezetben a linearis kozgazdasdgi szabdlyozdselmélet legegyszertibb modelljeit
tekintjiik at. Végil a 6.3. alfejezetben a walrasi drigazodds modelljét elemezziik.

6.1. NOVEKEDESI MODELLEK

Jol ismert, hogy a neoklasszikus elmélet 1870 koriili kialakulasatol egészen a II. vilagha-
boriig nem sok figyelmet szentelt a novekedés kérdéseinek. Harrod (1939, 1948) diszkrét
idej modellje mellett Domar (1946, 1957) folytonos ideji modellje az els6 novekedési
modellek kozott foglal helyet. Az imént emlitett modellek azonban klasszikusak 1évén,
alig kapcsolodtak a modern kozgazdasagtan féaramat képezd neoklasszikus kézgazda-
sagtanhoz. Ezért okozott nagy 6romot, amikor Solow (1956) megalkotta a neoklasszikus
novekedési modellt. Azota a novekedéselmélet nagy utat tett meg, de mi csak a két ut-
toré modellosztallyal tudunk foglalkozni ebben az alfejezetben. A témakorbdl Szakolczai
(1963) és (1967) szerkesztésében gazdag valogatas all a magyar olvaso rendelkezésére,
angol nyelven Sen (1970) ajanlhat6. A mostanaban kialakul6 endogén névekedés elmé-
letérdl gazdag ismertetést ad Valentinyi (1995).

Egy klasszikus névekedési modell

Domar modelljében végsd soron harom makrovaltozé van: termelés (Y'), beruhazas (1)
és fogyasztas (C). A modell egyenletei a kivetkezsk.
GDP-azonossdg

(6.1) Y=C+1I;
Termelésnovelés
(6.2) Y = AI, A > 0;

Fogyasztdasi fligguény
(6.3) C=(1-9)Y, 0<s<1.

Mind A, mind s idében véltozatlan paraméterek.
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Megjegyzés. E modell diszkrét valtozatdnak egy modositasaval mar a 2.1. és a
4.1. alfejezetben talalkoztunk.

A jobb megértés kedvéért ketté bontjuk a (6.2) egyenletet:
Allandé termelés—téke hdnyados

(6.2a) Y = AK.
Azonnali tékeképzddés
(6.2b) K=1.

Valoban, derivalva a (6.2a) egyenletet és behelyettesitve a (6.2b)-be, adodik (6.2).
Most csak egyensulyi palya létezik. Egyszerdi behelyettesitéssel: I = sY, azaz a

kibocsatas dinamikajat az alabbi allandé-egyiitthatos, homogén linearis differenciéle-

gyenlet irja le.

Alap differencidlegyenlet

(6.4) Y = AsY.

Az 5.1. példa alapjan adodik a

6.1. tétel. (Domar, 1946.) A (6.4) differencidlegyenlettel leirt klasszikus nove-
kedési modell palyaja exponencialis:
(6.5) Y (t) = Yyelt,
ahol I' a novekedési iitem:
(6.6) I' = As.

Az életben érvényesiils nagyséigrendek érzékeltetésére megemlitjiikk a koévetkezs
szdmhéarmast.

6.1. példa. Numerikus szemléltetés. s = 0,2; A = 0,25; I' = 0,05.

Az 6sszehasonlités kedvéért oldjuk meg a kovetkezs feladatot!

6.1. feladat. Harrod modellje. Irjuk fol a diszkrét idejii késleltetés nélkiili klasszi-
kus noévekedési feladatot!

Megjegyzés. Felfedezése ota a I' = As képletrdl nagyon sok kozgazdasagi vita
folyt. Tegyiik fol, hogy a munkaers novekedési liteme v, a termelékenységé n, ekkor
teljes foglalkoztatés esetén a I' = v + 1 egyenlGségnek teljesiilnie kell. Mi biztositja
ezt az egyenlGséget? A klasszikus elmélet szerint ez csak véletleniil teljesiil, s semmi
sem biztositja az egyensily stabilitasat. Harrod (1939) kifejezése szerint az egyensuly
borotvaélen tancol. Ezt a problémat oldja meg a neoklasszikus megkozelités.
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Egy neoklasszikus novekedési modell

A neoklasszikus megkozelités lényege a termelési tényez6k kozti sima helyettesithetsé-
get kimondo feltevésben rejlik. Tegyiik f6l, hogy a kibocsatas a tékén kiviil a munkatol
is fiigg, ahol L(t) = Loe"". (A miiszaki haladastol eltekintiink.) Neoklasszikus — allando
skalahozadéku — termelési fliggvény szerint tetszéleges K és L kombinécioval elGallithatod
valamilyen kibocsatéas: Y = F(K,L). Célszertd az egy fdre jutd kibocsatasra és tSkére
attérni:

Y
L

S

(6.7) y = és k=

Ekkor Y = F(K,L) helyett
(6.8) y = f(k) = F(k,1),
irhato. Feltessziik, hogy
(6.9) () csokken, valamint f(0) = és f'(c0) = 0.

Megtartva a (6.1), (6.2b), (6.3) Gsszefiiggéseket, valamint az allando megtakaritési
hanyad feltevését, levezethetd a kévetkezd
nemlinedris alap differencidlegyenlet:

(6.10) k= sf(k)— vk.

Valoban:

L

K\ KL-KL I
R Y

Y KL e
L L T
Kimondhato a

6.2. tétel. (Solow, 1956.) A (6.10) differencidlegyenletii neoklasszikus névekedési
modell egyetlen stacionarius pontjat a kévetkezd egyenlet hatarozza meg:

(6.11) sf(k°) =vk®, 0<Ek® < oo

amely globéalisan stabil.

Bizonyitds. (6.10)-be behelyettesitve k = 0-t, adodik (6.11). A konkavitési fel-
tétel miatt éppen egy ilyen pont létezik, mert (6.9) és a I'Hospital-szabaly szerint

lim [@] = lim f/(k) = 00, lim [@} — lim f'(k) = 0.

k—0 k—0 k—o0 k k—oo
(6.10) szerint 0 < k < k° esetén k>0, k° < k < oo esetén k < 0, azaz k mindkeét

oldalrol tart k°-hoz. A bizonyitds szabatossa tehets a Ljapunov-modszer alkalmazéasa-
val. [

Bemutatjuk a legegyszertibb termelésifiiggvény-csaladot.
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6.2. példa. Cobb-Douglas-féle termelési fiiggvény. ¥ = AKYL'~™® esetén y =
Ak®, azaz k° = (sA/v) /1~

A 6.2. tétel bizonyitasdnak gondolatmenetét szemlélteti a 6.1. abra az A = 1;
a=0,3; v=0,05 s1 = 0,2 és s = 0,3 esetben. Vegyiik észre, hogy nagyobb beruhazasi
hanyadhoz nagyobb egyensulyi tékefelszereltség tartozik!

Mi torténik, ha elszakadunk az egyensulytol?

6.2. feladat. (Gandolfo, 1971, 195-196. o.) Szamitsuk ki a 6.2. példa nemstacio-
narius megoldasét a kovetkezd transzformacio segitségével: z = k1= |

A Bevezetésben éppen a Solow-modellre vonatkozoan idéztiik Azariadis (1993) el-
marasztalo véleményét az optimélis magatartas levezetésének hianyarol. Anélkiil, hogy
elfogadnank ezt a birdlatot, megemlitjiik, hogy a 8.2. alfejezetben visszatériink az op-
timalis felhalmozas kérdésére. Itt csak utalunk Phelps (1961)-re, amely intertempordlis
optimalizalas nélkiill meghatarozta az idében &allandod, aranyszabdly szerinti optimalis
felhalmozasi hanyadot.

6.3. tétel. (Phelps, 1961.) Az egy fére juté maximalis staciondrius egyensiilyi
fogyasztas olyan téke/munka arany mellett valésul meg, ahol a hatirtermelékenység
megegyezik a munkaerd novekedési titemével:

(6.12) F(k°) = v.

Bizonyitas. C/L = [F(K,L) —vK]|/L = f(k) — vk. A maximum sziikséges felté-
tele értelmében a k szerinti derivaltnak el kell ttinnie, azaz f'(k) — v = 0 adodik. 1

A 6.3. tételt a legegyszeriibb termelésifiiggvény-csalddon szemléltetjiik.

6.3. példa. Cobb-Douglas-optimum. y = Ak® esetén (6.12) az a Ak~ = v
egyenletre egyszertisodik, ahonnan k° = (ad/v)Y/(=) A 6.2. példaval Gsszevetve:
5° = a.

A 6.1. abra adatain szemléltetjiik az optimumot: 6.2. abra.

Ha foltessziik, hogy a mitszaki haladas Solow-semleges, azaz minden évben azo-
nos litemben né egy adott t6ke—munka parhoz tartozé kibocsatéas, F[t,K(t),L(t)] =
emF[K(t),L(t)], akkor a I' = v + 7 jeloléssel a meg nem testesiilt miszaki haladas is
modellezhets. Eppen ez volt Solow masik nagy teljesitménye.

6.2.* A KORMANYZATI STABILIZALAS MODELLJE

Az €l6z6 alfejezetben figyelmen kiviil hagytuk Keynes (1936) elméletének egyik hires,
ma mar erésen vitatott alapgondolatat: a kormanyzat aktiv politikaval stabilizalhatja
a magangazdasag viselkedésébdl keletkezs tizleti ingadozasokat. Most Gandolfo (1971,
5.1. alfejezete) nyoméan ismertetjiik Phillipsnek (1954) a kormanyzati stabilizalasrol
sz0l6 modelljét. Az egyszertiség kedvéért eltekintiink a novekedéstdl, s az egyensulyi
értékeket nullanak tekintjiik.
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A magangazdasag spontan miikodése

El6szor a magangazdasag spontan miikodését irjuk le. Két egyenletiink van: egy keres-
leti és egy kinélati.
Aggregalt tulkereslet

(6.13) D=(1-a)Y —u, 0<a<l,

ahol D a(z aggregalt magan)tilkereslet, a a koltési hatarhajlandosag és u egy egzogén
zavar.
Termelést vdlasz a tiulkeresletre

(6.14) Y=aD-Y), a>0.

Némi szamolassal v =1 és Y(0) = 0 mellett adodik a
magdngazdasdg spontan viselkedésének alapegyenlete

e—aat -1

(6.15) Y(t) = —

(6.15) szerint lim; Y (t) = —1/a.
Kormanyzati stabilizalas

Ratériink a kormanyzati stabilizalas elemzésére. A klasszikus miiszaki szabalyozaselmé-
letet kdvetve, Phillips harom fajta stabilizalasi politikat kiilonboztetett meg.

Az ardnyos stabilizdldsi politika,

amelynél a korményzati kiadas aranyos és ellentétes elGjeld a kibocsatasi fesziiltséggel:

(6.16) G, =-fY, f,>0.

A derivativ stabilizdlasi politika,

amelynél a kormanyzati kiadas aranyos és ellentétes elGjeld a kibocsatasi fesziiltség
valtozési sebességével:

(6.17) G =—f4Y, fa>0.

Az integralo stabilizdldsi politika,

amelynél a korméanyzati kiadas aradnyos és ellentétes elGjeld a kibocséatéasi fesziiltség
integraljaval:

(6.18) Gr = —fi/Ydt, fi > 0.

Az eredd kormanyzati politika a harom tipus Osszege:

(6.19) G =G5+ G+ G
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A valésagban G* a kivdnatos kormanyzati politika (erre utal a *), amelytdl a tény-
leges kormanyzati politika a [ reakcidegyiitthato szerint eltér:

(6.20) G=p6(G"-G), [>0.
Természetesen most a magénszektor keresletéhez hozzaadodik a kormanyzaté:
(6.13) D=1-aY+G—-u, 0<a<l.

S ezzel kifejtettiik a stabilizalasi modellt, amelyet (6.13"), (6.14), (6.19) és (6.20)
alkot. Némi szamolassal levezethets az an.
alap differencidlegyenlet

(6.21) Y + (aa + B)Y + afBaY — afG* = —ap.

Behelyettesitve (6.16)—(6.18) megfelels kombinaciojat, adodik a tényleges szabalyo-
zés alapegyenlete. Akércsak a 2.5. tételnél az inditds—beruhazas linearis modelljében,
most is szembe keriil a stabilizalas két célja: a stacionarius érték javitédsa és a hullam-
zésok csillapitésa.

6.4. tétel. (Phillips, 1954.) a) A tiszta ardnyos stabilizélasi politika képtelen
teljesen eltiintetni a jovedelemcsokkenést, és (csillapitott) oszcillaciokat hoz létre.

b) A derivativ stabilizélési politika javitja az ardnyos politikat.

c) Az integralé stabilizalasi politika sikeres, ha szorzéja nem til nagy:

(6.22) fi < (aa+ P)a.

Bizonyitasvazlat. Ha G* = G, akkor (6.16)-ot behelyettesitve (6.21)-be, a ko-
vetkez§ differencidlegyenlet adodik:

(6.23) Y 4 (aa + B)Y + af(a+ f,)Y = —ap.
A stacionarius allapot

-1

6.24 yo= ",
(6.24) -

mig a homogén megoldas karakterisztikus egyenlete

(6.25) N+ (aa+ BN+ aB(a+ f,) = 0.

6.3. A VERSENYZOI ARIGAZODAS MODELLJE

Az el6z6 két alfejezetben eléggé egyszerd skalar modelleket vizsgaltunk. Most ratériink
a versenyzGi arigazodas sokdimenzios modelljére, ahol komolyabb nehézségekkel fogunk
talalkozni. Hivatkozasi alapunk angolul Arrow és Hahn (1971) 9., 11. és 12. fejezet és
magyarul Zalai (1989) 7. fejezet.
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Az egyensitly

Legyen n egy természetes szam, és legyen p = (p1,...,pn)T egy n-dimenzids drvek-
tor. Ezen arvektor mellett a piaci tulkereslet vektora (roviden: tulkereslet) z(p) =
[21(p), - .. ,2n(p)]T. Foltessziik, hogy tilkeresleti fiiggvény egyértelmti és a pénzilliziot
kizarva, az araknak (és a jovedelmeknek) nulladfokii homogén fiiggvénye:

(6.26)  z(mp) = z(p) minden p e R} és >0 esetén.

A homogenitasi feltevés értelmében norméalhatjuk az arakat, példaul az utolso ter-
méket drmércének vesszikk: p, = 1, vagy az arak Osszegét normalizaljuk: > . p;, = 1,
azaz pT1 = 1, szimbolikusan: p € S,, szimplex.

Az egyensulyi szemléletnek megfelelGen foltessziik, hogy a tiulkereslet aggregdlt ér-
téke azonosan nulla, Walras térvénye teljesiil:

(6.27) pTz(p) =0 minden p € R —re.

Technikai feltevés, hogy a z(p) tulkeresleti fiiggvény folytonos. Az altalanos egyen-
stulyelméletben nagy silyt fektetnek arra, hogy a piaci tulkereslet fiiggvényét egymassal
versengé fogyasztok és termelSk optimalizalasabol vezessék le (példaul Arrow és Debreu,
1954; Arrow és Hahn, 1971, 3. és 4. fejezet; Zalai, 1989, 7. fejezet). Debreu, Mantel és
Sonnenschein eredményei szerint (lasd példaul Debreu, 1974 és Kirman, 1992) azonban
tetszbleges n-valtozos piaci tulkeresleti fiiggvény szarmaztathato n fogyaszto optimaliza-
lasabol, amennyiben a tulkeresleti fiiggvény kielégiti a fenti tulajdonsagokat. Ebben az
értelemben az egyéni optimalizalds nem sziikiti le a piaci tulkeresleti fliiggvények oszta-
lyat. (Igaz, Hildenbrand (1983) és Grandmont (1992) hatésosan érvel, hogy az egyénileg
nem optimalizald szerepl6k megfelels eloszlasa esetén az aggregalt viselkedés optimaélis,
példaul az arigazodasi folyamat globalisan stabil.) Egyensilyi drvektorrol beszéliink és
a p° jelolést alkalmazzuk, ha a tulkeresleti vektor nempozitiv:

(6.28a) z(p°) < 0.

A Walras-térvény alapjan konnyen belathato, hogy szabad joszagnak nincs (pozitiv)
ara:
(6.28b) Ha zi(p°) <0, akkor p; = 0.

Elgszor kimondjuk az egyensulyi ar 1étezését.

6.5. tétel. (Arrow és Hahn, 1971, 2.2. tétel.) Feltevéseinket némi technikai
megszoritasokkal kiegészitve a versenyzdi gazdasagban létezik legalabb egy egyensilyi
arvektor.

Bizonyitasvazlat. A tovabbi gondolatmenet miatt érdemes legalabb a bizonyitas
alapotletét vazolni. Egy olyan T' leképezést keressiink, amely ,,javitja” a nemegyensulyi
arrendszer hibait. Legyen d; pozitiv valos szam,

(6.29) M;(p) = dizi(p)., i=1,2, ...,n,
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ahol z az z valés szém pozitiv része! Legyen p* az 1j arvektor:

" p+ M(p)
6.30 pr=T{p) = —Fm.
(630) ) [p+ M(p)]*1
Belathato, hogy T az S,, szimplexnek 6nmagara val6 folytonos leképezése, amelynek a
Brouwer-féle fixpont tétel (3.1. tétel) szerint létezik fixpontja. Egyszerii szamoléassal
igazolhato, hogy T barmely fixpontja egyensuly. ]

Ratériink az egyensily egyértelmtiségére. A rovidség kedvéért két unicitési tételt
ismertetiink, amelyekre a stabilitas bizonyitasdnal is sziikségiink lesz. Sima tilkeresleti
fiiggvénnyel kell dolgoznunk, kiilonben még a lokalis egyértelmiiség sem biztosithato.

Azt mondjuk, hogy a z(p) tulkeresleti fliggvény kielégiti a kinyilvanitott preferencia
gyenge axiomdjdt, ha tetszdleges p # wp° (m > 0) arvektor esetén (p°)Tz(p) > 0.

Koénnyen belathato, hogy (i) egyetlen fogyaszto esetén a tulkeresleti fliggvény ilyen,
és (ii) ekkor az egyensilyi arvektor iranya egyértelmiien meghatarozott.

6.3. feladat. Bizonyitsuk be a fenti (i)—(ii) allitasokat!

Differencialhato6 tulkeresleti fliggvénynél azt mondjuk, hogy kiilonb6zé ¢ és j esetén
a két termék a p arvektorndl brutto helyettesithetd, ha p; novelésekor z; tulkereslet né.
(A brutto jelz6 arra utal, hogy a tulkeresleti fiiggvény a kompenzalatlan (marshalli),
nem pedig a kompenzalt (hicksi) keresletre vonatkozik.)

Szemléltetésiil alljon a

6.4. példa. Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvények esetén a cseregazdasig bruttd
helyettesithets. Legyen up(21,...,2,) = [[j—, x;‘hj, ahol ap; >0, 337 ap; = 1. Le-
gyen a h-adik fogyaszto vagyonvektora a”. Egyszerti szamolassal zjh (p) = an;pTa"/p; —

h azaz 2%, = 0z;(p°)/Opy jelolessel 28 = >, ahja?/pk > 0, ha j # k.

CLj,

Lassuk az egyértelmiiségi tételt!

6.6. tétel. (Arrow és Hahn, 1971, 9.7. tétel kévetkezménye.) Ha minden aru
helyettesitheté minden aruval minden p € S,,-nél, akkor a normalt egyensilyi ar egyér-
telm.

Bizonyitds. Legyen p° = (p3,...,p%)T egy egyenstlyi ar és p = (p1,...,pn)T >0
egy masik arvektor. Legyen v; = p;/p$, legyen k a v; sorozat maximum-helye és A\ a
maximum-érték: vy = max;(v;) = A p < Ap° és a k-adik helyen egyenlGség all. A
homogenitasi tulajdonsag és az egyensily értelmében 0 = 2z (p°) = z;(Ap°). Tekintsiink
azt a csokkend arvektor-sorozatot, melynek els6 tagja Ap°®, utols6 tagja p, az i-adik
vektornak csak az i-adik eleme véltozik. Ekkor az altalanos helyettesithetGség miatt z;
minden lépésben ng, kovetkezésképpen zi(p) > 0, tehat p nem egyensily. [

A bizonyitasbol kiolvashaté még egy érdekes tulajdonsag:

6.7. tétel. (Arrow és Hahn, 1971, 9.8. tétel.) Legyen p és p° két kiilonbo-
z6 arvektor, v; = p¢/pi, és legyen k a maximum-hely! Tegyiik fol, hogy minden aru
helyettesitheté minden aruval p-nél! Ekkor p-rél p°-ra térve a k-adik aru tilkereslete
nd.

Ezzel befejeztiik a statikus el§zmények ismertetését.
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Az arigazodasi folyamat

Lattuk, hogy a statikus modellben 1étezik egyensily és ez gyakran egyértelmi. Walras
(1874, 1877) és korai kovetsi azonban nem rendelkeztek a modern egyensulyelmélet
eszkozeivel, hogy e két allitast bizonyitsdk. Az egyenletek és valtozok szamanak naiv
Osszehasonlitasa mellett ezért megprobélkoztak egy olyan heurisztikus bizonyitassal,
mely a piaci igazodas utanzasanak foghato f6l. Walras nyoméan Samuelson (1941, 1947)
a kovetkez6 arigazodasi szabalyt irta fol. A t pillanatban az arverd kihirdeti az éppen
érvényes arakat, p(t)-t. A piacon azonnal kialakul a megfeleld, elGjeles tulkeresleti
vektor, z[p(t)]. Ha a t id6pillanatban az i-edik termék piacan tulkereslet van, akkor
e tilkereslet ardnyaban az arver6 azonnal emeli e termék arét; ha tulkinalat van, akkor
ugyanigy csOkkenti. Az 1j ar segitségével megismétlédik a lépés. Ha a tapogatozasi
folyamat stabil, akkor az arrendszer nyilvanvaléan egyensulyba jut. Képletben:

(631) pz = dizi(p), 1= 1, o, Ny

ahol d; > 0 az i-edik termék pozitiv igazodési egyiitthatoja kiviilr6l adott nagysag.
Vektorialis irasmodban:

(6.32) p=(d)z(p),

ahol (d) a d vektorbol alkotott diagonalis matrix.

Vegyiik észre a hasonlosagot a 6.5. tétel bizonyitasaban alkalmazott (6.29) és a
mostani (6.31) Osszefiiggés kozott! Lényeges megkotés, hogy e dinamikus igazodasi
folyamat soran, az egyensuly elérése el6tt (hamis arakon) tilos kereskedni, ezért is be-
széllink tapogatozasrol. Ellenkezs esetben ugyanis idGvel valtozna az egyes fogyasztok
vagyona, a”. (Masik lehetéség, hogy foltessziik, hogy az druk romlandok, ezért nincs
folhalmozéas.)

A (6.31) igazodasi folyamat konnyen vezethet negativ arakhoz, ha valamilyen id6-
pontban az i-edik joszag ara eléri a nullat, de az irdnta megnyilvanul6 tulkereslet még
mindig negativ. Ezért a kdvetkezs korlatozast kell bevezetni:

. [ dizi(p), hap; >0 vagy z;(p) > 0;
(6.33) Di = {0’ ha p; = 0 és 2(p) < 0; 1, ..., n.

Vegyiik észre, hogy a (6.33) differencialegyenlet-rendszer jobb oldala szakadasos,
s6t esetleg nincs is értelmezve, ezért az 5. fejezetben ismertetett szokasos egzisztencia-

és unicitasi tételek nem alkalmazhatok. Mi egyszertien foltessziik, hogy a rendszer jol
viselkedik.

Lokalis stabilitas

Az irodalomban meghonosodott szokassal ellentétben elGszor a lokélis stabilitast vizs-
galjuk. Ekkor természetesen elegendd a (6.31) vagy (6.32) valtozatra szoritkozni, de az
n-edik arut drmércének tekintjiik.

Az 5.8. tétel alapjan kimondhato a
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6.8. tétel. (V6. Samuelson, 1947, IX. fejezet és Arrow és Hahn, 1971.) A (6.31")
drigazodési szabély lokélisan stabil egy p° egyensuly kériil, ha az (n — 1) x (n — 1)-
dimenziés csonkitott (d)z'(p°®) métrix stabil.

A legegyszertibb esetet vizsgalja a

6.4. feladat. (Arrow és Hahn, 1971, 12.1. tétel.) Bizonyitsuk be, hogy ha létezik
egyensuly a kéttermékes gazdasagban, akkor az globalisan stabil!

A tovabbiakban a 6.8. tételt egy Metzlertdl szarmazoé tételre konkrétizaljuk.

6.9. tétel. (Metzler, 1945.) Ha az &ltalanos helyettesithetdség fennéll a p°
egyenstilyi pontban, akkor akdrmilyen d igazodéasi vektornal a (6.31") arigazodasi folya-
mat lokélisan stabil (teljes stabilitas).

Bizonyitasvazlat. Legyen megint 27, = 02;(p°)/0p;. Az Euler-tételt a nulladfoka

homogén z;(p) fliggvényre folirva és rendezve S = 11 P52 = =2, 1 =1, ,n—1.
Feltevésiink alapjan 27, > 0, 4, = 1, ..., n — 1, azaz Ejzl pjzfj < 0,1 =

1, ..., n—1. Ez egy jol ismert lemma szerint éppen a csonkitott méatrix stabilita-

saval egyenértéki, vo. az A.10. tétellel. ]

Globalis stabilitas
A globalis stabilitas vizsgalatat a korlatossag elemzésével kezdjik.

6.10. tétel. (Arrow és Hahn, 1971, 12.2. tétel.) A (6.33) arigazodasi folyamat
palyaja korlatos.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy a p vektor a kovetkezd (n — 1)-dimenzios ellipszoid-
feliileten mozog;:

(634) Z pz pz

Valoban, képezziik a (6.34) egyenlet bal oldalan allo kifejezés id6 szerinti teljes
derivaltjat, és helyettesitsiik be a (6.33) feltételt és a Walras-torvényt:

— 2pip; -
2 g T2 ma =0
3

=1 =1

Vegyiik észre, hogy latszolag csak a fels6 agon haladtunk, de az als6 agon haladva
is ugyanezt kapjuk, mert ott p; = 0! ]

Ratériink a globélis stabilitas tanulményozasara. FEls6ként egy gyengébb tételt
mondunk ki.

6.11. tétel. (Arrow, Block és Uzawa, 1959.) Ha a tulkeresleti fiiggvény kielégiti
a kinyilvanitott gyenge preferencia axiémajat minden p pontban, akkor akarmilyen d
igazodési vektornal a (6.33) arigazodasi folyamat globalisan stabil.

6.5. feladat. Bizonyitsuk be a 6.11. tételt a Ljapunov-modszerrel!
Masodszor egy altalanosabb tételt mondunk ki.

122



6.12. tétel. (Arrow et al, 1959.) Ha az altalanos helyettesithet6ség fennéll
minden p pontban, akkor akarmilyen d igazodési vektornal a (6.33) arigazodasi folyamat
globalisan stabil.

Bizonyitas. Legyen V(p) = max;(p;/p9). A 6.7. tétel értelmében a maximalis
aru termék tilkereslete ng, ara tehéat csokken, tehat V' Ljapunov-fiiggvény stb. [

Instabilitas

Az 1950-es években még nem tudtak azt a fent emlitett tényt, hogy minden elképzelhets
piaci tulkeresleti fiiggvényrendszer el6all maximalizalo fogyasztok cserekapcsolatabol.
Azt sejtették, hogy az optimalizalasbol szarmazé piaci tulkeresleti fliggvényrendszerek
szelidek, s az arigazodasi folyamat stabil. Ezért volt meglepetés, amikor Scarf (1960),
majd Gale (1963) egyszerii példédkat hoztak instabilitasra.

6.5. (ellen)példa. (Scarf, 1960.) Legyen a joszagok (i) és a haztartasok (h)
szdma harom: n = 3 és m = 3. Legyen a h-adik haztartis vagyona w” = ey, (a h-adik
egységvektor) és hasznossagfiiggvénye U"(z) = min{zp,xn1}, b = 1,2,3, ahol 24 = 1.
Adott p arvektor mellett a h-adik fogyaszté optimalis kereslete x* = py, /(pn, + pri1), ha
t=h,h+1és 332_1 = 0, ahol z¢g = x3. Ekkor a piaci tulkeresleti fiiggvény

2 (pi—l - pi—l—l)
(pi + pi—1)(Pi + Pit1)

Z; =

Az egyensulyi allapot: p° = 1. Legyen az igazodasi vektor d = 3 - 1. Ekkor (6.34)
szerint az arvektor a v/3-sugart haromdimenziés gémbon mozog. Tegyiik fol, hogy az
indul6 allapot olyan, hogy p1(0)% + p2(0)2 + p3(0)? = 3, de p1(0)p2(0)p3(0) # 1. Mar-
pedig szamolassal belathato, hogy d[p1paps]/dt = 0, tehat nincs konvergencia. ]

Diszkrét idejid arigazodas

Egy pillanatra visszatériink a 4. fejezet diszkrét ideji igazoddsdishoz (Arrow és Hahn,
1971, 12.8. alfejezet).

(635) Pit+1 = [pi’t + dizi(pt)]-i-? 1= ]-7 <oy N

A 6.3a. és b. dbra a dt = 0,1 diszkrét kozelitéssel id6tartomanyban és a fazistérben
szemlélteti a 6.4. példarol elmondottakat, p;(0) = po(0) = /2 és p3(0) = 1. Figyeljiik
meg, hogy az 6.3a. abra harmadik gorbéje, az un. |p; — p°| euklideszi norma (v6. A.5.
példa), Ljapunov-fiiggvényhez illen tényleg csokken!

A 6.4. abra a dt = 0,1 diszkrét kozelitéssel szemlélteti a 6.5. példarol elmondotta-
kat, p1(0) = p2(0) = p3(0) = /1/2.

Mig a folytonos ideji modellben csak az igazodasi egyiitthatok aranya volt érde-
kes, most az abszolut nagysag is szerepet kap. Az el6bbinél, ha év helyett honapokban
szamolunk, akkor a tilkereslet intenzitasa valtozatlan marad, de az igazodéasi egyiittha-
tot 12-szeresére kell /lehet novelni. Az utébbinél a lépésvaltasnal az eredeti tulkereslet
1/12-edére csokken, ezért az igazodasi egyiitthatot 12-szeresére kell névelni. A 4.11.
tétel alapjan igazolhatd a 6.4. és a 6.9. tétel diszkrét ideji megfelelGje:
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6.13. tétel. Ha diszkrét idejli arigazodasnal az altalanos helyettesithetdség
fennall a p° egyensilyi pontban, akkor akirmilyen 0 < d < 1 igazodasi vektornal a
(6.35) arigazodasi folyamat lokalisan stabil.

Ujabb eredményeket Saari (1985) tartalmaz.
Kiegészités
A sziikségszertien tobbvaltozos elmélet kozgazdasagi alkalmazésairol alig beszélhetiink,
ezért ezt a kérdéskort sem targyaljuk (kivétel: Medio, 1991).
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II. RESZ

DINAMIKA OPTIMALIZALASSAL

Mint a Bevezetésben méar elemeztiik, a jelenleg uralkodo kdzgazdasagtani iranyzatok sze-
rint a gazdasagi élet szereplinek magatartési szabalyait optimalizalasbol kell (célszert,
illik) levezetni. Erdekességként megemlitjiik, hogy a fizikiban célszertinek bizonyult az
objektiv mozgastorvényeket bizonyos célfiiggvények maximalizalasabol (vagy minimali-
z&lasabol) levezetni, bar senki sem gondol arra, hogy valaki tudatosan maximalizalna
az egyébként  értelmetlen” célfiiggvényeket. Ebben a részben egy, esetleg két személy
(a reprezentativ fogyaszt6) dinamikus optimalizalasat tanulményozzuk. A 7-8. fejezet
diszkrét, a 9-10. fejezet folytonos idGvel dolgozik.

A 7. fejezetben a dinamikus programozdst mutatjuk be, melyet a linearis allapot-
egyenletl, kvadratikus veszteségfiiggvényd és Gauss-féle zajokkal terhelt szabalyozasi
rendszer optimalizaldsaval szemléltetiink.

A 8. fejezetben a dinamikus programozas néhany kozgazdasagi alkalmazdsaval fog-
lalkozunk.

A 9. fejezetben az optimdlis folyamatok elméletét ismertetjiik, ahol a palyakat egy
iranyithato differencidlegyenlet-rendszer vezérli, s olyan iranyitast keresiink, amelyik
maximalizal valamilyen palyafiiggs idébeli integralt.

A 10. fejezetben az optimalis folyamatok elméletét alkalmazva, az optimdlis fo-
gyasztast palydkat tanulmanyozzuk egzogén és endogén munka- és tékejovedelmek mel-
lett.
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7. DINAMIKUS PROGRAMOZAS ES SZABALYOZASELMELET

Egy idére visszatériink a diszkrét idejii modszerekhez és modellekhez. Ebben a fejezet-
ben az dinamikus optimalizdlas egyik valtozatat, a dinamikus programozast vazoljuk.
A fejezet felépitése a kovetkezs. A 7.1. és a 7.2. alfejezet rendre a determiniszti-
kus, illetve a sztochasztikus optimumelvet ismerteti. A tobbi alfejezetben a dinami-
kus programozast alkalmazzuk a szabdlyozdselméleti feladatok egy eléggé tag korére. A
7.3. alfejezetben a teljes megfigyeléshez tartozo optimdlis szabalyozast tanulmanyoz-
zuk. A 7.4.% alfejezetben a sztochasztikus zajjal (mas szoval: zavarral) terhelt optimalis
megfigyelést, az un. Kalman-szirdt ismertetjiik, majd szintetizaljuk az eddigi eredmé-
nyeit: sztochasztikus zavarral terhelt rendszer optimalis iranyitasat tanulmanyozzuk.
Végiil egyéb szabalyozaselméleti feladatokkal foglalkozik. A dinamikus programozésrol
részletes leiras talalhato Ljunqvist és Sargent (2000), valamint Stokey és Lucas (1989)
forrasokban. A szabalyozéaselméleti alkalmazasokbol megemlitjiik Bryson és Ho (1969)
és Csaki (1973) monografiajat. Ebben a fejezetben kevés feladat talalhato, és a pél-
dak tobbsége is a kovetkezs, alkalmazasi fejezetre marad. A korabbi fejezetekben az
xy = g(xi—1,us) alakn egyenlettel dolgoztunk, de mostantol kezdve visszatériink a sza-
balyozaselméleti irodalomban megszokott x;11 = g(x¢,us) alakhoz. A két alak kozti
eltérés lényegtelen.

7.1. A DETERMINISZTIKUS OPTIMUMELV

Alapfeladat

A diszkrét-ideji dinamikus programozas alapfeladata a kovetkezs: adott egy idében
additiv célfiigguény, amelynek az allapottol és a szabalyozéstol fiiggs értékét kell maxi-
malizalni egy allapotegyenlet irdnyitasaval.

Sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésekre: t = 0, 1, 2, ... az id6, x; a rendszer
(n-vektor) dllapota a t-edik idGszak elején, xy11 = gi(x¢,ue) az z; allapotbol az m-

dimenzios u; szabalyozassal egy id&szak alatt elérhetd dj dllapot, az fi(xs,us) skalar a
t-edik id6szakban szerzett hasznossdg, az f; : R"™™ — R fiiggvény az alapfiigguény.
Ekkor a dinamikus programozds alapfeladata a kovetkezSképpen fogalmazhatd meg:

T

(7.1) froa(@ri) + ) filaweu) — max
t=0



feltéve, hogy
(7.2) Tip1 = ge(Te,u), t=0,1, ..., T, xo adott.

Megjegyzések. 1. Gyakran fogunk a hasznossagfiiggvény ellentettjével, a veszte-
ségfiiggvénnyel dolgozni, s ekkor a célfiiggvényt minimalizaljuk.

2. A (7.1)-ben szerepls fryi(zry1) tag lehetévé teszi, hogy xri1 szabad legyen.
Ha x4 mégis rogzitett, akkor fr; megfelel6 modositasaval ez a feladat is megoldhato
(lasd 7.2. feladat).

3. Altalaban foltessziik, hogy az alapfiiggvény novekvs, ezért a feltételekben lé-
nyegtelen, hogy egyenl6tlenség vagy egyenlGség all.

Akércsak késébb, a varidcidoszamitasrol szolo, folytonos ideji 9.2 alfejezetben, most
is fontos szerepet jatszik a reducibilis eset, amikor (i) az &allapot- és a szabalyozasi
vektor dimenzidja azonos: n = m, valamint (ii) az allapotegyenletbdl a szabalyozasi
valtozo meghatarozhato: uy = @¢(x¢,r411). Behelyettesitve a hasznossagfiiggvénybe és
az uy € U C R"™ korlatba, rendre ¢ (z,x411) = fi[re,p(xe,2041)] s (x4, x001) € U
Osszefliggéseket kapjuk. Ekkor a dinamikus programozas alapfeladata leirhatd a szaba-
lyozasi valtozok nélkiil. (Stokey és Lucas végig ezzel az esettel foglalkozik, hozzéatéve
még az idbeli valtozatlansagot). Legyen 1, : R®*"® — R az alapfiiggvény, X halmaz egy
R"-beli halmaz és I'; az R™ tér X halmazénak egy 6nmagaba vald leképezése:

T
(71,) Zwt(xhxt—‘rl) — Inax
t=0
feltéve, hogy
(7.2") Tep1 € Ti(my), t=0,1, ..., T és Zo adott.

Miel6tt ratérnénk az altalanos feladatra, roviden foglalkozunk a kovetkezs allitassal.

7.1. segédtétel. Burkoldgorbe tétel. Legyen F(x,a) egy sima R — R fiigguény
eqy alkalmas I x J téglalapon, ahol x a vektorvdltozo és a a skaldr paraméter. Tegyiik
fol, hogy minden a-ra az F(z,a) figgvénynek egyetlen lokdlis maximuma van, amelyet
x(a)-val jelolink. FEkkor a maximumérték, M(a) = Flz(a),a] is sima figguény és a
derivdltja M'(a) = Fy[z(a),a.

Megjegyzés. Az allitas azt mondja, hogy a maximumérték paraméter szerinti
valtozasa csak a maximalandé fliggvénynek a paraméter szerinti valtozasatol fiigg.

Bizonyitas. Vegyiik az M(a) fiiggvény a-szerinti teljes derivaltjat: M'(a) =

Fllx(a),alz’'(a) + Fu[z(a),a]. Mivel x(a) lokalis szélsGérték, F.(x(a),a) = 0, azaz igaz
az allitas. [
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Ko6zvetlen optimalizalas

A dinamikus optimalizalasi feladat megoldasanal ki akarjuk hasznélni, hogy mind a cél-
fiiggvény, mind a korlatok idében majdnem additivak. Egyik lehet&ség a hagyoméanyos,
kézvetlen opimalizalas. Sziikségiink lesz még a kovetkezd jelolésekre. Legyen {p}a T
egy n-dimenziés vektorsorozat, ahol pri 1 = 0 és a t-edik idGszak Hamilton-fiigguénye:

Hy(z4,ui,pe) = filme,ug) + pF gie(we,uy),

. OH ) .
fre1(@ri1,ursr) = fre1(zry1), valamint — olyan ¢-dimenzios sorvektor, amelynek

0z

i-edik eleme

ﬁzi )
7.1. tétel. Megtelels simasagi feltételek mellett a lokalisan optimalis megoldas a

(7.2) allapotegyenlet mellett kielégiti a kdvetkezd, id6 szerint megforditott multiplikator
differenciaegyenlet-rendszert:

0H,
1= — t=T+1, ..., 1
Pt—1 8$t (xtauhpt)? + ’ 3
és az optimalitasi feltételt:
0H,
—(x¢,us,pe) = 0, t=1T, ...,0.
Oy (th Ut pt)

Bizonyitas. Felirjuk a feltételes szélsGértékfeladat Lagrange-fliggvényét.

T
L(m,u,p) = fT-l-l(xT-H) + Z{ft(xtvut) - ptT[xt—l-l - gt(xtaut)]}'
t=0

Kiszamitva az x; és az u; szerinti parcialis derivaltakat, valamint alkalmazva a Hamil-
ton-fliggvényt, adodik a két egyenletrendszer. [

7.1. példa. Linearis-kvadratikus (LQ) szabalyozas. Legyen A; és B; két skalar
sorozat, xy és u; skalar allapot- és szabalyozasi valtozo. Ekkor az allapotegyenlet x4y =
Ayzi+ Bug. Legyen az id6szaki veszteségfiiggveény kvadratikus: fi(z¢,u) = Fyz?+Gu?,
ahol F; és (G; pozitiv szdmsorozat.

A 7.1. tételt alkalmazva,

Hy(zue,pr) = Fox} + Goug + pe(xe01 — Ay — Byuy),

ezért p,_1 = 2F,xy — Aypy és 2Gyuy — pe By = 0 adodik. Az optimum feltétel szerint
uy = [Bt/(2G})]p:. Behelyettesitve az optimalis szabélyozéast az allapotegyenletbe, és
megforditva az id6t, a kovetkezs egyenletet kapjuk.

1 B?

Ty = Itl’tﬂ + 9G, A,

Dt
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Valoban, probalkozni kell, hogy a vegyes peremfeltételii differenciaegyenlet-rendszert
megoldjuk. (Részletesebben: Ljungqvist és Sargent, 2000, 62-65. o.)

7.1. feladat. Legegyszeriibb dinamikus optimalizaléasi feladat.

T
Z Y(uy) — max

t=0
feltéve, hogy
Ti41 = T -+ Uy, t = 0, oo 1—'7 Lo, LT+1 adott,

ahol x;, us és v skalar, ahol i szigortian konkav fiiggvény, megfelels értelmezési tarto-
mannyal.

a) Oldjuk meg a feladatot us-k kikiiszobolésével!

b) Oldjuk meg a feladatot x4k kikiiszobolésével!

A keletkezs egyenletrendszer megoldasa nagyon bonyolult lehet, s ez indokolhatja,
hogy specidlis eljarast keresiink.

Az optimumelv

Ratériink a dinamikus programozas standard megoldéasara. Egyetlen egy feladat helyett
meérlegeljiink egy egész sorozat feladatot (t =0,...,7):

T
(7.3) froi(@rs) + ) fr(@ru,) — max

T=t

feltéve, hogy (7.2) teljestil, 7 = ¢,...,T és x; adott.

Tegyiik f6l, hogy mindegyik feladatnak van optimalis megoldasa. Legyen a t-edik
feladat maximuma az x; pillanatnyi allapot fliggvényében vy (), t = 0,1,...,T, ez az
értékfiigguény.

Koénnyen belathato a kévetkezd rekurziv Osszefiiggés: ha a (¢ + 1)-edik feladat op-
timalis megoldasa tetszdleges x4 ,.kezdGallapot” mellett wsy1,T¢42, ... ur,x741 €S ér-
téke viq1(xe41), akkor a t-edik feladat optiméalis megoldasa tetszdleges x; kezddallapot
€S Up,Tp41,Ut41,L142, - - - U, Tr4+1 — alkalmas ug, x441 = gi(x,ur) mellett; valamint az
értékfiiggvények kozott teljesiil a kovetkezs fiiggvényegyenlet:

(7.4) ve(we) = max{ fi(z,ur) + vip1 (Te41)] ue, Tyr1 = Ge(@e,ur) )

Valoban, ha x4-b&l ug-vel eljutottunk x;41-be, akkor mar az (¢ + 1)-edik paraméteres
feladat optimuman haladhatunk tovabb.

Erdemesnek latszik egy hétkoznapi példaval szemléltetni az optimumelvet. Az egy-
szertiség kedvéért egy idGoptimum feladatot valasztunk, de értelemszertien valasztha-
tunk barmely mas feladatot is. Tegyiik f6l, hogy Budapest és Miskolc kézott az id6-
optimalis it Hatvanon és Gyongyoson keresztiil halad. Akkor a Hatvan és Gyongyos
kozti idGoptimum megegyezik a Budapest és Miskolc kozti idGoptimum megfelels sza-
kaszéaval.
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A megoldasnal érdemes idében visszafelé haladni. Oldjuk meg el6szor a (7.4) fela-
datot t = T-re:

vr(zr) = frei(@ersr) + fr(zr,ur) — max, xrp1 = gr(zr,ur)!

Tetszbleges xp paramétervektor mellett létezik az optimalis up = hp(xp) visszacsato-
lasos szabalyozas, amely megadja az xri11 = gr[zp,hr(zr)] végallapotot és a vp(zr)
optimumeértéket.

A (T — t + 1)-edik indukcios 1épésben az optimélis u; = hy(x;) szabalyozast és a
ve(z¢) értékfliggvényt hatarozzuk meg, kihasznalva a korabbrol ismert vy q(x441) érték-
fiiggvénnyel fennallo kapcsolatot: Az optimalis uf = hy(x§) szabalyozas kielégiti

(7.5) v(27) = felzd,he(27)] + vipr{gelxy he(27)]}

egyenletet és maximalizalja fi(x9,ut) + veq1[ge (29, ur)]-t us szerint.

Végiil az utols6 1épésben xy adott paramétervektorra meghatarozzuk az optimalis
ug értéket, hiszen az utolso el6tti feladat szabad paramétere most x1 = go(zo,up) szerint
meg van hatéarozva.

Ez adja a Bellman (1957)-t6] szarmazo optimumelvet, melyet a kovetkezd tételben
fogalmazunk meg.

7.2. tétel. (Bellman, 1957.) A (7.1) feladat (7.2) melletti feltételes optimuma
a kovetkezd rekurzioval szamithato ki. Az egyszerii (7.4) feltételes maximumfeladatot
idében visszafelé haladva t = T.T — 1,...,0-ra megoldjuk: u; = hi(x¢) az optimélis
(visszacsatolasos) szabalyozas és xi11 = gi|xs,he(xt)] = é(x) az optimalis allapot-
atmenet.

Figyeljiikk meg, hogy nem jelolhettiik f-fel az optimalis atmenetfiiggvényt, mert az
alapfiiggvényt mar f-fel jeloltiik.

A fenti leiras elvi jellegii, és alkalmazasokban tovabbi konkretizalast igényel. Te-
gyik fol, hogy a célfiiggvény és az atmeneti fliggvények folytonosan differencialhatoak
mind az allapot, mind a szabalyozasi vektorban és nincsenek sarokoptimumok. A ha-
gyomanyos szélsGérték-feltétel alkalmazasaval a kovetkez§ eljarast kapjuk:

7.3. tétel. Megfelels simasagi feltételek mellett az optimalitas sziikséges feltételei
a kovetkezok:
O ft

(7.6) a—ut[xt»ht(xt)] +

dg;

Ouit g, () g s )] = O

Oxy 41

Bizonyitas. Tegyiik f6l, hogy a h; optimalis valaszfliggvény differencialhato.
(Benveniste és Scheinkman ezt a feltevést igazolja: Stokey és Lucas (1989, 84. o.)).
Ekkor vegyiik a (7.5) jobb oldalan allo kifejezés derivaltjat, és adodik (7.6). ]

Megjegyzés. Speciélis esetekben a (7.6) egyenlet explicite megoldhato. A
megoldashoz altaldban numerikus modszerekre van sziikség. ElGszor a legegyszertibb
eseteket mutatjuk be.

7.2. példa. Elemi determinisztikus példa. 7" = 1, n = 1, allapotegyenlet: z; =
To + ug és To = 11 — uy; veszteségfiiggvény: z? + x3. Ekkor vi(z;) = min{x2| u;} =
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min{(z1 —u1)?| w1} =0, ha u; = x1. vo(w) = min{z?| ug} = min{(xo +up)?| ue} = 0,
ha ug = —xg.

7.2. feladat. Elemi determinisztikus feladat. T = 1, n = 1, allapotegyenlet:
T1 = T + ug és T2 = x1 + uy; veszteségfiiggvény: 3 + v + 2% + u? + 23. Hatarozzuk
meg az optimalis megoldast!

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy a 7.1. példat és a 7.1. feladatot dinamikus prog-
ramozas nélkiil is konnyen megoldhatjuk, hagyoményos szélsGérték-szamitassal. Azon-
ban T > 2 esetén mar célszerd az optimumelvet alkalmazni.

7.1. példa. (folytatasa). Belathato, hogy az optimalis u; = — Kz szabalyozas
K; egyiitthatoja kielégiti a kdvetkezd egyenletet:

B St 114, GiA?S; 11

K = =5, e ————
! Gt + BtQSt-H ! G + B,?St-H

+ Fy, Sty1 = Frya,
s ez utobbi differenciaegyenletet idében visszafelé kell megoldani.
A megoldast a 7.1. abra szemlélteti alland6 paraméterek (A =2, B =1, F =1,

G =5) és T =5 esetén. Figyeljiik meg, hogy a palya nem stabil, az allapot nem tart a
0-hoz.

7.3. feladat. Bizonyitsuk be a) a 7.1. példa folytatasa segitségével, hogy ha az
ug, . ... ur—_1 valés szdmok 0Osszege 1, akkor négyzetosszegiik minimuma az ug = - - -
up—1 = 1/T-nél valosul meg. (Ha zp = 0, akkor Fr = 0, Ap_1 — Bp_1Kpr_1 = 0.
Egyébként ezt a feladatot sokkal egyszertibben megoldottuk (7.1. feladat, ahol ¥ (u)
u?), de mégis szemlélteti a dinamikus programozast!

~—

Idében alland6é paraméterek, leszamitolt alapfiiggvények

Jelentdsen egyszertisodik a dinamikus programozéasi feladat, ha az alapfiiggvények a
leszamitolastol eltekintve allandok, az utolsd idGszak alapfliggvénye nulla, az atmeneti
egyenletek szintén idében allandok:

fe(@eu) = B f(2e,uy), t=0,1,....T;
Ter1 = g(x,ue), t=0,1,...,T és Z0 adott;
T

B fo(@rsr) + Zﬂtf(xt,ut) — max.

t=0

A késébbi folytonos idejti modellekben (9-10. fejezet) az e, 3 > 0 kifejezéssel
elore jelezziik majd, hogy a szorzo legfeljebb 1. A diszkrét ideji modellekben ez nem
szokas! Ezért az a furcsa helyzet alakult ki, hogy az erésebb leszamitolast kisebb (nem
pedig nagyobb) leszamitolasi tényezs képviseli.

A stacionaritasi feltevéseket akkor tudjuk igazan kihasznélni, ha bevezetjiik a jelen-
értékfiiggvényt:

Vi(zi) = 87 v ().

Ekkor (7.4) egyszertibben folirhato:

(7.7) Vi(zy) = max{ f(z¢,us) + BVig1(xeq1)] ue, Try1 = g(e,ue) }.
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Végtelen id&tav

Tovabb egyszertistdik a dinamikus programozasi feladat, ha az id6tav végtelen (1" = c0):
(7.8) Zﬁtf(xt,ut) — max, 0<pB<l.
t=0

Némileg egyszertsitjiik (7.7)-ben a jeloléseket: az idindexet elhagyjuk, és az 1j
allapotot x*-gal kiilonboztetjiik meg a régi allapottol.

Megfelels korlatossagi feltételek mellett a (7.8) végtelen sor konvergens és az opti-
malizalasi feladat értelmes.

7.4. tétel. (vi. Stokey és Lucas, 1989.) Standard feltételek mellett létezik
az id6ben valtozatlan u = h(x) optimalis valaszfiiggvény, kizte és V (z) értékfiiggvény
kozott a kovetkezd kapcesolat teljestil:

(7.9) V(z) = max{f(z,u) + 6V (z")| u, z*=g(z,u)}.

Megjegyzések. 1. A végtelen id6tavnal a véges id6tavnal szerepls zarofeltétel
helyére az Gn. transzverzalitdsi feltétel 1ép: lim; .. 'V (z;) = 0. Ennek szerepét leg-
egyszeriibben (7.8) kévetkezd atalakitasanal érthetjiik meg:

T
V(xo) = f(zo,uo) + BV (21) = -+ = Zﬁtf(xt,ut) + /J’T“V(J:TH).
t=0

A transzverzalitési feltétel ahhoz kell, hogy a fenti maradéktag eltiinjon (lasd 8.4. és
8.5. feladatot).
2. Hasonl6 a végtelen mértani sor 6sszegképletének heurisztikus levezetése:

SB)=a+af+zf+ =z +aSH), azaz S(B) = 1fﬁ.

Kitéré a fliggvényegyenletekre

(7.9)-ben a V(z) fliggvény az ismeretlen. Ekkor figgvényegyenletrsl beszéliink. (Tu-
lajdonképpen az 5. fejezetben targyalt kozonséges differencidlegyenletek is fiiggvény-
egyenletek!) Ezen a ponton egy rovid kitérst tesziink a fliggvényegyenletekre és bemu-
tatjuk a legegyszertibb fliggvényegyenletet:

7.3. példa. Cauchy-féle fiiggvényegyenlet. Egyetlen egy folytonos (differenciél-
hato) v(x) fiiggvény elégiti ki a v(z + y) = v(x) + v(y) egyenletet minden valés z,y
parra, a v(1) = 1 feltétel mellett: v(x) = x.

Bizonyitas. v(0) = 2v(0) = 0. a) Differencialhatosag esetén a [v(z+y)—v(x)]/y =
v(y)/y = [v(y) —v(0)]/y differenciahédnyados y — 0 esetén v'(x) = v’(0)-hez tart, stb. b)
Folytonossag esetén legyen n egy természetes szam. Teljes indukcidval igazolhatd, hogy
v(nz) = nv(z). Most legyen m egy természetes szam. Az el6z8 Osszefiiggést alkalmazva:
1 =v(1) = mv(1l/m), azaz v(n/m) = nv(1/m) = n/m. Folytonossag miatt tetszdleges
x irraciondlis szamra is teljesiil v(z) = x. ]

7.4. feladat. A logaritmus jellemzése. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen egy folytonos
(differencialhato) V(&) fliggvény elégiti ki a V(&n) = V(&) + V(n) fiiggvényegyenletet
minden pozitiv valos &,n parra a V(e) = 1 feltétel mellett: V(&) = log&!
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Fokozatos megkozelités™®

Ha ismerjiik az értékfliggvényt, akkor (7.9) segitségével kiszamithatjuk az optimalis
politikat. Altalaban azonban nem ismerjiik az értékfiiggvényt sem. (7.9)-hez hasonlo
fliggvényegyenlettel mar talalkoztunk. Az n-dimenzios térre kimondott, de sokkal al-
talanosabban is érvényes kontrakcios elvnél (3.4. tétel). A differencialegyenletek fokoza-
tos megkozelitési megoldasanal (5.2. tétel) mar erre az altalanos tételre hivatkoztunk.
Most is igéretesnek tiinik az ott alkalmazott fokozatos megkédzelitési modszer. Ismét
induljunk ki egy tetszdSleges V' fliggvénybdl az egyenlet jobb oldalan és nézziik meg,
hogy milyen fliggvényt kapunk a bal oldalon. Az igy kapott leképezést jeloljiik M-mel:
V — MV, azaz

(7.10) MV (z) = max{f(z,u) + BV (z")| u, z*=g(z,u)}.

Megfelels korlatossagi feltételek mellett az M leképezés folytonos fiiggvényeket foly-
tonos fiiggvényekbe képez. Vezessiikk be az R"-beli kompakt I intervallumon foly-
tonos fliggvények linearis terét, és értelmezziik rajta a maximumnorméat: ||[V|| =
max,cs |V (x)|! Az A. fiiggelék végén szerepel, hogy ez a tér teljes a maximumnorméara
nézve, an. Banach-tér. Ha a folytonos fiiggvényeknek egy {Vi} sorozata egyenletesen
tart V-hez (azaz a konvergencia kiiszobindexe fiiggetlen x-t6l), akkor az eltérés nor-
méaja nulldhoz tart: limg_o ||[Vi — V|| = 0, és forditva. Ezért a leképezést tetszoleges
sokszor megismételhetjiikk. Egy V| fliggvénybdl kiindulva a Vi, = MV,_; iterdcioval
szeretnénk megkozeliteni a V' értékfliggvényt. Ezzel parhuzamosan megoldjuk a (7.10)
maximumfeladatot, és megfelel6 konkavitasi feltételek mellett a kapott valaszfliggvényt
hi-val jeloljiik.

7.5. tétel. (Blackwell, 1965, Stokey és Lucas, 1989, 4.7. tétel.) Legyen V egy
tetszdleges folytonos I — R fiiggvény és Vi, = MV),_1 a (7.10)-beli iteracié. Megfelels
korlatossagi és konvexitasi feltevések mellett a fokozatos megkozelités konvergens: Vi, —
V és hk — h.

Blackwell (1965) éppen a (7.9) feladat megoldéaséara dolgozott ki egy altalanos fel-
tételt, amely a monotonitas és a diszkontélas segitségével adott elégséges feltételt a
kontrakciora. ]

cz 2

7.6. tétel. Megfelels simasagi feltételek mellett az optimalitas sziikséges feltételei
a kovetkezok:

(.11) 2Lt () + 69 Al ()]} 02 ()] = 0.

Meghatarozvan az optimalis visszacsatolast és &tmenetet, a kovetkezs kérdések ve-
tédnek fol: (i) Az optimaélis Atmenetfiiggvénynek létezik-e egyéltalan allandosult alla-
pota: z° = ¢(z°)? (ii) Hany &allandosult allapot létezik? (iii) Van-e lokalisan vagy
globalisan stabil allandésult allapot?

Stokey és Lucas (1989, 6. fejezet) alaposan vizsgalja e nehéz kérdést.
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7.2. A SZTOCHASZTIKUS OPTIMUMELV

Mar a determinisztikus feladatnal is szamos matematikai bonyodalom lépett fel, amelyet
a rovidség és a konnytiség kedvéért elhanyagoltunk. A sztochasztikus targyalasnal e
nehézségek csak fokozodnak. Jellemzd, hogy a matematikailag szabatos targyalashoz
(9. fejezet) Stokey és Lucas két elgkészits (7. és 8.) fejezetet iktatott be.

A valoszintiségszamitasi nehézségek a kovetkezGképp szemléltethetsk. A klasszikus
valoszintiségszamitasban egy valoszintségi valtozo diszkrét vagy folytonos értéki lehet.
Példaul a kockadobés értéke 1, ..., 6 lehet, a Budapesten lehulld évi csapadék mennyi-
sége elvileg valos szammal jellemezhet§ véletlen mennyiség. Gyakorlatilag csak mm-ben
szamolhatunk, de ez a diszkrétizdlas elméletileg elégtelen lenne. Példaul a kockadobas
varhato értéke sem egész szam (ti. 3,5), és altalaban a diszkrét eloszlasok leggyakoribb
hatéareloszlasa folytonos.

Mar ez a kett&ség is zavard, mint azt az egész konyvben megjelens kettdség is
mutatja. A diszkrét és folytonos eloszlas azonban keveredhet is (példaul a sivatagban
pozitiv valoszintiséggel nulla csapadék esik egy egész év alatt). S6t, a folytonos eloszléason
beliil kétféle folytonossig jelentkezik, amelyet szaknyelven rendre abszolit folytonos és
szinguldris eloszlasnak neveziink (Rényi, 1966, IV. fejezet).

Tovabbi bonyodalom 1ép f6l, ha nemfiiggetlen valészintiségi valtozok idGbeli soro-
zataval, un. id&sorokkal foglalkozunk. Az 1.7. tétel utan mar érintettiik a legegy-
szertibb nemfiiggetlen elemi idGsor tipust, a Markov-lancokét, ahol az egyes idGszak
valoszintiségi valtozdja véges szamu diszkrét értéket vehet fol. Az altalanos eset, az un.
Markov-folyamatok targyaldsa azonban meghaladna a konyv kereteit.

Egyszertiség kedvéért iddben fiiggetlen eloszldssorozatokat vizsgalunk. Legyen
rendre z; és wy a t-edik idGszak k-dimenzits valos értékd valoszintiségi valtozoja, amely
a célfiggvény, illetve a szabalyozasi valtozo értékét modositja. (7.1)—(7.2) helyett:

T
(7.12) E{fT+1(IT+17ZT+1) + Z ft(mtautazt)} — max

t=0

feltéve, hogy
(7.13) Tir1 = ge(xe,up,wy), t=0,1,...,T és X adott.
(7.4) helyére viszont a kovetkezs, altalanositott értékegyenlet 1ép:

(7.14) vi(we) = max{ fi(ze,ue,2¢) + Bogrr(Tee)| ue, o1 = ge(@,ue,we) )
Szemléltetésként bemutatjuk a 7.1. példa sztochasztikus altalanositasat.

7.4. példa. Elemi sztochasztikus példa. T = 1, n = 1, allapotegyenlet: x; =
To+ug és T2 = 11 —uy —wy; veszteségfiiggvény: E{z2 +23}. vi(z1) = min{Ez3| u;} =
min{E(z; — u; — w1)?| u1} = Ew?, ha u; = z1. vo(x9) = min{z} + Bw?| uo} = Ew?
ha ug = —xo.

7.5. feladat. Elemi sztochasztikus feladat. T = 1, n = 1, allapotegyenlet:
T = To + U és Ty = Ty + Uy + wi; veszteségfiigevény: E(z2 + u? + 2% + u? + 23).
Keressiik meg az optimumot!

A 7.4. tétel sztochasztikus altalanositasa a
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7.7. tétel. (Vo. Stokey és Lucas, 1989, 9. fejezet.) Megfelels feltevések esetén
(7.9) helyére az idétlen sztochasztikus Bellman-egyenlet 1ép:

(7.15) V(z) = max{f(z,u,z) + FEV (z*w)| u, z* = g(z,uw)},

ahol u = h(z,w) az id6ben véltozatlan optimalis valaszfiiggvény.

Megjegyzések. 1. Ha a perturbaciok id6ben nem fiiggetlenek, akkor (7.12)-
(7.15)-ben feltételes varhato értékek lépnek a kozonséges varhato értékek helyére. Nor-
malis eloszlésok esetén a feltételes valoszintiségi valtozok is normaélis eloszlastak, ezért
a feltételes varhato értékek viszonylag konnyen és rekurzive kiszamithatok.

2.% A determinisztikus esetre kidolgozott fokozatos kozelitések modszere a szto-
chasztikus esetben is alkalmazhato.

7.3. OPTIMALIS LQ-SZABALYOZAS TELJES MEGFIGYELESNEL

A most kovetkezd alfejezetekben az altaldnos szabélyozaselmélet legfontosabb specia-
lis esetét vizsgaljuk: a rendszer linedris, a célfiiggvény kvadratikus és a sztochasztikus
zavarok normalis (Gauss) eloszlasiuak, roviditve: LQG-rendszer. Az 1.4. alfejezetben
targyaltuk a linearis rendszerek szabdlyozhatosdgat és megfigyelhetdségét. E két fogalom
fliggetlen az optimalizalastol, de az optimalizalas szigortian raépiil az irdnyithatosagra
és a megfigyelhetGségre.

Legyen x € R"™ az dllapotvektor és u € R™ a szabdlyozdsi vektor. KEgyelére {ol-
tessziik, hogy az x; allapot a t-edik idGszak elején pontosan ismert. Legyen A; és By
rendre egy n X n-es és n X m-es matrixsorozat, t =0, ..., T. Egy diszkrét idejd, valtozo
egylitthatos linearis rendszer a kévetkezd egyenlettel jellemezhetd.

Allapotegyenlet:

(7.16) xi11 = Asxy + Byuy, 0 kezdd allapot adott.

Szokés szerint id6ben additiv veszteségfiiggvényekkel dolgozunk:

T

(7.1) fr(zri) + ) filweu).

t=0

A legegyszeriibb célfiiggvény, amely belsé optimumot ad, kvadratikus:
(7.17) fe(@eue) = (v — )T Fy(wy — 27) + (ue = uf) TGe(ur — uy),

ahol {z},u;} az un. referenciapdlya, F; és G rendre n- and m-dimenzios szimmetrikus
pozitiv definit matrixok (kivétel: Gpriq = 0), amelyeknek az elemei azt a veszteséget
mutatjak, amelyet az egyes id6szakokban az egyes allapotoknak és szabalyozasoknak a
referenciapalyatol valo egységnyi eltérése okoz.

Az LQ-optimalis szabalyozas alapfeladata a kovetkezs: minimalizaljuk a (7.1) és
(7.17) id6ben additiv, kvadratikus veszteségfiiggvényt a (7.16) linearis allapotegyenlet
mellett.
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Megjegyzés. Ellentétben a fizikaval, ahol a legtébb mennyiség elGjele tetszGle-
ges, a kozgazdasigtanban a legtobb mennyiség elGjele kotott. Esetiinkben ugyanis nem
mindegy, hogy a termelés tobb vagy kevesebb, mint a referenciaérték, stb. Ezért az
értelmes gazdasagi alkalmazasokban gy szokéds megvalasztani a referenciapalyat, hogy
a megengedett palydk vagy mindig a referenciapélya alatt vagy mindig felette haladja-
nak, vagyis az elGjel kérdése fel sem meriil. A tovibbiakban az egyszertiség kedvéért
foltessziik, hogy a referenciapalya azonosan nulla: z* =0 és u* = 0.

7.8. tétel. (Kalman; Bryson és Ho, 1969, 2.3. alfejezet.) Az LQ-feladat opti-
malis megoldasat egy olyan linearis visszacsatolas adja.
Optimalis visszacsatolas

(7.18) uy = —Kxf.

Optimalis visszacsatolasi matrix

(7.19) K= (BFS;1B; +Gy) 'BYS, 1 A,

ahol

(7.20) Sy = AYS 1Ay — KXY (BF Sy 1By + G)Ky + F;, Sry1 = Fry1.

A szabélyozas miniméalis maradék vesztesége t-t6l (T + 1)-ig az x; pillanatnyi optimélis
allapot kvadratikus fiiggvénye:
(7.21) vy (22) = 22T S a?.

Megjegyzések. 1. Teljes indukcioval belathatod, hogy a (7.19)-ben szerepls in-
verzmatrixok léteznek. Valoban, Spyi pozitiv definit, s ez 6roklsdik a (7.19)—(7.20)
iteracioknal. Az invertdlandd BE S;,1B; + G; matrix egy nemnegativ és egy pozitiv
definit matrix Osszege, tehat sajatértékei pozitivak, azaz a matrix tényleg invertalhato.

2. Figyeljiik meg, hogy az optimalis szabalyozéas visszacsatolasi maéatrixait id6-
ben elzetesen (off-line) ki kell /lehet szamitanunk, mégpedig idGben visszafelé haladva:
St41-bol Ki-t, majd Si-t, stb. Ez a bonyolult, altalaban szamitogépet igényls szamitas
fiiggetlen az egyelGre ismeretlen kezdGallapottol. Ha viszont az el6zetes szamitasokat
elvégeztiik, akkor a tényleges szabalyozas alatt (on-line) az el6zetesen ismeretlen kezdeti
allapotbol egyszertien kiszamithatok a kovetkezs allapotok, és igy az idGszert optimalis
iranyités.

3. A feladatot megoldhatnank a kvadratikus programozéis modszereivel is, ekkor
azonban a megoldés sokkal tobb id6t kévetelne. A most ismertetett megoldas ugyan-
is kihasznalja, hogy a feladat egyiitthatéomatrixa kvézi-blokkdiagonalis, a célfiiggvénye
pedig blokkdiagonalis. Ha csak egyetlen megoldasrol lenne sz6, akkor a lépésszam (nT')3
nagysagrendi lenne. A feladat specialis szerkezetét kihasznald iterativ megoldassal a
lépészam n>3T-nagysagrendiire csokken!

4. Fontos specidlis eset az aszimptotikus, ahol T' — oo. Ekkor a célfiiggvényt
normélni kell: limy (>, fi/T). Megfelel6 feltételek esetén a K és az S matrix kielégiti
az idGtlen algebrai matrixegyenletet:

(7.19%) K =(BTSB+G) 'BTSA,
(7.20%) S=ATSA - K¥(G + BYSB)K + F.

Belathato, hogy ekkor a visszacsatolas stabil, azaz p(A — BK) < 1, és limy 2y = 0.
A 7.1. abra folytatasaként a 7.2. dbran bemutatjuk a a 7.2. példa végtelen idGtava
optimumat (7" =10 kozelitéssel).
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Bizonyitas. A linearis-kvadratikus feladatoknal szerzett tapasztalatok alapjan
megsejtjiik, hogy a hatralévs veszteség a pillanatnyi allapot kvadratikus fliggvénye:
(7.21). (7.16)-ot és (7.17)-et behelyettesitve a (7.5)—(7.6) Osszefliggésparba, adodik,
hogy

(722) :L‘tTFtl‘t + UtTGtUt + (AtlL‘t —+ BtUt)TSt+1(Atxt + Btut),

és
(At.fg + Btug)TSHlBt + U?TGt =0.

A masodik egyenletet rendezve:
(723) ’U,g = —(B;I‘St+1Bt + Gt)ilB;I‘St+1AtI‘§.

Vegyiik észre, hogy (7.23)-ban z? szorzoja éppen a (7.19)-beli —K; matrix. Igazolni kell
még a minimalis maradék veszteség értékére kimondott sejtést is: (7.22)-be behelyette-
sitve (7.23)-at, adodik egy 29T S;z9 kvadratikus alak, (7.20) adja a rekurziot. ]

7.4.%* OPTIMALIS ALLAPOTBECSLES ES SZABALYOZAS
TOKELETLEN MEGFIGYELESNEL

Ebben az alfejezetben elGszor az optimalis allapotbecsléssel foglalkozunk, majd vissza-
tériink az optimalis szabalyozésra. Feltessziik, hogy minden véletlen vektor normaélis
eloszléasn, s a tovabbiakban errsl nem tesziink kiilon emlitést.

Optimalis allapotbecslés

Miel6tt az allapotmegfigyeléssel foglalkoznank, foltessziik a kovetkezs kérdést: mi
torténik, ha az allapotegyenletet additiv zaj terheli? Ekkor

(7.24) Te1 = Agry + Byug + wy,

ahol w; egy n-dimenzids, id6ben fliggetlen valészintiségi valtozo, nulla varhatéd értékkel
és (Q; kovariancia-méatrixszal:

Ewt = 0, E(U)twsT) = 5tth7

ahol d;5 a Kronecker-szimboélum, értéke 1, ha s = t, és 0 egyébként.
Mar az 1.4. alfejezetben foglalkoztunk a hianyos megfigyeléssel. Legyen az irédnyi-
tasi rendszer zajjal terhelt, de tegyiik f6l, hogy nincs iranyitas: u; = O:

Tep1 = Ay + wy,

ahol az indul6 z allapotrdl van valamilyen a prior: eloszlasunk, zf varhato értékkel és
M, kovariancia-méatrixszal:

E(zg —2)) =0, E[(xo—xf)(xo — xS)T] = M.
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Foltessziik, hogy z( és w; ugyancsak fliggetlen valoszintiségi valtozo, azaz E[(zg —
ay,,, T] —
xd)w; | = 0.
Ratériink a tokéletlen megfigyelés kérdésére. Legyen y; € RY a t-edik idGszak
megfigyelési vektora, amely linearis fiiggvénye az z; € R™ allapotnak és a z; hibatagnak:

(725) Yy = Ct.illt + Zt.

Foltessziik, hogy egy hibatag idében filiggetlen valészintiségi vektor, nulla varhato
értékkel és R; kovariancia maétrixszal:

Ez; =0, E(z2)) = 6R;.
Foltessziik még, hogy z; és (zg,w;) ugyancsak fiiggetlen valoszintségi valtozok, azaz
E[(zg — 23)zf] =0 és E(w;z}) = 0.
Valoszintiségszamitasbol ismert a silyozott legkisebb négyzetek modszere. Opti-
malis becsléstinknél minimalizalni kell az x§ — x; el6zetes és az y, — Crx; utdlagos hiba

sulyozott varhato szorasat.

Jy = (v] — zt)TMt_l(l'? —x) + (Y — Cﬂt)TRt_l(Z/t — Czy),
(7.26) T

A kovetkezd tétel meghatarozza az optimalis allapotbecslés képletét.

7.9. tétel. (Kalman-szirs, 1960; Bryson és Ho, 1969, 12.4. alfejezet.) Az op-
timalis allapotbecslés a kévetkezd szekvencialis 1épésekben végezhetd.
El6zetes varhato érték
(7.27) xf = A qxy_ .
Utélagos varhato érték
(7.28) xy = xf + Hi(y — Cya}).
Minimalis el6zetes hiba-kovariancia
(7.29) H; = P.CFR; .
Minimalis 1ij hiba-kovariancia
(7.30) Po= M+ CFRrR*C)™ = M, — M,CF(C,M,CF + R)™'C,M,.
Minimalis teljes hiba-kovariancia
(7.31) M, = A, P,AT + B,Q,BF.
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Megjegyzések. 1. Akarcsak az optimélis szabalyozasnal, az optimalis allapot-
becslésnél is a szamitasok egyik része elézetesen (off-line) elvégezhets: (7.29)—(7.31).
Most id6ben elérehaladunk e szamitasoknal. A rendszer elinditasa utdn adott z§ = 0-
bol inditva a becslést, Y;_1 = {yo, . ..,y:—1} informaciovektor alapjan (7.27) segitségével
szamitjuk ki az el6zetes x? allapotbecslést, majd a legijabb megfigyelés, vy, alapjan
(7.28) segitségével javitjuk a becslést.

2. Figyeljiik meg a hasonlésagot az optimdlis szabalyozas és az optimalis becslés
kozott! E hasonlosag miatt a levezetést sem kell megismételniink.

7.5. példa. Sulyozott legkisebb négyzetek modszere. Legyen T = 0 és becsiiljiik
meg x-et y megfigyelése alapjan.

(7.26") (¢ —2)TM 1 (2® —2) + (y — C2)TR™}(y — Cz) — min,
(7.28) e=H(y — Cz%),
(7.29') H=PCTR™!

M a mérés el6tti kovariancia-méatrix, P a mérés utani kovariancia-matrix.

Optimalis LQG-szabalyozas és becslés

A 7.3. alfejezetben tokéletes megfigyelés mellett optimalizaltuk a rendszer miikddését, a
7.4. alfejezet elején pedig kikapcsolt iranyitas mellett optimalizaltuk a tokéletleniil meg-
figyelt rendszer allapotbecslését. Ebben az alfejezetben egyesitjiik az el6z6 két feladatot:
tokéletlen megfigyelés mellett egyszerre optimalizaljuk a szabalyozast és a megfigyelést.
Azaz a sztochasztikus linearis (7.24) allapotegyenletet az ugyancsak sztochasztikus li-
nearis (7.25) megfigyelési egyenlet alapjan fogjuk optimalizalni.

7.10. tétel. A bizonyosséagi ekvivalencia tétele (Kalman, 1960, Bryson és Ho,
1969, 14.7. alfejezet.) A kettds LQG-feladat optimalis megoldasat egy olyan becs-
léssorozat, s az arra épiilé linearis visszacsatolas adja, amelyek egymastol lényegében
fliggetlenek;
el6zetes varhato érték

(7.27%) xy = (A1 — B Kyp—1)x5_q,
utoélagos varhatoé érték

(7.28) vy = xy + Hy(ye — Cha}),
optimalis iranyitas

(7.18%) uy = —Kyay,

ahol a matrixok tovabbra is rekurzivan kiszamithatok.

Megjegyzés. Erdekes, hogy e feladat megoldasaban, legalabbis specialis esetben
a kozgazdaszok megel6zték a miiszakiakat, lasd Simon (1956) és Theil (1957) bizonyos-
sagi ekvivalencia tételét.

Bizonyitas. Lésd a 7.8. tétel bizonyitasat, valamint Bryson és Ho idézett for-
rast. |
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Egyéb szabalyozasi feladatok

A fenti feladatok csupan a legegyszertibb feladatok. Itt csak felsorolunk néhany kérdés-
kort, a hozzatartozo forras jelzésével.

a) Joval nehezebb, de sokkal realisabb a feladat, ha az additiv zavarok helyett
multiplikativ zavarok szerepelnek (v6. Wonham, 1967).

b) Az imént vizsgalt klasszikus szabalyozaselmélet teljesen centralizalt és teljes emlé-
kezetii rendszereket vizsgal. Witsenhausen (1968) ismertetendd ellenpéldéja ramutatott
arra, hogy nemklasszikus szabalyozasnél az optimalis szabalyozas nem feltétleniil linea-
ris. Az ok meglehetGsen egyszerii: decentralizalt szabalyozasnal a szabalyozasi valtozo
jelzésiil is szolgalhat. Koznapi példaval élve: id6ben visszaugorva 1997 elGttre, az OTP
szamlarendszerbd6l gyakran nem deriil ki, hogy kit6l kapom pénzt. Megallapodhatok
viszont egy iizletfelemmel, hogy atutalasnal mindig 9 Ft-ra ,kerekiti” az atutalt Gssze-
get. Ezzel legfeljebb 5 Ft-ot nyerek vagy veszitek, én pedig szinte ingyen megtudhatom,
hogy valoészintleg téle szarmazik a pénz. Igen am, de elvileg kerekithetiink 90 fillérre,
s6t 99 fillérre is, s ekkor a veszteség legfeljebb 50, illetve 5 fillér, s az informacié még
pontosabb.

Modositsuk a 7.2. példat! (Most a zaj nem az allapotegyenletben, hanem a megfi-
gyelési egyenletben van, és a veszteségfliggvény is kiillonbozd.)

7.6. példa.* (Witsenhausen, 1968.) Nemklasszikus LQG-optimum nem linearis.
Allapotegyenletek
1 = xo + Ug és Lo = X1 — UL

Megfigyelési egyenletek
Yo = To és Y1 = x1 + 2.
Veszteségtiiggvény
qug + x%

Megengedett szabalyozés

ug = Uo(yo) és Uy = Ul(yl)-

A bizonyitas sok oldalnyi, inkabb elhagyjuk.

c) Eddig foltettiik, hogy a rendszer paramétereinek eloszlasa egyszer s mindenkorra
ismert. Mi torténik akkor, ha a statisztikai vizsgalatok a szabalyozassal egyidében
kezd6dnek? Az tn. dudlis vagy adaptiv szabélyozas foglalkozik a kérdéssel (Tse és
Athans, 1967).

d) Eddig kizarolag olyan rendszereket vizsgaltunk, amelyekben a mozgasegyenlet
linearis és a veszteségfiiggvény kvadratikus. Mi torténik az altaldnos, nemlinearis és
nemkvadratikus esetben? Erre valaszolunk a kovetkezé fejezetben.
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8. DINAMIKUS PROGRAMOZAS ALKALMAZASAI

Az el6z6 fejezetben a dinamikus programozds matematikai elméletét és szabalyozés-
elméleti alkalmazéisat vazoltuk, most néhény kozgazdasagi alkalmazast mutatunk be.
A 8.1. alfejezetben az optimalis megtakaritast (egzogén tényezGarak mellett), a 8.2.
alfejezetben az optimalis felhalmozast (endogén tényezGarak mellett) vizsgaljuk. A 8.3.
alfejezetben réviden ismertetjiik a dinamikus programozas egyik, Mirman és Levhari
(1980)-t6] szarmazo jatékelméleti alkalmazasat. A dinamikus programozas alkalmaza-
sanak részletes leirasa Sargent (1987), Manuelli és Sargent (1987), Stokey és Lucas
(1989) 2. és 5. fejezetében, valamint Ljungqvist—Sargent (2000) talalhato.

8.1. OPTIMALIS MEGTAKARITAS

El6szor az optimalis megtakaritas feladatat vizsgaljuk. Latni fogjuk, hogy a 7.1. tétel
el6tti emlitett reducibilis dinamikus programozéasi feladattal allunk szemben.

Legyen u(c) az iddszaki hasznossdgfigguény, B a leszamitoldsi tényezd és U(c) =
ZtT:o Btu(cy) a c fogyasztasi palya teljes hasznossdga. Legyen k; a t-edik idGszak eleji,
t6kefelhalmozéasbol szarmazo vagyon, w; a t-edik id&szak munkajovedelme, c; a fogyasz-
tds és r az id6ben valtozatlan kamattényezd (=1+kamatlab). Definici6 szerint teljesiil a
vagyondinamikai egyenlet

k?t_|_1 = T(kt + wy — Ct).

Ezért a feladat a kovetkezs alakot olti:

d k
Zﬁtu (kt+wt— t+1> — max,
t=0 "
ahol
Tkt + rwy Z kt—l—la t = 0, 1, ey k’o adott.

Hasznos lesz leforditani a 7. fejezet altalanos és a 8. fejezet specialis jeloléseit;
allapot: x — k, szabalyozas: u — ¢, hasznossagfiiggvény: v — wu.

Véges idStav
Ezt a feladatot a dinamikus programozés nélkiil oldjuk meg.
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8.1. tétel. Ha ¥V = (Br < 1 és a véges hossztisagt életpilyan van fogyasztoi hitel,
akkor az optimalis fogyasztas a korral csokkend.

Bizonyitas. Egyel6re megengedve atmeneti negativ pénzvagyont, a feladat egyet-
len korlatra visszavezethets: a leszamitolt életpalya-fogyasztis egyenlé a vagyon és a
leszamitolt életpalya-kereset Gsszegével. A Lagrange-szorzos modszert alkalmazva, m-vel
jelolve a pozitiv szorzot, a Lagrange-fligggvény a kovetkezo:

T
L(CO7 te 7CT77T) = Z[ﬁtU(Ct) + Wr_t(wt - Ct)] + 7Tk0.
t=0

Innen adodik a feltételezett belsGoptimum-feltétel:
(8.1) u(cp) =m0t

Mivel ¥ < 1 és v’ pozitiv értéki csokkend fiiggvény, ¢; csokken a korral: ¢, 1 < ¢4 1

Szemléltetésként kovetkezik a

8.1. példa. Cobb—Douglas-hasznossagfiiggvény u(c) = logc, van fogyasztoi hitel.
(8.1)-b6l ¢; = U /m. m is meghatérozhato: ko + S fw, = 71 S0 Bt

Az elmondottak jol szemléltethetSk a kovetkezd adatoknal: T'= 15, w =1, kg = 1,
r=1,03 és §=0,95. A 81. abran lathato, hogy a 7. és a 15. év kozott az optimalizald
fogyaszto hitelt vesz fol.

Ha nem lehet kolesont folvenni, akkor nem lehet kikiiszobolni az idGszaki vagyon-
mérlegeket: ky > 0, ¢t =0, 1, ..., T. Ekkor a kezdeti vagyontol és a keresettsl fiigg,
hogy korlatozzak-e vagy sem a fenti korlatok az optimaélis palyét.

Ezen a ponton bevezetjiik a CRRA hasznossagfiiggvényt, amellyel a 10.1 alfejezet-
ben, a B. és a C. fiiggelékben még bévebben is foglalkozunk:

u(c) = o 1e” (0 #0)

ahol ( = 1 — 0 > 0 a relativ kockdzatkerilési egyiitthato, és € = 1/¢ a helyettesitési
rugalmassiag. Reélis esetben 0 < ¢ < 1. (Figyeljiik meg, hogy a o~ egyiitthato tartja
meg novekvonek az u(c) fiiggvényt negativ o-kra.)

8.1. feladat. Oldjuk meg 8.1. példat CRRA hasznossagfiiggvényre!

Végtelen idétav

Mi torténik, ha T" — oco?
Elskészitésként szolgél a

8.2. példa. Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvény és allandé kereset. A végtelen
idétav miatt a 8.1. példa egyszertisodik. Pozitiv kamatlab esetén w(1 — 1/r) véges és
7t =[ko +w(1—1/7)](1 - 3).

Stokey és Lucas altalanos hasznossagfiiggvényt mérlegelve és fogyasztoi kolesont
kizarva valaszolnak a kérdésre.
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8.2. tétel. (Stokey és Lucas, 1989, 5.17. alfejezet.) Végtelen idStav, altalanos
hasznossagfiiggvény és dllandé kereset esetén a fogyasztas a korral csékken, s a kezdd-
vagyontol fiiggéen el6bb vagy utébb a folyé jovedelemre szoritkozik.

Az értékfliggvény taldlgatdsdval és ellendrzésével megoldhato a kovetkezs példa.

8.3. példa. (Ljungqvist és Sargent, 2000, 33-34.) CRRA-hasznossagfiiggvény és
alland6 kamattényezs melletti optimalis fogyasztasi palya.

V (k) = max{u(c) + BV (k") E*=r(k—c)}.

Azt sejtjiik, hogy V (k) = 071 Ak, ahol A egy meghatarozand6 allando. (A sejtés a
példa végén leirt egyszertibb modszerbdl levezethetd!)

El6szor meghatarozzuk a jobb oldalt maximalizalo c(A,k) fogyasztast és k*(A,k)
tékét, majd az értékegyenletbe behelyettesitve, kiszamitjuk A-t és az adodo c(k) =
c(A,k)-t.

_ k 1—p 1
c(Ak) = g el AT =

Or <1,

azaz

c(Ak) = (1 — B Hr= M.

Megemlitjiik, hogy ebben az esetben létezik egy sokkal egyszertibb eljaréds is:
evidens, hogy az optimélis fogyasztas ardnyos a tékével: c¢; = vk;. Szamoléssal:
k* =r(1—v)k, ky = r*(1—7)tko, c; = yrt(1 —~)'ko. Behelyettesitve ezt az osszefiiggést

c st

A most bevezetend§ linearis hasznossagfiiggvényt a 10.3. alfejezetben birédlni fog-
juk, a kovetkezs két feladatban csupan illusztracioként szerepel.

8.2. feladat. Linearis hasznossagfiiggvény hitelfelvétellel (Stokey és Lucas, 1989,
74. o.). Legyen a fogyaszto kezdeti gazdagsaga kg és legyen az idGszaki hasznossag-
fiiggvénye linearis, példaul u(c) = c¢. Tegyiik fol, hogy korlatlanul megtakarithat és
kolesonozhet r = 1/ kamattényezd mellett. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az értékfiigg-
vény lehet oo és V (k) = k!

8.3. feladat. Linearis hasznossagfiiggvény hitelfelvétel nélkiil (Stokey és Lucas,
1989, 76. o.). A 8.3. feladatot egyetlen ponton moédositjuk: nincs fogyasztoi hitel.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor az értékfiiggvény V (k) = k, de az 6rok csak-felhalmozas
stratégiaja nem elégiti ki a transzverzalitasi feltételt!
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8.2. OPTIMALIS FELHALMOZAS

A modell

Erintve az egzogén tényezéarak problémajat, most ratériink az endogén tényezéarakra.
Most a diszkrét idejl egyszektoros optimaélis novekedés modelljét vizsgaljuk, ahol a
modell idétavija, T véges vagy oo.

Legyen u(c) az id6szaki hasznossagfiiggvény, [ a leszamitolasi tényezs és U(c) =
ZtT:o Btu(ey) a c fogyasztasi palya hasznossaga. Foltessziik, hogy f* a termelési fiige-
vény és a mindenkori t6kedlloménynak egy adott, & része semmisiil meg egy id&szak
alatt. Ezért ¢, = (1 — 6)ks + f* (ki) — ke1. Bevezetve az f(k) = (1 — §)k + f*(k)
bévitett termelési fiiggvényt, ¢; = f(kt) — kiy1. (Azt is mondhatnéank, hogy a tke egy
id6szak alatt megsemmisiil, azaz § = 1 és f* = f.) Tehat a feladat a kovetkezs alakot
Olti:

T
(8.2) > Blulf (k) — kiya), — max
t=0
ahol
(8.3) 0 < ki1 < f(ky), t=0,1, ... és ko adott.

Foltessziik, hogy mind az u hasznossagfiiggvény, mind az f termelési fiiggvény sima,
novekve és konkav, kielégitik az Inada-feltételeket:

U'(0) = oo, U'(x)=0, f'(0)=00, f(oc0)=0;
tovabba 0 < 3 < 1.
A (8.2)—(8.3) altalanos feladatnak nincs explicit megoldasa, kvalitative azonban

vizsgalhaté és numerikusan megoldhato. A kovetkezd specialis esetnek mégis szép ana-
litikus megoldasa van (folytonos idejd valtozatat lasd 6.2. feladat).

A Cobb-Douglas-hasznosséagfliggvény és termelési fliggvény, u(c) = loge és f(k) =
k% esetén (8.2)—(8.3) a kovetkezs:

T
(8.4) Z B log(kf* — kiy1) — max,
t=0

feltéve, hogy

(8.5) 0 < kypyy < k2
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Véges iddtav
Visszatérve az altalanos (8.2)—(8.3) kerethez, el@szor a véges id6tavot vizsgaljuk: T <
oco. Ekkor az optimumelv nem mas, mint egy kozonséges feltételes szélsGérték-feladat
els6rendd feltételeinek egyiittese, amely f és u konkavitdsa miatt nemcsak sziikséges,
de elégséges is:
(8.6) B (k)u'[f (k) = kpa] = ' [f(ke—1) = ki), t=1, ..., T}
(8.7) kri1 =0, ko adott.

Példakon és feladatokon keresztiil vizsgaljuk a felvet6dé kérdéseket.

8.4. példa. (Stokey és Lucas, 1989, 11-12. o.) A véges T id6tavu feladatnal (8.6)
a kovetkezd differenciaegyenletre egyszertisodik:
Baky™t 1
ke —kiyr k2 — ke
A 2z = ki/Eky | valtozo és a U = af paraméter bevezetésével a (8.7) zarofeltételhez
tartozd megoldas kitalalhato:

(8.8) t=1, ..., T

1— \I,T—t+l
(8.9) # =V
és teljes indukcioval igazolhat6. Visszahelyettesitve adodik a T id6tava optimalis téke-
felhalmozas egyenlete:

1—oT-t

8.4. feladat. a) Igazoljuk, hogy a (8.8) masodrendii implicit differenciaegyenlet a
zt41 = 1+ W — ¥/2z; elsérendd explicit differenciaegyenletre egyszertisodik! b) Hogyan
lehet kitalalni (8.10)-et?

8.5. feladat. Igazoljuk, hogy (8.10) tényleg megoldésa (8.8)-nak!

Végtelen id&tav

Ratériink a végtelen idstava feladatra. A (8.4)—(8.5) speciilis feladaton szemléltetjiik
majd a dinamikus programozas kiillonb6z6 megoldasi modszereit: a véges idétav kiter-
jesztését, az értékfliggvény talalgatasos és iterativ kiszamitasat.

Altalanos tételekbdl remélhetd, hogy a végtelen idstava feladat megoldasa a véges
idétavi feladat megoldasanak a hatarértéke. Ezt szemlélteti a

8.5. példa. A 8.4. példa T = oo melletti megoldésa

1— \IJT_t
és a transzverzalitasi feltétel is teljestil.
Célszert az allandosult allapotot kiszamitani: z° = W1/(1—a),
Tekintsiik a 7.1. alfejezetben bevezetett id6tlen értékfiiggvény-egyenletet.

(8.12) V (k) = max{u[f(k) = k"] + BV (E")[ 0 < k" < f(k)}.

A feladat a fiiggvényegyenlet megoldasa. Ezzel eljutottunk a kévetkezd megallapi-
tashoz.
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8.3. tétel. (Stokey és Lucas, 1989, 2.1. és 5.1. alfejezet.) A hasznossagfiigg-
vényre és a termelési fiiggvényre tett megfeleld feltételek mellett a 7. fejezet megfelels
tételei alkalmazhatok.

Optimumfeltétel:

(8.13) u'[f(k) = h(k)] = BV'[h(k)],
Burkolégorbe-tfeltétel:
(8.14) V(k) = f'(k)u'[f(k) — h(K)].

A (8.13) egyenlet azt mondja ki, hogy a folyo kibocsatéas fogyasztasi hatarhasznos-
saga egyenld a felhalmozéaséval. A (8.14) egyenlet pedig azt mondja ki, hogy a pillanatnyi
téke teljes leszamitolt hasznossagban kifejezett hatarértéke egyenlé annak hatarhaszna-
val, hogy a tékét a foly6d termelésben hasznéljuk és hozadékat a folyd fogyasztasba
fektetjiik (Stokey és Lucas, 1989, 14. o.).

Most a taldlgatasos modszert mutatjuk be.

8.6. példa. Az értékfliggvény taldlgatasos megoldasa (Stokey és Lucas, 1989,
11-13. o.). Ellendrizhetd, hogy (8.11) tényleg megoldasa (8.13)—(8.14) specialis valtoza-
tanak. Valoban, (8.11) értelmében u(c;) = log(l — W)k = log[(1 — ¥) + alog k.
Logaritmizaljuk (8.11)-et: logk; = logV + alogk;—1. 1.16 példa szerint a megol-
déas log k: = const + ot log ko, azaz V (ko) = Y, ftu(ct) = const + a1 — V)~ log ko,
h(k) = k*. Derivalva: V'(k) = a(1 — ¥)" k=1 stb.

8.6. feladat. Hatarozzuk meg log k; allando tagjat!

Most az optimalis felhalmozas esetén mutatjuk be a taldlgatdsos modszert.

8.7. feladat. Optimalis felhalmozasi péalya. a) Irjuk fol a fiiggvényegyenletet a
speciélis Cobb—Douglas esetre, ahol f(k) = k% és u(c) = logc!

b) Szamolassal igazoljuk, hogy V (k) = {logk + n alakt, és hatarozzuk meg &
értékeét!

c¢) Hatarozzuk meg az optimalis c(k) visszacsatolast!

Valojaban az értékfiiggvényt csak ritkdn tudjuk kitalalni. Helyesebb ezt az elja-
rast ugy tekinteni mint a numerikusan hatékony értékfiggvény-iterdcio modszerének
elGkészitését. Tekintsiik a kovetkez§ iteraciot!

Vigi(k) = max log c + BV;(k™)].

Ekkor V;(k) = §logk +n;, ¢;j = k“/(1 4+ BE5), £j+1 = a+ B, stb.
Most a 7.4. tételben leirt harmadik modszert szemléltetjiik.

8.7. példa.* A specialis feladat megoldasa a fokozatos megkozelités modszerével
(Stokey és Lucas, 1989, 93-95. o.). Belathato, hogy

log k; < a'log ko,
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Vegyiik el6 az
MV (k) = max{log(ki* — k) + BV (k)| 0 < k* < k;'}

transzforméciot, és kozvetlen szamolassal igazoljuk, hogy V; = 0 mellett

1 —pitt Ulog¥ alogk
M'Vy(k) = ————1log(1 — ¥ .
Hataratmenetben adodik a megoldéas:
1 UlogW¥ «alogk
k) = log(1 — W .
V(k) 1_60g( St T T 1w

A 7.4. tétel szerint az dllando megtakaritasi hanyada ¢(k) = Wk® atmenetfliggvény
generalja az optimélis tékedlloméany-palyéat.
Sztochasztikus termelési fiiggvény

Legyen {z:} az azonos és fliggetlen eloszlast valoszintiségi valtozok egy sorozata. Fol-
tessziik, hogy a t-edik id6szak elején a k; t6kedllomany és a z; multiplikativ zavar esetén
a termelés z; f (k). A feladat a kovetkezs:

EZﬁtU[th(kt) — kt+1] — max,
t=0

ahol
0< k’t_|_1 < th(kft), t = O, 1, ceey k‘o adott.

A (8.12) determinisztikus értékfiiggvény-egyenlet helyére sztochasztikus altalanosi-
tasa kertil:

(8.15) V(k,z) = max{ulzf (k) — k*] + BEV(k*)| 0 < k* < zf(k)}.

(8.15) tanulmanyozasa elvezet az optimalis t6keallomanyhoz: k* = h(k,z). Belss
optimum és differencialhatosag esetén (8.15) helyére

V'[zf(k) — h(k,2)] = BEV'[h(k,2)]
lép. Mit kapunk most a specialis esetben?

8.8. példa. Cobb-Douglas-hasznossag- és termelési fiiggvény. Belathato, hogy az
optimalis felhalmozasi atmenet (8.11)-beli altalanositéasa:

kiy1 = Uzky
Ismét a logaritmusokra térve:
log ki1 = log U + log ki + log 2.
A 8.7. feladat levezetését altalanositva:

1—
log ky = log ¥ 7 a

¢ t
+allogk: + a1 log z¢_;.

— 2

Ha példaul z; a (0,0) paraméterii lognormalis eloszlast valoszintiségi valtozo, akkor
meghatarozhato log k; eloszlasa. Kerek eredményt kapunk aszimptotikus esetben: a
determinisztikus tag hatarértéke (1 — o)~ !log ¥, a sztochasztikus tag eloszlasa tart va-
lamilyen eloszlashoz. Lényeges, hogy a determinisztikus kezddallapot hatéasa elenyészik,
a rendszer sztochasztikusan stabil, ergodikus.
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8.3. A NAGY HALHABORU

Ebben az alfejezetben a dinamikus programozas egyik jatékelméleti alkalmazésat mu-
tatjuk be Levhari és Mirman (1980) alapjan. A kiindulads Nagy-Britannia és Izland
,to6kehalhdboruja”. A viszaly tétje az volt, hogy mennyi halat foghatnak ki évente a
brit halészok az izlandi vizekben, hogy az izlandi halaszoknak is, no meg az utékornak
is maradjon zsakmany. Mig az 6tvenes években az allomany 2,5 millié tonna és az évi
fogas 250 ezer tonna volt, ma e két érték 600 és 150 ezer tonnara siillyedt.

A modell

Legyen k; a haladllomény mértéke a t-edik idGszak elején. Ha nem volnédnak halaszok,
akkor a haladllomany a biolégiai torvények szerint néne:

(8.19) ki1 = kY, ahol 0<a<l.
Nyilvanvalo, hogy a biologiai egyensilyi halallomény k* = 1 (a szamszerd mérték nor-
malas kérdése).

Két orszag is halaszik azonban e vizeken, indexiik i = 1,2. A t-edik id&szakban az
i-edik orszag c; ; mennyiséget fog ki. Ekkor (8.19) értelemszertien modosul:

(820) k?t_|_1 = (k‘t —C1,t — Cg7t>a.

Mindkét orszagnak Cobb—Douglas idészaki hasznossagfiiggvénye van, 3; leszamito-
lasi tényezovel, T idGtavval.

T
Ui=) Bllogciy, =12
t=0

Az egyszertiség kedvéért foltessziik, hogy mindkét orszag adottnak veszi a masik
orszag stratégiajat, azaz Cournot—Nash-stratégiat jatszik. Formaélisan: ha az i-edik
orszag a masik, j-edik orszag c;: fogyasztasi palyajat adottnak veszi, akkor a (8.20)
feltétel mellett optimalizalhatja az U; hasznossagfiiggvényét. Ha van olyan {c;.} és
{c2.+} sorozat, amelynek mindkét tagja optimalis a masikra nézve, akkor Cournot-Nash-
optimumrol beszéliink.

Megoldas

Miel6tt megadjuk a T id6tavi megoldést, a kdvetkezd jeloléseket vezetjiik be:
T
U, =af;, Sir= Z‘I’f
t=0

8.9. tétel. (Levhari és Mirman, 1980.) T idétav esetén az t-edik idGszak
optimalis Cournot—Nash-politikaja

VS 71—

8.21 = k?, =12, j#u1.
( ) 7,t Sl,T—tSZ,T—t t J 7é
Bizonyitas. T-szerinti teljes indukcioval. (]

Eredményiink egyszertisodik, ha végtelen horizontra tériink &t.
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8.10. tétel. (Levhari és Mirman, 1980.) Végtelen idStav esetén az optimélis
Cournot—Nash-fogaspolitikaja fiiggetlen az id6tél:

(8.22) 0 ;1= W)

_ LO i — 19 . .
2, \Ij1+\p2—\pl\112 to ? 94y ]7&@7

mig a haldllomany aszimptotikus egyensiilyi értéke

1 1 af/(a—1)
8.23 = (gt 1) .
(8.23) v,
Bizonyitas. (8.21) aszimptotikus értéke (8.22). Ekkor a halallomany t-edik id6-
szaki értéke is konnyen kiszamithato:

b1 Pz ]Rtkat i=1.2
0 > e

P1+ B2 — af1 P2
Hatarértékben adodik (8.23). [

- |

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy minél gyengébb a leszamitolas (azaz minél
nagyobb a leszamitoléasi tényezs), annal nagyobb az egyensilyi haladllomany.

8.8. feladat. Ellendrizziik a szamitasokat!

8.9. feladat.* a) Oldjuk meg a feladatot, ha a két orszag Gsszefog, optimalisan
és egyenl6 mértékben (c1 ¢ = ca; = ¢;) és egyenld tiirelemmel (81 = (2 = ) halaszik!
b) Mutassuk meg, ebben az esetben adott halallomanybol kevesebbet fognak ki, de az
egyensilyi halalloméany (k* > k°) annyival nagyobb, mint a versengé esetben, hogy az
egyensulyi fogas (¢* > ¢°) mégis nagyobb!

8.9. példa. A halhaboru numerikus szemléltetése. Legyen o = 0,5; § = 0,95.
Ekkor k° = 0,29; ¢© = 0,103 és k* = 0,45; ¢* = 0,124. A meritési hanyados (c¢/k)
allandosult értéke rendre 0,355 és 0,275. A dinamika szemléltetésére legyen kg = 0,5k°.
A kooperacios és a harcos palyakat a 8.2. &bran szemléltetjiik. Erdekes, hogy az els6
néhany idgszakban a harcos palya fogasa feliillmilja a kooperaciosét.

A duopdlium-elméletekben a szimmetrikus Cournot-Nash-egyensulyon kiviil vizs-
galjak az aszimmetrikus Stackelberg-egyensilyt is. Itt elGszor a vezets orszag 1ép, s csak
aztan 1ép a a kovets orszag. Ebben a jatékban a vezetd orszag elényben van a kovetd
orszaggal szemben. E harmadik modell tanulmanyozéasa helyett réviden utalunk egy
fontosabb kérdéskorre.

Id6beni inkonzisztencia

Adott egy dinamikus rendszer, amelynek iranyitési vektora két blokkbol all, mivel a
rendszert két dontéshozo iranyitja. A Cournot—Nash-megoldasnal az optimumelv ér-
vényben marad, a Stackelberg-megoldasnal azonban nem: az 1. szamua kévetd u r
dontései 7 < t-nél is fliggnek a 2. szami vezetd us ¢ dontésétsl, a vezetére nem érvényes
a Bellman-elv. Ezt hivjak iddbeni vagy dinamikus inkonzisztencidnak.

A részletes kifejtés helyett pusztan egy kéznapi példat hozunk (Kydland és Prescott,
1977). Tegyiik f6l, hogy a kezdd iddszakban a hatosag megtiltja, hogy egy folyomenti
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teriilet lakosai arteriileten épitkezzenek, mert nem akar gatat épiteni, amelynek koltsége
varhatoan feliilmilja az artéri telkek olcsosagabol fakadd megtakaritast. Az idébeni
inkonzisztenciaval tisztaban 1évé lakosok ennek ellenére megépitik a hazakat. Ha a
hatosag idében kovetkezetes, akkor a kovetkezs idGszakban nem épit géatat, s hagyja,
hogy az artéri hazak arviz esetén elpusztuljanak. Ha azonban a hatosag figyelembe veszi
a megvaltozott helyzetet, akkor gyorsan megépiti a gatakat, mert a veszélyeztetett artéri
lakasok Osszértéke nagyobb, mint a gatépités koltsége. (Thatcher asszony viszont id6ben
konzisztensen viselkedett az argentin junta 1982-es falklandi kalandjanal, amikor a sziget
értéket felillmulo koltségeket vallalva, kitizte az argentin kalandorokat a szigetrol.)

Egyéb feladatok

Stokey és Lucas (1989) 5. fejezete alapjan szamos olyan kozgazdasagi feladatot emlithe-
tliink meg, amely a dinamikus pogramozas segitségével oldhaté meg. Itt csak felsorolunk
néhanyat koziiliikk. A tortaevési feladat: f(k) = k. Novekedés technikai fejlsdéssel. A
fakivagasi feladat. Dolgozva tanulas. Emberi téke felhalmozasa. Novekedés emberi
t6kével. Beruhéazas konvex koltségekkel. Beruhazas allandé hozadékkal. Optimaélis
fogyasztas rekurziv preferencidkkal. Az (s,5) készletpolitika. Az LQG-szabalyozasra
nehéz olyan kozgazdasagi példat talalni, amely beilleszthetd lenne néhany oldalra. Az
olvasénak az irodalomjegyzékben talalhato forrasokat ajanljuk: Athans (1972), (1975),
Holly et al. (1977), Pitchford és Turnovsky (1977) és Chow (1981).

Mas tipusi, tobbszektoros optimaélis felhalmozasi feladatok szerepelnek a konyv
els6 kiadasanak 8.3. fejezetében, amelyeket a jelen valtozatbol kihagytunk.
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9. AZ OPTIMALIS FOLYAMATOK (SZABALYOZAS) ELMELETE

Az 5. fejezetben bevezetett folytonos idejti szabélyozasi modellek magva az dllapot-
egyenlet. Ez az allapotvektorra vonatkozd paraméteres differencidlegyenlet-rendszer,
ahol a paramétervektor a szabalyozési vektor. Adott intervallumon értelmezett adott
szabalyozasi palya esetén az allapotegyenlet meghataroz egy allapotpalyat. Az optimd-
lis folyamatok elméletében az egyenletek id6fliggGek, s adva van még egy olyan valos
értékd fliggvény, az alapfiiggvény, amely az id6tol, az allapotvektortol és a szabalyozési
vektortol fiigg. Azt a szabalyozasi palyat keressiik, amelyre az alapfiiggvény id§ szerinti
integralja szélsGértéket (maximumot vagy minimumot) vesz fol. A 9.1. alfejezetben az
alapfeladat megoldasat vazoljuk. A 9.2. alfejezet az optimaélis folyamatok egyik fontos
és torténetileg joval korabbi részteriiletét, a varidcidészamitast ismerteti. Az optimum
elégséges feltétele és az altalanositott peremérték-feladatok optimumfeltételei hasonli-
tanak a megfelel programozasi feltételekhez, ezeket a 9.3. alfejezet tartalmazza. Itt
kapnak még helyet a kozgazdasagtanban alapvetd szerepet jatszo jelenérték-feladatok.
A fejezetben gyakran tamaszkodunk Kamien és Schwartz (1981)-re, érdekes kiegészitést
ad Chiang (1992), magasabb foku targyalast ad példaul Pontrjagin et al. (1961) és Kosa
(1973). Exz a fejezet a diszkrét idejii 7. fejezet folytonos idejii valtozatanak is tekinthetd.

9.1. ALAPFELADAT

Legyen T = [0,T] egy valos intervallum (a szemléletesség kedvéért nevezziik idGinterval-
lumnak), f(t,z,u) pedig legyen egy a T x R™"™ tartoményon értelmezett valos-értékii
sima (egyszer folytonosan differencialhato) fiiggvény, ahol x és u az n-dimenzios allapot-,
illetve m-dimenzios szabélyozasi vektor. Tekintsiik a T intervallumon értelmezett, foly-
tonosan differencialhato, [x,u] fliggvényparokat (szemléletesen: pdlydkat), amelyek min-
den pontban az (n+m)-dimenziés X megengedettségi tartomanyban fekszik, amelynek
a belseje nem tires. Tovabba kezddallapot rogzitett: z(0) = z( és a végallapot szabad:
x(T) tetszoleges. A fenti feltételeket kielégits palyakat megengedett pdlydknak nevezziik.
A rendszer mozgastorvényét egy differencialegyenlet-rendszer irja le.
Allapotegyenlet

(9.1) a(t) = gltx()u(t)],  x(0) = o,
ahol g : R — R!tntm,
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Legyen a célfiigguény

9.2) I = /O Flta(t) ()] dt.

Ezt a fliggvényt funkciondlnak nevezziik, mert nem egy [x(t),u(t)] ponton, hanem az
[z,u] fiiggvénypéaron van értelmezve.

Ismert az R™ — R fiiggvényekre vonatkozé hagyomanyos differencidlszamitasbol,
hogy kétféle szélsGérték lehetséges: (i) lokalis és (ii) globalis, valamint, hogy sokkal
kénnyebb az (i), mint a (ii) feladat. Ugyanez a helyzet a most bevezetett funkcionallal.
Mindenekel6tt a (9.2) lokalis, (9.1)-et kielégits, u szerinti feltételes szélsGértékét, példaul
feltételes maximumat keressiik. Ezért feltessziik, hogy az optimaélis [x,u] pélya az an.
megengedett halmaz belsejében fekszik.

Mivel az allapotegyenleten keresztiil a szabalyozas egyértelmiien meghatéirozza az
allapotvaltozo palyajat (jele: x[t,u(t)]), a funkcional egyszertsithetd:

(9.3) Iu] = /O Flta(tu(t) u(t)] dt.

A kovetkezo tételt bizvast nevezhetjiik az optimalis szabalyozas alaptételének, mert
hatékony megoldéasi modszert ad az alapfeladatra.

9.1. tétel. (V4. Pontrjagin et al., 1961.) Ha az I funkcional a megengedett u
fiiggvényen belsé szélséértéket vesz fol, akkor az [x,u,p] : R — RIT"T™ fiiggvényhar-
masnak ki kell elégitenie a kévetkezd szokvanyos és differencidlegyenleteket a T inter-
vallumon;

a) az allapotegyenletet a kezdeti feltétellel:

(9-1) #(t) = glt,x(t)u(®)],  x(0) = zo;

b) a szorzéegyenletet, avagy az arnyékar mozgéasegyenletét a transzverzalitasi fel-
tétellel:

(9.4) pt)" = = frlta(®)ut)] - p®) gt u®)];  p(T) =0
c¢) az optimalitasi feltételt:
(9.5) Fultsw(®),u(t)] + p(t) T gy [t 2 (t)u(t)] = 0.

Megjegyzések. 1. Konnyebb megjegyezni az eredményeket, ha bevezetjiik az tun.
Hamilton-fiiggvényt:

(9.6) H[t,xu,p] = f(txu) +pTg(tazu).

Ekkor a kovetkezd tomorebb Gsszefiiggésekhez jutunk.
a) allapotegyenlet:

(9.1H) T = H;)T, z(0) = xp;
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b) szorzdegyenlet:

(9.4H) p=—HT,  p(T) =0
c¢) optimalitasi feltétel:

(9.5H) H! =0,

2. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a (9.1) allapotegyenlet mellett a (9.4) szorzo-
egyenlet is kdzonséges differencialegyenlet-rendszer. S6t, ez utébbit a T-beli végfeltétel
miatt id6ben visszafelé kell megoldani: T-t6l 0 felé haladva. Ez az id6tiikrozés nagyon
gyakori az ilyen tipusu feladatoknal, amint azt mar lattuk a 7-8. fejezetben.

Bizonyitasvazlat. Két bizonyitast adunk a tételre. Az egyik modszer Eulertsl
szarmazik, amely egyszert, de pontatlan; a mésik Lagrange-t6l, amely bonyolult, de
szabatos. (Természetesen mindketten csak a kés6bb targyalandé specialis, variaciosza-
mitasi feladatot oldottak meg.)

Euler-féle diszkrét kozelités

A jelolési egyszertiség kedvéért most csak az egyvaltozos esetre szoritkozunk: n =m =1,
de konnyen kiterjeszthets az eljaras tetszéleges véges szamu valtozora. Osszuk fol a T
intervallumot k egyenld részre: h = T'/k egy részintervallum hossza. Helyettesitsiik foly-
tonos idejd valtozoinkat és egyenleteinket diszkrét megfeleldikkel, mint azt mar az 5.1.
tétel bizonyitasanal tettiik. Legyen t; = ih, x; = x(t;), u; = u(t;), fi(xiu;) = f(ti,zi,u;)
és gi(zi,u;) = g(ti,zi,u;). Ekkor a differencidlegyenletet és az integralt helyettesits dif-
ferenciaegyenlet, illetve Osszeg a kovetkezs:

(9.1D) Tiv1 = xi + hgi(ziwi), =0, ..., k-1,
k—1
(9.2D) I = hz fi(ziu;) — max.
i=0
Legyen z = (79,...,25-1)%, u = (ug,---,up_1)T & p = (po,...,pr—1)T k-dimenzios

vektor. Bevezetve a H;(z;u;,p;) = fi(ziu;) + pigi(x;,u;) Hamilton-fliggvényeket,
s a Lagrange-szorzok modszerét alkalmazva a koévetkezd feltétel nélkiili szélsGérték-
feladathoz jutunk:

x>
—

L(z,u,p) = . {th‘(l’z',Uz') — PilTiv1 — l‘z]}

@
I
=

Folirjuk a p;, az z; és az u; szerinti parcialis derivaltakat: (9.1) mellett

0H,; ,
h +pi —pi—1 =0, ZZO;---ak_lv
8£IIZ'
H;
ha =0, 1=0, ..., k—1
8ui
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Osszuk el az egyenleteket h-val és tartson k a végtelenhez. Visszatérve folytonos ideji
folytonos fliggvényeinkhez, rendre adodik (9.1H), (9.4H) és (9.5H) egyenlet. A levezetés
csak egy ponton santit: nincs bizonyitva, hogy a hataratmenet jogos, azaz, hogy az
optimum létezik és hatarértéke a diszkrét kozelitéseknek.

Lagrange-féle varidcios modszer

Most mell6zziik a diszkrét ideji kozelitést, és kozvetleniil a folytonos ideji feladattal
foglalkozunk. A kozonséges feltételes szélsGérték-szamitasbol ismert Lagrange-szorzos
modszert kovetjiik:

Parcialisan integraljuk a harmadik tagot és az eredményt behelyettesitjiik I]u]-ba:

/H{t:ctu Wt} di+
9.7)

/0 p(t) () dt — p(T)Tx(T) + p(0)T(0).

Most alkalmazzuk az tn. wvaridcids elvet, amely a hagyoményos szélsGérték-
szamitasbol ismert modszer altalanositdsa. Legyen u°® a lokédlis maximumot ad6é meg-
engedett megoldas (idéfiiggvény), és legyen u* egy masik megengedett megoldas (id6-
fiiggvény). Legyen v = u* — u® az optimumtol valo eltérés (idsfliggvény), és y(t,a) az
u® 4+ av szabélyozéashoz tartozo pélya, ahol a egy skalar alland6. Legyen

(9.8) G(a) = Tu® + av],

s a kozonséges szélsGérték-szamitas szerint G(a)-nak a szerint a = 0-ban van lokdlis
maximuma, azaz G'(0) = 0. A paraméteres integral és az Osszetett fliggvény derivalasi

szabalyait alkalmazva, feltéve, hogy a fliggvények derivalhatok, némi szdmoléssal (9.7)—
(9.8)-bol adodik

(9.9) G'(0) = / (H, + %)y + HL0] dt — p(T) 3 (T) = 0.

Valasszuk ugy a p(t) szorzot, hogy az y, és specidlisan az y,(7T) el6tti kifejezés
eltiinjon: adodik a (9.4) szorzoegyenlet a p(T) = 0 végfeltétellel. Emiatt a (9.9) fel-
tételiink egyszertisodik:

T
/ Hlvdt=0.
0

Azt akarjuk igazolni, hogy H/ azonosan nulla, azaz teljesiil a (9.5) optimalitasi
feltétel. Indirekt bizonyitunk. Legyen H! > 0 egy J = (,e) részintervallumon. Mivel
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v tetszdleges idsfliggvény a v(0) = v(T) = 0 peremfeltételek mellett, legyen példaul
v(t) = (t—0)(e—t), had <t < e és0 egyébként. Ekkor fOT Hvdt > 0, ellentmondés. g

Eddig kikotottiik, hogy a végallapot szabad és a végidépont kotott. Mi torténik
azonban akkor, ha a végallapot kotott vagy a végidépont szabad? A levezetés (9.7)
egyenlete sugallja a valaszt (Chiang, 1992, 9.4. alfejezet), amelyet transzverzalitdsi
feltételnek nevez az irodalom: a) Ha mind a végidépont, mind a végallapot adott, akkor
(9.4)-ben p(T') = 0 helyére x(T) = zr 1ép. b) Ha a végidépont szabad, de a végallapot
rogzitett, akkor (9.4)-ben p(T') = 0 helyére H(T') = 0 lép.

A kovetkezokben talan a legegyszertibb nemtrivialis példat mutatjuk be a 9.1. tétel
alkalmazésara és a transzverzalitasi feltételekre.

9.1. pelda Lineéris-kvadratikus skalar feladat. f(t,z,u) = 224+u?, & = u, :1:(0) =
lész(l) =1 a)& =u, b)p= —2x, ¢) p= —2u. Derlvaljuk a)-t és c)t T =1,
p = —21. Felhasznaljuk b) t: =2z =p = —2% — & = z. Sajatértékek: Ao = +£1,
palya: z(t) = et + et Peremértékekbdl: x(0) = &1 + & és 2(1) = £1e+&ae L, azaz
&1=1/(e+1)ésé& =¢€/(e+1).

A kovetkezd feladat a Hamilton-fiiggvény egy érdekes tulajdonsiagara mutat ra.

9.1. feladat. Mutassuk meg, hogy egy autoném feladatnal, ahol mind f, mind g
id6tsl explicite fliggetlenek, a Hamilton-fiiggvény értéke az optimalis palyan allando!

Az alfejezet végére érve roviden ramutatunk a szorzo kézgazdasagi jelentésére, mely
hasonlit a statikus probléméak dualitdsdhoz. Legyen V(0,x0) a (0,2¢) kezdeti értékd fel-
adat optiméalis (maximalis) értéke. Az optimumfeltétel levezetésénél hasznalt fogasokat
alkalmazva megfelels simasagi feltételek mellett belathato, hogy p(0) = V/T(0,2¢). Sza-
vakban kifejezve: a szorzé értéke a kezdd idépontban egyenld a célfiiggvénynek a kezdeti
allapot szerinti derivaltjaval: drnyékdr. Mivel célfiiggvényilink idében additiv, az azo-
nossig barmely ¢ € T id6pontra és x megengedett allapotra érvényes: p(t) = V/T(t,z).

2. VARIACIOSZAMITAS

ToOrténeti bevezetés

Mig az optimalis folyamatok elmélete Pontrjagin és tarsai munkassiga nyoman csak 1960
koriil alakult ki, egy fontos specialis esete, a varidcioszamitds, mar 1700 koriil megjelent.
S6t, elemi variacioszamitasi feladatokat mar az ékorban is meg tudtak oldani.

Az optimalis folyamatok elmélete a variacidoszamitasra egyszertisodik, ha az allapot-
és a szabalyozasi vektor dimenzidja azonos: m = n, és az allapotegyenlet a lehetd
legegyszertibb: ¢(t,z,u) = u, azaz & = u. Ekkor az alapfiiggvény f(¢,z,&) alakda. Erre a
feladattipusra utaltunk a 7.1. alfejezetben.

Nagyon gyakran a fiiggetlen valtozo nem az id§, hanem példaul a vizszintes x koor-
dinata (s ekkor = helyett y all). De az egységes jelolés érdekében mindig a ¢ szimbolumot
hasznaljuk.

Minden bizonnyal a legegyszeriibb varidciészamitasi feladat a kovetkezs: Két pont
kozott melyik a legrovidebb ut? Az egyenes. Homogén kozegben a fény tehat a legrovi-
debb utat ,véilasztja”. Némileg bonyolultabb a tiikrozédés kérdése, ahol a targy és a kép
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kozotti legrovidebb it két egyenes szakaszbol all, ahol a toréspont rajta van a tiikkron és
ott a fény beesési és visszaesési szoge egyenls (9.1. abra).

Joval bonyolultabb a fénytorés kérdése, amikor a fény a levegébdl a vizbe 1épve,
megvaltoztatja haladasi iranyat. Mérések szerint (Snellius, 1620 és Descartes 1637) a
jelenséget a kovetkezs Osszefliggés irja le: a beesési és a torési szog szinuszanak az aranya
megegyezik a fény vizbeni és leveg6beni sebességének aranyaval (9.2. abra).

E feladat altalanositasa Fermathoz (1650 koriil) fiiz6dik: hogyan terjed inhomogén
kozegben a fény? A legrévidebb idejd tton.

Szamos kozgazdasagi feladat variacios modszerrel is megoldhato (10. fejezet), ezért
roviden ismertetjiik e modszert. De bemelegitésiil oldjuk meg a harom, imént emlitett
elemi feladatot!

9.2. feladat. a) Bizonyitsuk be elemi geometriai modszerrel, hogy két pont kozott
a legrovidebb ,ut” az egyenes! b) Probaljuk ki a 9.1. tétel analitikus modszerét!

9.3. feladat. Bizonyitsuk be elemi geometria modszerrel, hogy a T' targypont és a
siktiikorben keletkezé K képpontja kozott a fény a tiikkrot érinté legrovidebb dton halad
(a beesési és a torési szog egyenld)!

9.4. feladat. Bizonyitsuk be kozonséges differencidlszamitassal, hogy a vizben
lévé T pont és a levegSben 1évS S szem kozott a fény a legrovidebb idejd tton halad,
ha a Snellius—Descartes-torvényt koveti!

Megjegyzés. Simonyi (1981, 192-194. o.) egy meglehetsen bonyolult, de ele-
mi geometria megoldassal érzékelteti a kor nehézségeit, mig Polya (1968, IX. fejezet)
egy nagyon elegans mechanikai anal6gids megoldéassal remekel, megadva a 9.2. és a
9.3. feladat megoldésat is. Ezekben a feladatokban az optimalis megoldas egyenes vagy
egyenes szakaszokbol allo gorbe, ezért e feladatok elemileg is megoldhatok. Altalaban
azonban a megoldas igazi gorbe, s elemi megoldasok ritkan segitenek.

Az alapfeladat

Ratériink a variacioszamitas alapfeladatara. Legyen x : R — R™ fliggvény és legyen

(9.10) Ia] = /0 Flta(t) i) dt

a fliggvényhez tartozd funkciondl, amelynek valamilyen szélsGértékét, példaul maximu-
méat keressiik. Adott a kezdeti és a végallapot: zg és zp.

9.2. tétel. (Euler-Lagrange, 1744-1755.) Ha a (9.10)-beli I funkcionél a meg-
engedett x fiiggvényen szélsGértéket vesz fol, akkor a fiiggvénynek ki kell elégitenie a
kovetkezd, in. Euler—Lagrange-differencidlegyenlet-rendszert:

(9.11) Fultrd) = S foltad),

ahol fl és fl az f fiiggvény parcialis derivéltjai.
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Bizonyitasvazlat. A 9.1. tétel szorzoegyenlete és optimumfeltétele az Euler—
Lagrange-differencidlegyenletet adja, (9.4): pT = —f/ és (9.5): f. +pT =0, ahonnan a
méasodikat derivalva adodik

_d / T_d / /
O—dt(fg'c"‘p )_dtfj’ fo

Megjegyzések. 1. Elvégezve a kijelolt differencialasokat (9.11)-ben, a kévetkezs
mésodrendd differencidlegyenletet kapjuk:

fi(tx, @) — fro(txz) — fo (to,2)s — fi.(tx,2)d = 0.

2. Ellentétben a kozonséges optimalizacioval, a varidcioszamitasban elég nehéz
egzisztencia-tételeket bizonyitani. Példaul a kovetkezd egyszeriinek latszo feladatnak
nincs megoldasa: keressiik meg a sikban a két pontot 6sszekots leghosszabb gorbét!

3. Kosa (1973) monografiaja részletesen foglalkozik a kérdéskorrel, tobbek kozott
konkrét variacios feladatok megoldasaval. Ebben a konyvben csak néhany egyszerti
feladatot szamolunk végig. Erdekességként megemlitjiik az elsé nemelemi feladatot.

9.2. példa. Az fol Z(t) dt integralt lehetetlen maximalizalni, fiiggetleniil az x(0),
x(1) peremfeltételektsl. Valoban, a Newton-Leibniz-formula szerint minden palya es-
wetén azonos az integral: [ = z(1) — x(0). 1

9.5. feladat. Miért nincs maximuma az fol x(t) dt integralnak az z(0) = 0, z(1) =
2 peremfeltételek mellett?

9.6. feladat. Szamoljuk ki a 9.1. példat az Euler—Lagrange-differencidlegyenlet
segitségével is!

9.3. példa.* Brachisztochron, (Johann Bernoulli, 1696). Adott egy fliggsleges
sik, s benne két olyan pont, hogy az Gket 6sszekots egyenes se nem vizszintes, se nem
fiigg6leges. Melyik az a sikbeli gérbe, amelyen a magasabban fekvé pontbdél inditott
tomegpont a legkevesebb id§ alatt legordiil az alacsonyabban fekvé pontba?

Galilei 1630 tajékan tévesen oldotta meg a feladatot: azt hitte, hogy az optimalis
gorbe egy koriv (Simonyi, 1981, 172. o.). Johann Bernoulli 1696-ban adta meg a helyes
megoldast (Polya, 1968, IX. fejezet), ti. ciklois:

t =&+ b(v—sinv) és r=a+b(l—-cosv), 0<v<2m, b>0.

Megoldasa két zsenialis Otleten alapult: (i) a folytonos probléma helyett egy kozelitd
diszkrét feladatsorozatot tekintett, (ii) melyet a 9.4. feladatban megfogalmazott Fermat-
elvet altaldnositva oldott meg. Visszatérve a folytonos feladatra, a szakaszonként foly-
tonos kozelitd megoldés kisimult (lasd a 9.1. tétel Euler-féle levezetését).

Annak idején a folydiratok helyett szokéas volt levélben kittizni feladatokat. Ber-
noulliak kérdésére Newton postafordultaval valaszolt, szintén helyesen. A tudoményos
viladg innen tudta meg, hogy Newton felépiilt betegségébsl. Kosa (1973, 48-50. o.)
tartalmazza a feladat modern megoldasat.

157



9.3. KIEGESZITESEK

Ebben az alfejezetben tobb kiegészitést tesziink.
Elégséges feltételek

Az optimumszamitashoz hasonléan az optimaélis folyamatok elméletében is léteznek ma-
sodrendii elégséges feltételek (Kamien és Schwartz, 1981, 122-123. o.).

9.3. tétel. Ha az alap- és az allapotfiiggvény x-ben és u-ban konkav, valamint
p(t) > 0, akkor a sziikséges feltétel egyben elegendd a maximumhoz.

Megjegyzés. Arrow igazolta, hogy elegendd, ha adott p-re a mazimalizdlt Ha-
milton-figgvény, H°(t,z,p) = max), H(t,z,u,p) konkav z-ben: kvazikonkavitas (Kamien
és Schwartz, 1981, 204-205. o.).

Bizonyitasvazlat. Legyen © az optimalis palya megkiilonboztets jele és hagyjuk el
az id6valtozot. Mivel f konkav fiiggvénye (x,u)-nak, f©— f > flo(z° —z) + fI°(u® — u),
azaz

/(fO—f)dtz/ [f20(x° — z) + fi2(u® — )] dt.
0 0

A jobb oldalon felhasznéljuk a (9.4) szorzoegyenletet és a (9.5) optimumfeltételt, s parci-
alisan integraljuk a p-t tartalmazo tagot, s figyelembe vessziik a (9.1) allapotegyenletet:

T
/ pTlg° — g — g°(a° — ) + gl°(u° — w)] dt,
0

s ez g konkavitasa miatt nem negativ, azaz

T
/O (f° — f)dt 0.

Hianyos alapfiiggvények

Akar az altalanos optimalis folyamatokban, akar a specialis varidciészamitasban a meg-
oldast nagyon megkonnyiti, ha az alapfiiggvény hidnyos, ha t, x és u = & koziil az egyik
valtoz6 nem szerepel f-ben. A variadcidszamitasra szoritkozva sorbavessziik a hérom
esetet (Kosa, 1973, 45-46. o.).

(i) Az alapfiiggvény nem fiigg t-t6l: f = f(x,2). Az Euler-Lagrange-féle egyenlet
méasodrendd alakja (9.12. tétel 1. megjegyzés) szerint van olyan ¢ &llando, hogy az
extremalis megoldas kielégiti az f(z,&) — & f.(x,&) = c implicit differencialegyenletet.
(Derivaljuk vissza az implicit differencidlegyenletet és emeljiik ki i-et, s ellenérizhetd az
ekvivalencial)

(ii) Az alapfiiggvény nem fiigg z-t6l: f = f(t,£). Ismét (9.11) szerint fennall a
dfi(t,&)/dt = 0 azonossag, tehat létezik egy olyan ¢ allando, amelyre fi(t,z) = ¢
implicit differencidlegyenlet adodik.

(iii) Az alapfiiggvény nem fiigg #-t6l: f = f(¢,x).
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Ismét (9.11) szerint az f.(t,x) = 0 kozonséges implicit fliggvényt kapjuk, amelynek
a megoldasa minden pontban maximalizalja az alapfliggvényt. Természetesen megoldés
csak abban a kivételes esetben van, ha a kezdeti feltételek rajta vannak az igy adodo
gbérbén.

Eddig csak korlat nélkiili feladatokat vizsgaltunk. Most réviden felsorolunk més-
fajta feltételes optimumfeladatokat is.

Izoperimetrikus feladat

Fontossiga miatt szélunk egy sajatos varidcidészamitasi feladatfajtarol, s mindenekel6tt
a névadorol, az eredeti izoperimetrikus feladatrol.
Célszertibb azonban megint egy kvadratikus-linearis feladatot tekinteni.

9.7. feladat. Maximalizaland6 az fol x dt — max integral a 2(0) =1 and z(1) =1

peremfeltételek és az fol 2 dt = 3 izoperimetrikus feltétel mellett!

9.8. feladat.* Az eredeti izoperimetrikus feladat (Polya 1968, X. fejezet). Bizo-
nyitsuk be, hogy adott keriiletii zart sikgérbék kozott a kor teriilete a maximalis!

Az altalanos izoperimetrikus feladat megfogalmazasahoz az f : R?**! — R alap-
fiiggvény mellé be kell vezetniink a g : R'T2" — R korldtfiiggvényt. Ismét folirjuk a
célfiiggvényt, de hozzavesziink egy integralfeltételt.

(9.10) I[z] = /0 flt,x(t),z(t)] dt — max,

feltéve, hogy

T
(9.12) Jlx] = /0 glt,x(t),z(t)] dt = k.

Az altalanositott izoperimetrikus feladat az alapfeladat kévetkezs véltozata: ma-
ximalizaljuk (9.10)-et a (9.12) korlat mellett. A megoldast a kozonséges feltételes
szélsGérték-szamitasbol ismert Lagrange-szorzos modszer adja.

9.4. tétel. Altalinositott izoperimetrikus feladat. Ha a (9.10)-beli I funkcional
a (9.12)-beli funkciondlkorlat mellett a megengedett = fiiggvényen szélsGértéket vesz
fol, és a megoldas nem extrémuma a korlatnélkiili (9.12) feladatnak, akkor van olyan p
szam, amelyre x kielégiti a korlatozas nélkiili Lagrange-szorzés L = f + pg feladatot,
azaz kielégiti az L-re vonatkoz6é Fuler—Lagrange-differencidlegyenletet.

Bizonyitasvazlat. A (9.12) korlat miatt (9.10) feltételes extrémuma megegyezik
az alabbi variacios-feladat feltétel nélkiili extrémumaéval:

(9.13) I*[z] = /0 { Flt.a(t), ()] + pTg[t,:z;(t),:t(t)]} dt — pr.

Minddssze azt kell kikotniink, hogy az x° megoldas nem extrémuma a (9.12) célfiiggvé-
nyld kozonséges variacios feladatnak. [
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A kovetkezs példaban a 9.4. tételt alkalmazzuk a 9.5. feladatra.

9.4. példa.* Izoperimetrikus feladat (Kamien és Schwartz, 1981, 1.9.2. feladat).

Megoldjuk a 9.5. feladat (eredeti izoperimetrikus) valtozatat a 9.4. tétel segitségé-
vel a korivre (9.3. abra).

Adott egy T hosszusagnu szakasz és egy k > T hosszusagu kerités. Keritsiik be az
adott szakasz f6lotti maximalis teriiletd tartoményt! Legyen a (¢,z) sik (0,0) és (0,7)
pontja a szoban forgd szakasz két végpontja, és (t,x(t)) a kerités tetszéleges pontja.
Ekkor f[t,z(t),z(t)] = x (a terlilet integrandusa) és g[t,x(t),2(t)] = \/1 + &(t)? (a kertilet
integrandusa: hiszen Pithagorasz tétele szerint a (t,x(t)) és (t + dt,x(t + dt)) pontpar
kozti tavolsag /1 + @(t)? dt.

A Langrange-fiiggvény L = x — pv' 1 + 22, tehat a Lagrange-fiiggvényre vonatkozo
(9.11) egyenlet

_d  pz
AVita
Az 5.4. tételben targyalt szétvalaszthato differencidlegyenlet megoldéasat kovetve, (be-
vezetve a k integracios allandot)
R R

V14 3?
Megoldjuk az egyenletet algebrailag z-re:
t—k
p? = (t =k

Legyen v = p? — (t — k)?, azaz dv = —2(t — k)dt. Ekkor (bevezetve a c integracios
allandot)

z(t) = /OTx'(t) dt = —/v—l/Zdv/erc: —Vv+e,

azaz
(=) + (t—k)* =p?,

amely egy koriv egyenlete. A befejezést az Olvasora hagyjuk.

9.9. feladat.* Kotél (vagy lanc)gorbe (17. szézad vége). Fliggessziink fel egy s
hosszisaga, homogén anyagu kotelet végpontjainal fogva a (—a,D), és az (a,D) pont-
ban (k > 2a > 0, D > 0). Fizikai meggondolasokbdl belathato, hogy a kialakul6 gorbe
tomegkozéppontja (régiesebben: sulypontja) a lehets legmélyebben lesz, vagy ekviva-
lens megfogalmazasban, a gorbe helyzeti energidja minimalis lesz. a) Igazoljuk, hogy
a feladat alapfiiggvénye, flxz(t),2(t)] = x/1+ #(t)? és korlatja megegyezik az el6z6
példaével: glx(t),(t)] = /14 @(t)?, azaz a Lagrange-fliggvény (ii) alakban hianyos.
b) Igazoljuk, hogy a kotélgorbe egyenlete z(t) = cosh(dt)/d + 7, ahol § és v megfelels
allandok. Emlékeztets: sinht = (e7! —e?)/2 és cosht = (e~ +¢€')/2. ¢) Milyen mélyen
log be a gorbe? A 9.4. dbra a = 1 és k = 3 esetén mutatja be a kotélgorbét.

Erdekes, hogy ezt a feladatot is Galilei vetette fel és erre is hamis megoldast adott:
a parabolara gondolt. A minimaélis felszind forgasfeliilet klasszikus feladata is azonos
(lasd Kamien és Schwartz (1981, 29. o.)
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Késsbbi (10. fejezetbeli) alkalmazasok miatt érdekes a

9.5. példa. Tekintsiik azt a majdnem elfajult izoperimetrikus feladatot, amikor
mind az alapfiiggvény, mind a korlatozo figgvény fiiggetlen i-t6l: f = f(t,z) és g =
g(t,x). Ellentétben a korlatozas nélkiili alapfeladattal, most altalaban van értelmes
megoldas: a

(9.14) fa(t.x) + pgy(tx) =0

azonossagot parametrikusan megoldjuk: z(¢,p), s a kapott eredményt visszahelyettesit-
jik a (9.12) korlatba:

(9.12°) J|x] :/0 glt,x(t,p)] dt = k.

Ha a (9.12°) egyenletnek van megoldasa p-re, jele: p°, akkor az x(t,p°) egyvaltozos
fiiggvény az eredeti feladat extremalis megoldéasa.

Zart tartomany esete

Pontrjagin és tarsai a lehets legaltalanosabb keretet vizsgaltak: megengedték, hogy
az u szabalyozasi valtozo egy zart U tartomanyra legyen korlatozva, és az u szabélyo-
zési fliggvény csak szakaszonként legyen folytonos. Ilyen altalanossidgban igazoltak az
un. Pontrjagin-féle maximumelvet, amely az optimumfeltétel helyére 1ép: az optimalis
{z°(t),u°(t)} palya kielégiti a

Ht,z°(t),u,p(t)] < H°[t,z°(t),u’p(t)], weld

egyenlGtlenséget; és a szorzoegyenlet nem érvényes a toréspontokra. Tovabbi bonyoda-
lom, hogy a Hamilton-fiiggvény definicivjaban az f alapfiiggvény pg szorzdja 1 mellett
0 is lehet. A szokésos simasagi és konkavitasi feltételeken til az egzisztenciat példaul
u-ban linearis g(t,z,u) fiiggvényekre bizonyitjak.

Az imént elmondottakat frappansan szemlélteti a

9.6. példa. Specialis idGoptimum-feladat. Tegyiik f6l, hogy egy tomegpontot kell
egy vizszintes egyenes () pontjabol az 1 pontjaba eljuttatni, igy hogy a gyorsitds maxi-
malis abszolut értéke 1, valamint a kezds- és végsebesség 0. Az optimalis szabalyozas
egyszertien megadhato: félutig maximalis gyorsitas, aztan maximalis lassitas. Felhiv-
juk a figyelmet arra, hogy az optimaélis palya csak szakaszonként folytonos, s végig a
megengedett iranyitasi tartomany hataran halad. (Itt a 9.1. tétel nem alkalmazhato.)

A 9.5. példat altalanositja a

9.7. példa. Altalanos idGoptimum-feladat. Katonai alkalmazasokban nagyon fon-
tos az un. idGoptimum (példaul az ellenséges rakéta megsemmisitéséhez sziikséges id6
minimalizalasa). Ekkor T' szabad valtozo, f(t,z,u) = 1, azaz Ilu] = T — 0. Ekkor a
bels6é optimumra a kdvetkezd két egyenlet teljesiil:

b) szorzdegyenlet

(9.4') pr(t) = —p(t) g [ta(t)ut)], «(T)=0;
c¢) optimalitdsi feltétel
(9.5") p(t) gult(t),ul(t)] = 0.
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Jelenérték-feladatok

A kozgazdasagi feladatokban nagyon gyakori, hogy a kiilonb6z6 idészakokra vonatkozo
jutalmakat és raforditasokat leszamitoljuk — diszkontaljuk (Kamien és Schwartz, 1981,
151-158. o.):

(9.1%) I[:L’,u]:/o e Pt f(xu) dt,

ahol 8 > 0 a leszdmitoldsi rdta és g id6ben valtozatlan.
Ebben az esetben a diszkontalt Hamilton-fliggvény

(9.6%) H=e P f(xu) +pTglru),
amelynek segitségével az optimumfeltételek a kévetkezsk:
Hy=e¢"fi+pTg,=0 &  pT=-Hy=-e"f —pTg,.
Ekkor gyakran kényelmes folyoértéken szamolni a jelenérték helyett. Bevezetve a

folyoértéki szorzot:
p(t) = (1),

és a folyoértékd Hamilton-fiiggvényt:
H=c"H = f(x,u) +pTg(zu),
a kovetkezo feltételeket kapjuk:
H, =0 és pt =ppt - H,.
Visszahelyettesitéssel adodik:

& =g(zu), folzu)+pTg,(zu)=0, p*=0p" — fi(zu) - pTg,(zu).
Ebbdl az alakbol latszik az atalakités elénye: autonéom (id6tol fiiggetlen) differenciél-
egyenlet-rendszert kapunk.

Leszéamitolasi feladatoknal gyakran fordul el6, hogy az idétav végtelen: T = oo.

Ekkor bonyodalmak tamadnak a peremfeltételeknél, de ezzel mér a diszkrét idejt val-
tozatnal (7.1. alfejezetben) foglalkoztunk.
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10. OPTIMALIS FOGYASZTASI PALYAK

Az optimalis folyamatok elmélete (s6t, a variacidoszamitas) segitségével elvileg konnyen
megoldhatok a folytonos ideji optimdlis fogyasztdsi palydkra vonatkozo kiilonféle fela-
datok (Koopmans, 1967). A 10.1. alfejezetben az optimaélis fogyasztasi palyat adott
munka- és tékejovedelem mellett (Ramsey, 1928) keressiik. Két alternativ feltevést
mérlegeliink: (i) biztos és (ii) bizonytalan élettartam. A 10.2. és 10.3. alfejezetben az
optimalis fogyasztasi palyat adott termelési fiiggvénybdl szarmazoé munka- és tékejove-
delem mellett vizsgaljuk: az els6ben végtelen, a mésodikban véges idGtavot tekintve. A
fejezetben folhasznaltuk Kamien és Schwartz (1981) és Simonovits (1995c¢) forrast.

10.1. EGZOGEN BER ES KAMAT

A 8.1. alfejezetben mar targyaltuk a diszkrét ideji optimélis megtakaritas modelljét,
ahol a bérek és a kamatok egzogének. Most a folytonos idejii feladatot targyaljuk,
ezuttal a varidcioszamitas alkalmazasaval. Ebben az alfejezetben kiilon targyaljuk a
biztos és a bizonytalan élettartamot.

BIZTOS ELETTARTAM

Tegyiik ol (Kamien és Schwartz, 1981, 25-27. o.), hogy a fogyaszté T évig él, ahol T'
egy tetszéleges pozitiv valos szam, amelynek értéke mar sziiletéskor pontosan ismert.
Legyen a t pillanatban a fogyaszté6 munkajovedelme w(t), t6kéje k(t), amely utéan az
r kamatlab szerint rk(t) t6kejovedelmet kap. A t id6pontbeli fogyasztas c(t), amely
kielégiti a kévetkezd mérlegegyenletet.

Folyo koltséguetési feltétel

(10.1) c(t) + k(t) = rk(t) + w(?).

Hasznossagfiiggvények

Legyen u egy R — R fliggvény, ul[c(t)] a c(t) fogyasztas pillanatnyi hasznossiga. A
[0,7] id&szakra terjed6 maximalizalandd Gsszhasznossagrol feltessziik, hogy a 8 > 0
leszdmitoldsi rdtdval leszamitolt e~Ptulc(t)] fiigguény idd szerinti integrdlja:

(10.2) I|c] :/0 e Plufe(t)] dt.
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Gyakran sziikségiink lesz a Neumann—Morgenstern-varhatoé hasznossédgnal alkalmazott
abszolit és a relativ kockdzatkerilési egyiitthatora, amelyet Pratt 1964-ben és Arrow
1965-ben vezetett be (lasd Arrow, 1970 és Varian, 1992, 177-201. o.):

—u”

(10.3) a=— és ¢ =ac.

Talan nem felesleges utalni arra, hogy mi a kockazat szerepe az elnevezésben. A
relativ kockazatkeriilési egylitthatéo durvan szolva azt mutatja, hogy a fogyaszto vagyo-
nédhoz képest mennyit hajlandoé fizetni, hogy egy kis kockazatot elkeriiljon. Esetiinkben
arr6l van szo, hogy a fogyaszté6 mennyivel hajlandé az életpalya-fogyasztasat csokken-
teni, hogy a fogyasztasingadozasokat elkeriilje. Az u hasznossagfiiggvény konkavitasa
miatt a,( > 0.

10.1. példa. Allandé abszolit (CARA) és relativ (CRRA) kockazatkeriilési
egytitthatoju hasznossagfiiggvények:

(10.4) u(c) = a te ¢ CARA,
(10.5a) u(c) = o te, ha o#0: CRRA;
(10.5Db) u(c) = loge, ha c=0: Cobb-Douglas.

A (10.5) hasznossagfiiggvény esetén a relativ kockazatkeriilési egytitthato a fogyasz-
tastol fiiggetleniil 1 — o.

Optimalis fogyasztasi palya

Behelyettesitve I[c]-be a (10.1) mérlegegyenletet, a 9.2. alfejezetben vizsgalt, kdzonséges
variacidoszamitési feladathoz jutunk:

(10.6) Ik] = /O ' e Ptulrk(t) + w(t) — k()] dt,

amelyhez a kovetkez6 peremértékeket csatoljuk:
(10.7) k(0) = ko és k(T) = kp.

Adott mind az indul6, mind a zar6 tékeallomany. Alternativ megfogalmazasnal a zaro
tékeallomany szabadda tehets és alkalmas fiiggvénye hozzaadhato a (10.6) célfiiggvény-
hez.
Sziikséglink lesz még a kovetkezd jelolésekre.
Az €5t fiigguény [0,T]-n vett integrdlja:
efT -1

(10.8) J(€) = £ ha  £#0;  J(0)=T;
az €Eletkereset jelenértéke:
T
(10.9) W= / e h(t) dt,
0

és a kilonbségi kamatldb: 6 = r — (3. Feltessziik, hogy az életkereset elegendd nagy
ahhoz, hogy tékefelhalmozas mellett fogyasztasra is jusson beldle:

(10.10) W >e Thy — k.

(10.10) trivialisan teljesiil, ha r =0, kp < ko és w(t) > 0.
Kimondjuk az életciklus-elmélet alaptételét.
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10.1. tétel. a) Biztos élettartam mellett az optimélis fogyasztés (relativ) néve-
kedési titeme a kiilonbségi kamatlab és a relativ kockazatkeriilési egytitthaté hanyadosa:

(10.11) —
b) Allandé relativ kockazatkeriilési egyiitthaté esetén az optimalis fogyasztas kez-
déértéke

ko — €7TT]€T + W
10.12 =
(10.12) =TI -

Megjegyzés. A modern irodalomban Modigliani és Brumberg (1954) életciklus-
modelljiikben vizsgalta elGszor hasonlo feladatot, diszkrét idg, nulla kamat és diszkont-
1ab mellett.

Bizonyitas. a) Folirva a feladat Euler—Lagrange-differencialegyenletét [(9.11)], a
kovetkezd Osszefiiggéshez jutunk:

d

10.1 —
(10.13) o

[—e*ﬁtu'(c)] = e Pt/ (e)r.

Derivaljuk a bal oldali szorzatot: Be %*u’(c) — e P’ (c)¢, majd hasznaljuk fel a
(10.3) jeloléseket: a (10.11) optimalitasi feltételt kapjuk. Altalaban ¢ fiigg c-tél, s az
adodo differencidlegyenletet nem tudjuk zart alakban megoldani.

b) Folhasznalva a (10.5) CRRA-feltevést, integralhatjuk a ¢/c = §/¢ differencial-
egyenletet: ¢(t) = coet/<.

Visszahelyettesitve a mérlegegyenletbe: k — rk = w — coe®t/<.

Az 5.4. alfejezetben ismertetett megoldo6 szorzok modszerét alkalmazva, a legutolsod
egyenletet beszorozzuk e~ "-vel, hogy egy fiiggvény derivaltjat kapjuk a bal oldalon:

d

E [e—rtk} = e—rt(k — rk) = we "t = Coe((s/g_r)t‘

Integraljuk az 1j egyenlet mindkét oldalat a [0,77] szakaszon és vegyiik figyelembe W
jelentését: e "Thy — kg = W — coJ(6/C — 1), ahonnan (10.12) egyszertien adodik. g

Az imént elmondottakat egy példan és egy feladaton szemléltetjiik.

10.2. példa. Cobb-Douglas-hasznosséagfiiggvény (( = 1) esetén, ha nincs kereset
(w = 0) és nincs 6rokség (kr = 0), akkor 6/ —r=7r— [ —r = —0, azaz

(10.12) co =

10.1. feladat. Gondoljunk 7" = 20 évre (a nyugdijazas utani varhato életkorra),
w = 1 egység/év nyugdijra, kg = 5 kezdeti- és k = 0 zaromegtakaritasra. Legyen nulla
a leszamitolasi- és a kamatlab (§ = r = 0). Szamitsuk ki az optimalis kezdéfogyasztast
CRRA hasznossagfiiggvény esetén!
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BIZONYTALAN ELETTARTAM

Yaari (1965) volt talan az elss, aki Modigliani és Brumberg (1954) életciklus-elméletét
kiterjesztette bizonytalan életkort fogyasztora. Ot kivetve tegyiik 51, hogy a fogyasztod
élettartama véletlen valtozo (jele: t), melynek értéke nem, de valoszintiségi eloszlasa mar
sziiletéskor pontosan ismert. Legyen T a maximaélis lehetséges életkor, Q(¢) a tulélés
valoszintisége, azaz annak a valoszintisége, hogy a fogyaszto legalabb t ideig él. Azaz
Q(t) nemnovekvs fiiggvény, Q(0) = 1 és Q(T) = 0. Két esetet vizsgalunk: a) teljes
életjaradék vagy b) részleges életjaradék. Az egyszertiség kedvéért foltessziik, hogy a
zérotSke nulla: kr = 0.

El6szor tegyiik f6l, hogy a fogyaszto olyan életjaradékot vehet, amelynek nincs biztositasi
koltsége. Megtakaritdsat kamatoztathatja, hitelezésért ugyanolyan kamatot fizet. A
varhato jelenérték alkalmazasaval ez a probléma visszavezethets a 9.4. példdban targyalt
elfajult izoperimetrikus feladatra. Ugyanis az életpalya-fogyasztas varhato jelenértéke
egyenls az életpalya-kereset varhato jelenértéke és a kezdeti t6ke Osszegével:

T T
(10.14) / e "tQ(t)c(t) dt = / e " Q) [w(t) + ko.
0 0
Altalanositjuk a (10.9) és a (10.8) képletet a sztochasztikus élettartamra:
(10.15) EW = [ e "Q(t)w(t)dt,
T
(10.16) EJ(&) = / e StQ(t) dt.
0

Ennek alapjan bebizonyithato a

10.2. tétel. a) Bizonytalan élettartam, nulla hagyaték és teljes életjaradék
[(10.14)] mellett az optimalis fogyasztasi palyat a kdvetkezd algebrai egyenlet szaba-
lyozza:

(10.17) c(t) = u'"pe],

ahol w/'~! az v’ hatarhaszonfiiggvény inverze és a p skalar paraméterérték a (10.14)
egyenletbdl hatarozhaté meg.
b) Allandoé relativ kockézatkeriilési egyiitthaté esetén az optimaélis fogyasztas no-

20 2

vekedési liteme megegyezik a biztos élettartambeli értékkel és a kezddértéke az ottani

2 2

kezddsérték sztochasztikus éltalanositdasas:

ko +EW

Megjegyzés. A 10.1. és a 10.2. tétel 6sszehasonlitasabol kivilaglik, hogy az
élettartam okozta bizonytalansig teljes életjaradék esetén lényegében nem hat az op-
timélis fogyasztasi palyara.
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Bizonyitds. a) Legyen

(10.19) flte) = e Qule(t)], g(tc) = e " QM)e(t) —w(t)], & = ko.

A 9.4. peéldat alkalmazva, (10.19)-et behelyettesitve az optimumfeltételbe, az
e Ptu'[c(t)] = pe™"t egyenleten keresztiil adodik

(10.20) u'[e(t)] = pe ™,

amely v’ invertalasaval tényleg a (10.17) kozonséges egyenletet adja.

Ha meg tudjuk oldani a (10.17) paraméteres egyenletet c(t)-re, akkor visszahelyet-
tesitve a (10.14) korlatba, adodik p, s igy c(¢,p).

b) Helyettesitsiik be az u/(c) = ¢¢ képletet (10.20)-ba: c(t)¢ = pe® | azaz

(10.21) c(t) = pt/ce’t/s,

Legyen co = p'/¢. Behelyettesitjiik (10.21)-et (10.14)-be, és alkalmazva a (10.15)-
(10.16) jelslespart, adodik (10.18). 1

A nyugdijrendszerek bevezetése dramai moédon novelte az évjaradékositott jovede-
lemek arédnyat, mindazonaltal a foly6 jovedelmek egy jelentss része tovabbra sem ilyen.
Yaari (1965) és masok ugy vélték, hogy ilyen koriilmények kozt is igaz marad, hogy az
optimum bels§, azaz a megtakaritdsok nem tiinnek el a halal el6tt.

Az allapotokra vonatkozo feltételekkel kiegészitett optimalis szabalyozaselmélet bo-
nyolult eszkoztarat alkalmazva, Leung (1994) megmutatta, hogy részleges életjaradék
esetén nem lehet foltételezni belsé optimumot. Bar elfogadom Leung matematikai érve-
lését, megkérdGjelezem az elemezése alapjaul szolgald egyik kozgazdasagi feltevés alkal-
massagat. Szerintem az igazi kozgazdasagi probléma nem is a megtakaritasok folélése,
hanem a nyugdij alacsony szintje, s a korai és késGo fogyasztas ebbdl fakadd aranytalan-
sadga. Bizonyos évjaradék (nyugdij) szint alatt a lehetd legtobb jovedelmet évjaradékosi-
tani kell. Ha ez a lehet&ség korlatozott, akkor nagyon 6vatos, kockazatkeriilg stratégiat
kell valasztani, egyszerre elkeriilve a megtakaritasok korai felélését és az aranytalan
fogyasztasi palyat.

Ugyanakkor elsiklott afolott, hogy a célfiiggvény varhato értékkel szamol, mig a
koltségvetési korlat nem, s emiatt az aszimmetria miatt feladat kozgazdaségi relevanci-
aja kétséges.

10.2. ENDOGEN BER ES KAMAT, VEGTELEN IDOTAV

Az el6z6 alfejezetben kiviilrsl volt adva a munkabér és a kamatlab. Mostantol kezdve
beliilrél, a termelési fiiggvény segitségével magyarazzuk a munkabért és a kamatlabat.
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Centralizalt megoldas

ElGszor foltessziik, hogy a ,kozponti tervezs” oldja meg az aggregélt optimalizalési fela-
datot. Kamien és Schwartz (1981, 98-103. o.) nyoman eldszor végtelen id6horizontnal
vizsgaljuk a feladatot: T = co. Az egyszertliség kedvéért az egy fére jutd termelési fiigg-
vénnyel inditjuk a targyalast és eltekintiink a halalozési kockézattol. Legyen rendre k,
c és f az egy fére jutod téke, fogyasztas és termelés mennyisége, ahol f(k) az egy fére
jutod termelési fiiggvény, amelyet az els6foki homogén F(K,L) eredeti termelési fligg-
vénybdl szarmaztatunk. A neoklasszikus feltevések szerint f/ > 0 és f” < 0. Az 4j
mérlegegyenlet k= f(k) — ¢, ahonnan az 0j variacioszamitasi feladat

(10.22) I[k] = /OOO e Ptulf(k(t)) — k(t)] dt.

Folirva a feladat (9.11) Euler-Lagrange-differencidlegyenletét, adodik az 4j optimum-
feltétel:

10.3. tétel. FEndogén munka- és tékejovedelem és végtelen idéhorizont mellett
az optimalis fogyasztasi palyat a kévetkezd differencidlegyenlet-rendszer adja:
¢ _f'(k)-8 -
10.23 - = és k= f(k)—c,
(10.23) = (k)

ahol ((k) a hasznossagfiiggvény relativ kockazatkeriilési egyiitthatéja az f(k)—k helyen.

A végtelenben vett transzverzalitdsi feltétel nem mas mint

Tlim kru/[¢(T)]e PT = 0.

Megjegyzés. A hatartermelékenységi feltétel szerint r = f/(k), azaz (10.23a)
(10.11)-nek felel meg.

Bizonyitas. ElGszor az egyensulyi pontot keressiik meg: (k°,c°), amely pontban
mind a k& = 0, mind a ¢ = 0 feltétel 4ll. Az optimumfeltétel szerint f’ (k°) = 3, ahonnan
k° = f'=1(B), ahol f'~1 a derivéltfiiggvény inverze. A mérlegegyenlet szerint c® = f(k°).
Az optimumfeltétel szerint, ha k > k°, akkor f'(k) — 8 < f'(k°) — 8 = 0, azaz ¢ < 0.
Hasonl6an: ha k > k°, akkor ¢ > 0.

A fazissik-diagram segitségével a 10.1. abran grafikusan is vizsgalhato a folyamat,
(lasd Kamien és Schwartz (1981) 17.6. és 17.7. abra).

A ¢ = 0 feltételt kielégits (k,c) pontok halmaza a fentiek szerint (k°,c), ¢ tetszdleges
pozitiv szam — azaz egy fiiggsleges egyenes. Tdéle balra a fogyasztas nd, téle jobbra a
fogyasztas csokken.

A k =0 feltételt kielégité (k,c) pontok halmaza a fentiek szerint a ¢ = f(k) gorbe,
ahol k tetszéleges pozitiv szdm. A termelési fiiggvényre tett feltevések értelmében e
gorbe ng, de csokkens mértékben (konkav). Folotte a tékeallomany csokken, alatta né
(10.2. abra).

A 10.2. abran négy lehetséges palyat vizsgaltunk. Az 1-jeli palya a kg < k° eset-
nek megfelel6 optimalis felhalmozasi palya fazisgérbéje. Ha ennél nagyobb fogyasztast
valasztunk (2-jeld palya), akkor elgbb-utobb megsziinik a felhalmozas, s6t foléljik a

168



tékét. Ha ennél kisebb fogyasztast valasztunk (3-jeli palya), akkor el6bb-utobb csok-

ken a fogyasztas. Ilyenkor a fogyasztéis ugrasszerd novelésével atugorhatunk a 4-jelzésti

palyara, amely a kg > k° esetnek megfelel6 optimalis felhalmozasi palya fazisgorbéje.
Elgszor vizsgaljuk a linedris kozelitést! Linearizaljuk a mérlegegyenletet:

(10.24) k= f'(k°)(k —k°) — (c — °)
és az optimumfeltételt:
(10.25) ¢ = (a) 7 (k) (k — k°),

ahol a° pozitiv szam a fogyasztas abszolut kockazatkeriilési egyiitthatdja az egyensuly-
ban, hasonléan a (10.11) képlethez a diszkontélas nélkiili esetben (5 = 0).

Derivalva a (10.24) egyenletet és behelyettesitve (10.25)-et, egy differencial-
egyenletet kapunk:

(10.26) k= f(k)k—é¢= f'(k°)k — (a®) 7L f" (k°)(k — k°).

A (10.26) méasodrendd differencidlegyenlet megoldasat karakterisztikus egyenlete
hatarozza meg (5.10. példa):

)\2 o f/(kO))\ + (aO)—lf//(kO) = 0.

f'(k°) > 0, f"(k°) < 0 és a® > 0, tehat a masodfoku egyenlet egyik gyoke (A;)
pozitiv, a masik (A2) meg negativ: nyeregpont. Az altalanos megoldés k(t) = k° +
kiett + koer2t.

A megoldas akkor és csak akkor konvergens, ha k; = 0, azaz k(t) = k° + koeM?.
k(0) = ko-boOl ko = ko — k°.

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezs tételt:

10.4. tétel. Az optimalis felhalmozéas allandosult dllapota lokalisan nyeregpont-
stabil. Egy péalya stabil, ha a kezdeti feltételek kielégitik a ko = ko — k° feltételt.

A nemlineéris vizsgalat eredménye hasonld, de bonyolultabb: Blanchard és Fischer
(1989) 2. fejezet, azonban az A. fiiggelék bizonyitasa hibas! Burmeister (1981) és Stokey
és Lucas (1989) alapos attekintést ad a diszkrét ideji valtozatrol. ]

Az elmondottakat példan és feladaton szemléltetjiik.

10.2. feladat. Cobb—Douglas-féle termelési- és CRRA hasznossagfiiggvény. Le-
gyen f(k) = Ak® és u(c) = o~ 1. Hatarozzuk meg k°, c°, r° és \; képletét!

10.3. feladat. Numerikus szemléltetés. Legyenek rendre A = 10, a = 0,3 és
o= —2a 10.2. feladat paraméterei. Hatarozzuk meg k°, c°, r° és \; értékét!

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik a kovetkezd fontos tételt.
10.5. tétel. (Cass, 1965 és Koopmans, 1965.) A végtelen id6horizontii optimalis

felhalmozasi feladat megoldasa tart az aranyszabaly-értékhez.

10.4. feladat. Legyen A = 10, a = 0,3, és 0 = —2. Integraljuk numerikusan (éves
lépésekkel) az optimélis palyakat kiillonbozs ¢y kezdeti értékek mellett!
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Decentralizalt megoldas

Belathatjuk még, hogy a fenti centralizalt megoldas decentralizaltan is megvalosithato
(Blanchard és Fischer, 1989, 2.2. alfejezet).

Két termelésitényezG-piac létezik: egy a munkara, egy pedig a tékére. A munkabér
w(t), a t6kebérlet (a kamat) r(t).

Az egyszertiség kedvéért foltessziik, hogy sok csalad van, azonos hasznossagfiigg-
vénnyel. Mindegyik csaldd egyénileg dont, hogy mennyi munkét és t6két kolcsonoz a
vallalatoknak, mennyit takarit meg és mennyit fogyaszt. Sok véllalat 1étezik, azonos ter-
melési fiiggvénnyel. Bérelt tke és munka segitségével terméket allitanak els. Allando
hozadékot és tokéletes versenyt tételeziink fol, ezért a vallalatok szama lényegtelen.

Foltessziik, hogy mind a csaladok, mind a véllalatok tokéletesen elérelatjak a jovét.
Azaz adott {w(t),r(t)} palya mellett mindegyik csalad maximalizalja a 7 id6ponttol sza-
mitott I[c] = [ e Ptulc(t)] dt hasznossagfiiggveényt, a kovetkezd koltségvetési feltétel
mellett: ‘

c(t) + k(t) = w(t) + r(t)k(t).

A vallalatok minden id6pontban a profitjukat maximalizaljak. Jol ismert feltételek
szerint

fle@l=r@) e flE®] = r@)f k)] = w(t).

Ko6nnyen belathato, hogy a fogyaszto és a vallalat decentralizélt optimumfeladata
megegyezik a centralizalt optimummal.

Megjegyzések. 1. Mi torténik, ha a fogyaszto vagy a termels hibasan becsli elére
a kamatlabat vagy a bért? Eltér a centralizalt optimumtol!

2. EltérSen Blanchard és Fischer (1989) 2.3. alfejezettsl, mi kizartuk a (ma-
gan)adossagot. Ha azonban a korményzatot is bekapcsoljuk, akkor célszerti mind a
magan-, mind a kozosségi addssagot szerepeltetni. Ekkor vizsgalhatok olyan kérdések,
hogy kiilonb6z6en hatnak-e az addztatéas kiilonféle formai a csalad felhalmozasi palya-
jara.

10.3. VEGES IDOTAV, ALLANDO TERMELES-TOKE HANYADOS

A régi feladat — 0j kontosben: véges iddszak esetén sokkal bonyolultabb az elemzés,
hacsak nem egyszertsitjik a feladatot. Tinbergent kovetve allandé termelés-téke ha-
nyadosi termelés mellett vizsgaljuk a véges id6tavi optimalis felhalmozasi feladatot:

f(k)=Ak, A>0,

ahol A a t6ke-termelés hanyados reciproka, roviden: tékefajlagos.

A 10.1. alfejezet alapfeladatat atértelmezziik: k(t) most nem felélends pénzbeni
megtakaritas, hanem produktiv t6ke. Nincs kiils6 kereset, a kamatlab azonos a termelés-
t6ke hanyadossal és a beruhazas valamilyen idében valtozo fiiggvénye a kibocsatasnak:

w(t)=0, r=A4 és I=sY.
A korabbi (10.11)—(10.12) képletek 1j értelemmel t6lthet6k meg:
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10.6. tétel. Feltéve, hogy teljesiilnek a késébb részletezends 0 < s(t) < 1
miikodSképességi feltételek, az optimalis névekedési palya a kovetkezd:

c(t) = coe™,

ahol a fogyasztas (relativ) novekedési titeme

(10.27)

Y

_A-p
T

és a fogyasztas kezdGértéke

(A—7)(eko — kr)

eAT _ T

(10.28) co =

Megjegyzések. 1. Lathato, hogy a ko kezdéfeltétel mellett a kp zarofeltétel is
fontos szerepet jatszik az optimalis palya meghatarozasiban. A puristakat ez zavarhatja,
s inkdbb beolvasztjak kp-t a (10.22) célfiggvénybe:

(10.22%) Ik = Glkr) + /0 e Prulf(k(t)) — k()] dt,

ahol G() valamilyen novekvs sima fliggvény. Mi megmaradunk az eredeti variacios
feladatnal.

2. Tapasztalatilag a megtakaritasi hanyad kisebb, mint 1/2, de ezzel a koriilménnyel
nem foglalkozunk.

Miikodéképességi feltételek
Eddig nem elemeztiik a 0 < s(¢) < 1 miikodSképességi feltételeket. A

_ c(t)
(10.29) s(t)=1-— YY)

Osszefiiggés értelmében a k(t)/c(t) hanyados alakulasa a donts. Lassuk elGszor a téke-
allomany képletét!
eAt — et

6ATI€0 — k‘T)

A miikodképesség biztositasara harom feltevésre lesz sziikségiink.

(i) A relativ kockazatkeriilési egyiitthatoé nagyobb, mint 1: { > 1 (o < 0).

(ii) A leszamitolasi 1ab kisebb, mint a termelés/téke hanyados: § < A.

(iii) A zar6 tékealloméany nagyobb, mint a kezds tékeallomany; de kisebb, mint a
nulla fogyasztassal elérhetd maximalis érték. Pontosabban:

(A—y)e”

AT AT
me k’() < k?T <e k’o.

(10.31) 0< ko <
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Megjegyzés. Alahuzzuk, hogy kr (10.31)-beli als6 korlatjatol eltekintve minden
feltevésiink természetes. Az (i) feltevés azt mondja ki, hogy a fogyasztas idébeli helyet-
tesitése korlatozott, példaul semmilyen optimalis fogyasztasi palya nem tartalmazhat
nulla fogyasztasi pontot. (Figyelemre mélto, hogy Tinbergen Frisch 1931-es adataira
hivatkozva éppen az ellenkezs feltevést mondta ki, és nem tudta elfogadni sajat para-
dox eredményét!) A (ii) feltevés empirikus jellegi: mivel S néhany szazad, A pedig
néhany tized, f < A. A (iii) feltevésbeli fels§ korlat nem engedi, hogy az azonosan
nulla fogyasztas mellett elérhetd tékefelhalmozast vagy annal tobbet tizziink ki célul.
Az als6 korlat nehezen attekinthetd, a bizonyitasbol szarmazik. A konnyebb érthetség
kedvéért megjegyezziik, hogy min kr értéke ko és k* = koe?T kozé esik, k* értéke fiigg
v-tol és T-t6l.

Megfogalmazhato a 10.6. tétel kiegészitése.

10.7. tétel. Tegyiik fol, hogy az (i)—(iii) feltevéshdrmas teljesiil.

a) A klasszikus felhalmozasi feladatnak van megengedett lokélis optimuma, amely
egyben globalis optimum.

b) Az optimalis fogyasztas id6ben nd.

¢) Minél nagyobb a leszamitolasi 1ab vagy a kockazatkertilés (azaz minél kisebb az
idébeli helyettesités rugalmassaga), annal nagyobb a kezddéfogyasztas és annal kisebb a
fogyasztas novekedési iiteme.

d) Ha kp = k*, akkor az optimalis beruhazési hanyad, s(t) allandé. Ha kp > k*,
akkor s(t) nd; ha kr < k*, akkor s(t) csokken.

Bizonyitas. a) Ha létezik lokalis optimum, akkor azt a fenti levezetésbdl ko-
vetkez6en a megadott moédon kell meghatarozni. Igazolni kell viszont a pozitivitasi
feltételek teljesiilését. A 0 < s(t) < 1 feltételbe be kellene helyettesiteni (10.29)-et, de
ez meglehetdsen faradsagos lenne. Ehelyett méas, ekvivalens feltételeket vizsgalunk.

co pozitivitasa: (10.28) jobb oldalan a tort mindig pozitiv. c¢o pontosan akkor
pozitiv, ha kr < e4Tkq teljesiil.

k(t) pozitivitasa: Derivaljuk (10.30)-at!

AeAt — yet

] _ At AT
]{I(t) = Ae ko — W(e ]{7() — ka)

Koz6s nevezére hozzuk és dsszevonjuk a jobb oldalt, majd folirjuk a k(t) > 0 feltételt.
A pozitiv nevezét elhagyva:

A(kr — T ko)e 4+ v(e kg — kr)e > 0.

Ha elégséges feltétellel beérjiik, akkor az elsé tagot pozitivva tevé kr > e¥Tk
egyenlstlenség nyilvanvaldoan megteszi, hiszen a masodik tag kr < eATky miatt pozitiv.
Ha pontos feltételt keresiink, akkor tovabb kell szamolnunk. (10.31)-at atrendezve

(At — ye ) kp > (AeMHT — yeATH R > 0,
azaz

AeAt—i—’yT o ,YeAT—‘f-'yt

AeAt — et

kp > ko.
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Jelolje g(t) a ko szorzojaként szerepls tortet. e7t-vel egyszertisitve:

Ae(A—fy)t—l—fyT _ veAT
g(t) =
Ae(A_’Y)t -

A ¢(t) figgvény derivalasaval belathato, hogy ¢(t) > 0, azaz g(t) < ¢g(T), ha
0 <t < T. Tehat a mikodSképesség sziikséges és elégséges feltétele kp > g(T)ko. A
g(t) fuggvény alakjat hasznélva, a (10.31)-beli als6 korlatot kapjuk.

k(t) pozitivitasa: kovetkezik a ko > 0 és a k:(t) > 0 egyenlGtlenségparbol.

b) (10.27) és f < A miatt v > 0.

c¢) Minél nagyobb ( vagy (3, annal kisebb ~.

d) Kovetkezik a korabbi bizonyitéasokbol. ]

Numerikus szamitasok

Az elmondottakat viszonylag egyszert szampéldakon szemléltetjiik. Mar Tinbergent is
zavarta, hogy nehéz a modellt jol kalibralni. Két elemi Osszefiiggést tarthatunk szem
eltt a modell szamszertsitésénél: a (6.4)-beli I' = sA és a (10.27)-beli v = (4 — 3)/¢
képletet. Kiindulasul vegytink évi 2%-os novekedést és 16 %-os beruhézési hanyadot: a
keletkez6 A = I'/s = v/s = 0,02/0,16 = 0,125 zavaréan alacsony érték. Néhany sza-
zalékos diszkontrataval dolgozva a helyettesitési rugalmatlansag meglehetésen nagynak
adodik: példaul kerek szamokra torekedve: [ = 0,065-hoz ( = 3 érték tartozik. A
ko = 1/A = 8 valasztas biztositja, hogy a kezdeti nettd termelés egységnyi: yo = 1.
Végiil belhetjiik az allandé (0,16) beruhézasi hanyadhoz tartozo zarotske-alloméanyt:
T = 10 év mellett k* = e Tky = 9,77.
A 10.1. tablazat tartalmazza a futasok valtozo paramétereit és jellemzgit.

10.1. tablazat. Futasi paraméterek és jellemzsk

Diszkont- Zard novekedési Fogyasztas Beruhéazasi h:

rata toke litem nyito Zaro nyit6o zaro

B kT r Co cr so ST
Futasok
1. 0,065 09,77 0,02 0,840 1,026 0,160 0,160
2. 0,035 09,77 0,03 0,806 1,087 0,194 0,110
3. 0,065 10,75 0,02 0,795 0,971 0,205 0,277
4. 0,035 10,75 0,03 0,762 1,029 0,238 0,234

Az 1. futas a vizmérték, s ehhez viszonyitjuk a tobbi futast: g; = 0,065. A 2.
futasnal majdnem felére csokkentjiik a leszamitolasi labat: [Fs = 0,035, de megtartjuk
a korabbi zarotske-értéket: kp(2) = k*. Ekkor a fogyasztas novekedési liteme 3%-ra
ugrik, a kezds fogyasztas 3,4%-ponttal csokkent, a zard fogyasztas viszont 6%-ponttal
né. Zavaro ellenben, hogy a kezdeti ambiciozusabb beruhézéasi hanyad 19,4%-r6l folya-
matosan csokken, s az idGszak végére a nyomorusagos 11%-ra stiillyed.
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A 3. futasban visszatériink a magas leszamitolasi labhoz: (3 = 0,065, s ezzel az
alacsonyabb, 2%-os fogyasztasnovekedéshez. Ugyanakkor 10%-kal megemeljiik a zaro-
feltételben szerepls tékeértéket: kr(3) = 10,75. Most a beruhéazasi hanyad még a 2.
futasénal is magasabb értékrsl indul és folyamatosan né 27,7%-ig, de kozben a fogyasz-
tas egyre fokozodo mértékben elmarad az el6z6 két palyatol.

A 4. futasban a 2. és a 3. futas javitasait egyesitjiik: csokkentjiik a leszamitolasi
labat és noveljiik a zaro tékedlloméanyt. Igaz, hogy most a kezdé fogyasztas tovabbi
3,3%-ponttal siillyed a 3. futashoz képest, de a végss fogyasztas mar eléri az 1. futasbeli
értéket. Ekozben a beruhézasi hanyad a 3. futasbeli kozépértéken stabilizalodik.

Lathato, hogy még a javitott modell sem tokéletes. Ha mégis elfogadjuk a model-
lezés eddigi eredményeit, akkor megallapithatjuk: mind a leszamitolas csokkentésére,
mind a zar6 tékeallomény emelésére sziikség van. A modell alapjan — kell6 6vatosség-
gal — a kovetkez6 megéllapitasok tehetSk a novekedéspolitikaval kapcsolatban. 1. Ha
sikeriil csokkenteni a dontéshozok rovidlatosagat (ezt a modellben a leszamitolasi 1ab
fejezi ki), akkor a kezdeti fogyasztas csokkentése aran jelentGsen novelhets a fogyasztas
novekedési liteme. 2. Ha sikeriil csdkkenteni a jelenrdl a jovére halasztott terheket (ezt a
modellben a zaro6 tékeallomany emelése fejezi ki), akkor az optimalis beruhazési hanyad
idébeli csokkenése mérsékelhetd, illetve névekedésbe fordithatd. Felhivjuk a figyelmet
arra, hogy a kiilonb6z6 optimalis palyak osszehasonlitasara nincs matematikai modszer,
tovabbra is pusztan a jozan esziinkre kell hagyatkoznunk.

Megjegyzések. 1. Frisch 1931-es megfigyelésére hivatkozva Tinbergen rugalmas
helyettesitést tételezett fol (gyenge konkavitas). A tovabbiak miatt érdekes, hogy be-
vezette a létfenntartdsi minimumot, amely ald a fogyasztas sohasem siillyedhet. Igazi
kozgazdaszhoz méltoan végigelemezte az optimalis megoldas nagysagrendjét, és elége-
detleniil tette félre az eredményeket. Rugalmasabbnak ttinik Koopmans (1965) feltéte-
lezése, ti. a fogyasztas hatarhaszna a —oo-hez tart, ha a fogyasztas nulldhoz tart: erGs
konkavitas. Mint a tablazatbol lathato, 6 és Cass (1965) konkav termelési fliggvénnyel
és végtelen idgszakkal dolgoztak.

2. Masok kevésbé torddtek a hasznossagfiiggvények megvalasztésaval. Szamomra
meglepd modon, az optimalis névekedéselmélet egyik klasszikusa, Shell (1967a) cikkében
linearis hasznossagfiiggvénnyel dolgozott. A nem sokkal korabban sziiletett optimaélis
folyamatok elméletét (Pontrjagin et al, 1961) alkalmazva a kovetkezd eredményt kapta:
az elemzési idGszak elsé szakaszédban érdemes maximalisan, a méasodikban viszont mi-
niméalisan beruhazni. Shell még azt a faradsagot sem vette maganak, hogy a beruhé-
zasi hanyadot az elvileg lehetséges [0,1] intervallumnal sztikebbre, példaul [0,1;0,2]-re
szabja. Csak nem azért vélasztotta a linearis célfiiggvényt, mert ez az az eset, amikor
a klasszikus variacioszamitas mar nem érvényes? A makrohasznosséagi fliggvény linea-
ritdsa azonban még els6 kozelitésként sem engedhet meg. (Kenyeret, energiat és mas
arukat-szolgaltatasokat mindennap fogyasztanunk kell!)

S ezzel elérkeztiink Magyarorszagra. A magyar szakirodalomban Virag (1969), Ko-
vacs és Virag (1981), valamint Banai és Lukacs (1987) foglalkoztak az optimalis néveke-
dés kérdésével. Mindharom forras az irreélis linearis hasznosséigfiiggvénnyel dolgozott,
s ezért kozombos, hogy linearis, konkav termelési fliggvényt vagy maés, érdekes termelési
szabalyt tételezett f6l. Virag (1969) és Kovacs és Virag (1981) Shell (1967)-hez hasonlo
eredményt kapott; Banai és Lukacs (1987) altalanosabb eredményekhez is eljutott. A
legfontosabb modellek sajatossagait a 10.2. tablazatban foglaljuk Gssze.
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10.2. tablazat. Modellek és feltevések

Feltevések Horizont Termelési Hasznosség
Modellek figgvény

Tinbergen (1960) véges linearis gyengén konk
Cass (1965) végtelen nemlinearis erGsen konkés
Koopmans (1965)

Shell (1967) véges linearis linearis
Virag (1969) véges linearis linearis
Kovacs-Virag (1981)

Banai-Lukacs (1987) véges ad hoc linearis
Simonovits (1995c¢) véges linearis erésen konka

Tovabbi eredmények

A 10.1. alfejezet eredményeinek diszkrét ideji valtozatara még sziikségiink lesz a
C. fiiggelékben, az egyiittéls korosztalyok (kiilonGsen a nyugdijrendszerek) elemzésé-
nél. A 10.2. alfejezet eredményeit alkalmazza Blanchard és Fischer (1989) a deficit-
finanszirozés és a nyitott gazdasag elemzésére. Figyelemre mélto, hogy idében allando
leszamitolasi 1ab esetén a megoldas iddben konzisztens, azaz a feladatot egy 0 utani
Ty idSpontban az eredeti optimumnak megfelels k°(T,) kezdgallapot mellett tjrasza-
molva, a [Tp,7T] idGintervallumra lesziikitett optimum megegyezik az eredeti optimum-
mal. (Strotz (1955) megmutatta, hogy valtozo leszamitolasi 1ab esetén nem mindig van
igy!) Vegyiik észre, hogy a 10.1. alfejezetben vizsgalt sztochasztikus optimalizalasi fela-
datainkban szintén felvetddik ez a probléma. Példaul a (10.14) hasznossagi fliggvényben
szerepld Q(t) feltételes tulélési fliggvényrsl mar lattuk, hogy egyfajta implicit diszkont-
tényez6, mégpedig nem exponencialis. Ezért, ha 7 id§ eltelte utan tujra megoldjuk a
feladatot, dinamikus inkonzisztenciaval talaljuk szembe magunkat.

Az optimalis szabélyozaselmélet elsé magyar kozgazdasagi alkalmazasara csak uta-
lunk: Szepesi és Székely (1971).
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FUGGELEKEK

Ez a rész a konyv zarorésze. Harom fiiggelékbdl all.

Az A. fliggelék a linearis algebra néhany olyan fogalmat és tételét ismerteti, amelyre
a konyv egyes fejezeteiben sziikségiink lesz és amelynek ismeretét nem tételezziik fol.

A B. és C. fiiggelékben szerepls végtelen idGtavia modelleknek az a megkiilonboztets
sajatossaguk, hogy minden idgszakban véges szamu fogyaszto jon a viladgra, akik bizo-
nyos id6 milva meghalnak. Egy iddszakban csak véges sok szerepld él egyiitt, egyiitt-
miikodésiik érdekes és fontos problémakat vet fol.

A B. fiiggelékben az egyiittéld nemzedékek modellcsaladjat elemezziik, ahol min-
denki pontosan két idGszakig él. A 8. és a 10. fejezethez hasonléan az optimalis
felhalmozasi és fogyasztasi palyakat vizsgaljuk, de a korabbi fejezettsl eltérGen itt nem
igaz, hogy az egyensiilly Pareto-optimélis; s az egyensulyi kamattényez6k sem mindig
konvergélnak az allandoésult allapothoz.

A C. fiiggelékben az egytittéld korosztalyok modellcsaladjat elemezziik, ahol min-
denki tobb, mint két idGszakig él. A 8. fejezettdl és a B. fiiggeléktdl eltéréen most
csak cseregazdasagokat vizsgalhatunk, s az egyensiily 1étezése, egyértelmiisége és opti-
malitasa bizonytalanna valik. Igazi dinamikat most csak lokalisan tudunk vizsgélni, s
globalis megkozelitésnél be kell érniink a 2-ciklusok sikertelen kizaraséaval.

A D. fiiggelékben az optimélis nyugdijjaradék tervezését korvonalazzuk, ahol
az egyén ismeri sajat élettartamat, de a korméanyzat nem. Ezért olyan (élettar-
tam,szolgélati idg, jaradék) harmasokat kell terveznie, amelyek mellett mindenki akkor
maximalizalja sajat életpalya-hasznossiagat, ha sajat tipusat valasztja. A feladatot a
diszkrét ideji optimélis szabalyozaselmélet segitségével, numerikusan oldjuk meg.

Az E. fliggelékben az atmenet és a foglalkoztatas dinamikajat modellezziik, megkii-
16nboztetve a nagy- és a kistermelékenységti munkat. Kideriil, hogy az atmenet folyamén
a nagytermelékenységii munka maganfoglalkoztatésa gyorsabban ng, mint a a kicsi, és
ezt az ollot 6vatos bértamogatassal lehet sziikiteni.
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A. FUGGELEK. LINEARIS ALGEBRAI KIEGESZITES

Ebben a fliggelékben néhany fontos fogalmat és tételt mutatunk be a lineéris algebra
korébdl, amelyet gyakran alkalmazunk a konyvben, de a f6szovegben val6 elhelyezése
megbontana a targyalas egységességét. Elemi fogalmakat és tételeket (mint linearis
fiiggetlenség) nem targyalunk. Hasznos informéacié taldlhaté magyar nyelven Young
(1971), Rozsa (1974), Zalai (1989) és Puskas (1993) konyveiben.

Transzformaciok és matrixok

Az n-dimenzios R"™ térnek egy onmagara valo M leképezését, mas szoval transzformaci-
0jat linedrisnak nevezziik, ha barmely két x és y vektorra és barmely két o és 3 skalarra
a linearis kombinécio képe a képek linearis kombinacidja. Képletben:

(A1) M(az + fy) = aMax + SMy.

Adott koordinita-rendszerben létezik n db egységvektor: e; = (0,...,1,...,0)T,
i = 1,...,n. Ebben a koordindta-rendszerben az M transzformaciot és az x vektort
rendre egy M = (m;;) négyzetes matrix és egy * = (z1,...,2,)T szam n-es képviseli.
Nem kell megkiilonboztetniink a transzformaciot a matrixtol, illetve a koordinazatlan
vektort a koordinazottol.

Blokk-szerkezetii matrixok

Egy M matrix blokk-szerkezete gyakran segit az elemzésben, mert egy nagyobb feladatot
tobb kisebb feladatra bont fel. Tegyiik 6], hogy az {1,2,...,n} indexhalmazt P db disz-
junkt nem-iires halmazba osztottuk: Jg, Q =1,...,P. Egyidejd sor- és oszlopcserével
elérhets, hogy minden blokk egymaés utani indexekbdl alljon: Jé ={jo-1,-.-,Jo — 1},
Q=1,...,P,ahol jo =1 és jp = n+ 1. Nyilvanval6, hogy M-nek blokk-szerkezete van:

M = (Mqgr), ahol Mqr = (Mmij)iciq.jein-

Példaul n = 3 és P = 2 esetén legyen J; = {1,3} és Jo = 2. Ekkor a sor- és
oszlopcsere révén J| = {1,2} és J;, = 3. Legyen Mgr =0, ha R # Q, azaz M = (Mgq).
Particionaljuk az x vektort is hasonloan!

r=(xq), ahol rQ = (Ti)ic,-

Egy matrixot blokk-diagondlisnak neveziink, ha Mgr = 0 minden @) # R esetén.
Trividlisan igaz az
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A.1. tétel. A blokk-diagonélis linearis M transzforméacié P db fiiggetlen linea-
ris Mgq transzforméciora esik szét, amelyek mindegyike egy megfelel6 R"? invaridns
altéren hat, Q =1,... ,P.

Sajatértékek és sajatvektorok

Az M transzformacio sajdtértékének és (jobb oldali) sajdtvektordnak neveziink egy A
skalart és egy s # 0 oszlopvektort, ha a transzformacio az s vektor iranyat valtozatlanul
hagyja, de a vektort \-szorosara nagyitja. Képletben:

(A.2) Ms = Xs, s # 0.

Nyilvanvalo, hogyha s sajatvektor, akkor barmely (a # 0) skalarszorosa is az,
méghozza ugyanolyan sajatértékkel: M (as) = A(as). A homogén linearis egyenletek
elméletébdl ismert, hogy A szempontjabol (A.2) ekvivalens det(A — M) = 0-val, ahol det
a determinéns roviditése. Bevezetjiik az M transzformécié karakterisztikus polinomjat:

(A.3) P(X) = det(A — M)
A kovetkezd tétel a karakterisztikus polinom fontos tulajdonsagat mondja ki.

A.2. tétel. Azn-edfoki P()\) polinomnak multiplicitassal n (valés vagy komplex)
gyoOke van, amelyek éppen a matrix (A.2)-beli sajatértékei; \;, j =1,... n.

Teljes indukcioval igazolhatd, hogy ha mindegyik sajatérték kiilonb6zs, akkor a
megfelel n sajatvektor linearisan fiiggetlen. Eléfordulhat azonban, hogy a \ sajatérték
algebrai multiplicitdsa r > 1: P(A\) = P'(\) = --- = P=1D(\) = 0 # P")()\). Legyen
r* a A-hoz tartozoé linearisan fiiggetlen sajatvektorok szama, ez a A sajatérték geometriai
multiplicitdsa, nyilvan 1 < r < r*.

Tipikusan r* = r = 1, ezért ,altalaban” létezik egy n fiiggetlen sajatvektorbol allo
bazis, az in. sajdtbdzis.

Egy definicibharmast ismertetiink. Az M métrix spektrdlsugara az n darab sajat-
értékek abszolut értékének maximuma; jele: p(M), p(M) = max{|A1],...,|\n|}. Egy
matrix domindns sajdtértéke egy olyan sajatérték, amelynek abszolut értéke maximalis
(t6bb is lehet belsle, lasd ciklikus méatrixok, késébb). Dominans sajatértékhez tartozo
sajatvektort domindns sajdtvektornak neveziink, amelynek algebrai és geometriai mul-
tiplicitasa egyarant lehet 1-nél nagyobb. (Példaul az I transzformécionak minden vektor
dominéns sajatvektora, 1 sajatértékkel: r = r* =n.)

A.1. példa. Tobb dominans sajatérték. Legyen a és § két negativ skalar. Ha

0 «o
M:<ﬁ 0)’

akkor p(M) = /a3, s mind p(M), mind —p(M) dominéans sajatérték.
Sziikséglink lesz a bal oldali sajatvektor fogalmara:
(A.4) ptM =T, p#0,

azaz MTp = A\p, ahol MT az M matrix transzpondltja, komplex esetben konjugdltja:
mgg = mj;, ahol a feliilhizéas a komplex konjugalt jele, 1 <i,j < n. Mivel M karakte-
risztikus polinomja azonos M karakterisztikus polinomjaval, a gyokok azonosak, nincs
sziikség bal és jobb oldali sajatértékek kozti megkiillonboztetésre.
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A.3. tétel. Kiilonbozo sajatértékekhez tartozé bal és jobb oldali sajatvektorok
merdlegesek egymasra.

Bizonyitas. pupt = pTM és A\s = Ms, p # 0 # s, A\ # u. Szorozzuk be az

elsé egyenletet s-sel jobbrol, a masodikat pT-vel balrol: upTs = pTMs = \pTs, azaz
T

prs=0. |

Természetesen az azonos sajatértékhez tartozo bal és jobb oldali sajatvektorok dl-
taldban nem meréGlegesek egymasra.

Cayley és Hamilton tétele*

Nem nehéz belatni, hogy R™ linearis transzformacioi is linearis teret alkotnak, melynek
dimenzioja n2. Emiatt az I,4,42,...,A" ! sorozat linearisan osszefiiges. Elesithets
azonban ez az elemi megfigyelés.

Sziikségilink lesz a mdtrizpolinom fogalméra. Legyen A(z) = Z?:o a;z’ egy n-
edfoki valos egyiitthatos komplex-valtozos polinom. Ekkor az A(M) = 3", <j<n M J
matrixot az M matrix A-polinomjanak nevezziik. T6bbszor is sziikségiink lesz a kovet-
kez$ Osszefiiggésre.

A.4.*% tétel. (Cayley—Hamilton-tétel, Halmos, 1958.) Minden négyzetes M mét-
rix kielégiti sajat karakterisztikus egyenletét: P(M) = 0.

Bizonyitas helyett. Az altalanos bizonyitds némileg bonyolult, a f6szévegben
vizsgalt, sajatbazist méatrixok esetén azonban szinte trividlis: Legyen \; az M matrix
j-edik sajatértéke és s; a hozzatartozo sajatvektor, j = 1,...,n; a sajatvektorok bazist
alkotnak. Ekkor P(A\) = (A—=XA1)---(A=\,), tehat P(M) = (M —XI)--- (M =\, 1); és
az M — ;I tényez6k felcserélhetGsége miatt P(M)s; = 0 minden j-re, azaz P(M) = 0. g

Az A.4.* tétel alapjan méar viszonylag konnyen kiszamithatjuk M kiilonb6z6 hat-
vanyait, csupan a P(\) karakterisztikus polinomot és M els6 n — 1 db hatvanyat kell

kiszamitanunk. Legyen a karakterisztikus egyenlet a kovetkez6 alaka: A\ = 27:_01 TN

Az A.4.* tétel alapjan M™ = Z?;ol m;MI. Ezzel M"-t meghataroztuk. Szorozzuk be
a matrixegyenlet mindkét oldalat M-mel: M7 = Z?:_ol m;MI+L és M™ helyére irjuk
be el6z6 egyenletiinket. Osszevonassal: M"+! = Z?:_Ol(ﬂjq + Mp1m)) M7, (m—1 = 0)
stb.

Jordan-féle normal alak*

Mar emlitettiik, hogy tipikus esetben létezik sajatbézis. Specidlis struktiraju felada-
tokban azonban el&fordul, hogy nincs sajatbazis.

A.2. példa. Jordan-blokk. Az r X r-es

010 0
00 1 0
(A.5) Ne=|:1 1 :
00 0 1
00 0 0
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méatrixnak minden sajatértéke 0, és (skalarszorosoktol eltekintve) csak egy sajatvektora
van: s = (1,0,...,0)T.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy az atloktol eltekintve, az (A.5) alak a lehetd
legegyszertibb.

A.5. tétel. (Jordan normél alak, Rézsa, 1974.) Megfelel6 hasonlésagi transz-
forméciéval barmely M transzforméacié blokk-diagonalis alakra hozhato, ahol az egyes
blokkok mérete rq, és egyetlen egy sq sajatvektorhoz tartozé \q sajatérték algebrai
multiplicitdsa rq: Mg = Aqlrg + Nrg [(A5)], Q =1,...,P.

Geometriai nyelven szo6lva, vizsgaljunk egy blokkot! Az s; vektort a j-edik févek-
tornak nevezziik: s;_1 = (A — M)s;; j =r,r—1,...,1, ahol 51 az egyetlen sajatvektor
és so = 0. E problémanak kiterjedt irodalma van (v6. Jordan-féle normal alak, Halmos,
1958).

Matrix-exponens

Az 5.3. alfejezetben felmeriilt az Gtlet, milyen jo lenne definidlni egy métrix exponen-
cidlis fiiggvényét. Szerencsére e® hatvanysora minden komplex szamra értelmezve van,
ezért — legalabbis formélisan —, értelmezhets barmely M métrixra is:

A.6. tétel. Tetszdleges nxn-es valos vagy komplex elemid M matrixra értelmezve
van az exponens:

(A.6) e” = —_—.

Ugyanugy, mint a skalar (valos vagy komplex) esetben, (A.6) jobb oldala (akar
elemenként, akar normaban) abszoliut konvergens.

Egy blokk-diagonélis matrix exponense egyenlé a blokk-exponensek maéatrixaval:
efMe) = (eMa). Specidlisan egy diagonalis mAtrix exponense egyenls a sajatérték-
exponensek diagonalis matrixdval: M = (m) = (m;); esetén ™ = (e™);. Egy
sajatbazisos M matrixra eM hasonld a diagonalis (e*/); matrixhoz.

MHN)t viszonylag egyszertien le-

Megjegyzések. 1. A Jordan-alak segitségével e
irhato.

2. Az A.4. tétel kornyékén mar lattuk, hogy barmely M* kiszamitasa visszavezet-
hets az I,M,M?,... ,M" ! sorozat kiszamitasara. Ezért egy matrix exponencialis fiigg-
vényét végtelen matrix hatvanysor nélkiil is meghatarozhatjuk. S6t a redukcié barmely
analitikus fliggvényre is kiterjeszthetd, feltéve, hogy a hatvanysor konvergencia-sugara

nagyobb, mint p(M).
Nem-negativ, irreducibilis és ciklikus matrixok

Nyilvanvalo okok miatt a kozgazdasdgtanban nagyon fontosak a nem-negativ (pozitiv)
elemd méatrixok, ahol m;; > 0 (m;; > 0). (A legijabb magyar helyesirasi szabalyzat
megalkot6i nagy hibat kovettek el, amikor bevezették a nem kezdeti jelz6k kiilonirasat!
Ugyanis a nem negativ elem matrixok nem azonosak a nem-negativ elemi matrixokkal!
Az el6bbi osztalyba olyan méatrixok tartoznak, melyeknek van legalabb egy nem nega-
tiv elemiik, mig az utoébbiba olyan matrixok tartoznak, melyeknek minden eleme nem
negativ!)
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Néha blokk-diagonalis matrixokkal dolgozunk, mert azok kisebb méret matrixok-
hoz vezetnek. Maéaskor éppen ellentétes a célunk, el akarjuk keriilni, hogy a rendszer
részeire bomoljék. Ekkor hasznos a koévetkezs fogalom.

Irreducibilis (felbonthatatlan) matrixokrol beszéliink, ha az {1,2,...,n} indexhal-
maz nem bonthato fel két olyan nem-trivialis J és J* indexhalmazra, amelyre a keletkezé
My« és M j;+ blokkok egyike nulla métrix. Ahhoz, hogy kevésbé formaélis legyen a meg-
hatarozasunk, érdemes grafokra leforditani a definiciot. Képzeljiik azt, hogy van egy
n-csicsu iranyitott grafunk, amelyben az i-edik pont akkor és csak akkor van Gssze-
kotve a j-edikkel, ha az (i,j) méatrixelem pozitiv. (Természetesen elképzelhets, hogy az
i-edik cstucs Ossze van kotve a j-edik csucesal, de forditva nem.) Ekkor a méatrix irre-
ducibilitasa azt jelenti, hogy a hozzatartozo graf cstcspontjai nem oszthatok két olyan
csoportba, hogy egyik csoport egyik cstcsa sincs 0sszekotve a masik csoport semelyik
cstucsaval. Természetesen a méatrixot reducibilisnek nevezziik, ha nem irreducibilis. (Ve-
gylk észre, hogy minden blokk-diagonalis métrix reducibilis, hiszen ott egyik csoport
sincs 6szekotve a masikkal.)

A kovetkezd tételeket 1907 és 1912 kozott Perron (pozitiv matrixokra) és Frobenius
(nem-negativ matrixokra) fedezte fol, és az 1950-es évek Ota alapvetd szerepet jatszanak
a matematikai kozgazdasigtanban.

A.7. tétel. (Frobenius 1. tétele: 1908, Zalai, 1989, 2. fejezet, Rozsa, 1974.)
Legyen a négyzetes M matrix nem-negativ és irreducibilis. Ekkor igazak a kévetkezd
allitasok.

a) M-nek van egy pozitiv dominans sajatértéke.

b) Létezik (egy skalarszorzotol eltekintve) egyetlen pozitiv sajatvektor, amely a
pozitiv dominans sajatértékhez tartozik.

c) A pozitiv domindns sajatérték algebrai multiplicitasa 1.

d) A pozitiv dominans sajatérték novekvd fiiggvénye barmely pozitiv elemnek.

e) Ha a spektralsugar kisebb, mint 1, akkor (I — M)~! létezik és pozitiv.

A bizonyitasbol csak az alapgondolatot emlitjiik meg: A

Mx); .
p(x) = min ( 1’)7 1<i<n, x;#0
xi

fiiggvény jol definialt, és a maximumat az s; > 0 sajatvektornal veszi f6l, értéke: p(M) =
A1 pozitiv dominans sajatérték.

A.1. feladat. Kozvetleniil igazoljuk az A.7. tételt n = 2-re!

Az A1. és A2. péda mutatja, hogy az A.7. tétel nem érvényes nem-negativ,
reducibilis méatrixokra.

Elesithetjiik az eredményt, ha bevezetjiik a kovetkezs specialis blokk-szerkezet
méatrixokat. Az M matrixot P-ciklikusnak vagy P-rendben imprimitivnek nevezziik, ha
Mor =0, R # Q + 1 esetén, azaz M = (Mg g+1): részletesen lasd (1.51). Ismét a
fenti graf-hasonlatot alkalmazva, ekkor a csticspontok P db csoportba oszthatok, hogy
az 1. csoport cstcsai kizardlag a 2. csoportéval vannak Gsszekotve, a 2. csoporté a 3.
csoportéval,..., a (P — 1)-ediké a P-edikével és az P-ediké az 1. csoportéval. Ekkor az
M?P matrix blokkdiagonalis.

Ha egy méatrix semmilyen P > 1 természetes szamra sem ciklikus, akkor P = 1-et
irunk és a matrixot aciklikusnak vagy primitivnek nevezziik.
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A.3. példa. 2-ciklikus matrix.

(A7) N = <]82 ]gl),

ahol N1 és No r X (n —r)-es és (n — r) X r-es matrix, 0 < r < n.

A.8. tétel. (Frobenius 2. tétele: 1912, Rézsa, 1974.) Legyen a négyzetes M
matrix nem-negativ és irreducibilis. Ekkor igazak a kovetkezd allitasok.

a) Ha az M métrix P-ciklikus, akkor pontosan P dominéns sajatértéke van: pe@~1,
Q=1,...,P, ahol ¢ a P-edik komplex egységgyok.

b) Ha az M matrix aciklikus, akkor egyetlen dominans sajatértéke van, amely
pozitiv. A métrix valamelyik hatvanya pozitiv: példaul M™ > 0.

Megjegyzések. 1. Ha M > 0, akkor nyilvanval6an aciklikus, tehat a b) pont
Perron tételére egyszertisodik.

2. Az irodalomban altalaban a forditott utat kovetik: a dominéns sajatértékek sza-
méat nevezik P-nek és ebbdl vezetik le a struktiratételt. Mi Varga (1962) szohasznalatat
szemléletesebbnek tartjuk, s ezt kovetjiik.

Kovetkezzék a szemléltetés!

A.4. példa. Aciklikus matrix nulla elemmel:

(A8) M=(}45). as>o

aciklikus, hiszen

A2 — (1+ﬂ0zﬁ aaﬁ) >0

A.2. feladat. Az A.1. feladat segitségével kozvetleniil igazoljuk az A.8. tételt
n = 2-re!

Az A.7e. tételben lattuk, hogy a nem-negativ elemii (diszkrét idében) stabil mat-
rixoknak van egy szép tulajdonsidguk. Most egy mésik tulajdonsagukat mutatjuk be,
melyet produktivitdisnak (termelékenységnek) neveziink: létezik egy = > 0 oszlopvektor,
amelyre

(A.9) Mz < x.

A.9. tétel. Ha egy nem-negativ M matrix négyzetes és irreducibilis, akkor a
(diszkrét idejii) stabilitds ekvivalens a produktivitassal.

Bizonyitas. Legyen p > 0 és s > 0 az M matrix dominéns sajatértéke és sajat-
vektora: Ms = ps. a) Ha M stabil, akkor p < 1, tehat Ms = ps < s. b) Ha M instabil,
akkor p > 1, tehat M's = ps > s. ]
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Tovabbi fogalmakat vezetiink be. Az M maétrixot profitdbilisnak (nyereségesnek)
nevezziik, ha létezik olyan p > 0 sorvektor, amelyre

(A.10) pM < p.

Sziikségilink lesz (A.10) specialis alakjara, amelyet kielégité matrixokat m,;; = 1
esetben domindns diagondlisi métrixoknak neveznek.

(A.11) 1T <17, ahol 1T =(1,...,1).

Igazolhato a

Kovetkezmény. a) A produktivitds ekvivalens a profitdbilitdissal. b) A mérték-
egységek megfeleld vdlasztasdval a produktivitds ekvivalens (A.11)-gyel.

Bizonyitas. a) M transzponaltjat véve, adodik (A.10). b) Az A.9. tétel jeloléseit
alkalmazva, legyen az M-hez hasonl6 M* = (p) M <p>_1. Nyilvanvalo, hogy 1TM* bal
oldali dominéans sajatvektora, p dominans sajatértékkel. ]

Most a bemeneti méatrixok egy specidlis osztalyaval foglalkozunk, amely mind a
numerikus analizisben, mind a kézgazdaséagi alkalmazasokban fontos (Young, 1971, 2.7.
fejezet L-méatrixai, vagy a Metzler-méatrixok (Metzler, 1945) ellentettjei). A B métrix
atlos elemei egységnyiek és az atlon kiviili elemek nem pozitivak:

Bevezetjiik a kereszthatdsok mdtrizat:
(A.13) N=I-B>0,

és kikotjiik, hogy N irreducibilis és a sajathatasok dominaljak a kereszthatasokat:

(A.14) =3 by <1, j=1,...n
i£]

Most (A.14) azonos (A.11)-gyel. Ezeket a métrixokat (normalas nélkiil is) M-
mdtrizoknak nevezik (Young, 1971, 2.7. alfejezet).

A folytonos idejii rendszerek stabilitasat vizsgalva, sziikségiink van a koévetkezs
allitasra.

A.10. tétel. Egy M-matrix barmely sajatértékének pozitiv valos része van.

A.3. feladat. Tekintsiink egy 2 x 2-es matrixot, amelynek esetleg egyes elemei
negativak. Legyen mindkét oszloposszege ugyanaz a pozitiv szam. Mikor igaz, hogy a
dominans sajatvektor pozitiv?
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Vektor- és matrixnorma

Pontosabb elemzéseknél jo szolgalatot tesz a vektor- és méatrixnorma matematikai fo-
galma (Rudin, 1976 és Young, 1971). Egy, az R™ linearis téren értelmezett nem-negativ

értékd fliggvényt vektornormdnak neveziink (jele: ||.||), ha teljestilnek a kévetkezd fel-
tételek:

(7) ||z|| = 0 akkor és csak akkor, ha x = 0;

) [|Az|| = |A||]z]| : els6foka homogenitas;

(i71) llz 4+ y|| <|lz|| + ||ly|| : hdromszdg-egyenlStlenség.

A.5. példa. Ismertebb vektornormak. a) A legismertebb norma az euklideszi

tavolsag: ||x||a = /iy |2i]2 = /(2T ).
b) Kiilonosen hasznos a kovetkezs két (17 és lo,) norma:

n
(A.15) ol =2l &5 llelle = o ol
1=

A.4. feladat. Abrazoljuk az egységgdmbot (kort) az Iy, I és [, norma esetén a
sikban!

Mar emlitettiik, hogy a lineéris terek lineéris transzformacioinak (matrixainak) tere
is linearis tér. Célszeri a transzformacioé (matrix) 4un. indukdlt normdjat a lineéris tér
normajaval osszhangban megallapitani. A transzformacié (matrix)-norméaja a képvek-
torok vektornormajanak az egységgémbon vett maximuma:

(A.16) [|M]| = max{[[Mz|| : ||| = 1}.

A linearitas miatt tetszGleges z-re a képvektor normaja legfeljebb akkora, mint a mat-
rixnorma és a targyvektornorma szorzata:

(A.17) [|Mz|| < [[M]|]|2]]

Koénnyen igazolhato az

A.10. tétel. (V6. Rudin, 1964, 9.7. tétel.) Ha M (és N ) lineéris transzformacio,

akkor az (A.16)-ban definialt fiiggvény valéban norma, azaz egy vektornorma R -en,
és [[MN|| < [[M][]|N]|. |

Megjegyzés. Altalaban nem konnyti kiszamitani a matrix normajat. Az vilagos,
hogy az imént megismert spektralsugar also becslést ad az indukalt normara: p(M) <
||M]|. (Valoban, ha Ax = Mz, akkor (A.17) és (ii) miatt |\|||z|| = |A| ||z|] < ||M]||]||z]].)

Az A5. példa b) pontjaban [(A.15)] emlitett két normanal azonban kénnyt dolgunk
van, az indukalt méatrixnorma rendre

n n
(A18) Ml = max Syl s 1Ml = max 3y
===

1<i<n 4
=1

A.5. feladat. Bizonyitsuk be az (A.18) egyenl&ségeket!
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Megjegyzés*. A modern matematikaban kozponti szerepet jatszik a teljes nor-
mdlt linedris tér (az an. Banach-tér), azaz egy olyan (altalaban végtelen dimenzios) tér,
melyben a) két vektor tavolsagat a kiilonbségiik norméja adja és b) minden Cauchy-
sorozatnak van hatarértéke: azaz lim;y(x; — ;) = 0-bdl kovetkezik, hogy van olyan
ZToo vektor, amelyre limy 2 = 2. Egyik legfontosabb Banach-tér a kompakt [a,b]
intervallum {616tti folytonos skalar—skalar fiiggvények tere, jele: Cla,b|, ahol a norma a
fiiggvény abszolut értékének a maximuma: ||f|| = max{|f(z)|, a <x <b}. Az 5. ésa
9. fejezetekben utalunk ezekre az absztrakt terekre.

185



B. FUGGELEK. EGYUTTELO NEMZEDEKEK

Ebben a fliggelékben két egytittélé nemzedék (réviditése az angol Overlapping Gene-
rations alapjan OLG) kolesonhatéasat vizsgaljuk: minden id&szakban sziiletik egy 1]
korosztaly, és kihal a két idészakkal korabban sziiletett korosztaly. A mindenkori fia-
talok és a mindenkori idGsek dinamikus cserekapcsolatban vannak egymaéssal. A B.1.
alfejezetben vizsgalando cseregazdasagban a rendszer paramétereitdl fligg, hogy az ore-
gek adnak-e terméket a fiataloknak vagy forditva. Latni fogjuk, hogy idében allando
paramétertd modelliinkben az egyszektoros optimalis névekedés elméletében megszokott
allandosult allapotok mellett megjelennek a ciklusok, st a kaotikus dinamika is (Gale,
1973; Benhabib és Day, 1982 és Grandmont, 1985).

A B.2. alfejezetben megjelenik a tdke mint a felhalmozas eszkoze. A fiatalok dol-
goznak és pénzben megtakaritjak termelésiik egy részét, az oregek pedig felélik korabbi
pénzmegtakaritasukat. Az optimalis névekedéselmélet szamos eredménye mind a csere,
mind a termel6 OLG-gazdasagban érvényes: példaul egyensilyban a kamatlab és a bér
rendre a t6ke és a munka hatartermékével egyenls. Az egyensuly Pareto-optimalitasa
most azonban csak akkor all, ha a kamatlab nagyobb, mint a népesség névekedési liteme.
A B.3. alfejezetben a tarsadalombiztositéasi rendszerekre alkalmazzuk az alapmodellben
nyert eredményeket. Kideriil, hogy a fenti feltétel szabja meg a tdkefedezeti és a feloszto-
kirovo rendszer viszonyat: az OLG-ben az els6 rendszer akkor és csak akkor jobb, mint
a masodik, ha a kamatldb nagyobb, mint a népesség novekedési iiteme (Aaron, 1966;
magyar szakirodalomban Augusztinovics, 1993). A B.4. alfejezetben visszatériink a
cseregazdasagba, s bevezetjiikk a pénzt. Végiil a B.5. alfejezetben Osszefoglaljuk a leg-
fontosabb tanulsigokat. Ez a fejezet kozvetleniil Simonovits (1994b), kézvetve Gale
(1973) és Blanchard és Fischer (1989, 3-5. fejezet) forrason alapul.

B.1. EGY OLG-CSEREGAZDASAG

ElGkészités

Modigliani és Brumberg (1954) életciklus-modelljét kovetGen Samuelson (1958) viszony-
lag koran megkisérelte az egyiittélé nemzedékek (OLG) kolecsonhatasat modellezni. A
kérdéskor azonban csak Diamond (1965) 6ta valt a matematikai kozgazdasag szerves ré-
szévé. Ma mér a makrodkonémiaban az OLG szinte elmaradhatatlan. Ezt a térhoditéast
tiikkrozi a legtobb emelt szint makrodkonémiai tankényv (Blanchard és Fischer, 1989;
Azariadis, 1993), amelyben az OLG-modellcsalad fészerepet jatszik.
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A gazdasag sok, tobbé-kevésbé egyforma termelSbdl és fogyasztobol all, akiket egy-
egy reprezentativ termels és fogyasztod képvisel. Ezért a makrodkondmiai folyamatok
minden idészakban egy vagy két aktor optimalizaldsabol vezethetsk le.

Minden id&szakban az el6z6 id&szakban sziiletett egyéneknek fejenként v utdda szii-
letik, s minden utod két idGszakig él. (, Természetesen” v tetsz6leges pozitiv szam lehet.
A valésagban persze egy csaladban csak egész értékii lehet az uto6dok szama, s csak a kii-
16nb6z6 gyerekszamu csaladok kombinacidjabol adodik tort értékii népességnovekedési
tényezd.)

A kiilénb6z6 modellek eltérnek egyméastol abban, hogy adottnak veszik-e a jovedel-
meket vagy sem (csere- vagy termelSgazdasig), romlando-e a termék vagy sem. Ennek
megfelelGen az egyiittéld két nemzedék kiilonféle cserekapcsolatban all egymaéssal.

Gale (1973) nyoméan ebben az alfejezetben az OLG-modellcsalad segitségével egy
zart cseregazdasdgot vizsgalunk. Nem foglalkozunk a termeléssel, eltekintiink a termelé-
kenység novekedésétdl és adottnak vessziik a kereseteket. A t-edik idészakban ,sziiletett”
(munkaba 1ép&) egyén jovedelme fiatal- és 6regkoraban rendre wg és wy (idében allando),
fogyasztasa rendre co; és 1 441. A kereseteket normalva: wo +wy; = 1. A {co,¢1.4041}
fogyasztasi palyak egyiittesét programnak nevezziik. Vezessiik be a megtakaritdsokat:
Sit = Wi — Cjt-

A zart cseregazdasagban a termékek romlandosaga miatt nincs makroszint megta-
karitas. Ezért egy {co.,c1¢+1} programot megengedetinek neveziink, ha az dsszfogyasz-
tas minden iddszakban egyenls az Osszkeresettel, azaz, ha

(B.1) vsot + 51t = 0.

A neoklasszikus kozgazdasagtanban megszokott moédon a fogyasztéist egy jol visel-
kedd (konkéav, nem-csokkend és altalaban differencialhato) hasznossagfliggvény maxima-
lizalasabol vezetjiik le. Az egyszeriiség kedvéért legyen a hasznossagfiiggvény additiv:

(B.2) Ul(co,t,c1,641) = ulcot) +v(cie41)-

Gyakran el6fordul, kiilonésen tobb korosztaly esetén (példaul a 6. fejezetben és a C.
fiiggelékben), hogy az idészaki (pillanatnyi) hasznossagfiiggvények csak egy skalarszor-
zoban, a leszamitoldst tényezdben kiilonboznek egymaéastol. Esetiinkben

v(c) = Bu(c), 0<p<1.

A 8. és a 10. fejezetben mar talalkoztunk a CRRA hasznossagfiiggvénnyel. Ese-
tiinkben most u(c) = o71c?, 0 # 0 vagy specidlisan u(c) = logc (0 = 0) Cobb-
Douglas-hasznossagfiigguény. Nagyon egyszerd és sok esetben realisztikus a Leontief-
hasznossdagfiigvény: U(cot,c1.¢41) = min{co,c1 41} Ekkor a feltételes optimumot a
co,t = C1,++1 egyenlGség hatarozza meg. Természetesen ez a hasznossagfiiggvény idében
nem additiv, de ¢ — —oo esetén a CRRA fiiggvény megfelel6 transzformaltjanak a
hatéaresete.

Egyel6re adottnak vessziik a a t-edik idgszak r; kamattényezdjét (=1+kamatlab).
Foltessziik, hogy a megtakaritasok és a tartozasok a kamattényezd szerint kamatoznak,
és az életpalya-megtakaritas nulla:

(BB) Tt+180,t + 817t+1 = O
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Egy programot versenyzdi programnak neveziink, ha alkalmas kamatlabpalya mentén
minden szereplé optimalis életpalya-megtakaritédsa nulla.

A megengedett versenyzG6i programokat egyensilyi programoknak nevezzik.

A 10. fejezet folytonos ideji modelljében r kamatldbat jelolt, éves szintd értéke
0 koriili szdm volt. Most visszatériink a 8. fejezethez és r kamattényezst jelent, éves
szinti értéke 1 koriili szam lesz. A 6. fejezettel és a C. fiiggelékkel szemben jelenérték
helyett most gyakran egyszertibb, ha jovéértékkel szamolunk.

Lassuk, hogyan mikédik a modell. (B.3)-bol kifejezziik sq11-et és a keresetek
hozzaadasaval kapott fogyasztaspart behelyettesitjiik (B.2)-be. A bels6 maximum a
kovetkezd elsérendi feltételbsl hatarozhaté meg:

(B4) ’U,/(Coﬂg) = 7“13.|.1’Ul(61’t+1).

Eztan w;-k segitségével kifejezziik so -t €s siq1-t mint r,4q fiiggvényét. Legyen
S0t = S(re41), ekkor s1 441 = —rey18(re41), ezek a feltételes megtakaritdsi figgvények.
Gale rovidre zarasat alkalmazva, f6ltessziik, hogy e fliggvények id6ben véltozatanok. Be-
helyettesitve az so+ = so(71+1) és s1,+ fliggvényeket a (B.1) megengedettségi feltételbe,
adodik egy implicit egyenlet:

(B.5) S(re,revr) = vs(rep1) — res(ry) = 0.

Azért, hogy kozelebb hozzuk az altalanos fogalmakat és tételeket, idénként meg-
szakitjuk az okfejtést, és a legegyszeriibb hasznossagfiiggvények esetén példakon és fel-
adatokon szemléltetjiik az elmondottakat.

B.1. példa. A Cobb—Douglas-esetben a feltételes fogyasztéasi és megtakaritasi
fliggvények
wo + wq 1

C(T‘) = W és S(T) = %_ﬁujl

B.1. feladat. Igazoljuk, hogy a Leontief-esetben a feltételes fogyasztasi fliggvények

TWo + Wi

= - = !
co(r) T —al)
B.2. feladat. Igazoljuk, hogy a CRRA-hasznossagfiiggvények esetén a feltételes
fogyasztasi és megtakaritasi fliggvény a kovetkezdk:

wo®r—* —wyrt

1+ $r—+r

wo + wirt

C()(T’) = W és S(T) =

Y

ahol p=o/(oc—1), 1 — p az iddszakkozti (intertempordlis) helyettesitési rugalmassdg és
® = B'H q korrigdlt leszdmitoldsi tényezd.

A feltételes hasznossagfiiggvényeket behelyettesitve a (B.1) megengedettségi fel-
tételben, adodik a kamatlab-dinamika. Nem biztos azonban, hogy az implicit diffe-
renciaegyenletnek van megoldéasa, s ha van, akkor egyértelmi az allandosult allapottol
tavolabbi kezdeti értékekre.

B.2. példa. A Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvénynél (o = 0, azaz u = 0) a (B.5)
feltétel az 1411 = vwy /(wy + fwy — vPwor) differenciaegyenlethez vezet.
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Allandésult allapotok

Kiilonleges szerepet jatszanak a staciondrius megtakaritdsi pdalydk masszoval, dllandosult
allapotok, ahol az egymést koveté nemzedékek tagjainak megtakaritasa palyaja azonos,
az p also index a megengedett jelzé angol megfelelGjére (feasible) utal:

80,6 = So,F és 81,641 = S1,F-

Talalkozni fogunk egy specialis allandosult allapottal, ahol nincs csere, jelzGje au-
tark. A p als6 index a C. fliggelékben bevezetendd, altalanosabb kiegyensilyozott jelzd
angol megfelel§jére (balanced) utal:

S0,B = 0 és S1,B = 0.

Hamarosan latni fogjuk, hogy az optimalis péalya nem feltétleniil stacionéarius. Az
optimalis allandosult allapotot viszont aranyszabdlypdlydnak nevezziik, s angol megfele-
16jével megegyezéen (golden rule) ¢ als6 indexszel utalunk réa.

Behelyettesitéssel:
(B.1°) vsor +s1,p =0,
(B.3O) rrSoF +S1,F =0

Osszevonassal adodik (v — rr)(cor — wo) = 0, azaz kordbbi megallapodasunknak meg-
felelGen a

B.1. tétel. (Gale, 1973, 1. tétel.) Az OLG-cseregazdasdgban kétféle allandésult
dllapot létezik: (i) az aranyszabély vagy (ii) az autarchia:

rqg =V vagy sop =0, rg=

Megjegyzések. 1. Vegyiik észre, hogy az aranyszabéaly esetén a (B.3°) koltségve-
tési feltétel egybeesik a (B.1°) megengedettségi feltétellel. Ezért optimélis az aranysza-
baly! Bevezetjiik a kdvetkez6 megkiilonboztetést. Egy OLG-cseregazdasag aranyszabéa-
lyat attol fliggben adosnak vagy hitelezének vagy szimmetrikusnak nevezziik, hogy az
aranyszabalynal a fiatalok tulkoltekeznek vagy megtakaritanak vagy éppen egyensiily-
ban vannak:

So,ag < 0, S0,Gg > 0, S0,G = 0.

2.Az OLG irodalomban eléggé hattérbe szorul a termelékenység a népességhez ké-
pest, holott a valosagban az igazi novekedést az el6z6 jelenti. Ebben és a kévetkezd
fiiggelékben mi is kovetjiik e szokast, egy pillanatra azonban bekapcsoljuk a termelé-
kenységet is vizsgalatunkba. Foltessziik, hogy mindkét kereset minden idészakban 7 té-
nyezdvel szorzodik. Mivel hasznossagfiiggvényiink homotetikus, az optimélis fogyasztasi
palya is hasonloan valtozik. Tehat az egyéni koltségvetési korlat, (B.3°) altalanosithato:
rrso,r +ns1,p = 0, ahonnan (nv — rp)sor = 0. Mas szoval az aranykori kamattényezd
a termeléknységi és a népességi novekedési tényezs szorzata: rqg = nv.

Visszatérve az allando termelékenység vildgéba, a kovetkezd megkiilonboztetést
tessziik. Gale (1973) klasszikus, samuelsoni és egybees6 modellrsl beszél, a magyar

189



nyelvi irodalom kordbban a fiatalos, az érett és a szimmetrikus jelz6t alkalmazta, azon-
ban el6nyben részesitjiik Augusztinovics (1992) szemléletesebb elnevezésparjat. A to-
vabbiakban a rovidség kedvéért gyakran eltekintiink a szimmetrikus esettdl.

B.3. példa. Diszkontalt Cobb—Douglas-hasznossagfiiggvénynél az aranyszabaly

o wo +wyv! o B+ (1 —v1
T 1+
és az autark kamattényezé
w1
rrg = ——.
Bwo

Az aranyszabaly milyensége (hitelez vagy ados) az autark kamattényezs és a né-
pesedési tényezs viszonyatol fiigg.

B.2. tétel. (Gale, 1973, 2. tétel.) Az OLG-cseregazdasag aranyszabalya akkor
és csak akkor ados (hitelez6), ha az autark kamattényez6é nagyobb (kisebb), mint a
népesedésnivekedési tényezd:

(B.6) rg >V (vagy rg < V).

Bizonyitas. Mivel rg # v, c¢g nem elégiti ki (B.3°)-t, tobbe keriil annal:
rgso,c + s1,c < 0. (B.1°)-et kivonva, adédik (rg — v)sp,c < 0, amely a definiciok-
kal egyiitt (B.6)-ot adja. ]

B.4. példa. Cobb—Douglas-illusztracio. A B.2. tétel igazsidga konnyen lathatd a
B.1. példa és a B.1. tétel segitségével. Valoban, co(v) = (wo +wiv=1) /(1 + B) > wp és
rg = w1 /(Pwp) > v ekvivalens.

Végiil megfogalmazhato a

B.3. tétel. (Gale, 1973, 3. tétel.) Az OLG-cseregazdasagban az autark allapot
akkor és csak akkor Pareto-optimalis, ha az aranyszabaly ados.

Bizonyitas. a) Ha az aranyszabaly hitelezs, akkor co ¢ > wo. Ezért a {wg,w}
program javithato, mert attérhetiink a {cg} programra.

b) Ha a modell ados, akkor tekintsiink egy olyan {cg¢,c1¢4+1} programot, amely
legalabb olyan jo, mint {w}. Ekkor a B.2. tétel bizonyitasaban alkalmazott elv szerint
reSo,t + 51,641 < 0. Behelyettesitve a (B.1) feltételt (¢ + 1)-re, rendezéssel adodik, hogy
rso¢ < 0. Ismételve t = 0,1,2,...,(T —1)-re adodik r&sg o < sor < wp. (B.10) szerint
rg > 1, és 590 > 0, azaz T' — oo-nél ellentmondést kapunk. [

Emlékeztetiink arra, hogy a hagyoményos altalanos egyensilyelméletben (Arrow és
Debreu, 1954) az egyenstly altalaban Pareto-optimaélis. Itt viszont azt latjuk, hogy az
egyensuly nem mindig Pareto-optimélis. A legkézenfekv6bb magyarazat az, hogy most
végtelen sok termék és végtelen sok fogyaszto szerepel, s ez okozza a galibat. Mélyebbre
tekintve azonban az igazi bonyodalom abbél ered, hogy bizonyos piacok hidnyoznak:
példéul csak az egyiittélé nemzedékek kereskedhetnek egymassal.
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Lokalis elemzés
Ratériink a nem (feltétleniil) stacionarius egyensilyi programok elemzésére.

B.4. tétel. (Gale, 1973, 4. tétel.) Az adés OLG-cseregazdasagban az autarchia
lokalisan instabil, a hitelez6ben az autarchia lokalisan stabil.

Bizonyitas. Linearizaljuk (B.3)-at az autarch allandésult allapot koril. Figye-
lembe véve, hogy ott mindkét megtakaritas nulla, adédik

(B?) S0,t+1 = V_ITBSOJ.

A 3.3. tétel skalar valtozatabol kovetkezik a (lokalis) stabilitas feltétele, hogy rg < v,
azaz B.2. tétel szerint az aranyszabaly hitelezé. [

Megjegyzés. Gale (1973) a 4. tételben bizonyitds nélkil kimondja, hogy az
aranyszabalynal éppen forditott a helyzet: adds gazdasdgban az aranyszabédly stabil,
hitelez6ben instabil. Ez a vélekedés azonban nem mindig igaz!

A kovetkezs feladat a B.1. dbra alapjan egy specialis esetben egyszeri bizonyitast
ad a vélekedésre.

B.3. feladat. Igazoljuk, hogy ha az .11 = ¢(ry) fiiggvény névekvs és szigortian
konvex (mint példaul a Cobb—Douglas-fiiggvénynél), akkor a vélekedés igaz!

A 4. tétel megfelel6jének megtalalasdhoz bevezetjiik a kovetkezd feltevéseket és je-
l6léseket: A fiatalok feltételes megtakaritasi fiiggvénye s(r), r = v-ben ¢ = —s(v)/s'(v).

B.5. tétel. Az aranyszabaly allandésult allapot akkor és csak akkor lokalisan
stabil, ha

(B.8) 0<e <2
Bizonyitas. S(v,v) = 0. Alkalmazva az implicit fliggvény tételét,

driyr  —0S/0ry  s(v) +vs'(v) L€
dry — 0S/0ri 1 vs'(v) B v

A konyvben tobb helyen foglalkoztunk a racionélis varakozas alternativajaval, a
naiv varakozassal. Most is ezt tessziik, r¢;1-gyel helyettesitve r4-t (B.4)-ben.

B.4. feladat. Gale (1974)-et kévetve, tegyiik fol, hogy a fogyasztonak nem raci-
onalis, hanem naiv varakozasai vannak. Igazoljuk, hogy a) a fiatal feltételes optimuma
valtozatlan, b) a modosult differenciaegyenlet S(ry,riy1) = vs(rig1) — rer18(ry) = 0.
¢) A kiegyensulyozott allapotnéal a stabilitasi feltétel valtozatlan, de az aranyszabalynal
vagy —oo < € < —2v vagy 0 < e < o0.

Osszevetve a B.4.c feladatot a (B.8) képlettel, lathato, hogy Gale vélekedése altala-
ban nem igaz. A racionéalis varakozasok stabilitasa implikalja a naivét, de forditva nem.
A C.4. alfejezetben visszatériink e kérdéshez.
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Felvetsdik a kérdés: Gsszhangban vannak-e a paraméterek az optimalizalassal? Ha
egyetlen egy tipusu fogyasztora és a (B.2)-beli additiv hasznossagfiiggvényre szoritko-
zunk, akkor az érdekes esetben € > 0, vagyis a negativ értékeket kizarhatjuk a stabilitasi
feltétel szempontjabol. Ha azonban tébb fajta fogyasztonk van, vagy a hasznossagfiigg-
vény nem additiv, akkor valoszintileg minden lehetséges.

B.5. feladat. A B.2. feladatra tdmaszkodva igazoljuk, hogy CRRA hasznossag-
fiiggvényre a) Gale vélekedése igaz, és b) a két varakozas egyszerre stabil.

A kovetkezGkben éppen a Gale altal bevezetett kvadratikus hasznossagfiiggvény
Ekkor hasznat vessziik egy masik utnak. Kifejezve r;11-t (B.3)-bol és behelyette-
sitve (B.4)-be, adodik, hogy

(B.9) s0,¢eu (o) + s1,0410"(¢1,041) = 0.

A (B.9) implicit egyenlet leirja (nem feltétleniil egyértelmiien) a fiatalok egymaést
kovets optimalis megtakaritasokat. A (B.1) feltétellel kifejezhets az idések megtakari-
tasa is.

Globalis elemzés

Mar emlitettiik, hogy ellentétben az egyszektoros novekedéselmélettel, az OLG-cse-
remodellben nem biztos, hogy az egyensiilyi palya stacionarius. S6t, az is el6fordulhat,
hogy ciklikus és bonyolultabb dinamikajt, un. kaotikus palyak jelennek meg (v6. 3.3.
alfejezet). Az irodalomban szokésos, altalanos érvényt, bonyolult fejtegetés (példaul
Grandmont, 1985, vagy akar a B.4. alfejezet) helyett egyelére megelégsziink a legegy-
szertiibb példakon vald szemléltetéssel.

B.5. példa. Altalanos kvadratikus hasznossagfiiggvény (v6. Gale, 1973, 3. példa).
Legyen u(co) = 2acy — be2, ahol a és b pozitiv szamok és v(cy) = 2¢; — ¢F, ahol 0 < ¢ <
b/a, 0 < ¢y <2, wy =0 és wy =1. Nincs novekedés: v = 1.

(B.9)-be behelyettesitve u'-t és v'-t, rendezéssel

(B.10) Cot41 = 1/ GCot — bc(z)’t.

Ha a v fiiggvény paramétereit nem igy specifikdltuk volna, akkor a négyzetgyok-
vonas el6tt egy olyan masodfokii egyenletet kaptunk volna, amelyben els§ foku tag
is lett volna. (B.10) egy nem-lineéris, els6rendii skalar differenciaegyenlet. Figyelemre
mélto, hogy a kdoszelméletben alapvets szerepet jatszo logisztikus fiiggvény (3.3. példa)
négyzetgyokével allunk szemben. Ismert, hogy a logisztikus fiiggvényre vonatkozo ered-
mények megfelel§ valtoztatasokkal minden egycsiicsu és sima fiiggvényre atvihetk, azaz
(B.10)-re is.

A rendszernek két allandosult allapota van: a trivialis autark pélya (cop = 0 és
c1,8 = 1) és egy aranyszabaly palya (coc =a/(1+0b) éscic=1—cpc).

A dinamikus rendszernek gyakran vannak azonban ciklikus palyai is, melyek véges
id6szak utan visszatérnek indul6 allapotukba. A hosszabb periodusa ciklusokat elég
nehéz megtalalni. Szerencsére a 3.6. példaban és a 4.3. alfejezetben alkalmazott mod-
szer most még egyszeriibben alkalmazhato, mert a cseregazdasagban bizonyos esetekben
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egy 2-ciklus is létezik. Probalkozzunk az x1 = cg2r—1 és T2 = c1,2; megoldassal! Ekkor
négyzetreemeléssel (B.10) a kovetkezs alakot 6lti:

T3 = axy — ba? és 22 = axy — bal.

Behelyettesitve az els6 egyenletet a méasodikba és négyzetre emelve a kapott egyenletet,
egy negyedfokil algebrai egyenletet kapunk xzo-re. Mivel az allandosult allapotok is
kielégitik a 2-ciklus egyenletét, leoszthatunk zo-vel és [zo—a/(1+b)]-vel. Egy méasodfoka
egyenletet kapunk, melynek gyokei z1 9 = a(1£+/1 —4/(1+b))/[2(b—1)]. (Szimmetria
miatt xo két” valtozata x1 és x5.) A kisérlet sikeriilt, a 2-ciklus a kovetkezd:

Co2k—1 = X1; Ciop—1=1—m és Cl2k = T2; Ciop =1 — 3.

Eddig tulajdonképpen Gale példajat altalanositottuk a = 5-rél és b = 4-r6l. Gale
nem tért ki arra, hogy stabil-e a példajaban szereplé optimaélis ciklus. (Nem volt sta-
bill) Egyelére csak az allandosult allapot stabilitasat vizsgaljuk. Az x441 = ¢(zy) =
Vax; — bx? iterdcional az allandosult allapot stabilitdsdnak sziikséges és elégséges fel-
tétele, hogy a derivalt abszolut értéke kisebb legyen, mint 1 (3.3. tétel n = 1-re).
f'(x) = 0,5(a — 2bz)(ax — br?)~Y/2 amely 2 = 0-ra co. = = a/(1 + b)-ra |f'(z)| lehet
kisebb is és nagyobb is 1-nél, azaz a nem-trivialis stacionarius palya lehet stabil is és
instabil is.

B.6. példa. A B.5. példa egyszerii altalanositasa: legyen w; = 1 — wg. Most a
kamattényezkkel szédmolunk.
A fiatalok feltételes fogyasztasi és megtakaritdsi fiigguvénye

a — wor + wor? bwg — a + wor

co(r) = b+ r2 & s(r) = b+ r2

A (B.5)-be valé behelyettesitéssel egy masodfoki egyenletet kapunk 72 ' 1-Te, amelynek
lehet, hogy nincs is pozitiv megoldasa, vagy ha van, akkor el6fordulhat, hogy ketts is
van.

A két allandosult allapot koriili lokalis stabilitas altalanos feltételét mar korabban
vizsgaltuk. Most az olvasora bizzuk a részletszamitasokat, itt megelégsziink a kévetkezé
szampéldaval: a = 4,8; b = 6, wg = 0,4 (rg = 6), melyet a B.2. abran mutatunk
be r§ = 1,04 és 72 = 5,96 kezdeti allapottal. (Olyan kezdgallapotokat valasztottunk,
hogy viszonylag hamar bealljon a 2-ciklus.) Figyeljik meg, hogy mindkét allandosult
allapot instabil, s kialakul egy 2-hatarciklus. Ez egyszerre cafolja Gale vélekedését és
teszi stabilla a ciklikus példat (B.2. abra).

A kaoszelmélet fegyvertaraval folszerelkezve, sorozatban gyarhatjuk a stabil ciklu-
sokat. Egy parsoros BASIC program segitségével (a 3.6. feladat modositasaval) olyan
bifurkécios diagramot (B.3. abra) készithetiink, amely b = a mellett a-k széles savjaban
megvilagitja a rendszer stabil miikodését. A vizszintes tengelyen az a € [2,7; 4] szakaszt
abrazoljuk, 0,01-es 1épéskozzel; a fiiggdlegesen pedig x; értékét ¢ = 100 és 200 kozott,
xo = 0,6 kezddallapot mellett. Lathato, hogy a novelésekor elGszor stabil allandosult
allapotok, majd stabil 2-ciklus, 4-ciklus, végiil egy ,kaotikus” rendszer alakul ki. (Az
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eredeti logisztikus egyenlethez tartozé 3.6. bifurkacios diagrammal Gsszevetve, latjuk,
hogy a négyzetgyokvonas mindségileg nem valtoztat a bifurkacio természetén.)

B.6. feladat. Igazoljuk, hogy a (B.6) differenciaegyenlet a Leontief-hasznossag-
fiiggvénynél (azaz p = 1), wy # wy esetben ry1 1 = 1/r; egyszertisédik! Figyeljiik meg,
hogy minden indulé allapotboél 2-ciklust kapunk!

B.7. feladat. (Aiyagari, 1989, 167. o. 4. labjegyzet) a) Keressiik meg a B.3.
feladat aranyszabaly 2-ciklusat, ahol 7,1 = 1/r;! b) Zrjuk explicite 6] a megoldast
p = 2/3 esetén! Ellentétben a B.6. feladattal, most r; 1ényegében egyértelmdi.

B.2. TERMELO OLG-GAZDASAG

Miutan attekintettiik a cseregazdasagrol szolo legfontosabb tételeket, ratériink a termels
gazdasag vizsgalatara. Blanchard és Fischer (1989) 3.1. alfejezete alapjan elszor a de-
centralizalt egyensulyt tanulmanyozzuk, amelyet 6sszehasonlitunk a centralizalt egyen-
sallyal is. A fogyasztasi oldal valtozatlan, a kereseteket azonban most a termelésbol
magyarazzuk. Foltessziik, hogy a fiatalok dolgoznak és megtakaritanak, az 6regek pe-
dig nyugdijban vannak és felélik megtakaritasaikat. Azaz az aranyszabaly hitelezs, és
wo,r = wy és w4 = 0. Erdemes lesz a fogyasztoi oldalt az 14j jelolésekkel folirni.

Decentralizalt egyensily

A piaci gazdasag azonos fogyasztokbol és vallalatokbol all. Legyen r; a t-edik id&-
szak kamattényezGje (=1+kamatlab). Egy t-edik id6szakban sziiletett fogyaszto mérleg-
egyenletei a kovetkezsk:

(Bll) Co,t + S = wy és Cl,t+1 = Tt4+15¢-

Az egyszertiiség kedvéért most ismét foltessziik, hogy az egyes idGszakok hasznosség-
fliggvényei csak a leszamitolas miatt kiilonboznek egymastol:

(B-Ql) U(CO,tacl,t—l—l) = U(Co,t) + ﬁU(Cl,H-l), ahol 0<pB<1,

Az optimumfeltétel most

(B.4") u'(cot) = rep1fu’ (c1,e41)-

A (B.4") feltételbdl adodik az optimalis fogyasztas.

A t-edik idgszak megtakaritasa s; = wy — co ;. Helyettesitéssel levezethets a meg-
takaritasi figgvény: sy = s(wy,rey1), ahol 0 < s, < 1, s, az s fliggvény w szerinti
parcialis derivaltja.

Tegyiik fol, hogy a hagyomanyos termelési fiiggvény elséfokit homogén linearis, a
szokéasos konkavitési feltételekkel. Legyen k az egy fore es6 tdke és f(k) az egy fére es6
termelési fiiggvény, f”/ < 0 < f’. Elhanyagoljuk a technikai haladast, s foltessziik, hogy
egy iddszak alatt a t6ke megsemmisiil. A vallalatok viselkedését, nevezetesen w(k;) bért
és r(kiy1) kamattényez6t, a szokasos profitmaximalizalési feltétel hatarozza meg:

(B-12) f(kt) - ktf/(kt) = Wy,
(B13) f/(k?t) =Ty — 1.
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Mivel a novekvs népességre esé tGke a nettdé megtakaritasbol szarmazik, az arupiaci
egyensuly feltétele

(B.14) kyyr = M

v
Ha nem tételeznénk fol, hogy a téke egy idGszak alatt megsemmisiil, akkor vk;y; =
(1 — &)kt + s¢ egyenlettel dolgoznank, ahol ¢ az egy idszakra es6 tékekopés. E furcsa
feltevés (0 = 1) vélhetsleg a képletek egyszertsitését szolgalja.

Most méar folirhatjuk a modell dinamikajat:

s[w(kye),r (k1))

kt—|—1 - U )

azaz

slf(ke) — ku{ f"(ke) + 13,/ (Keqr) + 1]

k’t_|_1 - U .

Az implicit fliggvény tétele szerint ky1q1 a k; fiiggvényeként kifejezhets: ki1 = ¢(ky).
Az emlitett tétel szerint

ki1 —Sw(ke)kef" (k)
dk; v — sp(ke) f" (ki)

(B.15)

ahol s, az s fliggvény r szerinti parcialis derivaltja. f” < 0 miatt a szamlalo pozitiv. Ha
s, > 0, akkor a nevezd is pozitiv, azaz dk;y1/dk; > 0, ¢ novekvs. Allanddsult dllapotro))
beszéliink, ha kyy1 =k, =--- = k°. Ekkor ¢py1 =¢; = -+ = ¢°.

Az elmondottakat foglalja Ossze a

B.5. tétel. A termeld gazdasag OLG-modelljének dinamikajat a (B.15) egyenlet
hatéarozza meg. Az OLG-modellben létezhet egy, tobb vagy nulla allandésult dllapot.

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy egyetlen allandosult allapot létezik. A
stabilitas még ilyenkor is bonyolult kérdés. Ismét szemléltetjiik az elmondottakat.

B.8. feladat. Legyen f(k) = Ak%* 0 < a < 1. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
wy = A(l — @)k és ry — 1 = Aak?™!, valamint
BA(1 — «)

(0% o
v = e e — e,

(1+B)v

azaz az allandosult allapot k° = x!/(1=)1

Centralizalt optimum

Az altalanos egyensilyelmélet alapgondolata szerint mégha el is vonatkoztatunk az ér-
dekeltségi és informéacios problémaktol, a centralizalt gazdasag sem képes jobb teljesit-
ményre, mint a decentralizalt gazdasag. Nézziik meg, hogy all a kérdés esetiinkben!
Miel6tt ratérnénk a centralizalt optimum kérdésére, érintjiik az optimalis névekedés iro-
dalmabol ismert (8. fejezet) és az el6z6 alfejezetben mar a cseregazdasag esetére taglalt
aranyszabalyt. Allandosult allapotban ¢ = f(k) — (v — 1)k, ezért

de

B-l = —
(B.16) 0=~

(k) —v+1.
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A 8.2. alfejezetben mér lattuk, hogy az allandosult fogyasztas akkor maximalis, ha
r°—1= f'(k°) = v—1: a kamatlab azonos a népesség névekedési iitemével. Hasonloan,
dc/dk > 0, ha f'(k) > v—1, azaz telitettség esetén tékekivonassal névelhets a fogyasztas.

Hogyan fest a centralizalt optimum 7" egymast kovetd, de csak paronként egyiittéls
nemzedék esetén? Legyen V' egy tarsadalmi joléti fliggvény:

T-1

V = pu(cipo) + Z p~ T U (cotsc1.041)
=0

ahol p a tarsadalmi leszamitolasi egyiitthato. Ha a tervezd kevésbé torddik a joviovel,
mint a jelennel, akkor p > 1. Ha egyforméan tor6dik minden nemzedékkel, akkor p = 1.
Végiil ha figyelembe veszi a nemzedékek méretét is, akkor p = 1/v. Az 4j, nemzedékek
kozti mérlegegyenlet

kt + f(kt> = I/kH_l + Co,¢ + V_lcl’t.

Kiejtve cp -ket, adodik a centralizalt optimum elsérendi feltétele:

(B.17) Clt Bu'(crs) — p v (o) =0,
(B.18) Ky : —v/ (cop—1) + p 1+ £ (k)] (co.t) =0.

Kombinalva a két egyenletet:
(B.19) u'(cou—1) = [L+ f'(ke)]Bu’ (cra).

Osszehasonlitva a centralizalt optimum (B.19) kévetkezményét a decentralizalt optimum
(B.4") feltételével, adodik a jol ismert Osszefiiggés, ti. a decentralizalt és a centralizalt
optimum azonos, ha a kamatlab minden idészakban egyenlé a téke hatarhozadékaval:
(B.13)

Vizsgaljuk meg az optimalis dllandosult allapotot, ahol ¢° és k° a megfelels értékek.
Behelyettesitve (B.17)—(B.18)-ba:

(B.17°) u(e}) = (r°) " ()),
(B.18°) 1+ f/(k°) = vre.

S

(B.18°) és (B.13) egyiitt adja a kovetkezd megallapitast.
B.6. tétel. (Modositott aranyszabaly.) A centralizalt OLG-optimumban a ka-
mattényezd egyenld a népességnivekedési tényezd és a leszamitolasi tényezd szorzataval:

r® =vp.

Miel6tt megemlitenénk a kovetkezd tételiinket, vegyiik a kovetkezs helyzetet. Te-
gylik fol, hogy az A és B varos elég tavol fekszik egymastol és elég kozel egy jo gyors-
forgalmi uthoz. Az A-bol a B-be leggyorsabban tgy juthatunk el, ha minél hamarabb
rahajtunk a gyorsforgalmi uitra és minél tovabb maradunk rajta. (Magyar példaval élve:
Székesfehérvarrol mehetnénk kozvetleniil a 70-es iton Sidfokra, de érdemes minél elébb
rétérni az M7-re és minél késbb letérni rola.) El6készitésiink utan mar kimondhato a
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B.7. tétel. (Gyorsforgalmi ut.) Adott ko kezdeti és kr végéllapot, valamint
elegendd hosszi T idShorizont mellett az OLG-beni optimélis {k;} péalya az id6 nagy
részében az allandésult k° allapot kézelében halad.

Dinamikus inefficiencia

Figyelemre mélto, hogy bizonyos esetekben az OLG-modellben lehetséges a dinamikus
inefficiencia, azaz legalabb egy nemzedék joléte névelhets gy, hogy a tobbié nem csok-
ken (v6. a B.3. tétel). Legyen ¢; = cot + v~ le1 s az egy gyerekre és a rajuté félsziilére
jutd fogyasztés, és ¢ az allandosult allapotbeli érték. Ezzel visszavezettiik a kérdést a
(B.16)-ban emlitett klasszikus feladatra és belattuk a cseregazdasagra vonatkozo B.3.
tétel termelGgazdasagra vonatkozo megfelelGjét.

B.8. tétel. Dinamikus inefficiencia. A termel6 OLG-gazdasiag allandosult fo-
gyasztasa novelhetd tékekivonassal, ha az allandosult allapotbeli téke nagyobb, mint az
aranyszabaly érték: k > k.

A gyakorlatban nem szabad megfeledkezni a termelékenységnovekedésrsl sem. Je-
lenleg még nyitott kérdés, hogy a valosagban lehetséges-e ilyesfajta tulfelhalmozas.

B.3. NYUGDIJRENDSZEREK ES TOKEFELHALMOZAS

Ebben az alfejezetben a tarsadalombiztositasi (réviden tb) kérdéseket tanulmanyozzuk
a termeld OLG-modell segitségével. Egyébként az OLG-nek ez az egyik leggyakoribb
alkalmazasa. Most Blanchard és Fischer (1989) 3.2. alfejezete szolgal az ismertetés
alapjaul. Sziikségiink lesz a (B.4") optimumfeltétel 0j alakjara, melyet a megtakaritas
behelyettesitésével nyeriink:

(B20) u'(wt - St) = rt+1ﬁu’(7‘t+1st).

Eddigi jeloléseink mellé vezessiik be a kovetkezSket: a; és p, egy fiatal személy
tb-hozzajarulasa, illetve egy id6s személy nyugdija a t-edik idGszakban. A fejezet be-
vezetésében mar emlitettiik, hogy kétféle tb-rendszer létezik: (i) tdkefedezeti és (ii)
feloszto-kirévd. Angol neviik roviditéseként a CR (capital reserve) és a PAYG (pay as
you go) jelolés hasznélatos. Az els rendszerben a fiatalok eldre takarékoskodnak oreg-
korukra: p; = rya;_1, a masodikban az allam az 6regek mindenkori nyugdijat a fiatalok
megadoztatasabol fedezi: p; = va;. A CR-rendszer optimalitasi feltételei a kovetkezdk:

(B.21) ' (wy — 8¢ — ay) = 118U [rep(se + ar)],
(B22) St + ar = th+1.
(B.21)—(B.22)-t 6sszevetve (B.20)—(B.14)-gyel, adodik a

B.9. tétel. Ha a tb-hozzajarulas nem haladja meg a tb-nélkiili rendszer megta-
karitasait (a; < vky;1), akkor a CR-rendszer bevezetésénél k; valtozatlan marad, ezért
ez a nyugdij nincs hatassal az OLG-beli teljes tékefelhalmozasra.
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A PAYG-rendszer optimalitasi feltételei a kdvetkezdsk:

(B.23) ' (wy — 8¢ — ay) = T U [revase + vagl,

St — I/k’t_|_1.

Az egyén szempontjabol a tb-megtakaritasok hozama r; — 1 helyett v — 1. Csupasz
modelliinkben a PAYG akkor és csak akkor elénydsebb, mint a CR, ha a népesség na-
vekedési tényezdje nagyobb a redlkamat-tényezénél (Aaron-elv). Tovabbi kérdés: hogyan
hat a PAYG bevezetése a megtakaritasokra? Valasz: kedvezétleniil. Tegyiik 61, hogy
a; = a4 6s differencialjuk (B.23)-at:

1
ds;  ui + vuy

/7
da;  up +ruj

ahol uy és uy az u fliggvénynek a (B.23) egyenlet bal, illetve jobb oldalén szerepls helyen
vett értéke. A megtakaritas tehat mindenképpen csokken. Az, hogy a relativ csokkenés,
|ds¢/day| kisebb-e, mint 1, attodl fiigg, hogy v < r teljesiil-e. Hasonloan igazolhato a

B.10. tétel. A PAYG bevezetése lassitja az OLG-beli tékefelhalmozast, és csok-
kenti az dllandosult tékeallomanyt. Ha r > v, akkor a PAYG bevezetése kedvez az els6
nemzedéknek, a tébbi karara. Ha azonban r < v, akkor mindenki nyer, mert csékken
(esetleg megsziinik) a dinamikus inefficiencia. Ha r = v, akkor a PAYG ekvivalens a
CR-rel, igy bevezetése kozémbaos.

Megjegyzés.  Figyeljiik meg, hogy a PAYG-rendszer targyalasanil mindvégig
foltettiik, hogy minden nemzedék hajlandé az el6z6 nemzedék th-koltségeit fedezni. Szo
szerint véve ehhez (megszamlalhatoan) végtelen sok nemzedékre van sziikség, ugyanis,
ha lenne egy utols6é nemzedék, annak nem lenne érdeke fizetni az utolso6 el6tti nemzedék
koltségeit, stb, azaz a lanc megszakadna. Természetesen itt 6nzé egyéneket feltételez-
tiink. s eltekintettiink a csaladon beliili kétiranyt tamogatasoktol. A kérdést részletesen
targyalja Blanchard és Fischer (1989) 3. fejezete.

B.7. példa. A kolozsvari Caritas tevékenysége is a népesség végességén bukott meg
1994. kozepén: negyedév alatt a pénz megnyolcszorozasat igérte, amely még az akkori
évi 300 (negyedévi kb. 40)% inflaci6 mellett — azonos nagysagu betétekkel szamolva
—, a résztvevlok szamanak negyedévenkénti majdnem meghatodszorozodasat igényelte:
8 =1,4-5,7. Az 1997. elején dicsteleniil véget éré alban pilotajaték egy egész nemzet
gazdasagi és tarsadalmi rendjét asta alé.

Ez a gondolatmenet hasonlit ahhoz a matematikai paradoxonhoz, melyet a végtelen
szobaszami, telthazas szallodarol szoktak elmondani. Minden szoba egyagyas, minden
szobaban van vendég. Megérkezik egy 1j vendég, azt elszéllasoljak az 1. szobaban,
annak kordbbi lakéjat atkiildik a 2. szobaba stb. Ebben az értelemben egy ilyen szélloda
sohasincs tele.

B.4. PENZ MINT CSEREESZKOZ EGY OLG-MODELLBEN

Eddig nem modelleztiik a nemzedékek kozti csere pénzoldalat. Most Blanchard és Fi-
scher (1989) 4.1. alfejezete alapjan potoljuk ezt a hianyt. Elére bocsatjuk, hogy nem
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foglalkozunk a pénz szdmos funkciojaval (példaul csereeszkoz), megelégsziink az értékallo
pénz kincsképz§ szerepének vizsgalataval.

A nyugdijrendszer OLG-beli elemzésénél lattuk, hogy egy noévekvs népességi és
termelékenységii gazdasagban, ha a fiatalok folyamatosan atadjak javaik egy részét a
naluk kisebb szamiu és szegényebb oregeknek, akkor mindenki jol jar. Ha viszont nincs
egy tarsadalmilag szavatolt nyugdijrendszer, akkor minden nemzedéknek be kell érnie
sajat javaival. Hacsak nem talaljuk fol a pénzt! (Samuelson 1958-as cikkének cimében
is szerepel a monetizalt és a monetizalatlan gazdasag szembeallitasa).

Most eltekintiink a népesség névekedéstsl: v = 1. Legyen M az id6ben valtozatlan
pénzmennyiség, P; a t-edik id&szakbeli ar és a B.1. ponthoz visszatérve w;, © = 0,1 az
1-edik nemzedék jovedelme. Vezessiik be a fiatalkori tulkindlatot és az oregkori tulke-

resletet:

M . M
= — =wy—Coz és 2y =

P Py

my =C1,t — W1.
Ismét u-val és v-vel jelolve a fiatal, illetve idéskori hasznosséagfiiggvényt, és ry = P/ Pyy1-
gyel a megtériilési aranyt, az optimum elsérendii feltétele [(B.4")] a kovetkezs:

u (wg — my) — rev’ (wy + myry) = 0.

A B.8. tétel ujrafogalmazasaként adodik a

B.11. tétel. Ha az OLG-gazdasdg dinamikusan inefficiens (r < n), akkor a pénz
bevezetése mindenkinek hasznal.

Ciklusok és kaosz az OLG monetaris modelljében

Egy specialis példat mérlegelve a B.1. alfejezetben mar foglalkoztunk ciklusokkal és
kaosszal. A pénz bevezetése utan most visszatériink e kérdéskorre. Blanchard és Fi-
scher (1989, 5.4. alfejezet) nyoman folytatjuk az elemzést. A (cg+,c1,4+1)-sik mellett az
(my,z¢)-sikban vizsgaljuk az optimaélis elosztast, s az azt képviselS ajanlati gorbét.

A B.4. és a B.5. abra (Blanchard és Fischer, 1989, 5.8. és 5.9. abra) mutatja az
attérés elGtti és utani helyzetet.

Mivel z;/my = r¢41, az ajanlati gérbét az origoval 6sszekotsé pont meredeksége 744 1.
Derivaljuk az optimumfeltételt, és fejezziik ki a dmy/dr.q differencialhéanyadost:

dmg  repmpn” +0

= y )
drisq u +ri v
Felhasznalva a z; = myryy1 Osszefiiggést, adodik

dzy meu” — v'r

- " 2 "o
driqq ' + 71 qv

Mivel dz;/dryyq > 0, az ajanlati gorbe akkor és csak akkor visszahajlo, ha
dmy/driiq > 0. Bevezetve a v hasznosséagfiiggvény relativ kockazatkeriilési egyiittha-
tojat, ((c1,14+1)-et, dmy/dri 1 szamlaloja a kovetkezs alakot Olti:

[ “t ¢ — 1]1/.

Cl,t+1
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Mivel z; < ¢1 441, (-nak nagyobbnak kell lennie, mint 1. Ha w; = 0, akkor e feltétel
nemcsak sziikséges, hanem elegend? is.

Egyensalyban z; = my41, azaz az ajanlati gorbe m; — my41 dinamikat ad. A
monetaris egyensuly létezésének feltétele m; = myi1 > 0. Esetiinkben u/(wp) < v'(w1),
azaz a B.1. alfejezet szerint az autark kamattényez6 kisebb, mint 1 (hitelezd aranysza-
baly).

A stabilitas feltétele |dmyyq1/dmy| < 1, ahol dz;/dry = (dz¢/dry)/(dmy/dry) ésr =1

szerint
dmyiy v —mau”

dmy mpu’” + v’

A B.6. és a B.7. abran (Blanchard és Fischer, 1989, 5.10. és 5.11. abra) lathato
a pokhalomodellbdl ismert fazisdiagram: az egyik instabil, a méasik stabil monetéris
egyenstuly melletti igazodast mutat. Belathato, hogy a monotonitas hianya miatt az
m; — myy1 dinamika nem mindig egyértelmii (hatarozatlansag).

Geometriai meggondolasokbol kévetkezik — B.8. abra (Blanchard és Fischer, 1989,
5.12. abra) —, hogy az egyensily stabilitdsa esetén egy 2-ciklus is létezik. Grandmont
(1985) észrevette, hogy a hatarozatlansag feloldasahoz meg kell forditani a dinamikéat:
mMi41 — My.

MegfelelGen nagy ¢ esetén a forditott leképezést ad6é p-nek 3-ciklusa is van — B.9.
abra (Blanchard és Fischer, 1989, 5.11. abra) —, Sarkovszkij tétele (3.7a. tétel) szerint
tehat minden P > 1 természetes szamra P-ciklusa is van. Nyilvanval6an e ciklusok az
eredeti iranyban is ciklusok. A ciklusok stabilitasa kiilon kérdés.

B.12. tétel. (Grandmont, 1985.) Megfelel6 feltételek mellett az OLG-gaz-
dasagban idében visszafelé legfeljebb egy stabil ciklus létezik, azaz az elérehaladé id6-
ben legfeljebb egy instabil ciklus létezik. Tanuldasnal a rendszer éppen ide tart. A kdosz
létezése bonyolultabb, de megfelels feltételek mellett az is igazolhato.

Sokan kifogasoljak, hogy a ciklusok létezéséhez tulsagosan erds kvantitativ felte-
vésekre van sziikség. KEppen ezért figyelemre mélto, hogy ha elejtjiik a homotetikus
hasznossagfiiggvényeket, akkor enyhe elégséges feltételt kapunk:

B.13. tétel. (Balasko és Ghiglino, 1995, 1. &llitds.) Ha az egyenlS draknél
vett Engel-gorbének van legalabb egy pontja, ahol a gorbe meredeksége kisebb, mint 1,
akkor létezik a sikban a kereset-paroknak egy olyan nyilt halmaza, hogy a hozzatartozé
OLG-cseregazdasagokban van 2-ciklus.

B.5. TANULSAGOK

A B. fiiggelék végére érve célszeriinek latszik a tanulsagok Osszefoglalasa.

Az OLG- (egyiittéls nemzedékek) modellcsalad sikerrel magyarazza meg a dinami-
kus gazdasag olyan jelenségeit, amelyek az apak és fiuk (anyak és lanyok) egyméasra
utaltsagaval kapcsolatosak. Az egyszektoros optimélis novekedéselmélet egyes téte-
lei (példaul az aranyszabaly) érvényesek maradnak, mésok (példaul a stabilitas) ér-
vényiiket vesztik. A meg6rzott aranyszabaly kivetkezményeként adodik, hogy a PAY G-
nyugdijrendszer mikor jobb a CR-rendszernél. Ujdonsag viszont, hogy a OLG-ben nem
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minden péalya stabil; ciklusokkal és kaotikus palyakkal is talalkozhatunk. Az OLG-
cseregazdasagban elméleti tisztasdgukban tanulmanyozhatok egyes jelenségek (ados vs.
hitelez§ aranyszabaly; ciklus és kdosz). Az OLG-termel6gazdasagban pedig mind a téke-
felhalmozas, mind a kamatlab endogén. Ugyanakkor az OLG-modellcsaladban nagyon
megszorito az a feltevés, hogy minden id@szakban csak két korosztaly-nemzedék (dol-
gozoké és nyugdijasoké) él egyiitt. Emiatt az elemzési alapidészak hossza eleve nagyon
hosszt, mondjuk 30 év, az ezen beliili mozgésok nem is értelmezhetGek. Csak felsoro-
lunk néhany irreélis kovetkezményt. 1. A munkaban és a nyugdijban toltott idGszak
egyforma hosszti. 2. Nem nének a szolgalati idével a keresetek. 3. A legrévidebb (két
idGszakos) ciklus periddushossza 60 év (Sims, 1986)! Sajnos, az OLG-modellek hivei
gyakran elfeledkeznek modellcsaldadjuk megszorité feltevéseirdl, és tulzott magabiztos-
saggal vonnak le gyakorlati kovetkeztetéseket e modell segitségével.

A kovetkezg fiiggelékben bemutatjuk, hogy az OLG-t bizonyos vonatkozéasban al-
talanosit6 OLC- (egyiittéls korosztalyok) modellcsaladban hogyan modosulnak egyes
feltevések és nyomukban egyes tételek.

201



C. FUGGELEK.* AZ EGYUTTELO KOROSZTALYOK (tarsszerzd: Molnar Gyorgy)

A B. fiiggelékben két egyiittéls nemzedék modellcsaladjat vizsgaltuk, most tetszdleges
szamu korosztdly egyiittélését tanulményozzuk, ahol a korosztalyokat az altaluk fogyasz-
tott termék(ek) romlandosiga egylittmiikodésre itéli. A C.1. alfejezetben e gazdaséig
tetszGleges egyensiilyi kamattényezs-sorozatat és a hozzatartozé optimalis fogyasztasi
palyajat elemezziik. A C.2. alfejezetben stacionarius palyak, mas néven: dllanddsult dl-
lapotok létezésével és egyértelmiiségével foglalkozunk. A C.3. alfejezetben roviden Gssze-
foglaljuk a racionalis varakozasok melletti endogén ciklusokra vonatkoz6 eredményeket.
A C.4. és C.5. alfejezetben rendre a raciondlis és a naiv vdrakozdsok melletti altaldnos
(nem-stacionarius, nem-ciklikus) palyakat tanulméanyozzuk. Végiil a C.6. alfejezetben
réviden szolunk a tb-rendszerrdl. Ez a fiiggelék elssorban Molnar és Simonovits (1996)
cikken alapul, de figyelembe vettiik az el6zményeket is: Simonovits (1995a), (1995b),
(1995d) és (1999a). A B. és a C. fiiggelék megvilagitja az aggregalt és a dezaggregalt
modell kozti kiilonbséget.

C.1. EGY OLC-CSEREGAZDASAG

Egyiittéls korosztalyok

Anélkiil, hogy szérszalhasogatd lennék, fel kell hivnom a figyelmet egy terminologiai
csusztatasra: a tanulmanyok tObbsége Osszemossa a nemzedék és a korosztaly fogal-
méat. Példaul Balasko et al. (1980) tetszSleges szamu egyiittéls nemzedékrdl beszél,
marpedig koznapi értelemben csak két-harom-négy nemzedék élhet egyiitt. (Igaz, az
angolban a generation jelenthet korosztalyt is, bar a kifejezés f6 jelentése ott is a nemze-
dék!) Tovabbi problémét jelent, hogy a legtobb tanulmany an. kétnemzedékes modellt
vizsgal (nincsenek gyerekek), s eltekint a nemzedéken beliili kiilonbségektsl (homogén
nemzedék). A helyes megoldas nyilvanvaléan az, hogy annyi korosztélyra (ideélisan év-
jaratra) osztjuk fol a népességet, amennyit az elemzés indokol. Erre klasszikus példat
nyujt folytonos idében Yaari (1965), Tobin (1967), Arthur és McNicoll (1978), Elbers és
Weddepohl (1986), Peters (1988); diszkrét id6ben Ando és Modigliani (1963) (réviden,
AM), Aaron (1966), Gale (1973), Auerbach és Kotlikoff (1987), Augusztinovics (1989)
és (1992). Sajat és tarsszerzos irasaimra a bevezetésben méar utaltam. Ekkor egyiitt-
€ld korosztdalyokrol beszéliink, s az angol megfelels réviditéseként az OLC betiitharmast
(Overlapping Cohorts) javasolom. Tovabbi zavar forrasa, hogy Balasko et al. (1980)
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nevezetes tétele szerint minden tobbkorosztalyos modell kétkorosztalyosra redukalhato,
vagyis elegendének ttinhet az OLG vizsgalata. Csakhogy a tétel alkalmazoéi gyakran
elfelejtik, hogy a redukélasnal a fogyasztasi cikkek halmaza megfelelen kibgviil és a
fogyasztok szama né (erre figyelmeztet Kehoe és Levine (1984, 91. o.) és Reichlin
(1992)).

Mar utaltunk a B.5. alfejezetben arra, hogy a kétnemzedékes (valojaban kétkor-
osztalyos) OLG-feltevés kozel sem olyan artalmatlan, mint ahogy alkalmazoik gondoljak.

Az egyiittéld korosztdlyok kutatéi altalaban hangsulyozzak az allando iitemt
termelékenység-novekedést és a haldlozasi kockazatot. Igaz, ezekért az altalanositasokért
cserébe gyakran lemondanak a termelés leirasarol és az altalanos hasznossagfiiggvények
alkalmazasarol. Ekkor a kamatlab kiviilr6l van meghatérozva.

Tovabbi megszoritas, hogy &allando szerkezetii palydkat (més szoval: dllanddsult
dallapotokat) vizsgalnak. Mi igyeksziink a kamattényezSket a modellb6l meghatéarozni,
s az id6ben allando szerkezeti palydk mellett ciklikus és egyéb péalyakat is vizsgalunk.
Technikai egyszertisités, hogy lemondunk a novekedés (lasd B. fiiggelék) és a halalozasi
kockazat ((8.1. és 10.1. alfejezet) szerepeltetésérdl.

A t-edik idGszakban a népesség hdrom nemzedékbdl all: gyerekekbdl, dolgozokbol
és nyugdijasokbol. Mindegyik nemzedék tobb korosztalybol allhat: L gyerekkorosztaly
(1=0,1,2,...,L—1), M — L+ 1 dolgoz6 korosztaly (i = L,...,M), és D — M nyugdijas
korosztaly (i = M +1,...,D), 6sszesen D + 1 korosztaly. Ha a hagyomanyos keretek
kozott maradunk, és nem akarjuk a gyerekeket 6nallé fogyasztoként modellezni, akkor
legyen L = 0. A t-edik id&szakban egységnyi ,csecsemd” sziiletik (hagyoméanyosan:
kezd8 munkas all munkaba), és mindegyik megéri a (¢ + D)-edik id&szak végét. A teljes
népesség létszdma D + 1.

Miutan definialtuk a népességi viszonyokat, a gazdasagi Osszefiiggéseket tisztazzuk.
Jol ismert, hogy a korosztalyi keresetek jelent&sen valtoznak az életkorral. Legyen w; az
1-edik korosztaly atlagkeresete tetszdleges t-edik idészakban. Kényelmi okokbol a gyere-

keknek és a nyugdijasoknak néha zéro keresetet tulajdonitunk: w; =0,7=0,...,L —1
és M+1,...,D. A képletek egyszertisitése érdekében a kovetkezd normalizdldssal éliink:

Zio w; = 1. Jelolje rendre ¢; 4 és s;+ = w; — ¢;+ a t-edik idGszak i-edik korosztalya egy
tagjanak atlagos fogyasztasat és megtakaritasat.

Azt az egyszerisits feltevést alkalmazzuk, hogy létezik egy tokéletes évjaradék-
piac, amelyen minden ember eladhatja egy biztositonak varhato keresetaramaét, és ennek
fejében egy varhato fogyasztasi palyat vasarolhat. Elete soran mindenkinek van vagyona,
amely idénként lehet pozitiv, negativ vagy nulla. Ezt a vagyont a mar emlitett biztosito
kezeli, amely minden id&szakban kamatot fizet vagy szamit fel, egy {r;} kamattényezs-
sorozatnak a (t,t + 1] id6szakra halmozott értéke szerint:

(C.1) R tpi = i1 Tog, (Rit =1).

Mivel egy csecsemd a valésagban nem vehet f6l kolesont, foltessziik, hogy egészen addig
a sziilei kezelik az addssagat, amig nagykort nem lesz. Sziikségiink lesz az i-edik koru
fogyaszto t-edik idGszak végi megtakaritdsi dllomdnydra:

(C.2) Qi ¢ = Te@i—1,4—1 + Wi — Cit, a1, = 0;
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avagy zart alakban:

7
(C.3) s = Ri_ipjt Sji—itj-

=0

Tekintsiik a t-edik idészakban sziiletett korosztalyt. Az {s; 1 }2, megtakaritasi
palya nulla orokséget hagy, ha ap 1 p = 0. Masképp:

D
(04) Z R;tlJri Sit+i = 0.

i=0
Legyen S; a tarsadalom teljes megtakaritasa a t-edik idGszakban:

D

St = Z Sit-

=0

Az {s;+}2, megtakaritasi profil megengedett, ha a tarsadalom Ssszmegtakaritésa
nulla:

(C.5) S, = 0.

Mindig feltessziik, hogy (C.4) és (C.5) teljesiil. Vegyiik észre, hogy stacionarius nulla
kamatlabak (r; = 1) és stacionarius megtakaritasi palyak (s;; = si0) esetén a (C.4)
hosszmetszeti feltétel ekvivalens a (C.5) keresztmetszeti feltétellel.

Legyen a népesség teljes megtakaritasi allomanya A;:

D
At: E Cl,j’t.
Jj=0

(05) és ap t+D = 0 folytén At = TtAt—l-
Varakozasok

A varakozésok most is kulcsszerepet jatszanak az elemzésben. A 4.6. alfejezetben
bevezetett jelolést hasznalva, legyen ;r, a t-edik idGszaki elérejelzés a 7(> t) idszak
kamattényezGjére vonatkozoéan. A kovetkezd varakozasi tipusokkal foglalkozunk.
Raciondlis vdrakozdsok

Minden vart kamattényezs megegyezik a megfeleld idGszak modellbeli tényleges értékeé-
vel:

(C.6) Tt = Tt4ds i=1,...,D.
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Naiv vdarakozdsok
Minden vart kamattényez6 megegyezik a jelenlegi tényleges értékkel:

(C?) tTt+: = Tts Z:]_,,D

Vegyes vdrakozdsok
A kozos targyalas kedvéért bevezetiink egy altalanosabb véarakozasi sémat, az vegyes
vdrakozdsokét. Legyen d egy egész szam: 0 < d < D.

A vegyes varakozéasokat a kovetkez§ tulajdonsagok hatarozzak meg.

(i) A kozeljove riy1, ... ,rerq kamattényezdire vonatkozo vérakozéasok pontosak:
tTt+i = Ttdi, 1=1,....,d.
(ii) A tavoli 4441, ..,m+p kamattényezok vart értékei a jelen és a kozeljovs ka-
mattényezGitdl fliggnek:
(C.8) Foi = hi(re, .o ripa),  hi:RTTT R, i=d+1,...,D.

(iii) A (C.8) varakozasi séma konzisztens a kovetkezs értelemben:
(C.9) r=hi(r,...,r); i=d+1,...,D, r > 0.
Megjegyzések. 1. A legegyszeriibb valasztas h;-re
tTi4i = Ti4a, t=d+1,...,D.

2. A vegyes varakozasok fogalma valoban &altalanositja a racionalis és a naiv va-
rakozasokat, hiszen a d = D és a d = 0 esetben — az 1. megjegyzés mellett — rendre
(C.6) és (C.7) adodik. Ilyenkor D-varakozéasokrol és 0O-varakozéasokrol beszélhetnénk.
Egyébként naiv varakozasunk tartalmazza a racionalitas némi elemét, mivel a kézvetlen
elérejelzés pontos. E feltevés nélkiil nem tudnank biztositani, hogy az 6sszmegtakaritas
nulla legyen.

3. Igazi tanulési fiiggvényeknél (v6. Grandmont (1985, 3. pont) és Grandmont és
Laroque (1990)) (C.8) nem fiigghet az 741, ...,r¢1p jovébeli értékektsl: d = 0, viszont
annal inkabb fligg a multbeli értéktsl, azaz

(CS*) tTt414 :hi(rt_b,...,rt), 1= 1,...,D.

Mi nem foglalkozunk ezzel az esettel.
A t-edik idGszakban az i kord fogyaszto a kovetkezd
vdrhato kéltséguetési feltétellel talalkozik:

D—1

(C.10) TeQi—1t—1 T Z tR;t1+j tSitjt+j = 0.
=0

Figyelembe véve feltevéseinket,
tReirj = Ry, (G <d); tRepy; = Regtd tRigansy, (1> d).

A tervezett korspecifikus fogyasztas a legfrissebb megtakaritasi allomanytol
(@i—1,¢—1) és a varhato kamattényezdktol (;r, fiigg):

(C.11) tCit = Ci(@im1,4—1,Tts - s tTt4D—i)s

ahol (C.10) teljesiil.
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Dinamika

Bevezetjikk az a; = (aot,---,ap—1.4)T, v = (Piy- o uTird—1)T és xp = (ag,r)T jeldlé-
seket. (Ha d = 0, akkor az iires ;r valtozot nem szerepeltetjiik.) Megfelels feltevések
mellett az 7.4 paraméter fliggvényében (C.8) meghatéarozza az 0j ¢7qy1,...,4rp elo-
rejelzéseket, (C.11) eldonti az 1) fogyasztasi becsléseket, és végiil (C.5) megadja az 0j
kamattényez6t: 744.

Egyenleteink egy (D + d)-dimenzios xy = f(z;—1) differenciaegyenlet-rendszert de-
finidlnak. Az algoritmust a kiévetkezSképpen képzelhetjiik el. Minden idészakban a
fogyasztok meghatéarozzak idGszert optimalis fogyasztasukat, melyet kozolnek a walrasi
kikialtoval, aki 6sszegzi e mennyiségeket és iteracidval kiszamitja a d idészakkal késébbi
egyensilyi kamattényezot.

A rendszer a t = 0 idGszakban kezdi meg miikodését és az 1 = (a—1;-1 1) vektor
a rendszer kezdeti feltétele.

Nyilvanvalo, hogy az id6ben alland6é megoldasok (allandosult allapotok) komoly
szerepet jatszanak a dinamikus rendszerek elemzésében. Egy (D + d)-dimenzios xp
vektort dllanddsult dllapotnak neveziink, ha a definialo leképezésnél egy helyben marad:
xp = f(zp). A rovidség kedvéért gyakran ap vagy rp allandosult allapotrol fogunk
beszélni. Ertelemszertien hasznaljuk az Ap jelolést is.

Gale (1973, II. rész) nyoman néhany észrevételt tesziink. Allandésult allapotban
Arp = rpAp, s ez a kovetkezs§ osztalyozast sugallja. Ha rg kiilonbozik 1-t6l, akkor ki-
egyensilyozott (vagy méasképp: nem-monetdris) allapotrol beszéliink, melynek jele: rg
és Ag = 0. Ha rp = 1, akkor aranyszabdly allapotrol beszéliink, melynek jele: rq és
Ac. (Rovidség kedvéért az dallanddsult jelz6t ilyenkor néha elhagyjuk.) Ekkor harom
alosztalyt vezetiink be, adds (klasszikus): Ag < 0, hitelezd (Samuelson): Ag > 0 (vagy
masképp: monetdris) és szimmetrikus (egybees§): Ag = 0. (Igazolhato, hogy ez a
definicidegyiittes 6sszhangban van a B. fliggelék megfelels helyeivel.)

Mindenekel6tt ismertetiink egy elemi megfigyelést, amelyet Samuelson (1958) és
Gale (1973, 28-29. o.) tett az OLG-modellekre és a racionalis varakozasokra szoritkozva:

C.1. tétel. Vegyes varakozasok. a) Ha egy aranyszabaly allapot stabil, akkor
az A_1 <0 ésaz A_1 > 0 egyenlétlenségeket kielégits kezdeti feltételek instabil palyat
szarmaztatnak Ag > 0, illetve Ag < 0 esetén. b) Ha egy kiegyensilyozott allapot
aszimptotikusan stabil, akkor rg < 1.

Megjegyzés. Lathato, hogy a globalis stabilitas ki van zarva, ezért a tovabbiak-
ban mindig lokdlis stabilitast vizsgalunk.

Bizonyitas. Mérlegeljiikk az A; =1 Ay = -+ = R_1 +A_; Osszefiiggést!

a) A_; <0 miatt A; <0, tehat a palya nem tarthat Ag > 0-hoz. Hasonlé a masik
eset igazolésa.

b) Ha rp stabil és a tétellel ellentétben rg > 1, akkor van olyan pozitiv allando, «,
amelyre R_; ; > ar]t3+1, azaz 0-tol kiilonbozs A_; esetén |A;| > arg+1|A_1|, azaz {A;}
divergens, ellentmondas. [

Megjegyzés. VélhetSen az rg = 1 esetben legfeljebb féloldali stabilitasrol van
Sz0.
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Optimalizalas

A reprezentativ fogyaszto fogyasztéasi palyajat tgy vezetjlik le, hogy egy hasznosség-
fiiggvényt maximalizalunk egy megfelelg koltségvetési korlat mellett. Kiindulésként
bevezetjiik az 1-nél nem nagyobb leszamitoldsi tényezdt (vo. B. fiiggelék) és az idGben-
korban valtozatlan wu(c) iddszaki hasznossdgfiigguényt. (A B. fliggelékben csupéan két
egylittéls korosztalyt mérlegeltiink, ott megtehettiik, hogy a két id6szaki hasznossag-
fliggvény tetszéleges legyen. TetszGleges szamu egyiittéls korosztalyt vizsgalva, szinte
elkeriilhetetlen a fenti feltevés.) Additiv célfiiggvénnyel dolgozunk.

Teljes hasznossdagfiigguény

D

(C.12) Ulco,...,cp) = Zﬁiu(ci), 0<pB<1.

1=0

Most a 10. fejezetben bevezetett folytonos ideji CRRA-hasznossagfiiggvények
diszkrét megfelelGire szoritkozunk. Legyen o egy valos szam, —oo < 1 — o a relativ
kockdzatkeriilést egyititthato.

Iddszaki hasznossdgfiigguények

(C.13) u(c) = o1, ha o #0.
Emlékeztetiink arra, hogy (C.13)-ban azért kell o~!-gyel beszorozni c?-t, hogy az
u idGszaki hasznossag a ¢ fogyasztas novekvs fiiggvénye legyen o < 0 esetén is.

(C.13)-at behelyettesitve (C.12)-be, adodik a
CRRA-hasznossdgfiigguény

(C.14) Ulco,-..,cD) :U_lzﬁicg, ha o #0.

Most vezetjiik be a két specialis hasznossagfiiggvényt:
Cobb—Douglas-hasznossdgfiigguény

D
Ul(co,...,cp) = Zﬁi log ¢;;
i=0

Leontief-hasznossdagfiigguény

Ul(cg,...,cp) = OISI%HDQ.
Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy e két fiiggvény a (C.14)-beli U

N1l/o
fiiggvénnyel ekvivalens <O’U / Zi.iO ﬁ") fliggvénynek vagy annak noévekvs fiiggveé-

nyének megfelel hatarértéke ¢ = 0 vagy —oo esetén. Mig a Cobb-Douglas-hasz-
nossagfiiggvényt szamos kutatd alkalmazta, a Leontief-hasznossagfiiggvényt csupan AM
(IV. feltevés) és Augusztinovics (1992) mérlegelte. Sziikségiink lesz o kovetkezd transz-
formaltjara: © = o/(0 — 1), ahol 1 — u az iddszakkézti (intertempordlis) helyettesitési
rugalmassdg.
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A mikrookonémiabdl jol ismert, hogy gyokeresen masképp viselkednek a gyengén
(0 > 0, azaz u < 0) és az erdsen kockdzatkerild fogyasztok (o < 0, azaz p > 0). Az
els6 esetben egy idGszaki nulla fogyasztasnal a hasznossag véges, a masodikban minusz
végtelen. Ez a valasztovonal altalanos hasznossagfiiggvénynél is létezik és definicionak
is alkalmas (lasd: 10. fejezet, Cass (1965) és Koopmans (1965)). Logika és tapasztalat
szerint a fogyasztok erdsen kockdzatkerildk, de ez esetenként nem akadalyozza meg a
legkivalobb elméket sem, hogy ellentétes feltevésben keressenek menedéket, ha egy tételt
kell megmentenitiik: lasd a késgbbi C.5. tételt.

Versenyzdi fogyasztasi palya

Feltételesen optimadlis palydnak azt a fogyasztasi palyat nevezziik, mely maximalizélja a
(C.12) hasznossagfliggvény értékét adott kamattényezdk és a (C.10) koltségvetési korlat
mellett.

Ratériink a dinamika vizsgélatara. Sziikségilink lesz a kovetkezd fogalmakra.
A hdtralévd életpdlya hasznossdgfiigguénye

D—i
(C15) Ui(tci,t7 s vth,t—i-f—D) = 0_1 Z ﬁj tc’?-+j7t+j'
=0

Py

A hdtralévd életkereset vdarhato jelenértéke
D—i

(C.16) Wie=> wirj R}y
i=0

A korrigdlt leszamitolds vdrhato jelenértéke

D—1
(C.17) Vie=> ® R .,  ahol  Dd=p""
=0

C.2. tétel. Vegyes varakozasok. CRRA-hasznossagfiiggvény esetén a t-ben
sziiletett i korti egyén (dltaldban nem-megengedett) feltételes optimalis fogyasztasa

i-1t—1+ Wi
(C.18) ¢y = iimizL Pt
Vit

Bizonyitas. Vegyiik az i kord fogyaszté csonkitott hasznossagfiiggvényének és
koltségvetési korlatjanak a Lagrange-fliggvényét a (; szorzéval:

Li(tci,t7 <y tCD,t+D—i) =
D—i D—i
1 i —1
o E B el + G (Ttaz'—l,t—l + E (Wit — tCitjt+j) th,t—l—j)'
=0 =0

Tegytik L; ¢ci4 14, szerinti parcidlis derivaltjat nullava:
o—1  _ , a—j p—1
tCitjt+i — Qﬁ th,t—i—j'
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Figyelembe véve, hogy 0 = —pu/(1 —p), 1 —o=1/(1—p), 1/(1 —0) =1 —p,
= p—1 Rl—ﬂ
tCitj,t+j G tib g

adodik.
Visszahelyettesitve e kifejezést (C.10)-be, adodik a Lagrange-szorzo hatvanyanak
az értéke: D
re@i—1,t—1 + Zj:ol wz'+jR;tl+j
e ——— :
ijoZ ®J th,tﬂ—f—j
Felhasznalva a (C.16)—(C.17) jeloléseket, kovetkezik

—1
=

, ., TiQi—14—1 + W;
(C.19) tCivjary = Ry L 1’tVl -
2,t
j = 0-nal (C.19) (C.18)-ra egyszeriissdik. ]

Megjegyzés. Mar a Bevezetésben hangsilyoztuk, mennyire megszorité lehet a
reprezentativ fogyaszto feltevése (Kirman, 1992). Most réviden véazoljuk, hogy minden
fogyaszto esetében azonos hasznossagfiiggvényt feltételezve, tetszéleges szamu fogyasz-
tot tudunk egyszertien aggregalni. Valoban, legyen w; (k) a k-adik tipusi fogyaszto kere-
sete az i-edik korban, és gi e tipus silya a népességen beliil, k =1,... K: Zle gr = 1.
Legyen w; = Zle grwi(k) a reprezentativ fogyaszté keresete az i koraban. V; (k)
fiiggetlen k-tol, ekkor (C.16) és (C.18) értelmében a reprezentativ fogyaszté optimalis
fogyasztasa megegyezik a heterogén fogyasztok atlagos optimalis fogyasztésaval. Ha nem
minden fogyasztonak azonos a hasznossagfiiggvénye, akkor a fenti aggregalas lehetetlen,
de egyes kozgazdaszok szerint ez az eset kozel sem olyan fontos, mint az el6zé.

A feltételes optimum meghatérozasa utdn a megengedettségi feltételt vizsgéljuk.

Behelyettesitve (C.18)-at S; definiciojaba és (C.5)-be, adodik
(C.20) S, =1-— é Ttai—1,t‘;i,1t+ Wi’t,
(C.21) ZD:Ttaz'1,t1 + Wit _

| i=0 Vit .

Kimondhat6 a

C.3. tétel. Vegyes varakozasok. CRRA-hasznossagtiiggvény esetén a (t+ d)-edik
iddszak versenyz6i kamattényezdjét (feltéve, hogy létezik) a t-edik idGszakra vonatkozo
(C.21) implicit differenciaegyenlet hatarozza meg.

Megjegyzések. 1. Nyilvanvalo, hogy nem minden megtakaritasi dllomény vektor
hataroz meg pozitiv kamattényez&t. De barmely allandosult allapot kornyezetében a 0-

tol kiilonb6z6 mellett az implicit fliggvény tétele szavatolja a megoldas létezését

Orita
és unicitasat. Latni fogjuk azonban, hogy még az allandésult allapotban is globalisan
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tobb kamattényezd is 1étezhet. Mi egyszertien az allandosult allapothoz legkozelebb es6
kamattényezével fogunk dolgozni.

2. Nyilvanvalo, hogy kiilonb6z6 kezdeti feltételek kiilonb6z6 allandoésult allapotok-
hoz vezethetnek. Figyeljiik meg, hogy az allandosult allapotok fliggetlenek a varakoza-
soktol, azaz a két varakozasnal az allandosult allapotok azonosak. A ciklusok viszont
mar fiiggnek a varakozasi sématol.

Egyszertsitett racionalis varakozasok

Egyelére {oltessziik, hogy a fogyasztok mar sziiletésiikkor tokéletesen ismerik a szamukra
relevans kamattényezs-sorozatot. Ez a feltevés a jelenleg uralkodoé raciondlis vdarakozds
hipotézis determinisztikus megfelelGje. Sokkorosztalyos modelliinkben még furcsabb e
feltevés, mint a kétkorosztalyos 6smodellben, de hogy beilleszkedjiink a kézgazdasagtan
féaramaba, most mégis ezzel éliink. A C.5. alfejezetben ismét elkeriilhetetlenné vélik a
valtozo horizont szerinti optimalizdlas vizsgéalata, most és a kovetkezs két alfejezetben
még rovidre zarjuk a feladatot. Tegyiik f6l, hogy a rendszer nem a 0-ban, hanem a
—oo-ben kezdett optimélisan miikodni. Ekkor igaz a

C.4. tétel. Egyszertsitett racionalis viarakozasok. CRRA-hasznossagfiiggvény
esetén a t-ben j koru egyén (altalaban nem-megengedett) fogyasztasa

(C.22) iej = ®IR,"! Hy_;,
ahol
Wio
C.23 H, = ——.
( ) t Vio

Bizonyitas. Racionalis varakozasok esetén nem kell az optimalis palyat minden
alkalommal Gjraszamolni. (C.19) a (C.22)—(C.23) parra egyszertsodik, co; = Hy. ]

Megjegyzés. Figyelemre méltéan egyszeri az optimalis palya szerkezete. Egy-
részt minden 0j idészak a korrigalt leszamitolasi tényez6 szerint csokkenti, méasrészt a
korrigalt kamattényez szerint noveli a fogyasztast. A kezddfogyasztas értékét a H,
hényados adja.

Behelyettesitve a feltételes optimumot a megengedettségi feltételbe, egy implicit
differenciaegyenlet-rendszert kapunk. A teljes megoldas a 2D-dimenzios vegyes x; =
f(z¢—1) rendszert adna, ahol z; = (at,¢r), de az egyszertsités miatt megusszuk egy D-vel
eltolt (2D — 1)-dimenzids tiszta rendszerrel: vy p = g(ri—p+1,...,7t+p—1). Ez utdobbit
konnyebb tanulmanyozni és adbrazolni. Mostantol fogva a teljes és az egyszertisitett
megoldas kiilonbségét nem hangsulyozzuk. Behelyettesitve a feltételes optimumot a
osszmegtakaritas (C.20) képletébe, adodik a
t-edik iddszak makromegtakaritasi fliggvénye:

D
(C.24) Se=1-> @R, "H, ;.
=0

Ennek segitségével konkrétizalhatjuk a C.3. tételt. Az S; = 0 implicit differencia-
egyenlet-rendszer elemzése altaladban bonyolult, s ezt elhalasztjuk a C.4. alfejezetre.
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El6tte két specidlis esetet vizsgalunk, az allandosult allapotot a C.2. alfejezetben és a
2—ciklikus péalyakat a C.3. alfejezetben.

Deaton (1992) attekinti a fogyasztas elméleti és tapasztalati irodalmat. T6bbek
kozott ramutat a gyerekkori fogyasztas jelentGségére, és kétségbe vonja az itt vazolt
elmélet empirikus relevanciajat, hiszen a valosagban a fogyasztas sokkal szorosabban
koveti a folyo jovedelmet, mint azt a hagyoményos életciklus-elmélet josolja (61-63. o.).

C.2. ALLANDOSULT ALLAPOTOK

Bar az allandosult allapotok fiiggetlenek a C.1. alfejezetben elemzett konzisztens varako-
zésok milyenségétsl, elemzésiiket elhalasztottuk az egyszertsitett racionalis varakozasok
kifejtéséig.

Létezés és egyértelmiiség

A C.1. alfejezet végén bevezetett erésen és gyengén kockizatkerilg fogyasztdé megkii-
16nboztetésére most lesz igazan sziikség. Mindenekelstt bevezetiink egy Kim (1983)-t61
szarmazo, a keresetek reqularitdsdt biztosito feltevést: a dolgozd az utolso [D] idGszak
el6tt munkaba all és a masodik 1] id&szak el6tt nem megy nyugdijba. Képletben: L < D
és M > 0.

Egyszertsitett racionalis varakozasok esetén nincs sziikségiink {W; +,V; ; } sorozatra,
csak a kezd6tagjukra. Ezért célszerd lesz a W, = Wy 4 és V; = Vp; roviditett irdsmoddal
élni. Most a (C.22) képlet és az el6készits képletek az id6tlen r kamattényezs segitségével
egyszertsithetdk:

D
(C.16°) W(r) = Z wir™",
zDO
(C.17°) V(ir)=> &'7r
1=0
(C.23°) H(r) = V‘Y((:)),
(C.22°) ¢j(r) = ®IrU=rif ().

A tovabbiakban fontos szerephez jut (C.24) id6tlenitett alakja, a stacionarius mak-
romegtakaritasi fiiggvény:

D
(C.25) S(r)y=1->Y &= MiH(r).
1=0

C.5. tétel. (Gale, 1973, Lemma és 7. tétel.) Ha a kereseti pélya reguldris, a
fogyaszté gyengén kockazatkeriilé és hasznossagtiiggvénye novekvad, akkor mindig létezik
legalabb egy kiegyensiilyozott kamattényeza.
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Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ez a tétel nemcsak CRRA-hasz-
nossagfiiggvényre érvényes.

Bizonyitasvazlat. A regularitasi feltétel és a gyenge kockézatkeriilés miatt
co(0) = o0 és cp(o0) = o0, azaz S(0) = —oo és S(oc0) = —oo. Mivel S(1) =0, a
Bolzano-tétel alapjan az S fiiggvénynek van legalabb egy nem-trivialis gyoke: rp. ]

C.1. feladat. A kiegyensulyozott allandosult allapot egyértelmtisége. Igazoljuk
Gale (1973, 35. o.) koévetkezo tételét: Cobb—Douglas-hasznossdgfiiggvények esetén pon-
tosan eqy kiegyensilyozott dllandosult dllapot létezik.

Itt emlithet6 meg a

C.1. sejtés. (Gale, 1973, 34. o.) A C.5. tétel feltételei esetén pontosan egy
kiegyensiilyozott allandésult allapot létezik.

Kim (1983) nyoméan kiterjesztjiik a C.5. tételt az erésen kockazatkeriils fogyasz-
tora is; igaz, ismét CRRA-fiiggvényekre szoritkozva. Ehhez sziikség lesz a kovetkezd
jelolésekre:

(C.26) —min (ML : - M, L
: pr = min (-1 - — és po = max | .1 —— ).

C.6. tétel. (Kim, 1983 és Simonovits, 1995a, 9. tétel.) Legyen a kereseti pélya
reguléris, a fogyaszt6 CRRA-hasznossagliiggvényt, és erdsen kockazatkeriils (u > 0).

a) Ha0 < p < pq, akkor mindig létezik legalabb egy kiegyensiilyozott kamattényezd:
rg > 1 az adés esetre, rg < 1 a hitelezd esetre és rg = 1 a szimmetrikus esetre.

b) Ha o < pu < 1, akkor mindig létezik legalabb egy kiegyensilyozott kamattényezo:
rg < 1 az adés esetre, rg > 1 a hitelezb esetre és rg = 1 a szimmetrikus esetre.

¢) Ha uy < p < pe (ablak), akkor vagy nem létezik kiegyensilyozott kamattényezd,
vagy tobb is létezik.

c stz

nimuma és maximuma szerepel: a (gyerekkor+munkaskor)/élettartam és (munkaskor+
nyugdijaskor)/élettartam. Kim hangsilyozta, hogy a korabbi irodalom csak az a) esetet
vizsgalta, ahol a hitelez6 eset nem Pareto-optimalis. A b) eset azonban szintén fontos,
s itt az ados eset nem Pareto-optimalis.

2. A B.1. tételben mindkét kereset pozitiv volt, s az egyetlen kiegyensilyozott
allapot az autarchia volt.

Bizonyitasvazlat. (C.25) jelolés mellé még tovabbi jeloléseket vezetiink be:

D
(C.27) B(r) = Z i p(t=m)i
i=0
28 F(r)=V(r)S(r),



Ekkor igaz, hogy

) uD < M =F(0) = —o0,

) (1—wp)D >L=F(x)=—00,
C.32) uD > M =F(0) > 0,

) (1-p)D < L =F(c0) > 0.

Vegyiik észre, hogy Gale-nek (a Bolzano-tételen alapuld) bizonyitasa a (C.30)—
(C.31) parrdl szol, de érvényben marad a (C.32)—(C.33) parra is. Gond van viszont a
,vegyes parosoknal” a (C.31)—(C.32) és a (C.30)—(C.33) parnal, mert a Bolzano-tétel
nem alkalmazhato. [

Kim egy-egy szellemes 3-korosztalyos CRRA-példat ad, ahol a kiegyenstilyozott
allandosult allapot nem létezik, illetve tobb kiegyensulyozott allandosult allapot létezik.

C.1. példa. (Kim, 1983, 1. példa.) Nincs kiegyenstulyozott allandosult allapot, ha
c<-1,6=1,D=2,L=0, M =1, wyg > wy > 0.

C.2. példa. (Kim, 1983, 2. példa.) Legalabb két kiegyensulyozott allandosult
allapot létezik, ha o < -1, 6=1,D=2, M =1, w; > ws > (1+2D)/(D — 1).

A Leontief-esetben kiilon tétel érvényes:

C.2. feladat. (Augusztinovics, 1992, 5. pont.) Tegyiik fol, hogy van olyan L* és
M* természetes szam (1 < L* < M* < M), hogy w; <1/(D+1)),ha0<i<L*—1
vagy M* <i < D, ésw; > 1/(D+1), ha L* <i < M* — 1! Igazoljuk, hogy ekkor a
Leontief-esetben pontosan egy kiegyensiilyozott kamattényezs van!

A szemléltetés kedvéért bemutatjuk az S(r) fliggvényt négy kiilonb6zs p esetén.
Eves szamolasnal D = 71 évvel fogunk dolgozni. A C.1. abran az egyik alapeset,
L =20, M =57 és = 0,99 lathato.

C.3. feladat. Szamitogépes szamitassal igazoljuk, hogy p = 0,73-ra nincs kiegyen-
stlyozott allandosult allapot, mig p = 0,75-re kettd is van: rg, = 0,7375 és rg, = 0,8691.
(Kérdeés, hogy van-e olyan redlis gazdasag, amelyben legalabb két kiegyensilyozott al-
landosult allapot van 1 kozelében.)

Végiil a C.1. tablazat szemlélteti a kiegyensulyozott allapot fiiggését néhany kulcs-
paramétertsl — realis esetekben. Rogzitettiikk D = 71, L = 18 értékpart, és kombinaltuk
a kovetkezd harmasokat: M = 53, 55, 57; u = 0,5, 0,75, 1; 8 = 0,98, 0,99 és 1 Ossze-
sen 28 esetet kapvan: (M,u,3). Az utolso oszlopra csak a C.4. alfejezet végén lesz
sziikségiink. Az egyszeriiség kedvéért egyenes kereseti profilokat feltételeztiink, a C.14.
tételtol eltekintve: w; = 1/(M — L+ 1), hai=L,...,M és w; = 0 egyébként (v6. AM,
IV. feltevés).

Néha be kell érnilink egy olyan egyiittélé korosztalyt modellel, ahol a korosztalyok
szama joval kisebb. Ekkor azonban moédositani kell bizonyos nagysagokat, mégpedig a
fizikaban bevalt skdlainvariancia alapjan. Ha az emberek T+ 1 évet élnek és D + 1 kor-
osztalyt kiilonboztetiink meg, akkor a korosztalyi kamattényez6t évi kamattényezdként
is ki kell fejezni: r = r(T+D/(P+1) Hasonlo 6sszefiiggés all a leszamitolasi tényezdre is:
B = B(T)T+D/(P+1) “ahol B(T) az idészaki leszamitolasi tényezs.
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Sok egyiittéls korosztaly

Aiyagari (1988) volt talan az els kutato, aki kikiiszobolte a hagyoményos zart OLG-
modelleknek azt a hibajat, hogy a szereplSk aktiv élettartama két elemzési idGegységgel
egyenlS. Sajnos, a korosztalyok szdméanak novelésével parhuzamosan nem az elemi id6-
szak hosszat csokkentette, hanem a szereplSk élettartaméat novelte.

Tobbletfeltevésként kimondta, hogy az életkori keresetek egyenletesen pozitivak,
tehat L =0 és M = D. Ebben a furcsa vilagban sikeriilt igazolnia, hogy a nem optima-
lis kiegyensulyozott allandosult allapotok aszimptotikusan (a korosztalyszam korlatlan
novelésével) kihalnak, és az Osszes kiegyensilyozott allandosult kamattényezd a leszé-
mitolési tényez6 reciprokahoz tart. Bar Aiyagari aszimptotikus eredményei logikailag
helyesek, kozgazdaséagilag értelmetlenek.

A kovetkezd feladat jol szemlélteti az rg = 1/ eset kiilonleges szerepét az
életciklus-modellekben.

C.4. feladat. Vizszintes CW-profil gyermek- és nyugdijas-korosztalyok nélkiil.
Bizonyitsuk be, hogy w; =1/(D+1),i=0,...,D esetén rg =1/ és ¢; =1/(D + 1),
j=0,...,D (autarchia)!

Figyeljiikk meg, hogy a keresetek egyenletes pozitivitasat kimondo Aiyagari-feltétel
milyen szigorii: nemcsak a mar Gale altal is hangstlyozott nulla kereseteket zarja ki, de
a normalas miatt még az autark egyensulyt biztosité kdvetkezé pozitiv kereseti vektor-
sorozatot is.

C.3. példa. Aranyszabaly. Kovesse a keresetsorozat a korrigalt leszamitolasi
tényez6 mértani sorozatat:

Dy

Ekkor (C.22°) szerint ¢;(r) = ijr(l_“)j, j=0,1,...,D, ahol r > 1 esetén az dsszmeg-
takaritas negativ, r < 1 esetén pozitiv, tehat autark optimum valésul meg, azaz rg = 1,
fiiggetleniil D-t61 (v6. Ghiglino és Tvede, 1995b).

C.3. ENDOGEN CIKLUSOK RACIONALIS VARAKOZASOKKAL

A C.2. alfejezetben kizarolag allandosult allapotokkal foglalkoztunk. Ebben az alfe-
jezetben kisérletet tesziink a ciklusok leirasara is, mintegy athidalva a stacionarius és
nem-stacionarius palyak kozti szakadékot. Ismét racionalis varakozasokra szoritkozunk:

(C.6).
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C.1. tablazat.
A kiegyensiulyozott allandosult allapotok jellemzdi

L=18,D=171
Nyugdij- Lesza- Kiegyen-
ba Ellen- mito- stulyozott
vonulasi rugal- lasi kamat- Nevez6
kor massag tényez6 tényez6 gyoke
M 7 B B ™D —TB
51 0,50 0,98 1,066654 -0,000083
51 0,50 0,99 1,024094 -0,000218
51 0,50 1,00 0,979354 00,000180
51 0,75 0,98 0,980520 —0,000158
51 0,75 0,99 0,998997 —-0,001649
51 0,75 1,00 1,017036 00,000269
51 1,00 1,005986 00,000236
53 0,50 0,98 1,079089 -0,000057
53 0,50 0,99 1,040291 —0,000113
53 0,50 1,00
53 0,75 0,98 0,959637 -0,000053
53 0,75 0,99 0,980015 -0,000141
53 0,75 1,00 1 00
53 1,00 1 00
55 0,50 0,98 1,089795 -0,000043
55 0,50 0,99 1,053719 —0,000072
55 0,50 1,00 1,016825 —-0,000190
55 0,75 0,98 0,928033 -0,000016
55 0,75 0,99 0,954918 —0,000043
55 0,75 1,00 0,978895 —-0,000128
55 1,00 0,993590 -0,000150
57 0,50 0,98 1,099172 -0,000033
57 0,50 0,99 1,065132 —0,000052
57 0,50 1,00 1,030850 —-0,000094
57 0,75 0,98
o7 0,75 0,99 0,903770 -0,000007
57 0,75 1,00 0,945988 —-0,000029
57 1,00 0,986561 -0,000058

Megjegyzések. 1. Kizarolag a (0,85;0,999) és az (1,001;1,15) intervallumba es6
pontokat tiintettiik f6l. 2. A dglt sorok példéakat mutatnak be. rp a (C.52) nevezdjének

1 korili gyoke.
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Megengedett 2-ciklus

Egyszertiség kedvéért a P-ciklusok helyett a 2-ciklusokat elemezziik, ahol 7445 = 7y,
t =0,1,2,.... Ekkor (C.16)—(C.18) szerint a tobbi sorozat is 2-ciklikus. Szintén egy-
szertsitést szolgalo feltevés, hogy a gyerekkor, az aktiv kor és a teljes élet rendre paros
idészakbol all:

(034) L= 2L1, M = 2M1 +1 és D= 2D1 + 1,

ahol Ly, M, és D; természetes szamok (esetleg Ly = 0).
Sziikségiink lesz a 2-ciklusra szamitott halmozott kamattényezdre:

(C.35) Ry =Ri_2t =117t

Mar kordbban bevezettiik a gazdasag 6sszes vagyonét, a t-edik idGszak zarovagyon-
alloméanyat: A;. Tegyiik {6l, hogy {A:} szintén 2-ciklikus, azaz As = Aj. Definicio
szerint A1 = 1414, t = 051, ezért Ay = Ro Ao, azaz (1 — Re)Ag = 0: vagy Ry =1
vagy Ag = 0. E dichotomia alapjan — a kettSs gyoktdl eltekintve —, kiegyensilyozott
2-ciklusrol beszéliink, ha Ro # 1 és aranyszabdlyi 2-ciklusrol beszéliink, ha Ry = 1.

Sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésre:

Di+1
x -1
I(z) = ——
(z) pog|

Paros és paratlan idGszakokat megkiilonboztetve, ¢ = 2k + @, ahol Q = 0 vagy 1,

nagyon leegyszertisodnek a képletek, hiszen

Rt—i,t = ’I"t_QRIQC.
A 2-ciklusok a kovetkezdképpen hatarozhatok meg.

C.7. tétel. Racionalis viarakozasok. Ha van megengedett 2-ciklus, akkor a
kovetkezé egyenletrendszernek van megoldasa:

D,
(C.36) Wi = (war + wor1r)R*,  t=0,1;
k=0
I(®2RL™) W, Wiy
C.37 2 =1 t=0,1.
(C.37) T(@2RE) (1 Tar, T +q>r5) ! !

Aranyszabalyi 2-ciklus

A kutatok zomét kdvetve, el6szor az aranyszabalyi 2-ciklust vizsgaljuk. Sziikségilink lesz
a paros és paratlan idGszakok keresetének Osszegére:

D1 Dl
0= E W3l és 1-Q= E Wok+1-

C.1. segédtétel. Raciondlis vdrakozdsok. Az {r1,1/r1} kamattényezdpdar ponto-
san akkor aranyszabdlyi 2-ciklus, ha r = ri-re teljestil

(C.38) F(r)y=(1-Q+®*Q)(r — 1)+ ®(r' ™+ —r#) = 0.

Megjegyzés. A C.1. segédtételnek 6nallo kozgazdasagi jelentése nincs, de
hasznos ugrodeszka lesz a C.8. tételhez.

216



Bizonyitds. 7.1 = 1/r:-t behelyettesitve (C.36)-ba, adodik Wy = Q—f—(l—Q)r;rll,
Wi = Q4+ (1 —Q)r; b, s ajabb képleteinket behelyettesitve (C.37)-be, adodik

Q+1-Qr,  Q+1-Q)r!
L+ &y 1+ ry "

(C.39) —1

Innen szadmolassal kapjuk (C.38)-at. Figyeljiik meg, hogy F(r—!) = r~1F(r), azaz r
mellett 1/7 is megoldas! ]

Mikor van (C.38)-nak megoldasa? E kérdés megvélaszolasara vezessiik be a kovet-
kez6 jeloléseket:

1
2pu—1+/2u—-12—40(1 - Q
(C.41) By, =2 V(20 —1) ( )7
20
(C.42) B =/ as gy =@l

Kozgazdasagilag értelmezhets feltételt ad a

C.8. tétel. Racionalis varakozasok. Akkor és csak akkor létezik aranyszabalyi
2-ciklus, ha teljesiil a kévetkezd feltételrendszer.
A paros iddszakok keresetésszege nagyobb, mint a paratlanoké:

(C.43) Q>1/2.

A helyettesités idébeli rugalmassaga megtelelGen kicsiny:
(C.44) Hmin < p < 1.

A leszamitolési egyiitthat6 két (sziik) korlat kozé esik:

(C.45) p1 < B < o

Megjegyzés. Stacionarius modelliinkben nyugodtan féltehetnénk, hogy a kerese-
tek az életkorral novekednek, azaz ) < 1/2, tehét nincs aranyszabalyi 2-ciklus. Novekvs
termelékenységii gazdasdgot abrazolé modellben viszont w; helyére w; /1’ 1épne (ahol 7
az idGszaki termelékenységnovekedési tényezs), s ez mar nem sziikségképpen volna no-
vekv§ sorozat.

Bizonyitas. F vagy konvex, vagy konkav a [0,1] szakaszon, F(0) < 0 és
F(1) = 0. F(r) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha F’(1) < 0. (C.38) szerint
F'(1) = (1 - Q+ ®2Q) + ®[(1 — p)r—* — ur#~1], ahonnan szamolassal adodik (C.43)—
(C.45). (]

A B.7. feladat trivialis altalanositasa a
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C.4. példa. A 2-ciklus explicit megoldasa. Ha p = 2/3, akkor a probléma nagyon
leegyszertisodik. A & = /3 jeloléssel F(£3) = (1 — Q + ®2Q)(€3 — 1) + ®(€ — £2) = 0,
ahonnan £ — 1 (C.38) szerint kiemelhets, majd masodfoku egyenletté alakithato:

(1-Q+ 2N+ (1-Q+P?Q D)+ (1 -Q+3%Q) =0

A (C.40)-(C.45) feltételek latszolag fiiggetlenek a korosztalyok szamatol, illetve
a munkabalépési és a nyugdijbamenési kortol. Megfelel§ 2, p és 3 esetén tetszdleges
D = 2D; + 1-re van aranyszabalyi 2-ciklus. Ez pedig céafolni latszik Aiyagari (1989)
mondanivalojat (nem a tételét!), hogy sok korosztaly egyiittélésekor nem lehetnek cik-
lusok.

Mégis kideriil, hogy lehetetlen életszerti adatokkal kitolteni a képleteket. Ahhoz,
hogy ciklusokat kapjunk, hihetetlen erds leszdmitolast és kockizatkeriilést kell feltéte-
lezni, s ekkor még nem is szoéltunk a paros idGszakok Osszekeresetének mesterségesen
magas voltarol. Ebben az értelemben Aiyagarinak igaza van és Reichlin (1992) téved:

Kovetkezmény. Raciondlis vdarakozdsok. Redlisan kalibrdlt OLC-gazdasagban
nincsenek aranyszabdlyi 2-ciklusok.

Gyakorlatilag elegends a kovetkezd észrevétel: 1/2 < Q < 2/3 esetén pmin > 0,97;
tehat normalis kereseti ingadozasoknal nagyon erds kockazatkeriilés (és leszamitolas)
sziikséges az aranyszabalyi 2-ciklus létrejottéhez.

Kivételt képez a teljes kockazatkeriilés esete:

C.9. tétel. Racionilis varakozasok. Leontief-hasznossagtiiggvény (u = 1) esetén
az {r,1/r} péar tetszdleges r-re aranyszabélyi 2-ciklus.

Bizonyitds. (C.38)-ba behelyettesitve =1 és ® = 1-et azonossagot kapunk. g

Kiegyensulyozott 2-ciklusok

Aiyagari (1989)-t tanulméanyozva rajottem, hogy cikke 167. o., 4. labjegyzetének 4—
korosztalyos, kiegyensiilyozott 2-ciklusra adott példaja szamitési hiban alapul. Leve-
lezésiink soran Aiyagari elkiildte javitott példajat, azonban a szereplé adatok teljesen
irrealisak voltak.
Bizonyitas nélkiill megemlitiink egy idevagd pozitiv és egy negativ eredményt.
Legyen b, a pozitiv keresetek névekedési szorzoja a paros idGszakrol a paratlanra:

(C46) Wok+1 = bkwgk, 1 <k< Ml, ahol b > 0.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

4+/b
(C.47) p= min —Yr
L1 <k<M; [1 + bk]2

C.10. tétel. Racionalis varakozasok. Nem tul nagy kockézatkeriilés (0 < p <
Wm) esetén nincs kiegyensiilyozott 2-ciklus.

Megjegyzés. Ha a porzitiv keresetek korosztalyonkénti valtozasa —50 és 100%
kozott marad (1/2 < by < 2), akkor u,, = 0,97, azaz a (C.34) feltevés esetén gya-
korlatilag kizart, hogy létezzék kiegyensulyozott 2-ciklus. Viszont igaz a
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C.11. tétel. Racionalis varakozasok. Tegyiik fol, hogy a fogyaszté Leontief-
hasznossagfiiggvényt maximalizal, minden paratlan idészak keresete megegyezik a meg-
el6z6 paros idészak keresetével: wop11 = waop, L1 < k < My, és létezik kiegyensiilyozott
allandésult allapot: rg. Ekkor minden {ry,r%/r1} par egy kiegyenstlyozott 2-ciklus.

Az alfejezet végére érve megjegyezziik, hogy tobb, egymastol eltérs tipusi fogyaszto
feltételezésével sem lehet redlis 2-ciklust kapni. Figyeljiik meg, hogy indexelve a kerese-
teket és a hasznossagfiiggvényeket, (C.36) helyére egy altalanositott képlet 1ép, ahonnan
a tobbi képlet és a modositott bizonyitas mar levezethets. Ghiglino és Tvede (1995a)
vizsgalta a tobb tipusu fogyasztd egyméasrahatasat, de 2-korosztalyos soktermékes OLG-
modellben.

Mar emlitettiink egy maésik lehet&séget, amikor a 2-nél hosszabb peridodusa cik-
lusokat vizsgaljuk. Ez azonban eddig csak szélséséges (Cobb—Douglas- és Leontief-)
hasznossagfliggvények esetén sikeriilt: az els6 esetben sikeriilt kizarni a ciklusokat, a
méasodik esetben sikeriilt végtelen sok ciklust kapnunk.

Ezen a ponton ismét kitériink a két- és tobbkorosztalyos modellek kozti kiilonb-
ségre. (i) Kétkorosztalyos skalar modellben Sarkovszkij tétele (3.7a. tétel) szerint, ha
nincs 2-ciklus, akkor P-ciklus sincs. Tobbkorosztalyos modellben Sarkovszkij tétele nem
érvényes. (ii) A tobbkorosztalyos modellnek a C.1. alfejezetben leirt kétkorosztalyos mo-
dellre valo egyszertsitésénél ciklikus palyak stacionéarius pontté alakulhatnak (vo. 3.5.
tétel), tehat ciklusvizsgalatnal a redukcio elfogadhatatlan.

C.4. DINAMIKA RACIONALIS VARAKOZASOKKAL

Dinamika

Hossztira nyult elGkészités utan ratériink az igazi dinamika elemzésére. Ebben az alfe-
jezetben fenntartjuk a racionalis varakozasok feltevését: (C.6), méghozza a C.2. al-
fejezet végén taglalt egyszertsitett valtozatban. Az r,.p kamattényez6t a korabbi
T+_D+1,-- - Tt+D—1 kamattényezsk fliggvényében fogjuk kifejezni. Ahhoz, hogy a (C.16),
(C.17) (1 = 0) és a (C.24) kifejezések tomorek maradjanak, az 1.y p-t tartalmazo Wi, V;
és Si-beli tagok Osszegére njabb (vastag) jeloléseket vezetiink be (és a nulla korindexet
ismét elhagyjuk).

D—-1
(C.48) W= wiR, )\,
1=0
D—-1
(C.49) V= q)iR;tuﬂ',
=0
D .
(C.50) S;=1-> ®R,"MH, ;.
j=1

A (C.21) megengedettségi feltételbdl egyszertd szamolassal kapjuk az

—1 —1

S¢ = H; = Dp—h —p
Vi+®PR, b 1D
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egyenl@séget, melybdl adodik a

C.12. tétel. Raciondlis varakozasok. (i) A (t+ D)-edik optimaélis kamattényezdt
(ha egyéltalan létezik) a kovetkez6 (2D —1)-rendii implicit differenciaegyenlet hatarozza
meg:

(C.51) wDR;t1+D_1r;+1D - stq>DR;f+D_1r;+“D — SV, + W, =0.

(i) Ha 0 < p < 1, wp = 0 és az alabbi (C.52) kifejezés értelmezve van, akkor
(C.51) egy (2D — 1)-rendii explicit differenciaegyenletre egyszertisidik:

S, P )1/ e
C.52 r = ————— _—
(C:52) P <Wt — S/ V, Rii+D1

Megjegyzések. 1. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a t-edik idGszak egyensulyi
feltétele a (t + D)-edik id6szak optimalis kamattényezsjét hatarozza meg. Ez éves kal-
kulacionél és normalis életkornal azt jelenti, hogy a mindenkori kamattényezst tobb év-
tizeddel el6re meghatéroztak! Ebbdl latszik, hogy esetiinkben milyen szigori és irrealis
feltevés a racionalis varakozas feltevése. (Kehoe és Levin (1990) meghatdrozatiansdgrol
beszél.)

kiillonbo6zé nul-

3. Az implicit fiiggvény tétele garantalja r;4p létezését, ha 5
Tt+D
1atol:
R, oV — W PRI N
oS OH  wply; p 1Ty pVt — Wy ¢ttt D—1Tt4+D

37”t+D or t+D Vtz

0S

Ha r, =1 és g = 1, akkor 5 = [wp(D + 1) — p]/(D + 1). Realista model-
Tt+D

lekben a wp(D + 1) szorzat 0 és 1 kozott fekszik, ezért létezik egy p, = wp(D + 1)

szingularis érték, melyre = 0. Vegyiik észre, hogy p csokkend lineéaris

87”t+D 6’7”t+D
fliggvénye, de u egyiitthatdja —1/(D + 1)2, a parcialis derivalt nagysigrendje szintén
1/(D + 1)2. Ilyen mennyiségek értékeléséhez a C.4. példaban emlitett skala-invariancia
elvét kell alkalmazni. Eves mennyiségekre attérve és az r = r(T+1/(P+1) jelgléssel élve:

9s  9S dryp  TH+1
8I‘H_D aT'H_D driyp (D + 1)3.

MegfelelGen finom felbontas (példaul D = 36, vagy 72) esetén (T +1)/(D +1)3 alig
kiilonbozik 0-tol. Ezért legalabbis a leszamitolas nélkiili, aranyszabaly allapot esetén
(C.51) tulzottan érzékeny a szamitasi hibakra. FEzzel ellentétben, a B. fiiggelékben
vizsgalt népszerid esetben D = 1, w; = 0, csupan a Cobb-Douglas-eset szingularis, a

08

87“t+1
oS

aI‘t+1
Emlékeztetiink a B.6. példabeli megjegyzésre: a megoldas nem mindig folytat-

hato, ha a (C.51) implicit differenciaegyenletnek nincs megoldéasa, vagy ami ugyanaz, a

= —p/4 egylitthatdé meglehetésen nagy, még nagyobb az éves szinten szamitott

= —9pu.
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(C.52) explicit differenciaegyenlet jobb oldala nincs értelmezve. Ekkor a rendszer miko-
désképtelenné valik. Természetesen az allandosult allapoti palyakkal nincs ilyen gond,
legalabbis elméletben.

Az attekinthetGség kedvéeért kiilon példaban ismertetjiik a B.1. alfejezetben vizsgalt
2-korosztalyos eset teljes leirasat.

C.5. példa. Racionalis varakozasok, 2 korosztaly. D = 1. Teljes leirds:
a feltételes optimum

—1
_Wo +wiTy ) _
Cot = " ——;, €s Cl,t = TtGot—1 + Wy
L+ or

az (a;,r¢11) parra egy 2-dimenzios implicit differenciaegyenlet-rendszerhez vezet:

1
i Wo + W14
ao,t = Ttao,t—1 és —————, T Tao—1 +w = 1.
I+ or, 5

A B.5. példaban szerepls egyszertisitett leirdsra a C.1. tétel megforditisa is igaz
(v6. B.4. tétel). Ez vezetett Gale (1973, 12. és 16. o. elSadott) vélekedéséhez,
amelyet a Gale és masok altal elhanyagolt u > us esetre tekintettel célszeri a kovetke-
z6képpen atfogalmazni: raciondlis vdarakozdsokndl a kisebb kamatlabi dllandosult dllapot
aszimptotikusan stabil. Gale vélekedésével ellentétben nincs okunk azt varni, hogy ez az
egyszerd eredmény altalanosan igaz legyen, akar racionélis varakozasok esetében. Valo-
ban, hamarosan latni fogjuk, hogy racionalis varakozasokra — gyenge feltevések mellett —
mindkét allandosult allapot instabil. Viszont furcsa moédon, a naiv varakozasokra Gale
mondanivaldja tipikusan (de nem mindig) igaznak tiinik (C.5. alfejezet).

Az alfejezet végéig mindig foltessziik, hogy vannak kereset nélkiili gyermek és
nyugdijas-korosztalyok: L > 0 és M < D. Pontosabban, csak azt fogjuk kikétni, hogy
legalabb egy-egy gyermek- és nyugdijas-korosztaly 1étezik. Tovabbi feltevés: p > 0.
Lokalis instabilitas
A dinamikus r4+p = g(rt—p+1,-.-,7t+p—1) rendszer viselkedésérsl az allandosult alla-
potok (in)stabilitidsa adja a legegyszeriibb tajékoztatést.

Lokalis elemzésnél elvben egyszeri a helyzet (3. fejezet). Bevezetjiik az rp al-
landosult allapottol valo eltérést: rd = vy — rp, s az reep = g(Te—Dit, -+ TeeD—1)

o A sz 212 2 . . A D—-1
fiiggvény parcialis derivalasaval eljutunk a linearizalt ril, , = >, 41 i, priy; rend-

szerhez. Bevezetve a p(\) = ZiilDH 7: AP 71 polinomot, adédik a (2D —1)-ed fokt
q(\) = A\2P~1 — p()\) karakterisztikus polinom. A 3.2. tétel szerint csupan azt kellene
eldoénteni, hogy hol helyezkednek el e polinom gydkei: az egységkoron beliil (aszimptoti-
kus stabilitas), vagy vannak rajta kiviil is gyokok (instabilitas). Ha méar a fiiggvényérték
numerikus meghatarozésa is nehézségekbe iitk6zott, milyen nehéz lehet a 2D — 1 darab
parcidlis derivalt meghatarozésa! Szerencsénkre nem igy van, legalabbis az esetek egy
jo részében nem. A kovetkezs segédtétel egy nagyon hasznos Osszefliggést igér:

C.2. segédtétel. Raciondlis varakozdsok. Hawg =0 = wp €srr egy megengedett
allandosult dllapot, akkor

(C.53) V-D+LF = TR
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Bizonyitas. Az alapotlet egyszert. Tekintsiik a ¢ = 0 id&szakot és hatarozzuk
meg az rp valtozod r_p 1 szerinti parcialis derivaltjat. Mivel wp = 0, W, = W;. Vegyiik
észre, hogy r_p1 nem szerepel sem Wy-ban, sem Vj-ban, sem Ry E_l-ben. Mostantol
kezdve a bizonyitasban az idSindexet altalaban elhagyjuk.

Az r_pyo = -+ = rp_1 = rp feltevés miatt a szerepls fliggvények mindegyike
egyvaltozossa valik. A rovidség kedvéért az r = r_pq jelolést és a normalis derivéltat
hasznaljuk.

(C.54) G(r)= Q(T)l/“r%_D,
ahol

D
(C.55) Q) = %.

Legyen v(r) = W — S(r)V és p-fel indexszeljiik a megengedett egyensilyi kamat-
tényezd, rp helyén felvett értékeket: példaul Qr = Q(rr). (C.54)—(C.55) szerint

(C.56) b= T QP
és
S/
(C.57) Qp = @Dv—g.
F
Az allandosult allapot definicidja szerint rp = Qlly/ Hpd= P azaz le“/ o= D

;/”_1 = rlgl_“)D. Qr = ®PSp/vp miatt vp = @DSF/T‘ED. Mar lattuk a (C.50)-
et kovetd képletben, hogy Sp = Hp. (C.57) és (C.56) szerint

Ql _ WFT%‘ND
F=
D H2

Sp
és kihasznalva, hogy rg kitevSinek osszege (D — D) +2uD + (1 — D) = uD + 1,
(C.58) o= p P e P H 2 S .

St kiszamitasa kovetkezik. Vegyiik észre, hogy r = r_pi1-t6l csak S (v6. (C.50))
fligg: @Drl_“rél_“)(D_l)H_D(r). Elhagyva a —D iddindexet is, adodik

(C.59) Sp = —®P (1 — pyrptrl P HE — dPr WP L
ahol
Wi Ve — WeV
(C.60) H,=—-F 2 £
F



Természetesen (C.48)—(C.49) szerint (wp = 0 miatt)

D
I -2 —itl _ -1
Wi =— E Wrp TR = —rp Wg,

=1
Vi = —p Z @irgu_lrl(;l_i)” = —prg (Ve — 1).
1<i<D

A behelyettesitéseket elvégezve, Hy, szamlaloja egyszertisodik: rg Y — 1)WeVg —
rotuWg. Mivel H = W/V, (C.60) maga utan vonja, hogy

—1
H
(C.61) Hf =gt (u— 1)Hp — £ 221
Vr
Miel6tt (C.59)-be behelyettesitenénk a kapott szamlalot, vegyiik figyelembe, hogy
rg (C.59)-beli mindkét kitevéje D — 1 — uD. Azaz

o oD (1—u)D—1W
(©6)  Sp= 0PIy ) = P T
F
(C.62)-t beirva (C.58)-ba, adodik (C.53). ]

A 4.12.a tétel rokon eseteként adodik a

C.13. tétel. Racionalis varakozasok. Tegyiik f6l, hogy wy = 0 = wp és a q(\)
karakterisztikus polinom legalabb egyik gyokének az abszolit értéke kiilonbézik 1-t6l.
Ekkor az aranyszabaly allandésult allapot nyeregpont-instabil.

Bizonyitas. A polinomok gyokei és egyiitthatoi kozti osszefiiggés szerint 2D — 1
darab sajatérték szorzata y2p_1 r-fel, azaz 1-gyel egyenls. Ha legalabb egyikiik abszolut
értéke kiilonbozik 1-t61, akkor kell lennie egy olyan gyoknek is, amelyiknek az abszolat
értéke nagyobb, mint 1, (és egy masiknak, amely kisebb, mint 1). ]

Megjegyzések. 1. Mint a nemsokara bemutatando C.6.* példa szemlélteti, D =
2 és = 1 esetén bekovetkezik a C.13. tételben kizart teljesen valoszinttlen eset:
mindegyik gyok abszolat értéke 1. (Ezt a kellemetlen esetet mas tanulméanyok, példaul
Grandmont és Laroque (1991) szintén kizarjak.) Egyébként a kizart esetben elképzelhetd
a stabilitas, de a kialakul6 dinamika mindenképpen nagyon bonyolult lenne. T6bbszoros
gyokok esetén az instabilitas is kovetkezne. Szép volna, ha bizonyitani tudnénk az
abszolut értékre vonatkozo feltevést p < 1 esetén.

2. A C.1. tablazatban méar bemutattuk a kiegyensulyozott allapotok elhelyez-
kedését. Lattuk, hogy a bemutatott esetek mintegy felében rg > 1. Az esetek
méasik felében pedig rg < 1, de 1-hez kozeli érték, éppen a realitds miatt. Ha

Y2p—1,r < 1, de D nagy és rg kozel van 1-hez, akkor a sajatértékek mértani kozepe
1/(2D-2) _ Tg/(ﬂ?—?) ~

|Y2D-1,F VrB. Ezért valoszintsithets, hogy legalabb egy gyok
abszolit értékben nagyobb, mint 1.
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C.6. példa.* Racionalis varakozasok. 3 korosztaly, CRRA. D =2, L =1 = M,
w; =1, 0 < p < 1. Kénnyt megmutatni, hogy rg = 220/Cu=1)_ Ezért rg < 1, ha
w > 1/2 (adds); rg > 1, ha pu < 1/2 (hitelezs). p = 1/2 esetén nem létezik kiegyen-
silyozott gyok, eltekintve a leszamitolas nélkiili esettsl. Tulsdgosan hosszadalmasak
a szamitasok, de a szamitogéppel ellendrizhetd, hogy pu < 1/2 esetén az aranyszabaly
allapot is instabil. Viszont 1/2 < p < 1 esetén a kiegyensilyozott allapot még stabil!
Egyébként 11 = 1 esetén el6all a valoszinttlen eset: g(\) = A\* — 1, azaz mindharom gydk
abszolut értéke 1, a C.13. tétel nem alkalmazhatd. Szamitogépes futassal meggy6zGd-
hetiink arrol, hogy a rendszer instabil, bar a divergencia nagyon lasst.

C.7. példa. Racionalis varakozasok, 4 korosztaly, Leontief-hasznossag. D = 3,
L=1,M=20<w; <1/2, wy=1—w, p=1. Kénnyt belatni, hogy rg < 1. Ennek
ellenére rg is instabil, bar miikédsképes.

Ezen a ponton bevezetiink egy hasznos modszert. Ahelyett, hogy a (2D — 1)-
valtozos g leképezést vizsgalnank, beérjiik a leképezésnek az atlora valod lesziikitésével,
az aggregator fliggvénnyel: I' : R — R, ahol r_opy1 = -+ =7r_q: azaz rg = ['(r_q1) =
g(’l",h cee 77‘71)‘

Szamitogépes futtatasaink azt mutatjak, hogy annyira instabil mindkét allandosult
allapot, hogy mar maguknak az allandésult allapotoknak a numerikus rekonstruélésa is
gondot okoz: r_opi1 = -+ =r_1 = rp esetén ro = rp csak rossz kozelitéssel teljesiil,
méar D > 3-ra. Természetesen kiilonbo6z6 szamitogépes programok, valamint kiilonb6z6
algoritmusok némileg kiilonbo6z6 szamszert eredményeket adnak.

C.8. példa. Racionalis varakozasok, CRRA. u = 0,5; 8 = 0,99; M = 51:
rg = 1,024094. A szamitogéppel rajzolt C.2. abrardl lathato, hogy az r_149 = --- =
r_1 = rp aranyszabalybol vagy kiegyensulyozott allapotbol indulé palya berezeg. Az
attekinthetGség kedvéért 141 helyett csupan 20 kezdGértéket tiintetiink fol.

C.5. feladat. Leontief-hasznossag. p = 1, M = 57: rg = 0,98657. Igazoljuk
szamitogéppel, hogy az r_141 = --- = r_1 = rp aranyszabalybol vagy kiegyenstlyozott
allapotbdl inditva a rendszert, a kerekitési hibak és az instabilitas miatt a rendszer bar
simén, de azonnal letér az egyensilyrol!

A valtozatossag kedvéért bemutatjuk a C.5. feladat I gorbéjét az allandosult alla-
potoknal. Figyeljiik meg, hogy a legtobb pontban nincs is értelmezve a fliggvény! (A
C.8. példara nem is tudtuk megrajzolni a gorbét!)

A nem-linearis dinamikaban gyakran el6fordul, hogy instabil allandosult allapotot
ciklusok vesznek korbe. Az allandosult allapot instabilitdsabol altalaban nem koévetkezik
a ciklus instabilitasa. Esetiinkben azonban a ciklusok is instabilak.

Mikodoképesség

Eddig csupan az allandosult allapotok instabilitasat igazoltuk, illetve valdszintsitettiik.
Ett6] még miikbdhetne a rendszer. A tovabbiakban ugy érveliink, hogy nemcsak a sta-
bilitas, de a mtikodGképessség is valoszintitlen. Ugyanis azt sejtjiik, hogy a szamlalo, de
kiilonosen a (C.52) jobb oldalan allo nevezs nagyon kis abszolit hibaja nagyon eltorzitja
a hanyadost. Példaul a leszamitolas nélkiili esetben (5 = 1, ® = 1) az aranyszabalynal
a szamlalo és a nevezd értéke, uy = v; = 1/(D+1). De amig W (r) lassan valtozik r-rel,
SV, gyorsan valtozik, lévén 1/(D+1) és D nagysagrendi kifejezések szorzata. Példaul
D = T1 esetén szerencsétlen szamitasnal még uq /v; = 0,9995-be is iitkdzhetiink.
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Néhany valosagszagti paraméterértékre kiszamitottuk a nevezé 1-hez kozeli gyo-
keit. Az eredményeket az C.1 és a C.2. téblazat utols6 oszlopa mutatja. Egyediil a
szimmetrikus M = 53, 8 = 1 esetben marad a nevez6 mindvégig pozitiv. Ez azonban
mitsem valtoztat a miikodésképtelenségen! (Az utolso elstti oszlopra a naiv varakozasok
vizsgalatanal lesz sziikségiink.)

Azoknak, akik jobban hisznek az analitikus médszereknek, mint a gépi szamolésnak,
bemutatunk két specialis példat.

C.9. példa. A C.6. példa folytatasa, racionélis varakozasok, kis nevezd, 3-
korosztalyos esetben, Leontief. L =1 = M, D =2, w;y =1 és pu = 1. A
€ = 1/r jelolést bevezetve W = £, V =14+& V = 1+E4+ €2 H = £/(1+ €+ &2),
S=(1-E+6%)/(1+€+£2). Mind a szamlalot, mind a nevezst bévitve az 1+ € + &2
kifejezéssel, Q = (1 — & + £2)/(—1 + £ + £2). Kivancsiak vagyunk, hol valik a nevezd
nullava, azaz a racionalis varakozas definidlhatatlanna. A kapott méasodfoku egyenletet
megoldva: &p = (—14++/5)/2, azaz rp = (1++/5)/2 ~ 1,618. Ez a szam elsé pillantasra
messze esik 1-t6l, ha azonban éves szintre tériink at, akkor a 24. gyckvonas utan a
meglehetdsen realis 1,02 koriili érték adodik. Tehat méar a 3-nemzedékes modellben évi
2%-o0s kamatlab mellett a racionalis varakozas meghatarozhatatlan!

C.6. feladat. Ezen a ponton visszatériink a diszkontéalatlan (8 = 1) Cobb-—
Douglas-fiiggvényhez (1 = 0) és a pozitiv keresetekhez: D =2, L =0, M = 2, w; = 1/3.
Igazoljuk, hogy (C.52) nevezdjére teljesiil v(r) = —(2/3)r=t +2 —2r/3 —r?/3, s kalku-
latorral vagy szamitogéppel ellenérizziik, hogy a nevezének van gyoke 1,355 (azaz éves
szinten 1,0135) kozelében!

Ilyen rossz nevez&k mellett kimondhathato a

C.2. sejtés. Racionalis varakozasok. Minden realista OLC-modellben az allandé-
sult allapotok koriili palyak nemcsak instabilak, de miikodésképtelenek is.

Sajnos, nagyon keveset tudunk a 2-nél nagyobb periédusi ciklusokrol, legalabb is
a0 < pu <1 esetben (C.3. alfejezet). Ha tudnank hatarciklusokrol, akkor azok kornye-
zetében lennének aciklikus miikodSképes palyak. A p = 1 eset 2-ciklusai a kisérletek
szerint nem hatarciklusok.

C.7. feladat. Igazoljuk (C.52) szamitogépes programja segitségével, hogy a C.4.
példaban szerepls CRRA-féle 2-ciklus D = 1 esetén szamitdégépen fennmarad, mig D =
71 esetén nem!

C.8. feladat. Igazoljuk (C.52) segitségével, hogy a C.8. és C.9. tételben szerepls
Leontief-féle 2-ciklus D = 1 esetben jol, D = 71 esetén rosszul reprodukalhato!

Azt hihetnénk, hogy a racionélis varakozéasok hatarozatlansiaga és instabilitasa ala-
assa vagy legalabbis meggyengiti a fogalom népszertiségét. Errdl szo sincs. A ma diva-
tos kozgazdasigtan képvisel6i azért ragaszkodnak a racionélis varakozashoz, mert ez az
egyetlen varakozas, amely igazan konzisztens az egyensulyi gondolkodassal.
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C.5. DINAMIKA NAIV VARAKOZASOKKAL

A C.3. és C.4. alfejezetben foltettiik, hogy a fogyasztoknak tokéletes elGrelatasuk
van. A Bevezetésben azonban mar utaltunk arra, hogy ez a feltevés empirikusan eléggé
ingatag alapokon &ll és elméleti buktatoi is vannak. Racionalis varakozason alapulé mo-
delliinkben pedig — reélis koriilmények kozott —, instabil és mitkodésképtelen palyakkal
talaltuk magunkat szemben, ezért a sokat biralt naiv varakozéasok feltevéséhez folya-
modunk: (C.7). Ezt a feltevést mar AM 57. o. 5. labjegyzet is mérlegelte egy nyilt
modellben. Zart modellekben Gale (1974) elfelejtett cikkében alkalmazta a harom idé-
szakot él6 és diszkontalatlan Cobb-Douglas-hasznossagfiiggvényt fogyasztora. Kehoe
és Levine (1985) dolgozataban egy 2-korosztalyos, soktermékes és &altalanos hasznos-
sagfiiggvényd modellben a racionélis varakozasok mellett a naiv varakozast is vizsgalta.
Sajnos, ezek az igéretes kezdeményezések eddig nem talaltak kovetskre. Pedig a gyakor-
lat ismeri a naiv varakozéasokat! Vegyiik figyelembe, hogy a jelzalogkdlesondk gyakorlati
kiszamitasanal a bankarok szintén folteszik, hogy a jelenlegi kamatlab a kolcson leja-
rataig érvényben marad, hogy aztan egy id&szakkal kés6bb tjra szamoljak a kolcsont
(Simonovits, 1992)!
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C.2. tablazat.
Az aranyszabaly allandésult allapotok jellemzdi

L=18,D=171
Nyugdij
ba- Ellen- Leszami-
vonulési rugal- tolasi Spektral- Gyokok
kor massag tényez6 SUgar eltérése
M I g p(Kc) D = TG
51 0,50 0,98 0,9720 00,0001
51 0,50 0,99 0,9838 00,0002
51 0,50 1,00 1,0322 —0,0004
51 0,75 0,98 1,0333 00,0002
51 0,75 0,99 1,0015* 00,0012
51 0,75 1,00 0,9871 00,0002
51 1,00 0,9946 0,0002
53 0,50 0,98 0,9707 00,0001
53 0,50 0,99 0,9782 00,0001
53 0,50 1,00 1 00
53 0,75 0,98 1,0429* 00,0001
53 0,75 0,99 1,0339 00,0002
53 0,75 1,00 1 00,0004
53 1,00 1 00,0011
55 0,50 0,98 00,96990
55 0,50 0,99 0,9752 00,0001
55 0,50 1,00 0,9876 00
55 0,75 0,98 0,9931** 00,0001
55 0,75 0,99 1,0334* 00,0001
55 0,75 1,00 1,0361 00
55 1,00 1,0073 00,0002
57 0,50 0,98 0,9695 00
57 0,50 0,99 0,9734 00,0001
57 0,50 1,00 0,9815 00
57 0,75 0,98 0,9756* 00,0001
57 0,75 0,99 0,9894** 00,0001
57 0,75 1,00 1,0224* 00
57 1,00 1,0182 00,0001

Megjegyzések. 1. A szamok négy jegyre kerekitve vannak. 2. Egy csillag komp-
lex dominans gyokdt jelez instabil kiegyensilyozott allapot mellett (naiv varakozasok).
3. Két csillag komplex dominans gyckot jelez stabil kiegyensulyozott allapot mellett
(naiv varakozasok). 4. A dolt sorok példakat mutatnak be. 5. rp a (C.52) nevezdjének
1 koriili gyoke.
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Dinamika

Nyilvanvalo, hogy tokéletlen elérelatas esetén minden fogyaszténak minden idGszakban
foliil kell vizsgalnia fogyasztasi terveit. Tekintsiik a (¢ — i)-edik idGszakban sziiletett
fogyasztot, amikor i — 1 koru, azaz a (¢t — 1)-edik id&szak végén! A (C.16)—(C.17)
jeloléseket a (C.6) naiv varakozéasokra specifikaljuk. Elhagyva az idGindexet:

D—i

(063) WZ<T) = Z wiﬂr_j,
7=0
D—i

(C.64) Vi(r) = Iy,
7=0

Behelyettesitve a (C.63)—(C.64) part (C.18)-ba, adodik

ra;—1 + Wi(r)

(065) ci(ai,l,r) = V;(’I“)

Megjegyzés. A kovetkezd iteraciok jelentésen meggyorsitjak a szamolést:

Wi(r) = w; + :1, Vi(r) = (@r")P~  + Vigi(r), i=D,...,0,

WD—H(T) =0 és VD_H(T) =0.

Vegyiik figyelembe, hogy az elsé és a masodik iteracié idében visszafelé megy, akarcsak
a korabbi optimalizélasi fejezetekben.

3. Az a tény, hogy minden fogyaszté minden idészakban optimalizél, lehet6vé teszi,
hogy a fogyasztok minden idGszakban modositsak keresetiikre vonatkozé elérejelzésii-
kett, s ezaltal javitsak dontéseiket. Ezzel a nagyon fontos koriilménnyel azonban nem
foglalkozunk tovabbiakban (lasd Deaton, 1992).

4. Ellentétben a racionalis varakozasokkal, naiv varakozasoknal nem kell semmilyen
feltevést sem tenniink wg, wp és p paraméterekre nézve, mert csak nagyon specialis
feltevések tennék implicit differenciaegyenletiinket explicitté.

Most bemutatjuk a legegyszertibb 3-korosztalyos példat.

C.10. példa. Gale (1974) példaja, naiv varakozasok, 3 korosztaly, leszamitolas
nélkiili Cobb—Douglas-hasznossag. D = 2, w3 = 1, p = 0, § = 1: (C.65) szerint
cor = 1/(3ry), 14 = (reao—1 +1)/2, coy = reag—1. (C.21) értelmében 3(ag—1 +
2a1,4—1)r7 — 3r, + 2 = 0. Megoldjuk a mésodfokii egyenletet r;-re és az aranyszabaly-
gyokot valasztjuk: r, =1, azaz ¢; s = 1/3, ap—1 = —1/3, a14—1 = 1/3.

ElGszor foltessziik, hogy A_1 = ap—1 + a1,—1 = 0, azaz apt + a1 = Ay =
R_1+A_1 = 0. Ekkor a kétdimenzios differenciaegyenlet-rendszer egydimenzidsra egy-
szertisodik: a1 = [3++/9 — 24a1 ,-1]/12,t = 0,1, .... Egyszerd szamolassal igazolhato,
hogy a rendszer névekvs amplitudoval oszcillal.

Figyelemre mélto, hogy a fentitdl eltérd kezdeti értékek stabil és instabil palyakat
szarmaztatnak (valoszintleg A_; < 0 és A_; > 0 esetén). Tehat allandosult allapotunk
féloldalrol stabil.

Megjegyzés. Valaszthattuk volna az r; = 2 megoldast is, de nem tudtuk volna
folytatni.
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Stabilitas

Miutén belekostoltunk a globalis dinamikaba, ratériink a lokélis dinamika elemzésére.
A 3.2. tétel szerint meghatérozzuk az a; = f(a;—1) leképezés Krp = (ki;r) Jacobi-
matrixat egy ap allandosult allapotban és megvizsgaljuk, hogy spektralsugara, p(Kr),
kisebb-e vagy sem, mint 1. A konvergenciatényezs 1/p(Kr). Sziikségiink lesz egy egész
sor jelolésre. Az attekinthetGség kedvéért a képletszam a forrasra utal.

D—1q
(C.63a) Wip = Z wi+j7“Eja
§=0
D—i '
(C.63b) iF=— Z Jjwiggre’
§=0
D—1q ‘
(C.64a) Vip =Y _ ®rgh,
§=0
D—i .
(C.64b) Vig=—p) jorg"7"
§=0
C(1—wi Wi
(C.19q) cip = Ol I Z0E
Vo, F
(C.2a) aif = TPGi—1,F + Wi — Cip, a—1,F =0,
(ai—l,F + W;F‘)W,F - (rFa'i—l,F + Wi,F)V;/F
(C.65b) ¢y = : 72 s
iF
D
(C.200) Sp=-Y dr
i=0
a;—1,F — G,F
C.66 kz =r (52'_ 1= +rF——7,
( ) 3,F FOi—1,j < Vj+1,F) F Vit1rSh

ahol 0;; a Kronecker-szimbélum: 1, ha 7 = j és 0 egyébként.

Figyelem: (C.65b) a (C.65)-beli kifejezés parcialis derivaltja, nem pedig (C.22) teljes
derivaltja.

C.3. segédtétel. Naiv vdrakozdsok. Az f leképezés Jacobi-mdtriza az aw dl-
landosult dllapotban Ky = (kijr).

Bizonyitds. Linearizaljuk a (C.2) egyenletet ap koriil, ahol r(a) a (C.65) és (C.20)
altal meghatarozott fliggvény.

87‘ + 7”5' R %
=g 8aj'

-
K Oa;—1
Az elsé parcialis derivaltat a szoban forgé RP*! — R implicit fiiggvénybdl hatéaroz-
hatjuk meg. Ismét felhasznéalva a (C.65) osszefiiggést, S(a,r) = 1 — Zi’;o ci(ai—1,r)
folytan

or  0S/0a; r

da; — 9Sjor —  V;1S
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A masodik parcialis derivalt

ac; U or
— =01 +c—.
da; YV oay
Behelyettesitéssel adodik (C.66). ]

Ezen a ponton egy hasznos megfigyelés kinalkozik a naiv varakozasokhoz tartozo
& = 0 szingularitdsi feltételre. Legyen =1 és rq = 1, ekkor V; g, ViiG/p, CiGy GiG

egyarant fiiggetlenek p-tél. Ezért (C.20) az Si; = m — w1 alakot 6lti, ahol 7 és 7, egy-
egy paraméter. Si; = 0 ekvivalens a pi, = 7/7, feltétellel. Ha p1, < 0 vagy p1o > 1, akkor
nincs szingularitas, legalabbis 8 = 1, rq = 1 mellett. Ha azonban 0 < u° < 1, akkor az
implicit egyenletnek tipikusan nincs megoldasa. Példaul szdmitassorozatunkban M =
51, po = 0,636 és M = 57, o, = 0,800.

Mit mondhatunk a szingularitias kérnyékérsl? Mivel a teljes jovedelem egységnyire
van normalva, az érzékenység m,-t6l fiigg. Szamitéassal igazolhatd, hogy m, = D/4,
azaz visszatérve a skéala-invariancidhoz: II, = m,(dr./dr;) = (D/4) - 72/(D + 1) =
18D/(D+1). Naiv varakozasoknal a korosztalyszam novelése nem rontja, hanem némileg
javitja a helyzetet.

Mit mondhatunk p(Kp)-r6l? Altaldban nem sokat, azonban iigyesen valasztott
speciélis esetekben lehetséges a stabilitas igazolasa. De mindenekel6tt egy segédtételre
lesz sziikségiink.

C.4. segédtétel. a) Ha 0 < —Ag < Sg, akkor a Kg mdtriz mazimdlis osz-
loposszege Kyy_1.c = 1+ Ac/SG. b) A K mdtriz minden oszlopisszege rg.

Bizonyitas. El6szor egy megengedett allandosult allapotot tekintiink. (C.2a) és

(C.65b) szerint c’D’F =ap_1, (C.200) felhasznalasaval Sp = — Zi’i?)l c;-’F —ap_1,F €s

definici6 szerint Ap = ZiD:Bl aj—1r+ap_1,r. Tehat K;p =rp[l + Ar/(Vj41,75F)]-
a) {Vj41,c} csokkend sorozat, ezért feltételiink esetén az aranyszabalynal 0 <
Kjc < Kp_1,c =1+Ac/S¢. b) Kiegyenstlyozott allapotra Ag = 0, tehat K; g = rg. 1

A C.4 segédtétel egy klasszikus feladatnal és két fontos példanél is hasznunkra lesz.

C.11. példa. A C.6. példa folytatasa, naiv varakozasok, 3 korosztaly, CRRA-
hasznossdg. D = 2, w1 = 1, 0 < p < 1. Kezdjiik az elemzést az egyszeriibb esettel,
amikor nincs leszamitolas: = 1. Ekkor rg =1, m =1/6, 7, = 1/2, azaz p, = 1/3. Itt
a rendszer nincs is definidlva. MeglehetGsen aprolékos szamitasok azt mutatjak, hogy
megfelelGen nagy, de még értelmes diszkontélasra példaul 3 = 0,95%4-re rq gyakorlatilag
a teljes 0 < p < 1/2 intervallumon stabil. Megfelel§ tiirelemmel 1/2 < p < 1 esetén
rg(< 1) stabilitasa is igazolhato, bar u =~ 1/2-re p(Kg) > rp. (Hasznat vehetjiik az
A.3. feladatnak.)

C.12. példa. Naiv varakozasok, D + 1 korosztaly, autarchia. L = 0, M = D,
=1 w;, =1/(D+1) = ¢; g. Ekkor szimmetrikus az aranyszabély: rg =1 és a;, ¢ = 0,
cia=1—p)(i—D)/[2(D +1)]. Tehét a szingularitési érték p, =1, 0 < p <1 esetén
kij.c > 0.

Sajnos, K; ¢ = 1 minden j-re, azaz az A.7b. tétel szerint p(Kg) = 1, ahol a 3.2.
tétel nem hasznalhato. Ennek ellenére a C.12. példa jo kiindulasi pont.
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C.14. tétel. Naiv varakozasok. Legyen u < 1, legyen 3 < 1 és w; rendre olyan
kézel 1-hez és 1/(D+1)-hez, hogy Kr > 0. a) Ha rg > 1, akkor az adés aranyszabdly
stabil. b) Ha rg < 1, akkor a kiegyenstilyozott allandésult éllapot stabil.

Megjegyzések. 1. Erdekes lenne tudni, hogy mekkora a C.14. tétel érvényességi
kore. A C.9. feladat szerint D = 1 esetén maximalis. Szamitogépes kisérletek arra
utalnak, hogy D > 1 esetén is nagy, hiszen 0,98 < 8 < 1 és w; = wp?, 0,99 < Q < 1,01
esetén mind K¢ > 0, mind 0 < —Ag < S¢ fennall. A C.10. példaban viszont Kg-nek
pozitiv és negativ elemei is vannak, azaz az érvényességi kor mar D = 2-nél sem teljes.

2. Ghiglino és Tvede (1995b) racionalis varakozasok és 2-korosztalyos modellben
vizsgalta az autarchia kozeli dinamikat.

3. A C.14. tétel fényében a C.12. példa szimmetrikus allandésult allapotaban
féloldali stabilitas 1ép fol.

Bizonyitas. a) A keresetek pozitivitasa miatt a C.6. tételben pup = 1, tehat az
a) pont szerint Ag < 0. Folytonossag miatt 0 < —Ag < Sg is teljesiil, tehat a C.4a.
segédtétel szerint 0 < K; ¢ < 1. b) K;p = rg. Mindkét esetben az A.7. tétel szerint
p(Kr) < 1, tehat a megfelels allandosult allapot stabil. ]

Egyel6re az altalanos és realista elemzés szamitogépet kivan. Folytatva a C.1. és
a C.2. tablazat oszlopaiban bemutatott szamitésokat, a kovetkezd eredményeket kap-
tuk: p(Kg) = rp (D-dimenziés 1T bal oldali sajatvektorral), annak ellenére, hogy
Kgp-nek pozitiv és negativ elemei is vannak. Azonban p(Kg) nem becsiilheté a maxi-
malis oszlopOsszegekkel. A spektralsugarakat a C.2. tablazat utolsé el6tti oszlopaban
szerepeltettiik. A C.1. és C.2. tablazat megfelel§ sorainak 6sszehasonlitasabol meggys-
z6dhetiink arrol, hogy a vizsgalt esetekben legalabb az egyik allandosult allapot stabil.
Néhany esetben mindkét allandosult allapot stabil (lasd a C.14. példat késsbb).

A C.11. példéan gondolkozva a kovetkezs kérdés vet&dik fol: lehetséges-e, hogy
realis modellben valamilyen szingularis értéknek egy instabil kiegyensiilyozott allapot
felel meg? Ismét csak a diszkontalatlan hasznossagfiiggvényre szoritkozva, azt tapasz-
taljuk, hogy lehetséges, mert M = 53 esetén szimmetrikus allandosult dllapotot kapunk.
Azonban 7, = 17,75 miatt a ;o = 0,688 szingularitdstél nagyon hamar eltavolodunk.
Megkockaztathato a

C.3. sejtés. Naiv varakozasok. Tipikus realista OLC-modellben legalabb az egyik
allandosult allapot stabil.

Megjegyzés. Erdemes megemliteni Grandmont és Laroque (1990) 1.2. kévetkez-
ményét: megfelel feltételek esetén (példaul, ha a tanuloszabaly folismeri a 2-ciklusokat),
a tanulasi szabaly melletti stabilitasbol koévetkezik a racionalis varakozasok melletti
instabilitas. (Mivel a naiv varakozasok nem ismerik fol a 2-ciklusokat, a szoban forgd
eredmény nem alkalmazhaté modelliinkre.)

Miikodéképesség

A stabilitasi eredmények nagyon hasznosak, de keveset arulnak el az allandésult allapo-
tok vonzaskorzetérsl. Hasonléan homélyban maradnak az atmeneti viselkedés jellemzdi,
azaz a rendszer miikodsképessége. A racionalis varakozéasokkal ellentétben, a naiv vara-
kozasoknal az allandosult allapotok minden gond nélkiil ,ijratermelik 6nmagukat”. Mi
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torténik azonban, ha a rendszert megzavarjuk, példaul a kezd6 kamattényezGk kozos
értéke eltért az allandosult allapotokétol:

rt:T’, t:—D,...,—l?

A kisérletek tanusaga szerint egy-két szazalékos eltéritésnél a rendszer siman kon-
vergal a kisebbik egyenstlyi értékhez.

C.13. példa. A C.8. példa folytatasa, naiv varakozasok, CRRA. r = 0,99; 1,02
és 1,025 kezdsértékekre két stabil és egy instabil palya alakul ki. A C.2. abraval
vald Osszehasonlitasnél vigyazzunk arra, hogy most a C.4. dbran sokkal kisebb részletet
abrazoltunk és 71 kezdgérték helyett csak 10-et rajzoltuk bel) A jobb attekintés kedvéeért
megrajzoltuk a naiv varakozas aggregator leképezését is: C.5. abra. Figyeljiik meg, hogy
az aggregator leképezés novekvd, alulrol metszi az atlot r = 1-nél és foliilrél r = 1,0241-
nél, stabil aranyszabalyt és instabil kiegyensilyozott allapotot sugallva.

C.9. feladat. Végezziik el a C.13. példa szdmitasait Leontief-hasznossag-
fliggvényre!

Végiil valaszt keresiink arra, hogy mi torténik a C.5c. tétel ablakaban.

C.14. példa. Naiv varakozasok, kettds stabilitas. M = 55, p = 0,75, § = 0,98:
rg = 0,928033. Vegyiik észre, hogy ekkor van egy mésodik kiegyensilyozott allapot
is, r = 0,3 koriil. A C.6. abra harom palyat mutat: a 0,92 és 0,94-bél indul6 palyak
konvergalnak rp-hez, mig a 0,995-bél induld palya 1-hez tart. Figyeljik, meg, hogy
most az aggregator leképezésnek két realis 4gat mutatja a C.7. abra, az els6 két palya
az alson, a harmadik a fels6 4gon halad. Nyitott kérdés: mi torténik, ha felvaltva
ugrandozik a kamattényezé a két dgon?

C.6. KET TB-RENDSZER OSSZEHASONLITASA

Az egyiittéls korosztalyok modelljének egyik legfontosabb alkalmazéasa a nyugdijrend-
szerek elemzése. Most egészen roviden utalunk arra, hogy a fentebb elmondottak hogyan
hasznosithatok.

Nyugdijrendszereket altalaban stacionarius palyak szerint értékelnek. Eddig beliil-
r6l meghatarozottnak tekintettiik a kamattényezst, és megkoveteltiik a fogyasztas és a
jovedelmek keresztmetszeti egyensulyat. Ez nagy zart gazdasag esetén megengedhetd
feltevés, de nyitott kis gazdasag esetén mar nem. A valésédghoz kozeledve, érdemes sze-
repeltetetni mind a termelékenység, mind a népesség névekedését, valamint a halalozasi
kockazatot. Ez utobbi arra utal, hogy az egy idGszakban sziiletett emberek koziil csak
egy egyre csokkend hanyad éli meg a kovetkezé idGszak végét. Foltessziik, hogy az egy
fogyasztora jutd atlagkereset parhuzamosan né az egy fogyasztora jutd termeléssel (a
termelékenységgel). Foltessziik azonban, hogy a keresetprofil id6ben allando.

A két tb-rendszer

A tb-rendszerek két tiszta formajaval foglalkozunk: a tékefedezeti és a feloszto—kirovo
rendszerrel, angol roviditésiik alapjan CR és PAYG rendszerrel (Simonovits, 1995d).
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Tulajdonképpen a tékefedezeti rendszert vizsgaltuk a C.2. alfejezetben, ezért errél nem
kell kiilon szolnunk. A feloszt6—kir6vo rendszer tanulméanyozasa hasonlo, de bonyolul-
tabb, mint a tékefedezeti rendszeré.

Két feloszto—kirovo rendszert kellene megkiilonboztetiink. 1. A PAYG1 rendszert,
ahol a be- és kifizetések kiviilrsl vannak megadva, és maganmegtakaritasok/kolesonok
meg vannak engedve. 2. A PAYG2 rendszert, ahol a be- és kifizetéseket optimalizal-
jak, és maganmegtakaritasok/kolcsonok nincsenek megengedve. A valésagban a kettd
kombinélodik, de ezt egyelére nem tudjuk modellezni.

Mig a fejlett orszagokban az 1950-1960-as évek kornyékén a B. fiiggelékben targyalt
Aaron-feltétel teljesiilt, az 1970-es évektdl kezdve nem teljesiil. Szamos szakérts ezzel
indokolja, hogy vissza kell térni a CR-hez. Ez az érvelés altalaban santit, mert eltekint
a gyereknevelési koltségeknek a gyerekszam-csokkenéssel jaro jelentGs csokkenésétsl és
a termelékenységnovekedés csokkenését kisérg fokozott aktivitasi ratatol! (Samuelson
(1975) elhanyagolhatonak nevezte e gyereknevelési koltségeket.) Egyeldre eltekintiink
ezektsl a koriilményektsl, s ekkor sziken vett transzferrendszerrél beszéliink. Ekkor
érvényes a B.10. tétel altalanositésa.

C.15. tétel. Tetszlleges nyitott OLC-modellben, a sziiken vett feloszt6-kirévo
transzferrendszer akkor biztosit nagyobb életkereset jelenértéket, azaz jolétet, mint a
tokevaroméanyosi rendszer, ha teljesiil az Aaron-feltétel, a ndvekedési iitem nagyobb,
mint a kamatlab:

r'>r.

Mig a nyugdijtranszfereket a fiataloktol az idGsek felé iranyulnak, a gyereknevelési és
lakdstamogatasi transzferek az idGsektdl a fiatalok felé iranyulnak. Ilyenkor kiterjesztett
transzferrendszerekrsl beszéliink. Az egyenleget a nettd transzferek atlagos kora ()
fejezi ki, azaz a fogyaszto atlagos kora, ahol a stulyozasban szerepel a korosztaly népességi
és részesedési sulya. A C.6. tételhez hasondan igazolhaté a

C.16. tétel. Tetszdleges nyitott OLC-modellben, a kiterjesztett PAYG1 feloszté—
kir6vé transzferrendszer akkor biztosit nagyobb életkereset jelenértéket, azaz jolétet,
mint a t6kevaromanyosi rendszer, ha teljesiil a kiterjesztett Aaron-feltétel: pozitiv §
esetén a ndvekedési iitem nagyobb, mint a kamatlab, negativ 0 esetén a névekedési
titem kisebb, mint a kamatlab:

(I'—=r)>0.

Felvetédik a kérdés: mi korlatozza a program méretét? Sajnos, a legtobb forrés
hallgat errdl a nehézségrsl. Aaron (1966) ugy probalt kiutat talalni, hogy modelljében
korfiiggetlen fogyasztast tételezett fol. (Az mér csak aprosig, hogy a nyugdijakat a
netto kereset helyett a brutto keresettel azonositotta. Szerencsére ez a hanyagsag nem
valtoztat a tétel érvényén.) De ekkor mar PAYG2-hoz jutunk.

Kitérs a PAYG2-re

Simonovits (1995a)-ban Aaltalanos hasznossagfiiggvény mellett tanulményoztam a
PAY G2 rendszert, most megelégsziink a legegyszertibb esettel, a Leontief-hasznossag-
fiiggvénnyel, amely egyszertien visszavezetheté a PAYG1-re. Mivel nincs magénmegta-
karitas, érvényes a transzfer—fogyasztas—kereset. Mivel nincs idébeli helyettesités, az
optimalis fogyasztas kor szerinti aranyai fliggetlenek a koltségvetési korlattol, ahol a
kamattényezd helyett helyett novekedési tényezd all.

233



C.17. tétel.  Leontief-hasznossagfiiggvény esetén a kiterjesztett PAYGI1 és
PAYG2-transzterrendszer egyszerre jobb vagy rosszabb, mint a CR-rendszer.
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D. FUGGELEK. OPTIMALIS NYUGDIJJARADEK TERVEZESE
(Tarsszerzs: Eso Péter)

A 8. fejezetben a dinamikus programozas alkalmazasait mutattuk be, most a diszk-
rét idejd optimalis szabalyozaselmélet alkalmazasait mutatjuk be. Kiemeljiik, hogy ana-
litikus megoldés helyett egy hatékony numerikus algoritmussal dolgozunk.

A modell

Ebben a fliggelékben a kovetkezs feladatot vizsgaljuk. Létezik az egyéneknek egy (staci-
ondarius) népessége, amelynek tagjai egyoldalian ismerik sajat varhato élettartamukat.
Minden egyén 0 évesen lép be a munkapiacra, és egységnyi terméket termel évente. Fel-
tessziik, hogy a dolgozok nem takarithatnak meg. A nyugdijrendszer els6 Gsszetevije a
7 < 1 jarulékkulcs, amelyet a dolgozok fizetnek (mas adoktol eltekintiink). Amikor a
dolgoz6 nyugdijba megy, mondjuk R évesen, abbahagyja a termelést, nem fizet t6bbé
jarulékot, viszont b > 0 nagysagu éves életjaradékot kap. A korméanyzat alakitja ki a
7 jarulékkulesot, és a b(R) jaradékfiiggvényt. Megkoveteljiik, hogy a rendszer pénzii-
gyi egyensiulyban legyen, (azaz a varhato jaradékok nem lehetnek nagyobbak a varhato
jarulékoknal).

Egy egyén v életpalya-hasznossagfiiggvénye a dolgozoi és nyugdijas szakasz Osszege.
Ha a t-tipust egyén R évet dolgozik, akkor U = u(1—7) hasznossaghoz jut R éven keresz-
tiil és w(b) hasznossaghoz t — R éven keresztiil, tehat az életpalya-hasznossagfiiggvény

(D.1) v=Ru+ (t — R)w(b).

Az egyén szabadids-preferenciajat u(-) és w(-) éves hasznossagfiiggvények kiillonbo-
z0sége tiikrozi. Egyszertiség kedvéért foltessziik, hogy u(x) = w(x) — e, € > 0, ahol € a
munka hataraldozata. Egyetlenegy megszoritast tesziink u-ra és v-re:

(D.2) w(0) —w'(0)7 < u(l —7) < w(l) —w'(1)(r + 1).

A korményzat egy optimalis (b(R)) nyugdijrendszert tervez, amely maximalizal
egy additiv konkav tarsadalmi joléti fiiggvényt: >, ¢ (v¢) f¢, ahol fi a t varhato élettar-
tamu egyének relativ gyakorisaga. (Vegyiik észre, hogy kiilonbozs élettartamu egyének
életpalya-hasznossagat osszeadva vagy egy korosztaly életpalya jolétét vagy a staciona-
rius népesség egyéves jolétét mérjiik. Ugyanez elmondhaté a késGbbiekben bevezetendd
egyéni és aggregalt egyenlegekre is.)

235



Ebben a fiiggelékben a korméanyzat adott 7 jarulékkulcs esetén optimalizalja a
tarsadalmi joléti fiiggvényt a b(R) jaradékfliggvény szerint. Nem foglalkozunk, csak
utalunk a tovabbi feladatra, amikor a tervez6 a parametrikus maximaélis tarsadalmi
joléti fiiggvényt optimalizdlja 7 szerint. Modelliinkben a tb-jarulékkulcs fiiggetlen az
életkortol, ezért teljesen a jaradékfiiggvényre héarul, hogy az egyéneket élettartamuk
szerint osztalyozza. Mivel a kormanyzat nem figyeli meg az egyének maganinformécioit,
a nyugdijrendszernek (bayesi) 6sztonzési kompatibilisnek kell lennie. Nincs sziikség
viszont a részvételi korlatra, hiszen a részvétel kotelezs. (Ehelyett egy keresztmetszeti
koltségvetési korlatunk van, akarcsak az optimalis jéovedelemadoztatéasban.)

Az elsS legjobb megoldas

Ebben a pontban a kovetkezs feltevés esetén elemezziik a mechanizmustervezési feladat
megoldéasat: az egyéneknek nincs maganinforméaciojuk sajat élettartamukrol. Csak azt
tessziik fol, hogy minden dolgozé varhato élettartama mindenki dltal megfigyelhets. Ez a
megoldas mérceként szolgal a kévetkezs pontban vizsgaland6 mésodik legjobb megoldas
esetén.

A teljes informaltsag miatt a tarsadalmi tervezd (a mechanizmusszerkeszts) képes
els6 legjobb nyugdijtervet késziteni, a t-tipusa dolgozoknak R, szolgalati id6t és by éves
nyugdijat rendelve. Feltehetjik, hogy R; < t. Legyen v, a t varhato élettartamu
egyén életpalya-hasznossagfiiggvénye: v, = [u — w(by)| Ry + w(b)t. A tipusok S-t6l T-ig
terjednek, mindkét érték egész szam. Mivel els lépésben 7 adott, legyen 4 = u(1 — 7).

Ekkor a korményzat az egyéni hasznossigok novekvs és konkav 1 fliggvényének
stulyozott Osszegét maximalizalja, azaz

max ZT/J ve) ft,

(bt7}%t)t

feltéve, hogy teljesiil
Ve = [?Tl, - W(bt)]Rt + w(bt)t,
T

0 S Z[(T + bt)Rt — tbt]ft
t=S

Ezt a feladatot hivjuk az elsd legjobb optimum feladatdnak. Rendeljik \-t az aggregalt
koltségvetési korlathoz szorzonak, és irjuk 6l a megfelel6 Lagrange-fliggvényt:

§j¢{ mwﬁ+w@aﬂﬁ+A§:{T+mﬂa—w&ﬁ
t=S

Az els6rendi feltételek a kovetkezdk:

=V (v)w (be)(t — Re) + A(Re — t) = 0 & ¢ (v)w' (by) = A,
o= (v)[@ — w(be)] + A7 + b)) = 0.

Az els6rendii sziikséges feltételekbdl kovetkezik a
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D.1. tétel. Az elsé legjobb megoldasban, (bi,R;)L_o, a nyugdij figgetlen a
vdrhato élettartamtol: b = b*, és kielégiti az

(D.3) u—w() +w ()T +0*)=0

egyenletet.

A (D.2) feltevés miatt a (D.3) egyenletnek van megoldasa. Vegyiik észre, hogy
u < w(b*), s a megoldas egyértelmd, hiszen a bal oldali kifejezés derivaltja negativ.

Ha ¢’ =1 (utilitarizmus), akkor sok olyan R} megoldas lehetséges, amely kielégiti
az aggregalt koltségvetési korlatot, feltéve, hogy b = b*. Egy kiilonleges els6 legjobb
megoldas az autarkia, amelyben a koltségvetési feltétel minden tipusra egyenként telje-
siil, azaz

b*
R = t, t=8, ..., T
b ’ ’
Ha 1) szigortan konkav, akkor b} = b*, és R} minden t =S5, ..., T értékre megha-
tarozhato az elsérendd feltételekbdl:
A
V() = gy =¥, w= - w@R o wE),  stels, . T)

és az aggregalt korlatbol. Nyilvanvaléan s < t akkor és csak akkor 4all, ha R} < R} is
all. Tipikusan az els§ legjobb megoldas kiilonbozik az autarktol (az optimumban van
tjraelosztas).

Figyeljik meg, hogy sem az autarkia, sem az els6 legjobb megoldas nem elégiti
ki az érdekeltségi feltételt, ha 1) szigortian konkav. Masképp, a tarsadalmi tervezd
képtelen megvalositani ezeket a nyugdijazési szabalyokat, tudakolvan az egyének varhato
élettartamat és ennek megfelelGen kiilonboz6 szolgalati idét irva el§ szémukra. Ez azért
van igy, mert R (vagy R}) szigortan né t-vel, mig b} allandé. Forméalisan: R} csak
akkor elégiti ki az érdekeltségi feltételt allando bf-nal, ha R} is allando.

Milyen megszoritasokkal jarnak altalaban az érdekeltségi feltételek a megvalosithato
mechanizmusokra? A kovetkezd pontban a mésodik legjobb (optimaélis és 6sztonzéssel
kompatibilis) nyugdijmechanizmusokkal foglalkozunk.

Optimalis nyugdijmechanizmus aszimmetrikus informéacié esetén

Ebben a pontban elejtjiik azt a feltevést, hogy a korméanyzat ismeri a varhato egyéni
élettartamokat. Ekkor a masodik legjobb megoldast keresve, bevezetjiik az érdekelt-
ségi feltételeket, és levezetjiik a tarsadalmilag optimalis, érdekeltségi feltételt kielégits
jaradékfiggvényt.

A (bt,Ry)L_ g szabaly érdekeltségi feltétele azt jelenti, hogy a t-tipus (bs,R:)-t
valasztja a lehet&ségekbsl. A szomszédos érdekeltségi feltételek a kovetkezsk: ¢t =
S, ..., T—1,

vp 2 [t — w(bir1)| Ret1 + w(biy1)t = vep1 — w(berr),
> [a—w(b)|Re + w(b)(t + 1) = vy + w(by),

azZaz
(D4) V¢ + ?,U(bt) S Ut+1 S (7 —|— w(bt+1),
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aholt =95, ..., T—1. A w(-) monotonitasabol kovetkezik by < b1 (ahonnan kovetkezik
R; < Ry41). Belathato, hogy a nem szomszédos korlatok elhagyhatok. Megmutathato,
hogy a felfelé mutato korlatok elhagyhatok, a lefelé mutato érdekeltségi korlatok egyen-
16séggel teljesiilnek!

A tarsadalmi tervezd feladata a kovetkezo:

T

max Z U (vy) fi

b, R
( ts t)t t—S

feltéve, hogy
Ve = [ﬂ - U)(bt)]Rt + w(bt)t, t= S, PPN T

T
0< Z[(T + b)) Ry — the) fr,
t=S

vt+1:vt+w(bt), t:S,,T—l

A varhato t élettartamok ismeretlenek a korméanyzat el6tt. Ezt a feladatot a tarsadalmi
tervezd mdsodik legjobb megoldds feladatdnak nevezziik, és ezt elemezziik a tovabbiak-
ban. Mivel a kvalitativ eredmények markansan kiilonboznek az utilitarista és a szigorian
konkdv esetben, két alpontra bontjuk az elemzést.

Tegyiik még fol, hogy

(D.5) Rp <5,

azaz a leghosszabb élettartamu dolgozo6 szolgédlati ideje révidebb, mint a legrévidebb
varhato élettartam. (Ez egy ésszert feltevés az Oregségi nyugdijrendszerben.)
Utilitarista megoldds

Tegyiik f6l, hogy a tarsadalmi joléti fliggvény utilitarista: 1’ = 1. Ekkor egy megleps
eredményt kapunk:

D.2. tétel. Ha a tarsadalmi joléti fiiggvény utilitarista, és (D.5) érvényes, akkor
a tarsadalmilag optimalis jaradékszabaly teljesen merev:

] 0, haR<R"

S6t a masodik legjobb szabaly megvalositja az elsé legjobb kimenetelt.

Bizonyitas. A (D.6) jaradékszabaly megfelel a bf = b* és R} = R* azonossag-
nak. Ez a szabaly kielégiti az érdekeltségi feltételeket, mert allando (a dolgozo elosztasa
fiiggetlen a tipusatol). De els6 legjobb megoldas is, mert a megoldas kielégiti az opti-
mumfeltételt, és a mechanizmus kielégiti a koltségvetési szabéalyt. Emellett (D.5) miatt
R* <t minden t-re. [

Paradox moédon a rugalmas nyugdijazasra kapott méasodik legjobb megoldas meg-
lehet&sen merev: mindenki ugyanannyi ideig dolgozik. Ez a paradox az utilitarista
tarsadalmi joléti fiiggvény kovetkezménye, ezért a tovabbiakban elvetjiik ezt az esetet.
Optimadlis szabdly szigorian konkdv 1 esetén
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Legyen v szigorian konkav. Az optimalis utilitarista szabaly tovabbra is megengedett
és kielégiti az érdekeltségi feltételeket, de mar tarsadalmilag nem optimélis. Akarmi-
lyen szigoriian konkav tarsadalmi joléti fiiggvényt mérlegeliink, az utilitarista optimum
tulsdgosan sokat csoportosit 4t a varhatéan rovid élettiektsl a hosszu élettieknek. Mas-
képpp kifejezve: az az elosztas, amelyik minden munkast ugyanannyi szolgalati idGvel
és ugyanannyi nyugdijjal kiild nyugdijba, méltanytalannak tiinik egy olyan tarsadalom-
ban, ahol a szerencsétlenebb (rosszabb génekkel sziiletett, s miatt varhatéan révidebb
életii) egyének haszna nagyobb sulyt kap.

A masodik legjobb feladat megoldasa céljabol ujrafogalmazzuk a feladatot Mirrlees
(1986, Section 6) valtozocsere-modszerével. Legyen a szolgalati id6

UJ(bt)t — Ut

R(v,be,t) = “w(b) —

és az életpalya netto jaruléka vagy egyenlege
Z(Ut,btﬂf) == (T + bt)R(Ut,bt,t) - tbt

Az atalakitott feladat .

max Z (ve) fr

(btﬂ)t)t =5

feltéve, hogy
T
ZZ(thtat) ft 2 07
t=S

vt+1—vt—w(bt):0, t:S,,T—l

Rendeljiik A-t az elsé korlathoz, és (u:)-t a korlatok masodik csoportjahoz. Ekkor az
1j Lagrange-fliggvény a kovetkezs:

T T-1
L= Z [1/1(1)15) + )\Z('Ut,bt,t)] ft + Z Mt[vt—&—l — VUt — w(bt)]
t=S t=S

Szokésos meggondolassal adodik a

D.3. tétel. A masodik legjobb feladat elsérendii sziikséges feltételeit = S, ... T
esetén,

(D?) L;Jt = )\Zl/)t (’Ut,bt,t) ft — utw’(bt) = O,
(D8) L{Ut = [¢/(Ut) + )\Z;t (Ut7bt,t>] ft — MUt + Ht—1 = O, t<T
(Dg) L;Lt = V¢41 — V¢ — w(bt) = 0,
T
(D.10) A= ZZ(Unbtat)ft >0,
t=S

ahol pg—1 =0 és upr = 0.
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A z(vy,be,t) definicioja szerint az elsérendii feltételekben megjelend parcialis deri-
valtak

/ . T + by
Z,Ut (’Ut,bt,t) = —m,
Zl/)t (Ut,bt,t) = ﬁ {(T + bt)w/(bt> — [w(bt) — ﬂ]} .

A valoszintitlen sarokmegoldasoktol eltekintve, a D.3. tételbsl adodik a

Kovetkezmény. A mdsodik legjobb optimumban a leghosszabb vdrhato élettar-
tami egyének jaradéka elsd legjobb: by = b*. Ha v szigorian konkdv, akkor by < b*
minden t < T'-re, azaz a leghosszabb varhato élettartamu eqyénektdl eltekintve mindenk:
kevesebbet kap, mint amekkora az elsd legjobb jaradék.

Megjegyzések. 1. Diszkrét ideji modellt valasztottunk, s igy nem varhaté sima
jaradékfiiggvény. A folytonos idejii modell a (D.7)—(D.10) egyenletek folytonos valto-
zatat adna, és a jaradékfiiggvény folytonos lenne. Mégis a diszkrét id6t vélasztottuk,
mert a szimulacioban mindenképpen diszkrét idére lesziink utalva.

2. Normalis koriilmények esetén p; > 0, tehat (D.9)-ben egyenlgség all: vy =
ve+w(by). Figyelembe véve, hogy by < by 1, teljesiil az érdekeltségi feltételek elhanyagolt
csoportja is: vip1 < vy + w(big1).

3. Azt sejtjiik, hogy az egyéni egyenleg a varhato élettartam csokkend fiiggvénye:
Zt 2 Zt41-

A masodik legjobb megoldas numerikus meghatarozasa

Mivel a D.3. tétel nemlinearis egyenletrendszerének megoldasa meglehetGsen nehéz
(gyakran lehetetlen), természetes numerikus szimulacioval probélkozni. A valosaghi
paraméterértékek esetén kapott numerikus eredmények fényt derithetnek az optimalis
jaradékfiiggvény kvantitativ tulajdonsagaira is, és tobbféle kérdésre (példaul az endogén
valtozok nagysaga, érzékenységiik a paramétervaltozasokra stb.) vélaszt nyerhetiink.

Ebben a pontban korvonalazunk egy alkalmas algoritmust a D.3. tétel nemline-
aris egyenletrendszerének megoldésara. A kovetkez6 pontban pedig beszamolunk az
algoritmuson alapul6 szimulacié eredményeir6l.

Rekurziv modszert alkalmazunk. Tegyiik fol, hogy az @, 7 és (f:)i_g paraméter
adott.

1. Vegyiink egy alkalmas A értéket, agy probalkozzunk, hogy az eljaras végén (10)
teljestiljon.

2. Kezdjiik a szamitast vy alkalmas értékével (példaul a statikus optimalizalasbol
adodoval), és vegyilkk up = 0-t! (D.7)-bdl by = b*.

3. Ciklus: minden t-re, ha (vii1,be+1,1e+1) adott, akkor (ve,bs,ue) a kovetkezokép-
pen szamithato ki. Szamitsuk ki p-t (D.8)-bol (¢t + 1)-re. Ekkor (b:,v:) kiszamithato
(D.7)-bsl és (D.9)-bol.

4. Most megvan a (vp,bp,ur),...,(vs,bs,us) sorozat és pg—1 (8)-bol t = S-nél.
Valasszuk vp-t Ggy, és ismételjiik a 3. 1épést addig, amig nem teljesiil ug—1 = 0.

5. Végiil valasszuk M-t és ismételjiik a 2-4. lépéseket addig, ameddig a (D.10)
koltségvetési feltétel nem teljestil.

A gyakorlatban célszertibb vp-t rendelni (D.10)-hez és M-t pg—1 = 0-hoz.
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A 7 valtoztatasaval és az optimélis palya ujraszamolasaval meghatarozhatjuk az
optimalis jarulékkulcsot is. Intuitive nyilvanvalé, hogyha 7 kicsiny, akkor b; szintén
kicsi, és R; nagy; méasrészt ha 7 nagy, akkor b; elfogadhato, de R; kicsi.

Szimulacié
Ratériink a szimuléaciok leirasara. Legyen a nyugdijas pillanatnyi hasznossagfiiggvény
CRRA-alaka, w(z) = 0 — z7 /o, 1 — o lévén a relativ kockazatkeriilési egyiitthato és e
a munkaaldozat.

Definialjuk a tarsadalmi joléti fiiggvények CRRA-tipusa csaladjat: ¢ (v) = v?/p,
p < 1, és p-t a tdrsadalmi jolét egyenlidtlenségi inderének nevezziik. Minél kisebb az
index, annal nagyobb sulyt kapnak a kisebb hasznossagok, azaz annal egyenlGsitébb a

rendszer.
A jobb érthetéség kedvéért az eredeti additiv joléti fiiggvényt

T
V= Z p~ ol fi
t=5

c stz

T 1/p
W= (vaft) — (pV)'/".

t=S

Harom futast mutatunk be.

e 1. futas. Legyen S = 49 és T = 59. Foltessziik, hogy a korméanyzat szempont-
jabol az egyének varhato élettartama 49 és 59 év kozott egyenletesen oszlik el: f; = 1.
Vegyiik a kovetkezs paraméterértékeket: 0 = 4,1; 0 = —0,5 és ¢ = 1,398. Az elss legjobb
esetben az optimalis jarulékkulcsnal a dolgozo fogyasztasa azonos a nyugdijaséval. (Ez
annak a feltevésiinknek a nem kivant mellékhatasa, hogy a dolgozé pillanatnyi hasz-
nossagfiiggvénye csupan egy additiv allandoban kiilonbozik a nyugdijasétsl.) Legyen
7 =0,2. Ekkor @ = 4,1 — 0,87%% — 1,398 = 0,466, és az els§ legjobb nyugdij b* = 0,8.
Kiszamithato, hogy 0,8 dolgozoi fogyasztas hasznossaga megegyezik 0,303 nyugdijéval.
A kiilénbség a nyugdijas megnovekedett szabadidejébdl fakad. Figyeljiik meg, hogy a
leghosszabb élettartamu egyénnek Ry = Tb* /(7 + b*) = 47,2 évet kell dolgoznia.

Amint a D.2. tételben igazoltuk, ha a tarsadalmi joléti fliggvény utilitarista, akkor
az optimalis érdekeltségi rendszer mindenkit 43,2 év szolgalat utan kiild nyugdijba —
egyforma els6 legjobb nyugdijakkal. Ezt még az egyéni élettartamra vonatkozo teljes
korményzati informacié esetén sem lehet feliillmulni, és csak abban tér el az autark
optimumtol, hogy a varhatéan hosszabb élettartami egyéneket tdmogatjik a révidebb
élettartamuak.

e 2. futas. Most ¢(v) = v”/p tarsadalmi joléti index esetét mérlegeljitk, p = —1
egyenléStlenségi indexszel, és az D.1 dbrdn dbrazoljuk az optimalis jaradékfiiggvényt, a
Lathato, hogy az els6 négy tipus optimalis szerz6dése egybeesik: 42,4 éves szolgalati id6
72,8%-0s brutto helyettesitési rataval, ez az egybeesés eléggé gyakori az optimalis me-
chanizmustervezésben. 1 évi tébbletmunka 80%-os nyugdijat ad. A maximalis egyenleg
zg = 3,6, a minimalis pedig zp = —3.7.
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( D.1. abra)

e 3. futas. Az eredeti Es6—Simonovits (2003)-as cikkben azonban mas kezdeti
rtéket valasztottunk az optimalis feltételek megoldasaban, és egy meglehetSsen eltérd
,optimumot” kaptunk. Az a megoldas némileg kisebb tarsadalmi optimumot adott, azaz
Wy = 39,42 helyett csak W3 = 39,38-ot. Javara irhat6 viszont, hogy minden tipus mas
szerzddést kap, és sokkal rugalmasabb. A szolgélati id6 hossza 41,2 évtdl 43,7-ig terjed,
a megfelels jaradékok pedig 64,3%-t0l 80-ig. Az életpalya egyenlegek is sziikebb kérben
mozognak: zg = 3,2 és zp = —3,5 kozott.

( D.2. abra)

Részletes magyarazat nélkiil kozoljiik a naiv megoldast, amelyet szdmos orszéag-
ban (Svédorszag, Lengyelorszag) alkalmaznak, és mas oszagokban is ajanljak. Legyen
m = Zfz g tft az varhato élettartam eloszlasdnak varhato értéke. Ha feltessziik, hogy
az egyének sem tudnak sokat sajat varhato élettartamukrol, akkor célszerd az R éves
szolgéalati id6 utan azt az éves nyugdijat fizetni, amely éppen az életpalya-befizetés és a
hatralévs varhato élettartam hanyadosa:

bF (R) = mTfR, R <m.

Ekkor a t-tipust egyén olyan RI" szolgalati id6 utan megy nyugdijba, amely maximali-
zalja az életpalya hasznossagat:

vI(R) = aR + w(b" (R))(t — R).
Belathato, hogy ez a rendszer negativ varhaté egyenlegii, ezért a befizetésnél szereplé
7-nal kisebb 7 kulcsot kell jovairni a kifizetésben. Szimulacionkban 7 = 0,187.

A szimuléaciobol lathato, hogy ez a megoldéas sokkal nagyobb szorasu, de értelem-
szertien kisebb jolétl, mint az el6zGek: W = 38.96.

(D.3. abra)

242



E. FUGGELEK. ATMENET ES FOGLALKOZTATAS
(Tarsszerzs: Balla Katalin és Ko6116 Janos)

E.1. Bevezetés.

Ez a fiiggelék a folytonos idejii kozgazdasagi modellek (6. fejezet) kiegészitése. Elso-
sorban Aghion—Blanchard (1994) (réviden: A-B) modelljét korvonalazzuk, amely azt
kérdezte: mi a kapcsolat a szocialista gazdasag privatizdlasa és a magangazdasig Kki-
épitése kozott homogén munkaers esetén? Emellett kitériink a Balla et al. (2006)
cikkre, abrazolva a heterogén munkaers-piacon felléps bonyodalmakat: a kisebb terme-
lékenységti dolgozok foglalkoztatiasa messze elmarad a nagyobb termelékenységtiekétsl
az atmenet soran. E fiiggelék irasa folyaman felhasznaltam a k6z6s munka eredményeit,
ezért koszonet illeti néha Balla Katalint és Kollg Janost, valamint Kertesi Gabort.

E.2. Homogén munkaerd esete

Ebben a pontban az A-B-modellt kérvonalazzuk, amely az dtmenet foglalkoztatasi di-
namikijat a homogén munkaerg-piac feltevése mellett modellezte.

A modell

A szocialista gazdasagot évtizedekig a teljes foglalkoztatas jellemezte. Az atalakulés
megindulésakor azonban egyszeri munkahely-megsziintetés miatt az dllami munkahelyek
dllomdnya 1-r6l hirtelen ¢® < 1-re csokkent. Legyen s pozitiv valés szam az allami
munkahelyek bontési iiteme. Ekkor

(E.1) é = —s, e! adott.

Az allamtalanitds a T = E°/s id6pontban fejezédik be. Ett6] kezdve e = 0. Tegyiik
fol, hogy = az allami szektorban dolgozok termelékenysége, o az allami szektorban a
dolgozok altal elsajatitott tobblet, és v = (1 + a)x — 2z az allami szektorban fizetett
nettobér.
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A magéngazdasagban foglalkoztatott munkaerd termelékenysége egy egyszertisitGé
feltevés szerint id6ben szintén allando, és nagyobb, mint az allami szektoré: y > z. A
maganszektorban dolgozok w netto keresete endogén modon valtozik (lasd a késébbi
(E.4) egyenletet). Az egyszertiség kedvéért egyeldre tegyiik fol, hogy az &llam minden
dolgoz6 utén z fejaddt vet ki, amelynek valtozo nagysagat a késébbi (E.5) makrokolt-
ségvetési egyenlet hatarozza meg. A maganszektor csak akkor alkalmaz 1j dolgozokat,
ha az egy dolgozoéra esé netto profitja pozitiv: m =y —w — z > 0.

Ratériink a (magén)munkahely-teremtés leirasara. Legyen a magéanszektorban fog-
lalkoztatott munka létszama n. Ekkor feltessziik, hogy n novelési sebesége aranyos egy
dolgozoéra jutd nettd profitjaval:

(E.2) n=aly—w-—2z).

Feltessziik, hogy a maganfoglalkoztatas az atmenet soran nem tud lépést tartani
az allami munkahelyek csokkenésével: dtmenetileg kialakul a munkanélkiiliség:

(E.3) u=1—e—n=A7Ae—n,
ahol Ae = 1 — e a megsziintetett dllami munkahelyallomany. A munkanélkiiliek b > 0
nagysagi munkanélkili segélyt kapnak.

Az A-B-modell béregyenlete a kovetkezs. Legyen r a kamatlab, ¢ a munkanak a
munkanélkiiliséghez viszonyitott tobbletértéke, ekkor

(E.4) w:b+c<r+2).
u
Felirjuk az adok és a segélyek egyenlegét:
(E.5) ub = (1 —u)z.

Vegyiik észre, hogy szimultan egyenletrendszerrel van dolgunk: a kereset fiigg a
foglalkoztatéastol, a foglalkoztatas viszont a profiton keresztiil fiigg a keresettél. Behe-
lyettesitve (E.4)-et (E.2)-be, és felhasznalva (E.5)-6t, konnyen levezethetd, hogy

(E.6) h=a—0 (y—cr— bn ) n = 0.

u + ca 1—u

Behelyettesitve (E.3)-at (E.6)-ba és bevezetve az y = y — cr jelolést a redukdlt termelé-
kenységre, adodik a teljes egyenletrendszer redukalt alakja, egy skalar differencidlegyen-
let:

Ae —
(E.7) i — (g— b > n% = 0.

:aAe—n+ca e+n

Mikédoképesnek nevezziik a rendszert, ha 6sszes valtozdja nemnegativ, nevezetesen
7w >0, (azaz n > 0) és 0 < n < Ae.

244



Elmeéleti elemzés

Feltessziik, hogy a munka redukalt termelékenysége és a kezdeti foglalkoztatasi hanyad
szorzata nagyobb, mint a munkanélkiiliségi segély: (1 — u") > b, vagy mas alakban
n® > b/y.

Az atmeneti szakasz elemzését késSbbre halasztva, az érett szakaszt vizsgaljuk.
(E.1) helyére e = 0 1ép, ezért (E.7) egyszertisodik, id6fiiggetlenné (autonémma) valik:

1—n b

(E.8) h=a—— (37 — —) , n(T)=n"

_al—n—f—ca n

Nyilvanvalo, hogy a teljes foglalkoztatottsidg allandosult allapot: n® = 1, hiszen
(E.8) jobb oldala az els6 tényez6 miatt ekkor 0. A teljes foglalkoztatottsagi helyzeten
kiviil még egy allandosult allapot is létezik (n* = b/y), azonban ebben az allapotban
munka foglalkoztatasa veszteséges.

Ratériink a kovetkezd kérdésre: aszimptotikusan stabil-e az érett rendszerben a
teljes foglalkoztottsag allapota? A valasz igen, ha az atmenetvégi foglalkoztatis megfe-
lel6en nagy.

E.1. tétel. Az érett rendszerben a teljes foglalkoztatottsagi allapot (lokélisan)
aszimptotikusan stabil és miikoddéképes, ha az az atmenetvégi foglalkoztatasra is teljestil
n(T) > b/y.

Bizonyitas. Mivel egy miikodSképes rendszerben a profitnak mindig nemnegativ-
nak kell lennie, a maganfoglalkoztatdsnak mindig nénie kell. ]

Az dtmenet mikoddképességéhez még szigorubb feltételekre van sziikségiink, eze-
ket azonban analitikusan nem tudjuk megadni. A-B o6tletét kovetve, a foglalkoztatasi
hanyadok helyett a munkanélkiiliségi hanyadokkal dolgozunk. Ekkor a transzfermentes
gazdasagban az atmeneti szakasz folyamatait is egy id6ben invaridns (autoném) diffe-
rencidlegyenlet irja le:

u=s— F(u),
ahol F'(u) = f(1 — e —wu) az (E.7) jobb oldali fiiggvénye.
A munkanélkiili egyensulyt a kovetkezd egyenlet hatarozza meg:

F(u®) = s.

Belathato, hogy megfelelGen lassii bontas esetén két munkanélkiiliségi egyensiily
létezik: ug és ug, 0 < uy < ug, és a 0 < up < ug allapotokbol induld pélyak az egész
atmenet idején konvergalnak u{-hoz. Gyors bontas esetén viszont nincs munkanélkiili-
ségi egyenstily, és ebben az esetben az egész gazdasigot maga alé temetheti az a&rmenet
elsietése.

Szimuléaciéval azonban belathatd, hogy a munkanélkiili egyenstlyok szavatolasahoz
a numerikus modellben gyakran irrealisan lassi atmenetet kellene feltételezni, ezért
a tovabbiakban lemondunk e megkdzelitésr6l. Az atmeneti stabilitds helyett csak az
aAtmeneti és az érett szakasz miikodSképességét mérlegeljiik.

E.1. sejtés. Minden 0 < s < sj; bontdsi sebességhez tartozik egy 0 < €°(s) < 1
miniméalis indulé (dllami) foglalkoztatdsi hdnyad, amely mellett még miikéddképes a
rendszer. Nagyobb bontasi sebességhez nagyobb minimalis indulé foglalkoztatasi ha-
nyad tartozik.
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E.3. Heterogén munkaerd esete

Eddig homogén munkaerst feltételeztiink. Balla et al. (2006) azonban erételjesen ér-
vel amellett, hogy érdemes ettél a feltevéstsl megszabadulni, hiszen a posztszocialista
valosagban a kisebb termelékenységii dolgozok foglalkoztatédsa messze elmarad a na-
gyobb termelékenységtiekétsl. Azt szeretnénk igazolni, hogy a kisebb termelékenységii
dolgozok foglalkoztatasi tamogatasa jelentGsen javit foglalkoztatasukon, anélkiil hogy
észrevehetGen rontana a képzettek foglalkoztatottsagan.

A modell

Az egyszeriiség kedvéért a maganszektorban kétféle munkaerst kiilonboztetiink meg:
a jol képzettet (jele: H) és a rosszul képzettet (jele: L). Feltessziik, hogy a két szeg-
mens viszonylag elkiilon egymastol, egyediili kapcsolatot a gazdasag kozos adérendszere
jelent. Az egy képzetlem dolgozora jutd tdmogatas nagysaga k. Feltessziik, hogy az
allami szektorban ez a kiilonbségtevés nem létezett, de megkiilonboztetjiik az E7, Ef;
dolgozoi létszamot, amely egyiitt kiadja a teljes munkaképes lakossagot: B + E7; = 1.
Ekkor némi, talalékonysaggal a korabbi egyenleteket megkettézhetjiik. Csupan kisbe-
tlis ardnyaink mellett nagybetiis létszamadatokat is be kell vezetniink: i = L,H esetén
Tn; :NZ/E;k, U; :UZ/E:, EH—f-EL :E, UH+UL =U.

A késGbbiekre valo tekintettel bevezetiink egy tamogatast is, amelyet az L-
szegmensben dolgozok kapnak, lasd (E.2-L).

Kovetkeznek a BKS-modell egyenletei.

Munkahelyrombolas

(E.1 - H) ey = —s, ey = e’ adott

és

(E.1-1L) ér, = —s, e) = ¢ adott.
Munkahelyteremtés

(E.2—H) ng = alygy — wyg — 2), ahol ng = ]l\?[g

és

(E.2—-1L) ng =aly, —wp — z + k), ahol ng = Z%
Munkanélkiiliség

(E.3—H) ug =1—e—ng =Ae—ng, Uy =ugEy
és

(E.3—-1L) ur, =1—e—np =Ae—ng, U, =urFE7,
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ahol Ae = 1—e a kétfajta megsziintetett dllami munkahelyallomany-aranynak az eredeti
allomanyaranyhoz viszonyitott kozos értékét jeloli.

Béregyenletek

(E4—-H) wH:b+c(r+n—H)
ug

és

(E4—-1L) wL:b+c(r+n—L).
ur,

Ado és tamogatéas
Felirjuk az adok, a segélyek és tamogatéasok egyenlegét: Ub+ Npk = (1 — U)z, azaz

(E.5%) (Efjug + Ejup)b+ Einpk = (1 — Efyuy — Efup)z.
Rendezéssel adodik a differencidlegyenlet-rendszer

Ufg

, b+ kEing .
E.6— H —a—2H (g —or— —0
( ) = ea (yH “ 1—E;;IuH—E;guL)’ "H
és
_ ur, b—k(e+ Efnmg) 0
E6— L - e _0
( ) "= L ¥ ca (yL I -FEyum-Eiur ) h

Tovabbi rendezéssel a munkanélkiiliségi valtozok kikiiszobolhetsk (E.6)-bol:

. Ae —ng B b+kEing 0
E7T-H = — =0
( ) nH aAe—nH—l—ca (yH e+ Eyng + Eing ’ "H

és

. Ae—ny (_ b—k(e+ Eyng) 0
B7-L g e (o o
( ) nr aAe—nL+ca (yL e+ Efyng+Eing )’ "L

A (H-L) parbol allo (E.8) egyenletrendszert nem irjuk fel.
Elméleti elemzés

A tovabbiakban harom természetes feltevéssel éliink.

F1. A nagy és kis termelékenységii dolgozok ardnya viszonylag kiegyensulyozott,
mondjuk 1/2 < E}; /E} < 2.

F2. A tamogatas kisebb, mint a két munkatermelékenység kiilonbsége, azaz 0 <
k<ywm—yr.

F3. A képzetlen munka redukalt termelékenysége és a kezdeti foglalkoztatasi hanyad
szorzata nagyobb, mint a munkanélkiiliségi segély: 77 (1 — u®) > b.

Egyszertisége miatt érdemes az dtmeneti folyamat kezdetével folytatni az elemzést.
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A kétfajta munka magéanfoglalkoztatasi névekedése indulaskor

. au® B b . . au? B b
i) = s (- o) s 0= g (e )

Az indul6 keresetek

wir(0) = b+ ¢ (r+ “H(O)> 6 wi(0)=b+c (r+ MO)) |

uY uY

Valoban, az (E.5*)-bdl adodik

uO

= 1_uob.

2(0)

(E.6)-bol adodik n,;(0), és (E.4)-bsl adodik w;(0).

Lathatjuk, hogy az F3 feltevés egyenértékii az ny(0) > 0 egyenlStlenséggel, és az
F2 feltevés mellett ng(0) > 1 (0), azaz wy(0) > wr(0).

Kozgazdasagilag megengedhetetlen lenne, hogy a H-dolgozo6 keresete kisebb legyen,
mint az L-é. De nem olyan nagy a kiilonbség, hogy a kumulalt H-profit kisebb lenne az
L-énél, azaz a H-foglalkoztatasa kisebb lenne, mint az L-é.

E.2. tétel. Az F2 feltevés mellett (a kezdést leszamitva) a képzettek foglalkoz-
tatasi hanyada és keresete nagyobb, mint a képzetleneké: ny > ny, és wy > wry,.

A szigoru bizonyités elott heurisztikusan érvelink: Mivel az i-fajta keresetek fiigg-
nek a megfelels foglalkoztatastol és viszont, (E.2-H) és (E.2-L), illetve (E.4-H) és (E.4-
L) 6sszehasonlitasa nem elegends. Az ny > nj, egyenl6tlenség bizonyitasanak a lényege
azonban viszonylag egyszertien megadhato: (E.7)-ben a mésodik tényezd a meghaté-
rozd, marpedig yy > ¥y + k miatt a masodik tényezSkre all az egyenlGtlenség. A
béregyenletekbdl és ny > np-bdl mar viszonylag egyszerden kovetkezik wy > wy.

Bizonyitdas. a) El6szor a foglalkoztatéasi egyenlStlenséget igazoljuk. Az (E.7)
rendszert altalanosabb alakban irjuk fol:

és
(E9— L) i = g(tmp)hr(tngng),  nY =0.

Igazolhato, hogy a 0-rél indulé H-foglalkoztatas kezdetben gyorsabban né, mint az
L-foglalkoztatés.

Most tehat tetszéleges t > 0O-re igazoljuk az egyenlGtlenséget, mégpedig indirekt
modon. Tegyiik fol, hogy t© > 0 id6pontban sériil elészor a kezdeti egyenlStlenség:
ny(t) felilrsl metszi ny (t)-t. Behelyettesitve (E.9)-be ngy(t°) = np(t°) = n°-t, az elsé
tényez6k megint azonosak, a masodik tényezskre pedig hp (t°,n°n°) > hr(t°,n°n°),
tehat (E.9) szerint ny (t°) > np(t°), s ez ellentmond a metszési feltételnek.
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b) Most mar bizonyithatjuk a H- és az L-kereset kozti egyenl6tlenséget. Indirekt
bizonyitunk: tegyiik f6l, hogy van olyan t° idépont, amelyben wpg (t°) < wp (t°). Mi-
vel wy(0) > wp(0) és a kereset—id6-fliggvények folytonosak, van olyan ¢ < t° id6pont,
amelyben wpy (t) = wr(t). Tekintsiik az (E.2-H) és az (E.2-L) differencialegyenlet kii-
16nbségét ebben az idépontban: ny (t) — np(t) = alyg — yr — k). Az F2 feltevés miatt
ng(t) > nr(t). A foglalkoztatasi egyenl6tlenség miatt upy () < ur(t). Az (E.4-H)-t és
az (E.4-L)-t 6sszehasonlitva: wgy (t) > wp (), ellentmondas. ]

Az A-B-modellhez hasonléan igazolhato, hogy a teljes foglalkoztatas lokalisan sta-
bil és miikodsképes allapot. Nehezebb alkalmazni a(z atmeneti) munkanélkiiliség egyen-
silyt. Egyelére nem tudunk szigoru bizonyitast adni arra a sejtéstinkre, hogy megfe-
lelGen kicsiny tamogatas esetén a foglalkoztatas javithaté. Csupan a kezddéallapotra
adott, mar bemutatott explicit eredmények adnak szilard tAmpontot.

Numerikus eredmények

Elemzési képességiink hatardhoz érve, szimulacidhoz folyamodunk. Az elemzési stra-
tégiankat kovetve, szimulacionkat is két részre osztjuk: elGszor a modell altaldnos tu-
lajdonsagaival foglalkozunk, majd a tdmogatas és a munkanélkiili segély foglalkoztatasi
hatasat tanulmanyozzuk.

A maganszektor kettébontasatol eltekintve, kovetjik az A-B paraméterértékeket.
Ezen a ponton be kell még vezetniink az allami szektor paramétereit: x = 1 az allami
szektorban dolgozok termelékenysége, a = 0,3 az allami szektorban a dolgozok altal
elsajatitott tobblet, és v = (1 + a)x — z az allami szektorban fizetett nettobér. b = 0,5;
a=01;¢c=2r =01 Legyen Ej = 0,5 Ef = 0,5, u® = 0,04. A magéanszektor
termelékenységét (y = 1,8) szimmetrikusan bontjuk meg: yy = 2,2 ésyy, = 1,4; s = 0,08
a bontas sebessége. Ekkor az atalakitas hossza T = 12 év. A transzfert két részre
osztjuk: k = k1 + ko, ahol k; a fejadot aranyositja. Egyel6re kizarjuk a tdmogatast:
k?g =0 és ]{71 = 0,08

Ekkor az E.3. tételnek megfelelGen a H-foglalkoztatasa joval gyorsabban nd, mint
az L-¢ (E.1 &bra).

E.1 abra

Hogyan hat a tdmogatas bevezetése? k = 0,3 mellett ujrafuttatva a modellt, iga-
zolodik, hogy a tamogatéis hatasara alig csokken a H-foglalkoztatas, viszont meredeken
emelkedik [-é az atmenet lezarasakor. Tanulsagos a munkanélkiili segély szerepének a
numerikus elemzése is, Példaul b = 0,3-ra csokkentett segély esetén a tamogatéis hatésa
méar nem olyan jelentgs (E.2. abra).

E.2 abra

Kideriil, hogy latszatra elfogadhato segély esetén olyan tulterhelt lesz a rendszer,
hogy a tamogatas bevezetése még a H-foglalkoztatast is noveli.
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FELADATMEGOLDASOK

A szamitogép-programozassal megoldhato feladatok megoldasat nem kozoljiik, mert
gép- és programfiiggsk.

1. fejezet

1.1. feladat. a) 1+ = g(z14-1,224-1) = —T24—1 ¢S Toy4 = x1,4—1. b) Lasd 2.3.
alfejezet.

1.2. feladat. Azért, mert y_; # 0.

1.3. feladat. a) Nem, mert a kilengések nem enyésznek el. b) Igen, mert a
kilengések az id6k végezetéig korlatosak maradnak.

1.4. feladat. a) P=4ésb) yr = —y1—1, yo = —1: P =2.

1.5. feladat. (1.13) értelmében

_ 1 « o 14+«
(I — M) 1:5(5 1), x _5<1+ﬁ>,

ahol 6 = 1/(1 — af).

1.6. feladat. Az M matrix sajatérték-egyenlete \s = Ms, azaz koordinatasan
AjS1,; = asaj s N\jsa j = (s ;. Osszeszorozva: >‘32'31,j32,j = af3s1,j52,5. Semelyik sa-
jatvektor semelyik koordinataja sem lehet nulla, mert akkor a mésik koordinata is nulla
lenne: >‘32' = afl. Ezért feltehetjiik, hogy s; ; = 1, tehat \jso ; = 3, azaz sq j = £/ /.
(1.20)-bdl oy = &151 + &252, ahonnan adott z¢g = (x1,0,22,0) indul6 allapotvektorbol &;
megallapithato. (1.21) adja a keresett megoldast.

1.7. feladat. El6szor megoldjuk az 1 ; = mi12;1 +—1 +w; skalar egyenletet. A ka-
pott megoldast behelyettesitjik az 2o+ = Mmooz -1 +mo121 1 + w2 skalar egyenletbe,
stb. Az egyetlen bonyodalom abbol szérmazik, hogy a jobb oldalon idében (exponenci-
alisan) valtozo tagok szerepelnek, ez azonban kezelhetd, lasd az (1.36).

1.8. feladat. Az M matrix j-edik oszlopa a j-edik egységvektor képét mu-
tatja, tehat nagyitas és forgatas kombinalodik. A karakterisztikus egyenlet p(\) =
A2 — 2p(cos )\ + p?, ahonnan a sajatértékek adodnak.

1.9. feladat. Az 1.6. feladat szerint M; két sajatértéke 1 és —1. Az 1.7. feladat
szerint M> mindkét sajatértéke 1, azonban csak egy fiiggetlen sajatvektor létezik: s =
(0,1).

1.10. feladat. x; = Axy;_1 + w, ahol x4, A és w skalar. 1.1. tétel: Ha A # 1 skalar,
akkor ° = w/(1 — A). 1.2. tétel: iires. 1.3. tétel: tres. 1.4. tétel: —1 < A < 1. L.5.
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tétel: 0 < A <1, w >0, 2° > 0. 1.6. tétel: & = 1/|A|. 1.7. tétel: z; = x4 értelmetlen.
Az 1.8. tétel az 1.4. tételre egyszertisodik.
1.11. feladat. a) A\; = Ay > 0. b) Legfeljebb egy elGjelvaltas, legfeljebb két

elGjelvaltas.
1 (0 1/p
B = (1/a 0 /)’

1.12. feladat. a)
b) b1 = 0. ¢) 1.15. példa. d) Az 1.6. feladathoz hasonloan kiszamithato az
I — B(k) méatrix karakterisztikus egyenlete: P(\) = (A — 1)? — afkiky = 0, ahonnan

)\1 =1 + \/0461{71]{72, )\1 Z 1.
2. fejezet

2.1. feladat. v = 0,75 mellett rendre 5 = 0,25; 0,9; 1,5, 4.

2.2. feladat. Behelyettesitve (2.15)-6t (2.16)-ba, majd (2.18)-at az Gj egyenletbe:
ar = —f —b" + 5;(t* — tqai—1) = @ — atas—q, ahol @ = —f — b* + Gi* és oy = Bitg.
Normal allapot: a® = o/(1 + o) = a/(1 + Bita), o > 0 esetén csokkend fiiggvénye a ¢,
reakcioegyiitthatonak. Csillapitéasi egytitthato: & = 1/(0;¢,) csokkend fiiggvénye a ¢,
reakcidegyiitthatonak.

2.3. feladat. a) a; = —0—b"+5;(t* —trai—2) = a—aja,_o, ahol a = —F—b*+F;1*
és af = Btk b) (2.20)-ba helyettesitsiik be (2.19)-et (t — 1)-nél: a; = a + aeer—1 =
QO+ Qo+ €elig — Eqli—2) = O+ QeE + (eEeli_g — QeEqai_o. Osszehasonlitva az a)
rész alapegyenletével, adodik az ekvivalencia feltétele: e, = 0, azaz (2.31) szerint w = 0,
azaz (2.34) szerint ¢ = w/2, azaz P = 4.

2.4. feladat. Behelyettesitjiik (2.13)-at (2.14)-be, majd a kapott egyenletbe
(2.17%)-ot: e; + k* = Y(er—1 + k*) + 05(0* — 0eer—1). Rendezve: e, = (¢ — 1)k* +
050* + (¢ — 0¢)er—1. Figyelemre mélto, hogy most nem sziikségszertd az oszcillacio!

2.5. feladat. Helyettesitsiik be (2.43)—(2.44)-ba a stacionarius értékeket. y° =
Y°1 4 ¢ és Y° = A(y°) egyenletparbol adodik a hagyomanyos y° = Ay° + ¢ egyenlet,
ahonnan y° = (I — A)" ¢, Y° = A(y°). Ratérve stacionarius feltételrendszer maradé-
kara: (2.45)—(2.46) szerint y°+(d)z° = y*, Y°+ D x Z° = Y*-nak van pozitiv megoldasa
(2°,Z°)-ben, feltéve, hogy y° < y* és Y° < Y™ teljesiil.

2.7. feladat. Az
()2 = B2 + a? — 2aBRe)

142 —2cRe)
kifejezés minden —1 < Re\ < 1-re definidlva van. A hiperbolikus |7 (\)|? fiiggvény a
maximumat az egyik végpontban veszi f6l. Mivel n(1) = (6 — a)/(1 —¢) és (—1) =
(6+ a)/(1+¢), feltételeink mellett 0 < w(1) < 7(—1).

2.8. feladat. (V6. Lovell, 1962 és Martos, 1990.) Folhasznaljuk, hogy egyon-
tetd norma és reakcié esetén b = (1 + ve)1 = (1, azaz a (2.66)-beli méatrix racionalis
fliggvénye N-nek, tehat A ugyanolyan fiiggvénye v-nek.

A=1—-(1-v)e—(1-v)B3(1 —vp) tve.

2.9. feladat. Legyen most §; = b; +k;, a; =b; ése; =1—k;, mi=pi, i =1,....n.
A 2.7. feladat alapjan ismét belathato, hogy m;(—1) < 0 miatt p[N{(—p(—1))] < 1
elégséges, de altalaban nem sziikséges feltétel. Ha azonban N 2-ciklikus, akkor —p(IV)
is dominéns sajatérték, azaz p[N(—p(—1))] < 1 sziikséges is.
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3. fejezet

3.1. feladat. a) f(z) >z, bar 0 < f'(z) =1 — (1 +¢%)"2e® < 1.

b) A (—o0,00) intervallum nem kompakt.

3.2. feladat. a) A leképezés valoban nem kontrakcio, hiszen § = 1 és xg = 0,01
esetén x1 = 50,005, mig yp = 1 esetén y; = 1.

b) A szamtani és mértani kozép osszehasonlitasabol adodik, hogy x; > /B (¢t > 1).
Ekkor viszont 0 < f'(z) = 1/2 — 3/(22%) < 1, tehat kontrakci6. Vegyiik észre, hogy
f'(v/B) = 0, azaz a konvergencia nagyon gyors.

3.3. feladat.* Készitsiik el a pokhalociklusbol ismert diagramot! Néhany probal-
kozas utan rajohetiink a kovetkezs esetszétvalasztasra.

a) 3.1. abra: ha 1 < a < 2, akkor az f(z°) = z° fixpont a (0;1) intervallumban
fekszik. Szimmetria miatt 2* = 1—a°-ra f(z*) = 2°. Haz* < 29 < 1, akkor z; < 2°; ha
1/2 < zg < x*, akkor z° < 27 < 1/2. Belattuk, hogy a rendszer legfeljebb egy idGszakig
lehet 1/2-t6l jobbra. Ha z° < xy < 1/2, akkor 2° < x441 < x4; ha 0 < 2y < 2°, akkor
Ty < Tyr1 < 1/2. Monotonitas miatt a hatarérték létezik, természetesen fixpont, azaz
egyenls x°-val.

b) 3.2. abra: ha 2 < a < 3, akkor van egy olyan 0 < z] < 1/2 szdm, amelyre
f(x7) = 1/2. Szimmetria miatt x5 = (1 — z7)-rais f(z3) = 1/2. Ha 23 < x¢ < 1, akkor
x1 < 2. Ha1/2 < 29 < a3, akkor ] < z; < 1/2. Ha x; < zf, akkor z; < 441 < 7.
Ha 27 < z; < 1/2, akkor x; < 441 < z3. Tehét el6bb-utobb a rendszer az (z7,x3)
szakaszon beliilre keriil és ott is marad. Ott méar alkalmazhat6 a kontrakcios tétel, mert

1++/1—a/2

Ty o = — s 0< fl(z})=a(l —227)=+/1-2/a<1.

3.4. feladat.* Ha a két matrix koziil legalabb az egyik, példaul A invertalhato,
akkor elemi a segédtétel bizonyitasa: ABx = Az, y = A~z = BAy = \y. Ebbdl
hataratmenettel tetszéleges A matrixra is kovetkezik a tétel. Most mér ismert, hogy
p(AB---C) = p(B---CA), tehat Df¥ (x3) = Df(x1)Df(xp)--- Df(x2) matrix is sta-
bil.

3.5. feladat. a) 2° = 2 —22° = 2° = 2/3. b) x9 = 221 és &1 = 2 — 229 =
2 -4z = 21 = 2/5 = xo = 4/5. ¢) Két pont van az egyik adgon, egy pont a mésik
agon. Feltehets, hogy az elsé kettd kisebb 1/2; illetve nagyobb 1/2. Szamolassal. d)
Instabil, mert |f/(-)| > 2, 4, illetve 8 > 1.

3.6. feladat. A sin2p = 2sin @ cos p Osszefliggés alapjan ¢, = 2,1, stb.

3.7-3.9. feladat.

4. fejezet
4.4. feladat. Behelyettesitve a megfelels egyenletekbe:
kO = k® + ogst —i', e© = k° — k¥, b° = =B + B, a® = b° — b*.
P =0 —0.e° — ,a° > sY, iP7 =1 4 1.e® < il
Rendezve: k° = (1 — ) 1(ogs™ — '), stb.
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4.5. feladat. Tegyiik fol, hogy a szabalyozasi valtozok a leirt modon mindig a
korlaton valésulnak meg. Ekkor (4.33), (4.35), (4.37) és (4.39) helyett is (4.32), (4.34),
(4.36) és (4.38) megfelelsi érvényesek:

(a) e1 = peq + eul, €2 = Per +eql, €3 = Yea + €, 4 = Pe3 + gy,
(b) a1 = Bii' — Bo, az = Bii™ — Bo, az = Bii" — Bo, as = Bii’ — Po.
Ugyanigy a (4.40)—(4.41) feltételek megfelelGinél:

(c) Oees + a0, Oce1 +0,a1 <0 —5" 0— s <oeeq+ auaz,

(d) e < eq,es és 3,64 < €.

(b)-bél a kiilss fesziiltségek azonnal adodnak. (a)-ra alkalmazva az 1.8. példa
megoldasat, adodnak a belsd fesziiltségek. A (c) és a (d) egyenlStlenségek numerikusan
igazolhatok.

4.9. feladat. (4.59)-nél nem hasznéltuk ki, hogy A; idében allando, csak azt, hogy
teljesiil a (4.58") egyenlGtlenség,.

5. fejezet
5.1. feladat. f(t,x) = Az miatt a k-adik differenciacgyenlet a h = t/k jeloléssel

:L'k(tz‘,k) = xk(ti—l,k) + )\xk(ti_l,]{)h = (1 + Ah)wk(ti—l,k)-

A mértani sorozat képlete szerint xy(t) = z1(0)(1 + At/k)*, s ez k — oo esetén valoban
tart eM-hez.
5.2. feladat. f[r,z(7)] = Az(7) miatt a k-adik integralegyenlet

Tp+1(t) = x(0) + )\/0 xp (1) dr.

Az x¢(t) = 1 0-dik kozelitésre igaz a képlet. Teljes indukcio: behelyettesitjiik a k-
adik kozelitést és tagonként integralunk, a j-edik tag integralja AN t/T1/[(j + 1)5!] a
(7 + 1)-edik tag lesz, j = 0,1,...,k, s marad a 0-dik tag: 1.

5.3. feladat. f(z) = 2%/ fiiggvényre az [f(x) — £(0)]/(z — 0) = 2~ /3 differencia-
hanyados = = 0 koriil nem korlatos!

5.4. feladat. a) dv/dt = A\ = x7'dz = A\dt = logx = M + ¢ = 2(t) = Mt =
2(0) = e = z(t) = woe.

b) dr/dt = 2?/% = 2723dx = dt = 323 =t = x(t) = (t/3)°.

c)dr/dt =2> =2 2de =dt = -z ' =t+c=z(t)= —-1/(t+¢) = z(0) = —1/c
stb.

5.5. feladat. (5.17%)—(5.18*) és 5.7. tétel értelmében A =i és s = (1,—1)/2. Ezért
Res = (1,0)/2 és Ims = —(0,1)/2.

5.6. feladat. Az 5.8. tételt fogjuk alkalmazni. A gyOkok és egyiitthatok Ossze-
fiiggése alapjan A1 + Ao = —a és \MqAy = . a) Ha a rendszer stabil, akkor mindkét
gyok valos része negativ, azaz a > 0 és > 0 (akar valos, akar komplex a két gyok). b)
Tegyiik {61, hogy a > 0 és > 0. Ha a két gyok valos, akkor nem lehet sem egy (mert
G > 0), sem ketts pozitiv gyok (mert o > 0). Ha a két gyok komplex konjugalt, akkor
valos résziik egyenls —a/2-vel, tehat negativ, azaz a rendszer stabil.

5.6. feladat. o = 0 esetén A\? + 1 = 0, azaz \1 o = =+i, azaz y(t) = Acost.
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6. fejezet

6.1. feladat. }/t = Ct—|—It, )/t = }/75_1 —f—AIt_l, Ct = (1 —S)Y; = Y; = (1—|—AS)}/75_1

6.2. feladat.

6.3. feladat. (i) Varian (1992, 8. fejezet). (ii) Indirekt: legyen p* # 7p° (m > 0)
egy masik egyensilyi arvektor. Mivel z(p*) < 0 és p° > 0, (p°)Tz(p*) > 0 lehetetlen.

6.4. feladat. Egy fiiggetlen valtozo van, s a p; = f(p1) megoldasa monoton tart
az egyensulyhoz.

6.5. feladat. A (6.34)-ben bevezetett ellipszoidot toljuk el az egyensilyi arvek-
torba és vizsgaljuk az igy adodo

V0]
; d;
=1
Ljapunov-fiiggvényt.
7. fejezet
7.1. feladat. a) Behelyettesitéssel:

T
Zzp(xtH — r¢) — max

t=0

Derivalva x; szerint: —(zp41 — ) + (2 —xe—1), t =1, ..., T —1, tehat u; =allando,
tehat uy = (xpy1 — o) /T
b) Sorozatos behelyettesitéssel zp11 = x0+23;0 u; a feltétel, a Lagrange-fiiggvény:

L= Z Ut + )\ut

Parcialis derivaltakat nullava téve: ¢’ (u;) = —A stb.
7.2. feladat. vy (7)) = min{x?+u?+23| u1} = min{u?+(x1+u1)?| u1}. u; szerint
derivalva: u; + 21 +u; = 0, azaz u; = —x1/2. Visszahelyettesitve: vi(z;) = 323/2.

vo(z0) = min{z3 + u3 + v1(z1)| wo} = min{z3 + v + (3/2)(xo + up)?| uwo}. ug szerint
derivalva: 2ug + 3(xo + uo) = 0, azaz ug = —(3/5)xo.

7.3. feladat. z441 = x4 +us, v9o = —1, zp = 0. Ay = By = Gy =1, F; = 0,
t=0,1,....,T — 1, és Fr = 0. Szamolassal igazolhato, hogy S; = Si+1/(Se+1 + 1), s
K; = S;. Indukcioval: Sy =1/(T —t), vy = (T — t)xo/T, uy = 1/T.

7.4. feladat. Hasonlit a 7.3. példahoz (transzformacioval vissza is vezethets ra).
Itt kozvetlen bizonyitast adunk. ElSkészités: V(1-1) = V(1) + V(1) = V(1) =0. a)
Folirva a differenciat: V(6 4+ h) — V(&) = VI[E(L +h/E] -V (€) = V(1 +h/E) — V(1).
Tehat h — 0 esetén a [V (1 + h/§) — V(1)]/h differenciahanyados egyrészt tart a V'(&)-
hez, masrészt a lancszabély szerint tart V/(1)/&-hez: V/(§) = V'(1)/€. Az 5.4. tétel
szerint a megoldas V(&) = log&. b) Ugy mint a 7.3. példanal.

7.5. feladat. Vegyiik észre, hogy E(x1 +u1 +w1)? = (21 +u1)? + Ew?. vi(x1) =
min{z? + u? + Ez3| u;} = min{a? + u? + E(z1 + us + w1)?| u1}. uy szerint derivalva:

uy + 21 +up = 0, azaz u; = —x1/2. Visszahelyettesitve: vi(z1) = 323/2 + Ew?.
vo(wo) = min{x + u2 + v (z1)| vo} = min{xd + u3 + (3/2)E(xo + uo)? + Ew?| uo}. uo
szerint derivalva: 2ug + 3(zo + ug) = 0, azaz ug = —(3/5)xo.
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8. fejezet

8.1. feladat. Léasd a 10.2. és a C.2. alfejezetet.
8.2. feladat. ) ;- f'c; — max, feltéve, hogy 0 < ¢; — ki1, t = 0,1, ..., ko adott.

ky = Bki_1 = --- = B'ko nem elégiti ki a transzverzalitasi feltételt.
8.3. feladat. Y .=, ("(k; — Bkiy1) — max, feltéve, hogy 0 < ki1 < k/B, t =
0,1,..., ko adott. k; = Bki—1 = --- = B'ky nem elégiti ki a transzverzalitasi feltételt.

8.4. feladat. a) Vegyiik (8.8) reciprokat, szorozzuk be W-vel és osszuk el ki-vel:
1 — kipa/kg = Wk /kY | — W. Szinte kinédlkozik z;. b) Probalkozéssal.

8.5. feladat. Behelyettesitéssel.

8.6. feladat. >'_ a’log .

8.7. feladat. a)

V(k) = max{log ulk® — k*] + BV (k)| 0 <k* < k).

b) Elgszor hatarozzuk meg a jobb oldal maximumat: ¢(k*) = log(k* — k*) +
B(&logk* + n). Derivalva o(k*)-t: ¢'(k*) = —1/(k“ — k*) + BE/k*. Szamolassal:
k* = BEKY /(1 + BE) és ¢ = k*/(1 + (). Visszahelyettesitve c és k* értékeket o(k*)-
ba és felhasznalva a fliggvényegyenletet, azonossdgot kapunk &-re és n-ra. Mivel az
optimalis politika csak az el6bbitdl fiigg, elegend6 azt meghatarozni. Tekintsiik log k
egyitthatoit mindkét oldalon: & = o + (€a, ezért & = o/(1 + af). Innen k* = Pk
(® = ap) és

c)c=(1—)k.

8.8-8.9. feladat. Lasd Levhari és Mirman (1980).

9. fejezet

9.1. feladat. H(x,u,p) = f(x,u)+pTg(z,u). Vegyiik H teljes idGszerinti derivalt-
jat! dH/dt = Hy@ + H, 4+ Hpp. Figyelembe véve, hogy & = H];r; p=—-HY é H, =0,
adodik dH/dt = 0.

9.2. feladat. a) Haromszogegyenl6tlenség: AB + BC > AC. Ezt a szemléle-
tes tényt a bonyolultabb, de a bizonyitasi sorban korabbi ,nagyobb szoggel szemben
nagyobb oldal fekszik” segédtétellel igazolhatjuk. Tegyiik fol, hogy AC a haromszog
leghosszabb oldala. Mérjiik f6l az AB szakasz B pontjara a BC szakaszt. A kelet-
kez6 AC’C héaromszogben C’-nél v, C-nél v + ' szbg van, azaz a segédtétel szerint
AC < AC'" = AB + BC.

b) f(tyx,x) = /14 ()2 > 1. Vegyiik azonban észre, milyen nehéz az Euler—
Lagrange differencidlegyenletet hasznalni. A 9.3. alfejezetben targyalandé hidnyos alap-
fiiggvény masodik esetét alkalmazva: f;(t,2) = ¢, azaz /v 1+ @2 = ¢, ezért & = k, azaz
z =0.

9.3. feladat. Tiikrozziik a K pontot a tiikor egyenesére: K’ és jeloljiikk E-vel az
érintési pontot! TE + EK = TE + EK’ a 9.2. feladat szerint akkor minimélis, ha F
pont a TK’ egyenesen van.

9.4. feladat. Legyen a viz-levegs hatar a t-tengely, a szem az z-tengely (0,a) és
a targy a negativ félsik (b,d) pontja. Legyen (0,x) a torési pont, valamint u a levegs-
beli és v a vizbeli terjedési sebesség reciproka. Ekkor a minimum-feladat a kovetkezé:
uv/a? + r24v\/d? + (b — r)2. Derivalva: ula®+22]71/2z—v[d?—(b—2)?]~Y2(b—x) = 0,
ahonnan adoédik a széban forgd torvény.
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9.5. feladat. f(z) =z, f.(z) =0, fi(x) = 1, azaz az df}(z)/dt = f.(z) Euler—
Lagrange differencidlegyenletnek nincs megoldasa. A minimum és a maximum hianya
egyébként elemi megfontilasokbol is latszik.

9.7. feladat. Legyen L(z,) = x + pi?. Az df}(xz)/dt = f.(z) Euler-Lagrange
differencialegyenlet miatt 2pi = 1, azaz. z(t) = at® + bt + ¢, @(t) = 2at + b. Perem-
feltételek: 1 = 2(0) = cés 1 = (1) = a+ b+ 1, azaz a = —b. Az izoperimetirkus
feltételbdl:

1 1
3= / (2at — a)? dt = / (4a*t* — 4a®t + a®) dt = (4/3)a® — 2a* + a® = a?/3,
0 0

azaz a1 2 = —byj o = £3. x1(t) = 3t2 —3t+1 és xo(t) = —3t2+3t+1. Visszahelyettesitve
a célfiiggvenybe: [ a1 dt =1-3/24+1=1/26s [} wodt = —1+3/2+1=3/2. A
maximimumfiiggvény is z2(t), a minimumfiiggvény ().

9.9. feladat. a) A t abszcisszaban az /1 + z(t)2dt tOomegelem energiaja
x(t)y/1 + (t)2dt. b) A (i) alakba behelyettesitve: (z — p)(1 + &2)%/2 + &2(z — p)(1 +
#2)7Y2 = 0. Rendezve: & = /i(t)2 — C2/C. Szamolassal x(t) = cosh(6t)/5 + 7.
Zvhossz: sinh(da)/0 = rk meghatérozza o-t és a végpont: D = (e + 9% /2 + 5
meghatarozza a v-t. ¢) A gérbe mélypontja a t = 0 pontban van: x(0) =1/§ +~v > 0.

10. fejezet

10.1. feladat. ¢(0) = (ko +wT)/T = 1,25; a megtakaritas egyenletes folélése.

10.2. feladat. f'(k°) = (3 szerint Aak®™' = f3, azaz k° = [Aa/B]Y/(1~%) &5
® = f(k°) = A(k®)®. r° = 3. X —pBX—¢° = 0, ahol ¢° = —f"(k°)/a® =
(1 —a)Bc®/(ek®) = M\ = [B— /2 + 4¢°]/2.

10.3. feladat. k° = 142,8; ¢® = 44,3; r° = 0,03; \; = —0,034.

10.4. feladat. Lassu a konvergencia, lasd az abrat. Figyelemre mélto, hogy ha
az egyensilybol indulunk is, a diszkrét 1épések kivetnek az egyensulybol (lasd az 1.10.
példat).

A. fliggelék

A.1. feladat. Térjink vissza az 1.3. alfejezet elejére! Legyen (1.28)-ban
mi1,mee > 0, M irreducibilitdsa miatt mi2,mo; > 0. a) Ahhoz, hogy legyen pozitiv
sajatérték, az sziikséges, hogy mindkét sajatérték valos legyen. Ellenérizni kell, hogy
w? > 49 [(1.29)] teljesiil-e. Igen, mert (1.28)-at behelyettesitve (1.29)-be, rendezéssel
(m11 —ma2)? +4miama; > 0 adodik. Mivel a két sajatérték dsszege (—w) nem negativ,
és a diszkriminéns pozitiv; van pozitiv sajatérték, amely (egy) dominéans sajatérték.

b) A sajatérték-egyenletet rendezve: (A — mqy1)x; = mi28a, (A — Mmaz)Te = Mo xa.
Osszeszorozva és x1wy # 0-val egyszertsitve: (A — myy)(\ — mao) = mioma > 0.
Tegyilik fol, hogy mi1 > mos. Ekkor Ay < mags < mq; < A;. Dominédns pozitiv
gyOkhoz tartozo sajatvektorra: sy 1/s2.1 = miz2/(A1 —mi1) > 0. A masik sajatvektorra:
$1,2/52,2 = miz/(A2 —mq1) < 0.

c¢) Mivel a diszkriminéans pozitiv, a két sajatérték kiilonbo6zo.

d) 2p(M) = m11+maz++/(mi1 — maz)? + dmiamar, azaz p(M) novekvs fiiggvénye
mig-nek és moi-nek. A négyzetgyok-fiiggvény konkavitasa miatt a 0 < mq; < moo
intervallumban my; névekedésével parhuzamosan a diszkriminans lassabban ng, mint
|m11 - m22|-
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e) Sziikséglink lesz a P(A) = (A—mq1)(A—mag)—mi2ma; karakteriszikus polinomra.
Az adjungalt méatrix segitségével az (I — M) inverze a kovetkez6képpen fejezhets ki:

1 1 1—=ma2  my
(I - M) =P(-1) ( _ 1—m11)'
Ha M stabil, akkor P(1) > 0. A fentiek szerint m;; < \; < 1, tehat (I — M)~ > 0.

A.2. feladat. a)-b) Az A.la. feladatban lattuk, hogy P = 2, akkor és csak akkor
valosul meg, ha my; = mgz = 0. Ekkor Ay = -\ = \/m2ma; .

A.3. feladat. Ha mindkét oszloposszeg azonos pozitiv szam, akkor az sajatérték,
példaul Ay = my; + mi2 = mia + maoa, (1,1) bal oldali sajatvektorral. Ismert okok
miatt a masik sajatérték, Ao = det M/A1 = [mi1maz — (A1 — ma1) (A1 — ma2)]/A1 =
mi1 + Mmoo — A1, ahonnan adoédik a keresett dominancia-feltétel: 0 < mqq + mao < 2A1.
(Ha M > 0, akkor a feltétel teljesiil, hiszen mq1,mas < Aq1.)

A.4. feladat. [;: ferde négyzet a kovetkezd csiucspontokkal: (1,0), (0,1), (—1,0),
(0,—1); lo: 0 kozpontt egységkor, l: négyzet a kovetkezs csucspontokkal, (1,1), (1,—1),
(-1, —1), (—=1,1).

A.5. feladat. A szimmetria miatt csak ||M||o—nel foglalkozunk. Alkalmazzuk
Yi = y_;_1 mijzj-re az abszolutérték-egyenldtlenséget: |y;| < > 7 [mi;| |x;]. Felhasz-
nélva 2 [|zloo 6 [|M]loe norma definfciojat, [yi] < 37y Imig] [1zlloe < |1M]loe |[2]loe,
azaz ||yllos < [|M||oc |[2]|oo-

Belathato, hogy az egyenlStlenség éles. Példaul legyen 1 egy olyan sorindex, amelyre

2?21 Imq;| = ||M||s és legyen (; egységnyi abszolut értékd komplex szam, amelyre
|m1j| = mljﬁj, j = 1, NN IR Végul azZ Tj = 1/ﬂ] valasztassal |y1| = Z?:l |m1j| Stb,

B. fiiggelék.

B.1. feladat. A (B.3) képletbe helyettesitve co ¢ = 1,441 és s;+ = w; —¢; ¢ képletet,
adodik az egyenletrendszer.

B.2. feladat. Lasd (C.16)—(C.23).

B.3. feladat. Novekvé fiiggvény derivaltja pozitiv, szigortian konvex fliggvény
derivaltja novekvs, Rolle tétele szerint a két allandosult allapot kozott van olyan pont,
ahol a derivalt értéke 1, tehat a fiiggvény derivaltja a kisebbik allandésult allapotban 0
és 1 kozotti szam, a nagyobbikban 1-nél nagyobb szam.

B.4. feladat. a) Vegyiik észre, hogy (B.4)-ben 741 helyére r; 1ép, azaz so = s(r).
b) (B.3)-ban azonban megmarad r¢11, azaz s1 41 = 7e4+15(1). Megint élve a rovidre
zarassal, s 41 = $(ri41), ahonnan (¢t + 1)-ben S(r¢,rit1) = vs(rier) — rega1s(ry) = 0.
A lokalis stabilitas elemzése adja az eredményt.

B.5. feladat. Hasznaljuk fol a B.2. feladat eredményét ¢ meghatarozasanal.
(B.8)-at hasonlitsuk ssze a B.4. feladat eredményével.

B.6. feladat. Hasznaljuk {6l a B.1. feladat eredményét. Legyen v = 1/r; és
0 = 1/ryy1. Behelyettesitve a (B.5) differenciaegyenletbe, adodik

wo +wid | wo+wry
1+6 1+~

Némi szamolas utan v = 1.
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B.7. feladat. a) Alkalmazzuk a £ = 1/r; és jelolést. Az aranyszabaly 2-ciklus
szerint & = ry41. Ismét (B.5)-be helyettesitiink:

woPEH —wif  wePETH —
L+ dEn 14 DEw

Némi szamolassal
(w1 4+ we®@?)E — PEH + PETH — (w1 + wed?) = 0.

Nyilvanvalo, hogy az egyik valos gyok 1 (allandosult allapot) és a tobbi (ha létezik) a
2-ciklus 0Osszetevdje.

b) A i = 2/3 esetnek az a kiilonlegessége, hogy & és E# £17H egyszerti (egész kitevés)
hatvanyai. Bevezetve a x = &3 jel6lést, most a nem-algebrai egyenlet egy harmadfoku
egyenletté szelidiil. y — 1 kifejezést kiemelve, marad egy masodfoki egyenlet:

(w1 + ®*wo)x? + (w1 + P*wy — ®)x + (w1 + P%wp) = 0,

amely még az el6bbinél is egyszertibb. wo = 1 esetén a ®x? — (1 — P)x + & = 0
masodfoku egyenlet egy boriték hatan is megoldhato, s pozitiv megoldas 1étezési fel-
tételére a § < 1/27 korlat adodik. A 8 = 1/30 esetén kapott o = 0,376 gyok nem
tulzottan érdekes, mivel az S(r) kifejezés a 0,2 < r < 1 szakaszon minddssze 0,003-at
valtozik. (Lasd még a C.4. példat.)

B.8. feladat. Alkalmazzuk az ry = f'(k;) és wy = f(k¢) — ki f' (k¢) Osszefliggéspart!

C. fiiggelék

C.1. feladat. Alkalmazzuk a Descartes-féle elGjelszabalyt: ,egy valos egylitthatos
polinomnak legfeljebb annyi pozitiv gydke van, mint amennyi az egyiitthat6ibol allo
sorozat jelvaltasi szama” (Gale, 1973; Polya és Szegd, 1924/1981, I1. kotet, V. rész, 1.3.
alfejezet).

C.2. feladat. Lasd a C.1. feladat megoldasat.

C.3. feladat.

C.4. feladat. Helyettesitsilk be w; = 1/D, j = 0,...,D, r* = 1/ értékeket
rendre (C.15°)~(C.16°)-ba: W(1/5) = (X2, 8)/(D + 1), V(1/8) = S22, #, (hiszen
PpH =1), és (C.21°)—(C.20°) szerint H(1/5) =1, tehat ¢;(1/8) = 1/(D + 1).

C.6. feladat. A C.7. peéldat kovetve W = (14+7r"1 +r=2)/3, V = 3, H =
A+rt+r )/, W=>1+7r"1)/3. v=SV-W=9—r—1—r"1 -2 —pr—1sth.

C.7. feladat.

C.8. feladat.

C.9. feladat.
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