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1. A HATAROZOTT INTEGRAL FOGALMA

E fontos fogalom elSkészitésére néhény feladatot oldunk meg, amelyek
=~ mint l4tni fogjuk - egy~egy integral kiszdmit4sat jelentik. .

a} Tekintsink egy H hosszusédgu rugét. Ahhoz, hogy a Tugbt x hosszu-
saggal megnyujtva tartsuk, a fiztkatanitds’ szerint az x megnyul4ssal ars-
nyos P =ax nagysigu erd szilkséges (ha x nemnagy). Szdmitsuk ki, mekkora
munkét végziink, ha a rugét nyugalmi 4llapotsb6l h hosszusfggal megnyuj-
tott 4llapotba huzzuk ki.

Ha munkavégzés ktzben az erd ﬁagységa dllandé volna, akkor a munka
értékét az erd &s az elmozdulés nagysfgénak szorzata adnd meg. Az erd
azonban a fentiek szerint pontr6l pontra viltozik (P = ax), a rugé kihuz4-
sénak kezdetekor 0 , befejezésekor pedig ah. A végzett munka &rtékét
marmost a kivetkez$ médon beesiiljik meg: arugbnak adott h megnyulast
n egyenld nagysigu megnyuldsb6l képzeljitk 5sszetéve. Az els§ {lyen T
nagysigu megnyulds kdzben a miiksdd erd legkisebb értéke 0, legnagyobb

értéke a b - Aval6di munka ak8z5tt. a két 6rtsk kozitt fekszik, amelyst
ugy kapun[?, hogy az erd legkisebb, illetve legnagyobb értékét szorozzuk

az elmozduldssal; az elsd -ﬁ- nagysfigu megnyuldsnil végzett munka teh4t
0 és a% % kozstt fekszik. Hasonlé okoskodassal az i~edik megnyul4snal
végzett munka
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kozé esik. Az egész L nagysfigu munkAra teh4t a kivetkezd egyenltlenség
adhaté meg:
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A szémtani sorozat Ssszegezési képlete szerint azonban

1+2+ .. +(@-1) = MI‘Z;IL 65 1L +24... +n=—“—1‘—‘—%)— ,
igy teh4! 2 2
np-1} h~ h™ n{n+l)

g 2 bRy TR
n n
hZ

A két korlatnak - amelyek kbzé L -et szoritottuk - kiilbnbsége a — .
Ez a killénbség tebit annil kisebb, mennél nagyobb n, azaz mennél” kisebb
egyenld részekre osztottuk a (0,h) szakaszt. Ha azonban n —oo, akkor

a i n(n-1} =a.ﬁ- 1 hz
2 2 2 n 2 7

és ug'(é.nigy a jobboldali korl4t, mely a baloldalitdl a -nel kiilﬁni)azik,

3 h—2 - ~hoz tart. A két korlit kdzé szoritott L tehdt ugyancsak a hz -
vel egyenld, vagyis a keresett munka értéke:

b) Szémitsuk ki annak az idomnak a terilletét, amelyet az y = x2
egyenletii parabola, az x=a és x=Db egyenletil egyenesek és az X ten-
gely hatdrol. (Tegyiik fel, hogy 0<a<b, lasd 1. dbra.) A keresett te-
rillet mérSszimét két korl4t kbzé szoritjuk. Felosztjuk az [a,b] interval-
lumot n részre az

2 n-1
aq, aq , ... , aq

osztdpontokkal ugy, hogy aq =b legyen. Az igy keletkezd intervallu-

mok f61é emeljiink olyan téglalapokat, melyeknek magasséga a paraboldnak
a kérdéses intervallumbeli legkisebb ordinitdja. Ezek a téglalapok a vizs-
‘ghlt idomban benne fekiisznek, tehit teriiletilkk 9sszege Iegfeljebb a keresett
T teriilettel egyenld. Az i-edik téglalap alapja aql - agi~l , magassiga

(a.q1 1)2 1évén, teriilete

2212 i i-1
(q—aq )
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aag optogt  og”b i
1. 8bra
ugyhogy

29 o : . .
az(aq—a) +aq{ag -2ag +... +a.2q21 2(aql—aq1 1) +

[

Faen + azqm_z(aqn - aqn—l) < T .

Rovidebb jeltléssel

n

2212 i i-1
Z “(aq - q J<T .
i=1

. Ha feladatunkban az egyes intervallumok f51é most olyan téglalapokat
.emeliink, melyeknek magassdga a parabola kérdéses interval lumbeli leg-
nagyobb ordindtdja, akkor ezek a téglalapok befedik a vizsgilt idomot, tehét
teriiletiik 6sszege legalibb T-vel egyenl8. Igy adédik a



n

2 2i, i i-1

T< ) a’q (ag -agq )
i=1

egyenlgtlenség. Ezt az elGbbivel egybevetve, nyerijiik:

n

n
o s i il A
Y 2% gl iy <1< 2 a?q®aqt - ag' ™) |
=1 - =1

illetve a lehetséges kiemeléseket elvégezve:

n n
3 3i-3 3 3i-1
) afa-n L oPer<al@ny 2 &
» i=1 i=1
Mivel azonban
n
Z 3i-3 3 6 3n-3
q =14q +q +... +q
i=1 '
q3n 1
geometriai sorozat, melynek Ssszege e T 2 (%) egyenlStlenséy
q -1 '
n

jobb oldalsn 4114 Z ' |q31_1 Ssszeg pedig ebbdl g2 -tel valé szorzis-
: =1 '

sal ad6dik, ( ¥ ) még a kivetkezd alakban is felirhaté:

.3n 3n
3 / - q. -
a{g-1) 4 -1 .r< aa(q-l} q2 N
. 3 3
g -1 q -1

Figyeleinbe véve az agq =b egyenldséget,. ad6dik:

3 3 3 3
N SO b-a
2 2.
q g +1 : q +q+1

_Ha' az a;,b] szakaszt egyre kisebb részekre bontjuk, vagyis ha q--1
(hiszen egy rész hossza  (q-l)agl*l < (@-1)b ), akkor a bal -és
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b3 3

jobboldal a hatdrértékhez tart, ugyhogy

3 3
a

c) Az elézd két szAmitds matematikai lényege a kbvetkezOkben foglal-
hat6 Sssze: adva volt egy-egy £(x) fiiggvény és valamely [a,b] Inter-
vallum: ezt az intervallumot részintervallumokra osztottuk fel, és képeztiik
azon Usszegeket, melyek az " f(x) fiiggvénynek az egyes részintervallumok -
valamely helyén felvett értékének a részintervallumok hosszaval valé szor—-
zdsdval és e szorzatok Hsszegezésével adédnak. A szfimolis egyszeriisége
végett eldszir az egyes intervallumok baloldali, majd jobboldali végpontisban
felvett fliggvényériékeket tekintettiik. Példdinkban ezek az tsszegek kiizds ha-
tarértékhez tartottak, ha az |a,b| intervallum felosztisat egyre kisebb in-
tervallumokra végeztik el. Azon f(x) fiiggvényeket, melyekre ez bekbvet-
kezik, integralhaté fiiggvényeknek nevezik, és a kozis hatdrértéket nevezik
az f(x) fliggvény [a,b_] -re vonatkozd hatirozott integraljsnak. E fogalmak
pontos definiciéjaval és tulajdonséigaival fogunk most a tovdbbiakban foglal-
kozmi. ’



o' ‘A HATAROZOTT INTEGRAL DEFINICIGJA

a) Legyen f(x) a=z [a,b] intervallumban értelmezett korldtos fliggvény.
Készitsiik el az a,b:l intervallum egy felosztisit az

* A=K <X <X <€ 2eec X, <X cssewX <X =Db
() o- "1T T2 -1 TS =1 T

osztépontokkal. Vélasszunk minden egyes részintervallum belsejében vagy
hatirédn tetszdlegesen egy-egy helyett (reprezenténs pontot), jeloljik ezeke’
J[1’ fz, ,Jf n -nel, vagyis legyen

a=x fl X = i1

Definicid

Az I:Xi—l’xi] részintervallumok hosszdnak és az f(x) fliggvénynek a

megfeleld f ; kbzbills6 helyeken vett ( f 3 értékeinek szorzataibdl al-
kotott '

n
1y 6=y f(f ) o ) = f(fl)(xl—xoj+f (f B AT
i=1 ‘

) 0y,
tsszeget integrailkozelits Ssszegnek nevezzik,
Az (1) Osszeget szokds még téglanyosszegnek is nevezni, mert
f(x) 20 esetén olyan téglalapok teriiletének tsszegével szemléltethets, me-
lyek koziil az i-ediknek alapja az [xi—l’ xi:l intervallum, magasséiga pedig

| f i) . (2. dbra.)




y A y-_f(l):

/)

1

I

I

|

|

|

]
- 4
.t

1
I
|
|
|
|
|
|
i
|
!

e e — . — e —

A

XK iy X Kféfﬂ;}z-z X

Definicid

A_z__[a., b], intervallumnak egy felosztfisit & -nsl finomabbnak nevezziik,
ha a felosztdZhoz tartozé mindegyik részintervallum hossza kisebb a 0>0
szirnal. T ) R

A (x) felosztds tehdt J" -nsl finomabb, ha

X =X,
b

: 1<c5", (i=1,f..,n)."

Definicid

Az a_,b]l_intervallum felosztisainak egy sorozatit minden hatéron tul
finomodéiak mandjuk, ha minden & >0 szfmhoz talalhaté olyan m , hogy
m = m eseténaz m -edik felosztds J -nil finomabb.

Miés szavakkal, az [a,b] intervallum felosztisainak sorozata minden
hatdiron tul finomeodik, -ha az I:x, ,X ] részintervallumok leghosszabbika
R i-171
is 0-hoz tart:

max [Xi - Xi—--l —»O .
Meg kivanjuk jegyezni, hogy e kikstés tobbet mond ki annsl, hogy az [a,b]
intervallum x,osztépontjainak szdmét nsveljill. NSvelhetjikk ugyanis pl, ugy
is az E?Zb] inté¥vallum osztépontjainak szdm4t, hogy kdzben egy, vagy tobb
részintervallum hossza mindvégig viltozatlan ‘marad.

-9- .



KRészitsilkk el mérmost a G integralkbzelitd tsszegeket a felosztisok-
nak egy minden hatdron tul finomods sorozatira, Haa & dsszegek egy
hatarértékhez tartanak, amely fiiggetlen a nfinden hatdron tul finomodd fel-
osztissorozat vialasztisitol és a kizbiilsd . helyek megvilasztdsatsl,
akkor az f(x) fliggvényt az [}L,b:} interva'llunliban integralhaténak mondjuk
ésalim § hatérértéket az i(x) figgvény [a,b] -re vonatkozé hatirozott -
integraljanak nevezziik és igy jelsljiik: .

b
I = J i(x) dx .
a
Definici6 |
b
1= j f(x} dx az a szfim, amelyhez tetszbleges minden hatiron tul
a

finomodd felosztissorozat esetén, a kdzbiilsd f . _helyek barmilyen meg-
Vélasztisa mellett, az integralkszelitd tsszegek sorozata tart; f(x) integ-
raih%6 (Riemann szerint) {a,b] -ben, ha létezik ilyen szam, X

L Tétel

f(x) akkor és csak akkor integralhatd [a, b] ~ben, ha létezik egy olyan

I szfim, amelytdl f(x) ojintegrilkizelitd Ssszegei a, kozbils§ ¢ helyek

" birmilyen megvilasztisa mellett tetszdlegesen kicsiny £> 0 -n4l kévesebbel "
térnek el, mithelyt a feloszifs egy alkalmas ¢ -n4l finomabb. Ekkor

. b '
I= J f(x_} dax .

a

Bizonyitis

Ha tetszlleges kicsiny £ > 0-hoz taldlhatd olyan pozitiv d” » hogy
d" -n4l finomabb felosztis esetén a kozbiilss £ ; helyek tetsz8leges
‘megvilasztisa mellett [6° -1 |<€, akkor az [a,b] intervallum

|
i
i
)
i
I
|
{
I minden hatiron tul finomodd Fl’ Fz, +.. felosztisait tekintve biztosan -

x/ A tovébblakban mindig feltesszilk az f(x) fiiggvény korlitossfgst.

-10 -



taldlhaté a & > 0 szamhoz olyan. m index, hogy m Zm_ esetén bar-
mely Fm felosztdsra max(xi - X 1)<d° 1 ezen Fm felosztasokhoz

tartozé 6 m integralkizelitd 6sszegekre a feltétel értelmében azonban
I@“m -1|<&, vagyis 6 ! , tehdt f{x) integralbaté [a.,b:l ~ben.

Ha f(x) integrilhatd [a, b] -ben, vagyis tetsz6leges minden ha-
taron tul finomods felosztdssorozatokhoz képezett §  integralkdze-
1it6 bsszegekre ¢ —=I, a tételben kimondott kikotésnek ‘teljesiilnie
kell. Ha ugyanis volna olyan &> 0 szim amelyhez nem lehetne
taldlni megfeleld & -t, akkor lehetne olyan minden hatiron tul finomodd
feloszidssorozatot késziteni, amelyre 6 - I]é £, volna, ami el-
lentmond azon feltevésilinknek, hogy f(x) m integralhatd és igy
@‘m——I. Ezzel a tételben kimondott 4llitds szikséges voltat is iga-

zoltuk.

Definicid
Az [a, b] intervallum

* ATX <X, <X < +se0cX, <X <.oo<X <x =b
(%) o~ "1 2 =51 i n-1 n

e

osztopontokkal torténd felosztisdngl az-f{x) fiiggvénynek az E{i_l,xi]
részintervallumokbeli alsé hatdrit mi -vel, felsS hatarat pedi M, -

- vel jeldlve az

5= Z 10, 0%y )
i=1

Osszeget a (%) _feloszidshoz tartozd alsé Bsszegnek, az

n

S = Zl M (x - %)
=

gsgzeget pedig a () felosztishoz tartozd fels6 8sszepgnek nevezziik.

- A hatlrozott integril fogalménak bevezetésénél szerepld két példdban
az elkészitett integralkzelitd Ssszegek a bennikk szerepls f(x) fiiggvények
monotonitdsa miatt Epp alsd, ill. felsS tsszegek voltak,

...‘11 -



Az [a,b] intervallum ﬁalamely adott felosztisa mellett a lehetséges

P
%
N A

- [ ———— ——— e s oy

i.ntegré.ikazelitﬁ Bsszegek alsd, ‘illetve felsS hatdra s ill. S (f(x) korl4tos).

A b1zony1t§.st a fels8 hatdr esetére vegezzuk el.
Osszuk fel [a b] -t az

A= X < X <X < e10<X, <X<eeo<X <X =0Db
[o] 2 i-1 i n-1" "n

osztépontokkal. Mivel a - f i hely barmely megvalasztisa mellett

L FAf E N

az egyenlotlenséget (x ) -gyel beszorozva és minden i-re sz- -
i—l
szegezve adodik:

.

~ .
<™ <
s =0=§,.

s, ill. S tehst az integralkdzelitd ssszegek alss, 1ll. fels korlstja.

-Meg fogjuk mutatni, hogy a (» ) felosztéishoz tartezé & integralkszelitd

tsszegeknek nines S-nél kisebb felss korlitia.

Mi az egyes részintervallumbeli fiiggvényértékek halmaznak feIsS
hatdra, tetszbleges klesiny £> 0 szfmot adva meg tehat talfthat6
olyan f i hely, melyre

Mi - bé-a éf(fi) {i=132, .-o- ,n)«,
és igy 7
(Mi - 1;_6_ a ). (Ki - xi“l) <f(f i) (xi_xi-l) i=1,2,... ,n
azaz '
n n .
) m-Ee Y
L M- (R -x )= M,(x-x, ) -
= 1 b2’ -1 =1 F1
n
e ) < 2« =6
B - £ (x~x, ) < (f)y@x—=x )=6 ,
b-a fE i i1 =1 f A

e ¥ R



AZud 6
8- 5 -a (b-a) = 8-£<fF

az adott felosztisn4l a kézbiilsd f helyek megfeleld megvilasztisa
mellett, tehat a & &rtékek halmazanak valéban S a felsd hatdra.
Hasonldan 14that6 be az als6é hatirra vonatkozé 4llitds.

Az f(x) fiiggvény integrilhatésigfra vonatkozd tételek mondhatdk ki az
alsé és fels6 Gsszeg segitségével:

I Tétel

f(x) akkor és csak akkor integrailhatd [a, b] -ben, ha létezik egy olyan
I _szim, amelytdl az alsd &s felsd tgszegek tetszdleges kicsiny & > 0-ndl
kevesebbel térnek el, mihelyt a felosztds alkalmas ¢ -n4l finomabb.

Bizonyitas

Ha adott &> o-hoz taldlhat6 olyan d > 0, hogy d -nél finomabb fel-
osztis esetén Is - I| <€, IS - Il< & , akkor egy rigzitett, J -n4l finomabb
felosztds esetén a kbzbillsd f‘ . helyek barmely vilasztisa mellett a II.

1
Tétel alapjn <
s 6 = 5.

Ez utdbbi egyenl6tlenséget a feltételekben szereplSkkel egybevetve, azokat
I -6 <5, S<I+{

alakban irva, adédik:
[-£ <6< +¢,

azaz f(x) az 1. Tétel értelmében integralhatd.

Ha megforditva, azt tessziik fel, hogy f(x) integrélhatd, akkor az
1. Tétel értelmében minden &> 0 -hoz van olyan d> 0, hogy J -n4l fino-
mabb felosztss esetén |6 - I|< _‘;_. azaz a rogzitett, 4" -nil finomabb

felosztis esetén a kozbiilsG helyek tetszOleges megvéilasztisa mellett

I- ‘é <6’<1+-—%.

-13 -



A I Tétel értelmében teh4t a & integralkizelits 5sszegek s als6 és S
felsd hatdrdra

¢ £
I- S <B8<8<I+ 5

és igy a & -nAl finomabb felosztis esetén

|s-1|% —52——<£ , |s-1]% —%—<f_ ,

a tételben kimondott 4llitds tehdt f(x) integrélhatésdginak szikséges fel-
tétels.
A IIL Tétel 4llit4s4t mas fogalmazisban is megadhatjuk:

1V. Tétel

f{x) akkor és csak akkor integrilhat6 [a,bj -ben ha létezik egy olyan
I szfm, amelyhez tetsz6leges minden hatfron tul finomods felosztissoro-
zat esetén az alsé Usszegek L és a felal tsszegek Sm sorozata kon-

vergil (sm——l, Sm——I) .

Ha ugyanis tetsz6leges minden hatfiron tul finomodé felosztissoro~
zat esetén sm—-I és Sm—--l , 68 a tételben kimondott Allit&ssal ellen-

tétben f(x) nem volna integrdlhaté, akkor volna olyan £ >0, amelyhez
nem lehetne megfeleld dJ -t talflni ugy, hogy J -nil finomabb felosz-
tds esetén |s-I|< &,|S - Il< £ fenn4lljon. Akkor azonban lehetne egy
olyan minden hatdron tul finomodé feloszifissorozatot késziteni, amely-
re vagy Ism -1 |g €, vagy [Sm -1 2 £ volna a feltétellel ellen-

i
I

I

|

]

I

I

]

|

I

|

|

|

t tétben.’ A IV. Tételben kimondott 4llit4s tehdt f(x) integralhat6siginak
; valdban elégséges feltétele. .

: Ha viszont {(x) integrilhat6, akkor barmely £ >0 szdmhoz ta-
i 14lhat6 olyan &> 0, hogy J -n4l finomabb felosztds esetén |s - I1<¢,
: IS - I|< &, vagyis az Ea., bJ intervallumnak egy minden hatiron tul
: finomodé F_,F_,... felosztissorozatit tekintvea d > 0 sz4imhoz

I

I

|

|

I

t

i

|

!

taldlhaté ol_%ran2 m  index, hogy mi’m0 esotén birmely F _ fel-

osztisra max (xi - xi—l) < 4, tehit az illetd felosztishoz tartozs
L als6 és Sm felsb bsszegre

lsm -I|<£ , 111, ]Sm ~I|<&

- 14 -



a I Tétal értelmében. Ez azonban azt jelenti, hogy s_—=1I, ilI.
Sm—-I, vagyis a IV. Tételben kimondott feltétel az in?egraltmtésﬁgnak

sziikséges feltétele.

A IV. Tétel segitségével kisnnyen bel4thats, hogy

' 1, ha x racionélis
f(x) =
0, ha x irracionélis

(az un. Dirichlet-féle filggvény) egyetlen zirt intervallumban sem integrsl-

hats. [a,b] minden z4rt E‘i—l'xl.] részintervallumsban ugyanis M =1,

m =0, és igy S =Zl.(xi-xi_1} = b-a, s=2 0. (x,~x,_,} =0, vagyls

lim S=b-a# lim 8=0, f{(x) nem integrslhats.
Fontos, hogy az f(x) fiiggvény integrilhatéségira olyan tétel is ki-

mondhats, amelyben az I = f f(x) dx érték nem szerepel. Ehhez a ki-
a
vetkez6 fogalomra és elnevezésre van szikségink:

Definicié

Jelslle f(xj x;_ Sx% x, Intervallumbeli fele§ hatdrdt M, alss

hatdrdt m.. Ekkor 0, =M, - m 20 f(x)ingadozfisa, oszcilliciéia az
E(1—1’ xi] intervallumban, az

o

Q=2 0 “ %)
=1

osszeg pedig az [a,b] intervallum szébanforgd felosztisshoz tartozs
oszcilldciés Gsszeg.
Nyilvénvalé, hogy

8 -s5 =10,

- 15 -



V. Tétel

f(x) akkor és csak akkor integrilhatd [a,b] -ben, ha minden &> 0 -hoz_
talslhatd olyan 4°> 0, hogy 4 -nil finpmabb felosztis esetén (1 <¢.

Bizonyitis

A feltétel szilkséges voltat konnyli igazolnunk. Ha ui. f(x) integralhat6
akkor a ITL Tétel értelmében tetszdleges &€ > 0 -hoz taldlhaté olyan J > 0,
hogy d - n4l finomabb felosztss esetén

r[S-Ii<%’ és lS—Il<—£2— , (I= f(x) dx )
a
innen tehat
. < , ¢ £
_ﬂ_=b—s=|S-—I|+lI-SI<—2+'—2—:£,

A feltétel elégséges voltdnak igazoldsshoz eldbb egy segédtételt kell
bebizonyitanunk:

Segédtétel

Ha az F’ felosztdsiaz F felosztisbdl uj osztdpontok beiktatisdval
keletkezik, akkor a megfeleld alsé, fels6 és oszcillicids Bsszegekre fenndi!-

s’ s'Ss, O%q.

Legyen ugyanis o</ az F felosztds két szomszédos osztdpoutia.
és iktassuk kozéjik az F’ felosztdsnil az uj } osztépontot. Az [ .73
intervallum jaruléka az alsé dsszegben m{ /3 - o) , ahol m [(x)-nek ax
&, /3|~ beli alsé hatdra. Ennek helyébe az F' felosztisnil az [o< , J és
7> /3] intervallumoknak megfeleld m’(-x) + m"(/3- Z) _jdrulék 1ép,
ahol m’ jelenti f(x) -nek [ 9':[ —beh, m'" pedig [3 /j’] ~-beli also
hatar4t. Mmthogy nyilvin m’ Zm, - m" Zm, azért m’(’g—u) -
+m"(B-3) Em(y-) + m(/3- P =m(B-); ugyhogy az ulsb Gsszeg
az uj osztépont hozzivéiele 4ltal nem csikkent. Hasonlé modon lithaté be.
hogy a felst sszeg sem névekedhetik uj osztépont beiktatisa dltai. tehit

sés',S’E‘:S.

- 16 -



A fent} egyenlétlenségekbdl azonban mar ad6dik: -

s £33,
-s’ £ -g,
tehat
$ - g = S-s,
azaz Q=q,

amit bizonyitani akartunk,

Az V, Tételben kimondott 4llit4s elégséges voltit most mir a kivet-
kezSképpen bizonyithatjuk: :
Ha F1 és F2 az [a.,b] intervallum két felosztdsa, és s1

tartozé alsé Ssszeg, S az F, -hoz tartozb felsd 5sszeg, F’ pedig je-
lenti azt a felosztdst, afmelynek os'zt@_pontjai F_ és F2 osztépontjai
egyiittvéve, akkor segédtételink értelmében, mivel  F’ “ az Fyr . ¥
~felosztdsolkbél uj osztépontok beiktatdsdval keletkezik

az F_-hez,
1

2

< s
8, =8,

S’

A
w

68 mivel az alsé és felsd §sszeg definiciéja értelmében nyilvén:’

g’ =8 .
tehit < < <
slxs’ = §' =Sz,
azaz <
8, = 82 .

Bérmely felosztfishoz tartozé alsé sszeg = mint birmely mésik felosz~
tashoz tartoz6 felsl Gsszeg. Ez tehat azt jelenti, hogy az alsé tosszegek hal-
naz felillr8l, a felsS tsszegek halmaza alulrél korlitos szdmhalmaz. Je -
lentse h az als6 §sszegek halmazanak fels® hatdsat, H pedig a felsS 5sz-
szegek halmazénak als6 hatdr4t. Mindenesetre

h3H,
mert ha h>H 4llna, akkor volna egy H -ndl'nagyobb s alsé Osszeg,

C =17 -



ehhoz pedig talflhat6 volna egy s-nél kisebb 5’ fols§ Gsszeg, ami lehe-
tetlen. Igy tehit birmely felosztis als6 és fels Ssszegére érvényes az

s£nhSHZS

egyenlStlenség.

_ Ha most az~V. Tételben kimondott {L=8-5< & feltétel minden
& > 0 -ra alkalmas § > 0 -n4l finomabb felosztds mellett, teljesiil, -akkor

nyilvédn :
: h = H

és e kizts értéket I-vel joltlve, f(x) a IL Tétel értelmében.integralimté,
hiszen ekkor

WA

§-1=8§-HSS8-8<¢,

05f-g=h-858-8<¢,

{8-Tl<¢&, ls-11<¢&

_ mihelyt a felosztds J -nfl finomabb.

VI Tétfel

f(x) akkor és csak akkor integralhatd [a,b ]—ben,ha totszbleges min-
den hatdron tul finomods fdlosztassorozat esetén az oszcillicids Hsszegek
sorozata O-hoz tart. (0L m—bO)‘

Bizonyitds

|

f

I ‘ .

| Ha f(x) integralhaté, akkor az V. Tétel értelmében birmely

) £>0 -hoz taldlhaté olyan 6°> 0, hogy J-ndl finomabb felosztés

| esetén fennsll ) < £, Ekkor azonban egy tetszbleges, minden hatdron

| tul finomod6 felosztdssorozat esetén a d > 0 -hoz taldlhaté olyan m '
3 index, hogy m;mo esetén birmely F_ . felosziis 4’ -ndl finomab

} legyen, igy tehét a ~megfeleld oszeillicids Ssszegre (L <&, azaz

| 01 —=0 teliesill, a VI. Tételben Kimondott feltétel valoban sziikséges.
!
|
I
|
I

Ha viszont tetszleges minden hatéron tul finomod$ felosztissoro-
“zat esetén fenndll _q_m——o 6s az 4llitissal ellentdtben f(x) nem volna
integralhats, akkor ez az V. Tétel értelmében azt jelentené, hogy adott

-1 -



'
i
I
I
|
|
!
i

& > 0 -hoz nem lehet tal4lni megfeleld 4 -, vagyis lehetne - késziteni
egy minden hatdron tul finomodé feloszt4ssorozatot, amelyre (L mg &
volna ami ellentmondana a VI. Tétel feltételének. Ellentmonddsra jutva,
a VI, Tételben kimondott feltétel elégséges voltit is igazoltuk.

VIL Tétel

3

f{x) akkor és csak akkor integrilhaté [a b] ~ben, ha minden £ > 0-hoz_

taldlhaté olyan felosztis, hogy annak oszcillfeids 8sszegsre fenngil: () < g

E tétel értelmében nem kell tehit kimutatni, hogy minden elég finom

felosztdshoz & -nAl kisebb oszcillicits Ssszeg tartozik, elegends egy fol-
. osztis 16tezését megmutatni, amelyhez tartoz6 oszcillfci6s. sszeg < &
.ebbol mér kovetkezik a fiiggvény integralhatossiga.

i
i
|
I
I
|
|
1
I
|
i
I
!
|
|
I
I
i
]
|
I
I
!
]
I
|
1
i
]
i
i
|
I
|
!
I
I
I
I
I
I

Bizonﬂtﬁs

Az, hogy a VL Tétel feltételének fennsilldsa esetén a VIL .Tétel fel~
tétele is fenndll, nyilvénvals,
A megfordiids a kivetkezdképpen 14ithaté be:
Tegylk fel, hogy a VIL. Tétel feltstele teljestll, &s legyen & totszéle-
ges pozitly szdm, Készitslink egy olyan. F_ felosztist, hogy a megfeleld :
n, oszcilldcios Bsszegre fernns.]ljon °

<
n,< %,

(ilyen felosztds a VIL Tétel foltételének értelmében biztosan 1étezik).
Legyen n az F felosztis osztépontjainak szdma 68 K az f(x)~nek
egy felsd korlé.tj%,

(%) =y | & =K, ha a%x%p

(f(x) korlatos). Vdlasszuk mega J pozitlv szdmot ugy, hogy

legyen.

Megmutatjuk, hogy most mdr brmely olyan F felosztsra, amely~
nek valamennyi intervalluma ¢ -nél révidebb ( 4 -ndl finomabb fefl~
osztds), a megfelel oszcilliciés Beszeg L < ¢ ' '

-1 -
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3. 4bra

Tekintsiik evégh8l azon F. felosztdst, amelynek osztdpontjai F.
és F osztépontjai egyiittvéve = (3. gbra). Az F_ felosztisaz F °
felosztAsbol uj obztépontok belktatisaval keletkezik, ozért a segédS
tétel értelmében a megfeleld L 1 oszcillicios sszegre érvényes

a_ &0 .
1 0
n < -%— folytdn. tehdt
N o< L .
2

Hagyjuk el az 1 _ oszcilldci6s Ssszegbll azokat a tagokat, amelyek
az F felosztisban nem szerepld intervallumokhoz tartoznak; a
megmaradé tagok az F felosztfis azon intervallumaihoz tartoznak,
melyeknek belsejében nincsen F}0 -nak osztopontja, &s minden ilyen
intervallum szerepel az ) _ 8sszegben, Ezeknek jiruléka egyiitivéve

tehdt biztosan < .152_ , hiszen az .0.1 bsszegbdl elhagyott tobbi

tag nem-negatlv volt. Az F {felosztds hitralev6, ¥F_-ben nem szerep-
18 intervallumai belsejiikben tartalmazzik F_ valamely osztépontjit,
ezeknek szima teh4t legfeljebb n . f(x) osz&lléciéja ( * ) értelmé-
ben mindegyikben legfeljebb 2K, mindegyiknek hosszusfiga < g, ;
tehdt jarulékuk az oszeilliciés Ssszegben egyenként < 2K 4", legyiitt-

véve < 2Kd"n<-§2— .
s} é é

F egész (1 oszcillaciés dsszege tehdt < - t g = ¢
amit bizonyitani akartunk.

Mint mir emlitettilk, az f(x) fiiggvény  [a,b | ntervallumra vonatkozd
integriljdnak jelslésére az integralkdzelitd Osszegekre (téglinybsszegekre)

emlékeztets f(x) dx jelblés hasznilatos. E jelblésben természetesen
a - R
az x helyett birmilyen m4s betii Is hasznalhaté, pl.

- M e R e M G G e e e M - S ——— e e o
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b

b
j ity dt, J f(u) du.
a

a

Az 1, fejezetben kitiizdtt feladatokban az alsabbi két integralt szdmitot-
tuk ki:

b
4 2 3 3
f axdx=a 15’2 és [ x2dx»='-79‘——a—— (0<a<b).
0 a

Az utébbi példiban kivetett okoskod4shoz hasonlé médon beldthaté, hogy
ha az [a.,b:] intervallumban f(x) 2 0, akkor

f(x) dx

azon idom teriletét szolgaltatja, melyet az y=1(x) filggvény gorbéje, az
x=a &és x=Db egyenes és az x tengely hatdrol. (4. fbra.)

Y|
Y-
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N

8. INTEGRALHATO FUGGVENYEK FOBB OSZTALYAI

1._Tétel

_ Ha (%) az Ev.,b] intervallumban monoton, akkor integrilhatd.

Bizonﬂtis

Legyen pl. £(x) [a,b] ~ben monoton nvekedd, Ekkor tetszbleges 4 -
nél finomabb '

ATX « X, < eea<X, <X < ...<X < X =bh
(o} 1 i-1 74

felosztés. meliett a 2. felezet jeltléseivel
my =1 )

Mi = f(xi) .
ennélfogva

01 = f(xi) - ﬂxi—l) ’

vagyis az oszcillbei6s Osszeg

I n
n= 2 0.(% ~x )= > ) = Ex ) (% - %) ES

i=1 i1

n
487 ) -fx_ ) = G D) - @) |
=1 '

ez pedig tetszilegesen kiesiny, hacsak J elég kicsiny. A 2. fejezet
Y. Tétele értelmében tehdt 4llitdsunkat igazoltuk.
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II. Tétel

Ha f(x) folytonos az [a,b] zért intervallumban, akkor integrslhats.

Bizonyités

Az [a,b] zért intervallumban folytonos f(x) figgvény ott egyenlete-
sen folytonos, azaz minden pozitiv & -hoz talalhaté olyan J'> 9, hogy ha
az [a,b] intervallum két x’ &s x" pontjara | x’' - x"|< 47, akkor
If(x’) - (") |< £ . Ha tehdt [a,b] -t §"-ndl rovidebb részekre osztjuk
({a,h] felosztdsa d” -nfl finomabh), akkor az egyes részekben f(x) in-
~gadozfisa legfeljebb & , vagyls ilyen felosztdshoz tartoz6 osztecilliciés
bsszeg : )

n n
] S‘ - é - = { Py
1= [;1 O'i(xi Xi-—l) ¢ ; (xi Xi—l) Em=-a) ,

ez pedig tetszOlegesen kicsiny, ht £ elég kicsiny, az el6z8 fejezet V.Té-~
tele értelmében tehat £(x) integralhats.
E tétel dltaldnositisihoz néhiny megjegyzésre van szilkségiink,

I. Allitss

Ha () integralhat6 [a,b] -ben, akkor integralhatd [a,b] birmely
részintervalluméban is. ,

Allitasunk abbol kovetkezik, hogy ha [ , 4] < [a,b] , akker[x , 8]
minden ¢ -ndl finomabb felosztisa kibGvithetd [a,b] egy dJ°-nal fi-
nomabb felosztisiva. ‘Ha ezen tubbbi felosztdshoz tartozd oszeilliciss
Osszeg < &, akkor még inkébb 4ll, hogy [ , 4] ezen felosztfisshoz tar—
tozd oszcillacis dsszege < & , ebbdl pedig az eldz6 fejezet V. Tétele dr—
telmében allitdsunk kivetkezik, :

. Allitss

Ha a<b<ec és f(x) integrélha.té az [a,b] és E),c’[iﬁtervallumok—

ban, akkor integrilhaté az [a,c] intervallumban is.

Tekintsilk ugyanis [a,B 6s [b,c] -nek egy olyan felosztdsat, amely-
hez tartozé oszcilldciés Ssszege f(x) ~nek =& —ngl kisebb. _Ezen két fel-
osztds egyiittvéve [a, c] -nek egy felosztdsst szolghltatja, ds f(x)~nek
ezen felosztishoz tartozb oszeilliciés dsszege < _‘5.2.. + _52... =& . '

-5



Ebb0] azonban az el8zd fejezet VIL tétele értelmében kovetkezik fix) in-
tegrﬁlhatoséga I:a c]-ben.
I, Allitds

Ha f(x) az El b:| intervallumban korldtos és minden dv>0 mellett az
E\.+d" b] intervallumban integralhats, akkor [2,b]-ben is integralhats.

Tetszbleges £> 0 esetén konnyil az Et,b:] intervallumnak olyan
felosztisit megkonstruilnunk amelyhez i(x) —nek ezen & -nél kisebb
oszeilliciés bsszege tartozik. Ha ugyanis a =x £ b esetén If(x) I=K
akkor tetszfleges & > 0 -hoz vélasszuk meg d -t ugy, hogy 0 <d< m.. :

legyen; ekkor f{x) oszcillacidja az Ei., at+ & ] intervallumban

< _ £ .
< 2K{f< 2K —— 4K —2— . Az [a. +£5v, b] intervallumban f(x) in-

tegrilhatd, teh#dt megadhatd ezen infervallumnak egy olyan F felosz-

tdsa, amelyhez f{x) -nek —g‘— -nél kisebb oszecillicids bsszege tarto-
zik. Ezen I felosziishoz az I:a, a+d” ] intervallumot hozzavéve
[a.,b] -nek egy olyan felosztdsdhoz jutunk, amelyhez f(x) —nek

< + = ¢ -ndl kisebb oszcillicids dsszege tartozik. E ténybol

2 .
az el6z8 fe]ezet V. téiele értelmében azonban mir kbvetkezik é.llité.sunk.;

Egészen hasonl6képpen 14thatd be a kivetkez 4llitds:

1v. Allitas

f(x) integrslhaté [a,D ]-ben ha oft korlftos &s minden &> 0 mellett
Ea,,b - d"l -ban integrilhatd,

Ol Tétel

Ha f{x) az I:a,b:] intervallumban korldtos és véges szfmu hely kivé~
telével folytonos, akkor integralhatd,

-2 -



Bizonyitds

A tett feltevés szerint [a,b] véges szAmu olyan [0( N g] részinter-
vallumra bonthaté fel, melyeknek bplsejében és egyik végpontjiban f(x)
folytonos. Ha pl. az o helyer nem folytonos, akkor tetszlleges
0< <4 -oxmellett £(x) [O< +47, /5] ~ban integrélhaté (mert foly-

'} tonos), azaz a I Allitds értelmében [cx, /3] -ban is integralhaté.
) Ekkor azonban a IL Allitss értelmében f(x) |a,b| -ben is integrailhato,
hiszen [a, b] -t véges szimu olwax 3 ] intervallumra bontottuk fel,

|
i
|
|
|
|
i
|
i
|
1
)
i
]
|
! melyben integrilhats.

IV. Tétel

Ha f(x) integrfihatdé [a,b] -ben és értékét egy pontban megviltoztat—
juk, akker integrilhatd marad &8 integriljinak rtéke sem viltozik meg.

Bizonyitds

legyen g(x) olyan fiiggvény, amely {f(x) -szela c¢ hely Idvételé-
vel (a E¢E b) [ a,b :l -ben megegyezik. g(xX) nyilvdn koriitos Ea., b] -
ben és birmely J> 0 mellett az [a,c '—-d":l és Lc-l—d“,b] intervaliu-
mokban integralhaté (ui. itt f(x) = g(x)). A IIL &s IV. Allitds értelms-
ben azonban akkor g(x) [a,c] és [c,b] ~ben is integrilhaté, ill. a
. Allitds értelmében [a., b] ~ben is integralhaté. Mivel azonban az
[a, b] intervallum barmely felosztisinal a kézbensd pontokat ugy is
megvilaszithatjuk, hogy egyik se essék egybe c -vel, ilyen felosztisok-
hoz tartozé integralktzelitd Ssszegeit képezve az f(x) és g(x) fiigg—
vényeknek azok megegyezek, vagyis a fblosztds minden hatiron tul
val6- finomitdsakor hatiritmenettel :

b b
J ffx) dx = [ gx) dx
a a

]
i
i
i
i
1
i
1
|
I
|
{
I
1
1
]
|
]
I
|
]
]
]
|
I
|
!
!
I
]
1
I
1
|
]
i
]
I
|
1

adédik. Ezzel fllitdsunkat igazoltuk.

, A tétel ismételt alkalmazfisival adddik, hogy ha f(x) integrilhatd
4s értékét véges szimu helyen megviltoztatjuk, akker integrilhaté marad
&s integriljinak értéke sem viltozik meg. EbbSl kivetkezik, hogy beszél-
hetlink egy f(x) figgvény integralhatéssgirol akkor is, ha f(x) az [a,b]
Intervallumnak véges szimu helyén nincs is értelmezve,
' - 25 -



Ha ugyanis ezeken a helyeken f(x) —nek valamilyen mddon ériékeket tula]—
donitva integralhatd fliggvényt nyeriink, akkor ugyancsak integralhats fiigg--
vény ad6dik abban az esetben is, ha f(x) -nek a kérdéses véges szimu he-
lyen barmilyen més médon tulajdoditunk értékeket. Joggal mondhatjuk tehit,
hogy ekkor f(x) az [a b] intervallumban integralhaté:s minthogy az osz-
szes igy nyert fliggvényeknek [a b]—beh integrilja ugyanaz nevezhetjlik ezt
a kizds értéket f(x) [a b] ~beli integraljanak.

Pl. az f(x) = fiiggvény a l:— —-'g—- , —’-g—] intervallumban az
egyetlen x =0 hely kivételével mindeniitt értelmezve van és folytonos, to-
vabb4 az egész [— -*-g-—, —'g— intervallumban korlatos ( |sin x| |x |,

ha |x l=,= —;-"-) Barmilyen értéket tulajdonitunk tehdt ennek a fliggvény-

nek az x=0 helyen, korlitos, és egyetlen hely kivételével folytonos
figgvényt nyeriink, amely tehé.t mtegra.lhato Beszélhetiink tehdt az

integrélrél.



4. A HATAROZOTT INTEGRAL TULAJDONSAGAI

L Ha a< b<ec és f(x) integralhato _[a,c]-ben, akkor

c b ¢
J ix) d&x = j f(x) dx + J f(x) dx .
a a b

IL Ha f(x) integrdlhat6 [a,b]-benés c tetszésszerinti fllands,
akkor c.f(x) is integralhaté és

b

b _
J c. f(x) dx = c. S f(x) dx.
a

a

II. Ha f(x) s g(x) integralhat6 [a b] -ben, akkor f(x) +g(x) is_
Integrélhaté és

b b b
J {f(x) +g(x) dx = J f(x) dx + J g(x) dx.
a a - a

A Kkét utbbbi tulajdonsig azt mond]a ld, hogy dllandé szorzd az integrél
jele elé kiemelhet$, Ssszeg pedig tagonként integralhat6.

A fenti hirom tulajdonsig igaz voltat ugy lathatjuk be, hogy a szerepld
integralokat megkizelitd integralkszelits dsszegekrdl dllapitjuk meg a ha-
sonld tulajdonsigok fennsligsst.

Meg kivanjuk jegyezni, hogy az f(x) + g{x) Usszeg integrilhat6sigibdl
nem kvetkezik még, hogy mindegyik tag integralhats. A 2. fejezetben be-
lattuk mér, hogy az
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[ .
-1, bha x racionilis szim
i(x) =
0, ha x irracionilis szfm
\

un. Dirichlet fiiggvény nem integralhaté. Hasonl6képpen nem integralhaté a

1, ha, X irracionﬁli's szém,

g(x) = _ ,
D, ha x racionilis sz&m

.

fliggvény. Ugyana.kkor_az‘
f(x) +gix)= 1
filggvény integralhats,
IV. Ha f(x) és g(x) integrilhats [a.,b] ~ben, akkor f(x). g(x) is

integralhats,

% \llitdsumk igazoldséra itt nem tériink ki, csak megemlitjiik, hogy ha
egy szorzat integrilhats, ez még nem jelenti azt, hogy a szorzat mindegyik
tényezGje integralhats. Példsul az

X, ba x racionslis szim,
f(x) =
-x, ha x irracionilis szim

fiiggvény a [0 , l:l intervallumban nem integrilhat, mert azon integrilksze-~
1it8 ssszegeinek sorozata, melyekben az egyes részintervallumokban kiz-
biils6 helyként racionslis. J{ N helyet vilasztottunk

hez, mig azon intégrélkﬁzelitﬁ Bsszegek sorozata, melyekben az egyes
részintervallumokban kizbills§ helyként irracionslis f helyet vilasz-
to - g

1

J -xdx= -

0 .
ihez konvergél, ha [0, 1] felosztfsait minden hatéron tul finomitjuk, fi{x)
' -28 -
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integralktzelits sszegel tehst nem tartanak azonos hatﬁ.rértékﬁez, (%) riem
integralhat6, Ugyanakkor azonban :

fx) . x) = x°

integrélhat6 [0,1] -ben.

integrilok meghecsléaénél fontos szerepet jitszanakaz alébbi allitdaok:
" V.'Ha f(x) Integralhats  [a,b]<ben, akkor |f(x)| 1is integralhatt és

b . b

f(x) dx |% J £ | ax .

Allitdsunk els8 részét itt nem bizonyitjuk, csak megemlitjik, hogy '
forditya, |f(x)] integralhat6sfghbél Altaldban nem kivetkezik f(x) integ-
rdlhatésiga. Pl. az elébb emlitett

) x,. ha x racionilis szﬁm_,
fx) = '
-x, ha x irractondlis szém
. fiiggvény nem integralhaté, mig
|69 |= =

folytonos és ezért birmely [a,b] intervallumban integrélbats.
Az fllitott egyenlStlenség f(x) 68 | f(x) |integralja kizott abbol adédik,
‘hogy integralkbzelitd Ssszegeik kizott hasonlg egyenlStlensédg 4ll fenn:
n n

, Z 'f(f ? (xi-xi-ls = Z ,f(fi){ =% ) -

fi=1 j=1

Hasonl6képpen az integralkézelits 8sszegekre valé hivatkozdssal 14t~
‘hat6 be az aldbbi egyenlGtlenség:

VI Ha f(x) s g(x) Integrdlhatok és f(x) = g(x) [a,b|~ben, akkor

b . b
f j(x)_dx?J g0 dx .
a a J
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Az egyeniGtlenségnek szembeszoks geometriai jelentése van,

flx) = 0. (5. fbra.)

v}

5. abra

f02000% %0 % 0%
)
:03.0;.*2*60“'..*.9‘0 :

yegis

ha [a,b]-ben i

Megjegyezziik még, hogy ha [a;b]-ben fx) = g(x) és lega.lﬁbb- egy
a = x =b helyen, ahol f(x) és g(®) folytonos f(x) < glx) , akkor

b

a

a.kkor

m(b ~ a) §/ flx) dx € M(b-2a) .

a N

f f(x)'dx</g<x)d‘x.

VIL Ha agz [a,b] intervallumban f£(x) intégralhat6 &s m = f(x) = M,

Ezen fontos egyenl&tlenséget az integrilszdmitds kbzépértaktstelének is

‘nevezik. A tétel abbdl kivetkezik, hogy hasonlé egyenl
barmely integralkizelits 6sszegre, hiszen

-30 -~
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n . . n o
m(b-a)=m‘z x,-%x )=) m(x-x ) £
oo TG T

n’ -
< < N o=
£ Z f(f i) {xi - xi-l) = 1-;1 M(xi - xi-l)

n N

=M ) {(x-x .. =Mb-s).
< BN

Ha f(x) =0, akkor a tétel geometriai jelentése nyllvanvals. (6. 4bra,)

Yi .
ity

TN Y
DLW W W T

b - ! ——— .

a b A
6. shra

VIL -bdl és az f(x) integr4ljival kapesolatos VI egyehl&fenségbb’l
kovetkezik: - ) _ <
VIL Ha_ f(x) integrélhats [a,b]-ben és itt |f(x)| =K, akkor

b _
' ‘f f(x)dxlé K({-a) .
_ a |

Folytonos f(x) fiiggvény esetében a VIL -ben kimondott kdzépértékistel-
b6l az alibbi tétel kivetkezik:
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IX. Ha_f(x) [a,b] ~ben folytonos, akkor taldlhats legalshb egy olyan
f hely [a,b] belséjében, amelyre -

b o
| f{x) dx
a
f‘f”’ oy .

A kozépértékistel ugyanis a (b ~a) > 0 szdmmal valé végigosztss utfn

igy irhatés:
b
f f(x) dx
) .

b-a ?

m =

ahol m £(x) [a,b]-bell legkisebb, M pedig legnagyobb- filggvénysriéke,
mivel pedig az [a,b]-ben folytonos f(x) filggvény [a,b]-ben minden m
8s M kbzé es értéket legaldbb egyszer felvesz, az Allitds adédik.

'Ha f(x) 3 0, atétel geometrial tartalma nyflvanvals.

~-852 .



5. A PRIMITIV FUGGVENY £S AZ INTEGRAL
OsSZEFUGGESE

a) Az integrél kiszémitdsira eddig még csak egy médszert ismertimnk:
kiszamitunk valamely ligyesen vilasztott felosztis-gsorozathoz tartozé integ-
rilkszelitd 5sszeg-sorozatot s ennek hatarsrtékst igyekszink meghatirozni,
midon a felosztdst minden hatfron tul fnomitjuk. Ha az f(x) fiiggvény In-
tegralhatd, akkor e specidlis, alkalmasan vilasztott felosztisokhoz tartozd
integrilkizelits ssszegek sorozatinak hatirértske a keresett integrail &rté-
két adja meg. ] '

‘A bevezetoben kiszdmitott példikon kiviil pl. e médszerrel is kénnyen
kiszimithaté -

Osszuk fel e célbol az [a,b] intervallumot n egyenld részre és a kizbillss
: pontoknak vélasszuk az egyes részintervallumok baloldali végpontjait.
Ekkor az Integralkizelits Ssszeg:

b-a ) b-a
n a+(i-1)-——— ; n (1_1) ———
n b-a b~a a n
=3 e g =T e > e
v =] i=1

A fent szerepls 6sszeg azonban geometrial sorozat, melynek Ssszege

nb—a
e ® -1 _eP® ;4
b-a b-a '
e n -1 e n -1
A G integrilkizelits ssszeg tehat igy irhatt fel:
b-a _l:j_.__
b-a ot 2 -1 ==(eb-ea) . n
n : _b-a ‘' _b-a
e B 1 e. M 1
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Az itt 14thaté tort azonban nem més, mint az e: filggvény x=0 &s

b 1; a helyekhez tartozo kij;iinbségi hanyadosanak reciprok értéke;

x =

ha tehét az [a,b] intervallum ezen speciélis felosztds4t minden hatéron tul

b~a
n

finomitjuk, azaz ha n— o=, akkor —=0, és a fenti tort tart
s X .. >, . )
{ex) = ¢ ériékének reciprokdhoz az x=0 helyen. Mivel pedig ¢ =1,
adodik, hogy :
_ b )

ol

b) Integréilok kiszamitisira azonban 1ényegesen egyszeriibb médszer is
megadhaté. Ennek alapgondolatit egy fizikai példan érthetjikk meg a legjob-
ban.

Tegyiik fel, hogy egy egyenes pflyin mozgé péntnak ismerjiikk a pillanat-
r6l-pillanatra viltozd v(t) sebességét. Szdmitsuk ki, mekkora utat tesz
mega-t=a &8s t=D pillanatok kbzti id6 alatt a mozgb pont,

QOsszuk fel az Et,b] idStartamot részekre az

a=t< {,< ... <t =b
[ 1 n

pillanatokkal, Jeldljik v(t) -nek a t 1 R t, intervallumbeli log-
kisebb értékst m, -vel, legnagyobb srigkét © M, -vel. A [ti_l,ti]g
idStartam alatt megtett ut legaldbb akkora, mint az az ut, amelyet ugyan-
ezen idS alatt a minimé4lis m, sebességgel haladva tett volna meg a pont,
és legfeljebb akkora, mint az'az ut, amelyet a maxim4lis MI sebességgel

mozogva tett volna meg. A keresett. s ut tehit eleget tesz a

n

n
Z mi(ti-ti_l)ﬁsé 12—1 M

i=1

-4

egyenldtlenségnek. A felosztdst minden hatéron tul finomitva nyerjiik:_\

b
8= J V() dt.
. . a |
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Ha most a rogzitett a pillanat és a viltozé x pillanat kézdtt megtett
utat, mint az x véltozé fliggvényét tekintjik, akkor ezen s(x) fiiggvény ér-
tékét az

X
8(x) = J ©oy(t) dt
a

képlet adja meg. Tudjuk azohban, hogy az a és x pillanatok kozbtt meg-
tett utnak az x 1idS szerinti deriviltia a sebességnek x pillanatbeli értéké-
vel egyenld:

8 () =v(x) .

Mint e példabol 14thatjuk, az integril meghatirozdsanak problémija
kapcsolathan van azzal a feladattal, amelyben egy adott fliggvényhez olyan
fiiggvényt kereslink, melynek deriviltja az adott fiiggvény. Az aldbbiakban
meg fogjuk mutatni, hogy ez nemcsak a fenti specislis esetben van igy, ha-
nem - bizonyos megszoritdsok mellett - dital4ban is. '

1. Tétel

Ha f{x} integrilhatd az [a,,b] intervallumban és a<x S b esetén

X
F(x) = f f(f) dt ,
a
akdkor _
1. F(X) folytonos fiiggvény,

2. _minden olyan x ponthan, ahol f(x) folytonos, F(x)} differencifl-
haté és F' (x) = f{x) . ' :

Bizonyitis
1. Ki kell mutatni, hogy h—-0 esetén F({x+h) - F(x)—= 0 . Ennek iga-

zoldst h> 0 esetére végezzilkk el, h < 0 esetén a bizonyitds hasonlékép-
pen torténik:
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. x+h x
F(zxth) - F(x) = j f(ty dt - j fity dt =
a

I

X X+h

b S x+h
= / ) dt+f f(t) dt ~ [ ft7 dt = f () dt.
a X

a X

Jeltlje K az f(x) egy felsS korl4tjit; ekkior a kizépértsktstiel szerint .
x+h
-Kh S [ fit) dt = Kn ,
X

vagyis
|Fixth) ~ F(x)| = Kh> 0, ha h—=0,

amivel az 1. Allit4st igazoltuk.
2, Be kell 14tnunk, hogy |f(x)| folytonossfgi helyein

F(x+h) ~ F(x)
h

lim = f(X)-‘

bingt]

A bizonyitdst h> 0 esetére végezzik el (< 0 esetén a bizonyitds hason~
16képpen torténik):
X+h

F(x+h) - F(x) =1
. 5 [ £(t) dt. .

h
x

Legyen £> 0 tetsz8leges pozitly szém, akkor f(t) -neka vizsgﬁlt b4
helyen valé folytonossdga miatt elég kis h esetén
f®) - E<ft) < f(x) +&, ha x =t = x+h .
Elég kicsiny -¥-ra tehst a kizépértsktstel szerint
x+h '
(- &) b f e s EmeE) b,
X
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vagylis

< F(xsh) - F(x)
h

f(x) ~& = fx)+ &

Tehit h—=0 esetén valéban F(x+h)]; Fix)
akartunk, :

E tétel tartalménak 1ényegét egy ujabb fogalom bevezetésével igen rivi-
den fejezhetjiik ki:

—= {(x) , amit bizonyitani

Defiricié

F(zx) a f(x) fliggvény primitiv fligavénye az I:a,b:] intervallumban, ha
ennek pontjaiban F’(x} = f{x) . _

E fogalom segitségével el6bbi tsteliink misodik része azt mondja ki,
hogy az| a,b] -ben folytonos f(x) fiiggvénynek mindig van primitiv figg-
vénye, nevezetesen )

X

F(x) = / £(t) dt
a

mindenesetre primitiv filggvény. Ez persze nem az egyetlen primitiv figg-
vény. Nyilvanvald ugyanis, hogy F(x) -szel egyiitt F(x) +c is primitiv
figgvény, ha c tetszlleges 4llands. M4s primitiv fiiggvény azonban nincsen.

II. Tétel

Valamely f{x) fiiggvény primitiv fiiggvényei csak egy dlland6ban kii-
1dnbiznek egym4istol.

‘Més szavakkal,pontosabban, ha az [a,b] intervallumban F(x) és G{x)
a f(x) fuggvény primitiv filggvényei, azaz F’ (%) =G’ (x) = {(x) , akkor

Fx)=G(x} +¢

Bizonyités
A
H(x) = F(x) - G(x)
fuggvényre- a tett feltevések miatt
HR=F'(x -G = 0
' -87-



az egész [a,b] intervallumban. Az [a.,b] intervallum bérmely x helyére’
tehit

HOZH@) g y=0 (a 5f Sy

X-a
a Lagrange-félé kizépértéktétel szerint, azaz

Hi(x) =H(a) ,
ugyhogy i
H(x) =Fx -Gx) = c
{c = 4lland6), ami az £llitdst adja.

Meg kivinjuk jegyezni, hogy ha az f(x) filiggvény értelmezést tarto-
ménya nem egy intervallum, aklkor nem lehet azt dllitani, hogy az f(x)
barmely két primitiv fiiggvénye Allandéban killonbdzik egymastol. Pl. legyen

filx)=x, ha-e= <x< 1 & T<x<eoo,
2

F(x)=—x—2—, ha =~°oo<x< -1 688 1< X<eo

f(x)-nek nyilvén primitiv figgvénye. A

xz
5 , ha -oco<cx < -1,
G = | ,
‘}—;—+1,ha. 1< x < o=
L

fiiggvény szintén primitiv fliggvénye f(x)-nek, azonban F(x) - G(x) nem
4llandé:

0, ha -reo<x<-1,

F(x)-G(x} =
-1, ha 1<x<+ oo,

Az elbbiekben l4ttuk, hogy valamely [a,b] intervallumban folytonos
fiiggvény integraljinak ismeretében fel tudjuk irni annak Gsszes primitiv
fiiggvényét. Igaz azonban ennek a megforditottja is; ha ismerjikk az integ-
ralhaté f(x) fliggvénynek egy primitiv fiiggvényét, akkor ki tudjuk szdmi-
tani f(x) infegraljat is:
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HI. Tétel

Haaz |a,b| intervallumban f(x) mtegrélhaté és a<x<b esetén
Fx)= f(x) » akkor

b

J f(x) dx = F(b)-— F(a) .

a

E képletet Newfon—Leibniz formuldnak is szokAs nevezni.

Bizonyités

Tekintsitk az [a,b] intervallumnak egy feloszt4sst az

2R X< ...<X, <£X,<...<X =Db
o FS e SE S K< e <K T

»sztbépontokkal. Ekkor a Lagrange-féle kdzépértéktételt alkalmazva

n n
PO -F@) = ) FG)-Fly ) = 3 F(f - ) =
i=1i i=1
n < =
) 1—1 f(fi)(x ) O =15 )

Ezen 6sszég azonban épp i(x) ~nek egy integralkizelitd Ssszege, amely
a felosztds minden hatfron tul-valé finomitissnsl f(x) integrilhat6 volia
b '
miatt az _[ I(x) dx integrilhoz tart. Ezt kellett éppen igazolnunk.
a

'A most kimutatott tétel szerint i(x) integraljit kbnnyen meghatiroz~
batjuk, ha ismerjik f(x) -nek egy F(x) primitiv fiiggvényét. Pl. x2 pri-

3 3
mitiv filggvénye —%—- ((3‘3—-)’ = xz) , tehit
b
J 2 [ x3 ] [ x3 ] b3 - a3
X dx= {— - = .
3 3
4 x=b =a



A priwitiv fiiggvénynek az integral kiszamitasanAl jatszott fontos sze-
repe miatl szokis még a kivetkezd fogalmat bevezetni:

Definlci6

Egy f(x) fiiggvény primitiv filggvényeinek dsszességét valamely [a,b]
intervallumban f(x) hatdrozatlan integrélijinak nevezziik és az

f f{x) dx

jellel jeloljiik,
b .
Valamely f f(x) dx hatdrozott integral kiszdmitisa tehat dltalfban

a
ugy torténik, hogy el6szdr meghatirozzuk az integréilands fiiggvény hatro-
zatlan integréljit, majd egy primitiv fiiggvény x=b helyen felvett értékéhsl -
1evonjuk az x=a helyen felvett értékét. Ez utébbi miivelet rovid jelblésére
a kisvetkez§ jelslés hasznalatos:

"F(b) - F(a) = [F(x)]

a
Pl.

T : o~

i
/smxdx [cos x] =-—¢gosH +cosO=1+1= 2 .
0 0

A Newton-Leibniz formula megmutatta, hogy az integrilis feladata 8s 3
primitiv fiiggvény mégkeresésének feladata kézbtt szoros osszefiiggés 4ll
fern. Az [a,b] intervallumban (Riemann szerint) integrélhaté fiiggvények
osztilya azonban nem egyezik meg azon fiiggvények osztilysval, amelyek-
nek van primitiv fliggvénye ugyanebben az intervallurmban., Az 4ltalsnos
 esetben tehit az integrilis és a primitiv fliggvény megkeresésének feladata
killénbd20 feladat, ha az egylk feladatnak van megoldésa, ez még nem jo-
lenti azt, hogy szilkségképpen a méisik feladatnak is van megold4sa.

Meg kivinjuk jegyemmi, hogy nem minden integralhaté fiiggvénynek van
primitiv fliggvénye. Ha pl. f(x) az [a b] intervallumban véges sok hely
kivételével folytonos, és ezeken a helyeken ugrésa van, akkor f(x} integ-
ré.lhato viszont beb1zony1thato hogy -r a b} ~ben egyetlen primitiv filgg-
vénye sem létezhet.
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“Pl. y=sgx [<1,1]-ben integralhats, (x=0 kivételével ui. folytonos
fiiggvény) de mivel az x =0 helyen ugrdsa van, nines [—1, 1] ~ben primi-
tiv filggvénye. .

-Lehet példit kontruslni olyan F(x)  fiiggvényre, amelynek differencidl-

- hényadosa - ¥’ (x) = f(x) (Riemann szerini) nem integrilhats,-tehdt egy nem
integrdlhaté f(x) fiiggvénynek lehet, hogy van F(x) primitiv fiiggvénye.
Mivel az ilyen példa megszerkesztése nem elemi médon t6rténik, ennek
tirgyaldsira nem tériink ki,

A késGbbiek miatt elSnyss megillapodnunk a kivetkezOkben: az

b

j f{x) dx

a

jelnek, melynek eddig csak akkor volt érielme, ha a< b, értelmet tulaj-
donitunk akkor is, ha a=b , a kovetkez8 médon:

a
f _f(x)dx=0,
a

b a
J i(x) dx = ~ J f(x)dx, ha a>b.
a.. b

E megéillapodis célszeril, mert igy az

b

(=]

c
f(x) d;{-+ J fx)dx= - f(x) dx
a b . a -

egyenldség, mely eddig csak az  a< b<c esethen birt értelemmel, he-
lyes marad a, b &5 ¢ bérmely elrendezéaénél.
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6. INTEGRALASI ALAPKEPLETEK

ay A kdvetkezs alapintegrilok az ismert differencifldsi képletelmek egy-
gzeri megforditisai:

fn Xn-i-l v
X dx= nl +C,; (n# "1) )

l/\-}-1c-clx=]:[1t:~:|+c, x#0),

X X
fe dx=e +c¢,

fcosxdx =ginx+c,

/sinxdx=-cosx+c,

COoS X

f 12- dx=1g x +c, (mé=(2k+1)—g—),

f L dxk=-ctgx+c, x#k7),
2
sin"x

j chxdx=shx+ec,

f shxdx=chx+c,

/ 1 dx=thx+o,-
2 .
ch x
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j L = dx=arcsinx+c, (|x|<1),
Vlfx2‘ .

f 1 - dx=arctgx+c,
2
1

j L dk=arshx+c¢,
[ 2
14x

f L gx=archx+c, x>1),

\ x2-1
f c.f(x}ddx=c¢ ] fix)dx,

j (f(x)+g(x) dx = / f(x)dx + / g(x)dx.

E két utdbbi 4llitds igaz voltit a 4. fejezetben bebizonyitottuk.
b) Sok integr4l kiszdmitisat teszi egyszerilbbé az alibbi egyszeri
tétel: .

L Tétel. Ha
j fxdx = F(x) +¢,

akkor

Jf(ax+b)dx =-ﬂ§a—qﬂ— + c.

A tétel igaz volta differencifldssal konnyen igazolhats, hiszen a tett felte-
vések mellett az Ssszetett filggvény differencidlisi szabdlyit alkalmazva

%; (_Fia:__ib_l_ +0) = i F'(ax +b) . a=£ax +b).

E tétel alkalmazdsdval kénnyen kiszimithaték pl. az aldbbi integrélok:
3

1 Ll
1 5 2
J\/Zx—3 dx = f (2x-3)_2 ax =42%23) % ro= 4(2}::;-3),‘ ve s

3
2
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r T
2 . 2
gin = ~
X 3 Y] 3
J cpssdx-— T —Ssine— 9 ¢
0 3 0

za.r-:at.g'E
dx =1 dx =3 & se=ZarctgX H
2 X 2 2 1 gy o
a +Xx a 1+(=) a =
a a
X
dx 1 dx 1 arc sin 2 _ oz
— = = =2 1 +c—arcsm; +c,
a2-x? 1-(Z) =

dx X
n =arch = +¢.
2 a
X

Néha egyszeri trigonometrikus stalakitdssal lehet az integralandé
fiiggvényt olyan alakra hozni, amelyben a fenti tétel alkalmazhats. Pl.

sin2xdx- I}_;c_os_zx_ dx = g_X___ ..]; cos 2xdx=
2 2 2 .

= X sn2x .

2 4 ’
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j c_oszxdx= j m—dx=j%—‘+ 51- S cos 2x dx =

2
X sin 2x
) + 2 +C 3
X
Jsin?.xcos—-—dx=-—‘[(in -—2-+sin—)dx-
'=—lcos X o cos Eie
R 2 2 :

Ez utébbi példa mint4jara lehet kiszfmitani az
jcos ax cos bx dx, Isina.xsinbxdx, Ssinaxc'osbxdx

tipusu integralokat, ha az integrﬁla.ndé filggvényeket az ismeretes

cos ax'cos bx = L (cos (a+h) x + cos (a-b) x) ,
sin ax sln bx = -;- (cos (a-b) x_~co8 (aib) %) .

sin ax cos bx = -;— (sin (a+h) x + sn (a-b) X) -

képletekkel Ssszeggé alakitjuk.
Alkalmazésképpen megmutatjuk, hogy az

1, cosx, sinx, cos2x, sin2x, ...} cosnx, sinnx, -
fiiggvénysorozat két filggvényének szorzatat bArmely 2 ¥ hosszuségu
intervallumon integrilva eredményill 0 adédik.

Legyen ¢l8szbr az egyik filggvény az f(x) =1 fggvény.

Ekkor

Pl
a+2 H a+2£v -1 -
P -
I 1.cos nx dx = Ijinnnx :I - sinn(a+2.fln) - sin na =0, @# 0)
. a .
a

-45 =



a2

a2 f :

S nx cosn(a+2 ) -
L.sinnxdx= I:— E-rq—-n—--—:l =. 22 (9‘+n ) =cos na =0, (A0
: ! a . oo

a

mivel a sin x &s cos x figgvények 24 szerint periodikusak,
Mésrészt p# g esetén

a+2 7 o a2 7

J €08 PX €oS gx dx= -12- .(cos(p+q)x+ cos(p-g)x)dx =0,
a | a

a+2ff - aszy

( sin px sin gx dx = -;- ‘ f {cos(p-q)x-cos(p+q)x) dx =0 ,

a

és végiil, még p=q esetén is igaz, hogy

o~ P

+234 a+2f

sin pxcos gxdx=

Do =

S"L_——W o

[ (sin{p+q)x+sin{p-q)x) dx =0 ,
a

mert p=q esetén sin(p-g)x=0.

Hasonl6képpen mutathaté ki, hogy az
1, cosx, o8 2%, +.. , COSNX, ...

sorozat két fiiggvényének szorzatat az (n i, (n+l) 7)) intervallﬁmok
birmelyikén integrdlva eredményiil 0 ad6dik. '
Ugyanilyen tulajdonsdgu a

sin x , . sin 2x , , sinnx., ...
fiiggvénysorozat is.
' c) Az integrélés technikajgban sokszor alkalmazzuk az 214bbi tételeket:

BT I



11, Tétel.
_ kel »
I f(x)kf’(x)dx= M—RTI— +c, k# -1).

. Tétel.

j—f(-;;()?sl—dx= Inlfx) | +e, feltévé, hogy f(3) # 0.

E tételek differencisldssal konnyen igazolhatok:

k+l k
d f Df(xy o K,
i e R T T JE
d DU S
e (In [£(x) | +¢) o9 f'(x) .

E tételek felhaszndlisfval szémithatokki pl. az a.lﬁbbi integratok:

4

Imsxsm3xdx=-s—1-n%— +cC

: ' -, 4 2532'

. . . 2

| xvis Pax=t|mand? =l LD,

=1 (1 '+x2}3+c;
3
0,8 0,8 =
X 1 -2x i gl—x2)2 0.8
dg=~- — dg=- =
2 2 2 2 1
1-x i=x -2— 0

0 0




3tgxdx=xim--§- ‘=—I = sl x ————=——dx =~1n |cos xkc;
cos x COS X .

chfgxdx J‘cosx dx=1n|sin x|+ c.

Az utébbi képletek természetesen c¢sak olyan intervallumekban &rvényesek,
amelyekben a logaritmus argumentuma nem tiinik el.
A'b) 6és c¢) ~ben tirgyalt eljirdsokkal szimithaték ki ﬂlta.labs.n az

X sinnx cosmx dx

tipusu integrédlok, ha n &s m nem-negativ egész szimok. A szAmitss
menete aszerint alakul, hogy n és m pArosak-e, vagy pdratlan a kett6
koziil legaldbb az egylk. Pl

X sinsx coszx dx = I ain x sin4x coszdx?! S sin x(l—cbszx)z_co‘szx dx =
2 [ 4
=jsinxcos xdx+2$(—sinx) cos xdx +

+Ssin xcbssxdx =

3 5 7
COS X co8 X co8 X
=2 - + 2 5 - ?-—-—-

+C 3
1 4 4 ]
Isinxcos xdx = sinx(l—si.nx)dx Isinxdx—‘sinxdx=

“‘ 1- coszx l-cos2x,2 . _ [(l—coBZx 3

3 ) &

S (1-20052x+00$22x)dx-
1 . : -2 3
by {1-3cos2x+3cos” 2x-cos” 2x)dx =

=-18- (1-cost-00522x+c0332x)dx=
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=-;— S {1 -cos 2x ~

1 +cos 4x

2

+ cos 2x(1--sin2 2x)dx =

. =49~



7. PARCIALIS INTEGRALAS

a} Ujabb integrilisi szabalyra jutunk, ha a szorzat differenciilési sza-
baly4bol indulunk ki: -

{uv)’ =0’y +uv’.

alkalmasan rendezve, majd mindkét oldal hatfrozatlan mtegréljﬁt'véve
adédik:

w’ = (uv)’ -~u'v,
(%) juv’dx=uv-.[u'vdx.

A (%) képlet a parciflis integrilis elve néven ismeretes, &s arra
szolghl, hogy valamely integril kiszdmit4isit egy mé4sik integrail kiszdmi-
tisdra vezessilk vissza, amelyet esetleg mé4r kinnyebb kiszdmitani.

Hatfirozott integrilokra alkalmazva a parcidlis integrilds szabélya:

b b
b
wvrdx= juv - u'vdx.
| 1 -
a a
Pl _
Xxcos 2xdx=x 8in 2x _ 1. sin 2x dx=-1-xsin 2% + lcos 2x+¢
; 2 2 2 4
u v | I 'S u v
1 1
4 - - _.1. :_x_ll 2
I Xe dx= x(-—ex)] - 1.(—ex)dx=—e + e _| =1—;
' 0 ) 0
o UV u v e UV
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A parcifilis integrilds elve nyilvin csak akkor alkalmazhaté, ha az
_integrilandé fiiggvény olyan tényezOk szorzatira bonthats, melyek kizill az’
egyiknek ismeretes primitiv fiiggvénye. Pl.

Iarctgxdx-=XI.arctgxk=xarctgx~jx -12 dx =
14x
vl u Y u v u’

2%

3
=xarxtgx -

2 dx == xarctgx—— 1n(1+x J+cs

1+x

jarcsinxdx=jl.arcsinxdx=xarcsinx—[x = {dx =

v u Yy u v u
L
2

‘=xarcsin x+ -é- S (-2x} (I-x") dx
1

2 2
. 1 (l-x 2
=xarcsmx+-2- +e=xare 8in x+\1-x +¢c.

[T

b} Bizonyos fiiggvényosztilyokba tartozé filggvények integraljit a par-—.
ciauis infegralis elvének egyszeri vagy tébbszori a.lkalmazéséval mindig
kiszémithatjuk. Iyenek:

o
1 X A
& eax dx (n pozitiv egész szdm),

Itt az
u=sx, v =@

szereposztissal parcislisan integralva

n _ax neax n—leax
Jxedx=x -] nx de

a

addédik., Lathat6, hogy a jobboldali integrsl az sllands szorzdisl ettekintve
ugyanolyan tipusu, mint az eredeti, csak x hatvinya lett eggyel kisebb
‘kitevGjil. Az eljirdst megismételve vég‘iﬂ 1s ‘f %% dx alaku integrilra
jutank, amit konnyil kiszimitani )
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Pl.

3x 3x
xzegxd =xze —Szxe dx =

3 3

=x2 e3x-3x63x +-2-SllesX dx =
3 3 3 3 : 3 B

=x2 - __z_xe3x+_2__e3x +c =
3 9 9 3

3x 9
=% (8x -6x+2)+c.
20 Az

S X" cos ax dx , S X" sin ax dx {n pozitiv egész szdm) integri-
lok kiszdmitdsanal az

___n ’_‘ ] L —— I
u=x , Vv =cos ax, ill. v’ =sinax

szereposztéssal ugyanugy jirhatunk el, mint 1°-ben.
PlL.

7 ] )
j X3 in 9x dx = |:X3 -G0S ZX} _J 3X2 - 08 2X dx =
0

2 2
0 0
T
~3 Vi
- X L 3,2 sin2x _3 | gy sin2x .o
2 T2 2 Jo 2 2
0
i a
573 3. —-cos 2x 3 -Cos 2x
=- 3 + 0 -3 2 0+§ 1 —"?—dx=
0

2 4 4 2
_ ﬁ3+3f-
2 4



Viidgos, hogy hasonléképpen jarhatunk el akkor is, ha egy polinomnak,

6saz e , cos ax , sin ax fiiggvények valamelyikének szorzatat kel}

integralnunk,

3° Az

j 2 " x dx {x# -1 tetszdleges, n > 0 egész szdm)
integral kisz&mitisanil az
u=1In"x , v =xX

vilasztis mellett egyszeri parcidlis integralissal hasonlé tipusu integrilra
jutunk, amelyben azonban 1n x kitevéije eggyel csokkent:

of +1 o+l
Ay = e - | X am® L oax =
A=+ 1 x o+l * %
xu‘f+1 n - n n-1
A
o+ 1 n x 11 x* I "x dx

Kallf szimu 1épés utan végiil J' x?‘dx alaku integrilra jutunk.. Pl.

. 1 4 4
J- v X lnzxdx=f x3 lnzxdx=§- xs lnzx—féxd 2.1n x. L dx =
4 4 b4
4 1
T INE T N I
" lnx—2 X Inxdx =
4 4 4
3 3 3 3 3]‘3 31
=2 -2 2 LA = dx=
4x In"x 2 4x lnx-t—2 4x ”
4 4 1
_33,2 9 3 2] 3 4 o
—4xlnx—.sxln;sc-;‘8 X dx =
4 4 3
3 3.2 9 S lnx+—x +¢
=lenx—-8-x 32

Speciidlisan & =  esetén

g hlxdx:I 1. 1nxdx=xlnx-gx;1{-dx=xlnx—x+c,

v u
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mig a tdrgyaldsunk sorfn Kzfrt X = -1 esetén kozvetlenil integralhatunk:

2
j L Inxdx~= ln x +ec,

x 2
(IL Tétel).
4 Az ax

j 8 cos bx dx
integril kiszAmitisat ugy végezhetjilk el legegyszeribben, hogy mind az

ax .
u=e¢  , Vv =cos bx,

mind pedig az ax
u=¢cos bx, v = ¢

szereposztéssal parciflisan integrilunk és a jobboldalon fellépd integralt
a taldlt két egyenlGséghol kikiiszoboljikk, Természetesen ugyanezzel a méd-
szerrel szimithatd ki

J.es‘xsinbxdx

is. PlL~

g e-xcos:g-dx:'e—xzsin l;' +2ge_xsin % dx

A jobboldalon 4116, integral kikiszsbblése végett szorozzuk a misodik

egyenlséget 4-gyel és adjuk az elozohoz:

5[ e ™ cos 225 dx=e_x251n§ -4e™™ cos % ,

és igy

-X b 2 -x X . X
= = = Z - 2co8 = }e
S e  cos 2 dx 5 e (sin 2 2
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¢y Az

sin"x dx

hatirozott integralt a parciflis integrélis elvének alkalmazéséval a kivet-
kez6 mddeon szdmithatjuk ki legkényelmesebben,

a i

2 2
f

J sinnx dx = sin x sinn—l Xxdx =
- T

0 0 T3
— 2

= | -G08 X sinn—lx] + f coS X, (n-l)smn-zx. cos x dx=

L 0 0

H

2
= 0 + (o-1) j (1-sinZx)sin” Zx dx =

0

T N
2 2

= {n-1} f sin® 2k dx ~(n-1) J sin"x dx .
0 0

Ebbdl azutin

Eljﬁr?gsunkat megismételve n= 2k esetén

x
2
2%k 2k-1. 2k-3 3 1 0
sin dec:—--zk. o2ttt 2 2 f sipxd:F
0

o

(2k-1) (2k-3). ... .8.1 &
2k (2k-2). ... .4.2°2
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mig n = 2k+l esetén

by by
2 p)
o2 %k k-2 2]
f xdx= il " Phoi .....3fsmxdx—-
0 0

_2k(2k-9) . ... . 4.2 1
(2k+1)(2k-1). ... .5.3 °

adadik., A kovetkezo képletekre jutottunk tehst:

JI

2
o2k 1.3, ... . (2k-1) &
f s x dx = T (2R) 2
0
i
2
. 2k+l 2.4, ... . %
Bl x dx = T T @k 1)

A 8. fejezetben latni fqgjuk, hogy a tal4lt képletek egyszersmind az

n
cos xdx

< '-"‘—""'a l\')'hl

integrdl értékét is megadjak.
E képletekbd] egy fontos hatdrértéket szdmithatunk ki.

J—;- esetén 0-smx51 azért[ —ﬂz—-]—ben

I
na

Mivel 0=x

3

L 2kt2 <« . 2k+l < 2k
in T x=sin x=s8in" x
és. igy
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0y g iy
2 2
= J sin2k+1xdx ES J' sinkadx .
0 0

2

J 2k+2 <
dx =

0

azaz eldbbi képleteinket alkalmazva

1.8 ... (ki) T < 24, ....2% <18 ... .(2k-1)
2.4 ... . (2k2) 2. 3.5, .... (%K) 2.4 .... 2%k

2.4 ... %k o

wiy

Szorozzuk végig ezt az egyenlotlenséget a L3 ... . (%0 G
szimmal; egyszeriisitve:
o 2 2 2 ~
2k +1 o= 2 4 - (2k) =
2k +2 2 1.2 7 3.5 "7 (2k-1) (2kH) 2 '

Beverzetve az

_ 22 4 2k
(*) %~ 1.3 3.5 ° """ " T(2k-1) (2kH)
jelslést a
kel T oz 2 T
(* %) : Zk+2 2 k2
. . g L k41 . . .
tsszefliggésbol 14thatd, hogy k —= =< esetén —-2—1;-_:?--1 ,» 88 igy (% » )-bbl

ad6dik, hogy

mom Ty e ke

Okoskodfsunk sorsn tehst a kivetkez8 dsszefiiggésre jutottunk:

Ty 24 @o®
B TR LE T8t T (kenEe)

Ezen -6sszefliggést Wallis—formulfnak nevezik.

:
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8. INTEGRALAS HELYETTESITESSEL

a) Legyen f(u) primitly fliggvénye F(u) . Ekkor az {sszetett filzgvény
differenciflisi szabflyfnak értelmében :

[Fep ) | =tpem .o @ -
E szabélybol adsdik, hogy
[ e e o ax=Fpm) +eo.
A fenti képletet még igy is irhatjuk: '

(#) e @@ @ dx=( fu) du) .
Jup e J w=P(x)

E szabily egyike a helyétiesitéssel val6 integrilds szabdlyainak.
Specidlis esetei a 6. fejezetben felirt I, II 6s I tételek:

l 3 = l : 3 l =
" j f(axth) a dx (?‘ S f(u) du)mi_b (a. F{u} +¢) i
= i F(ax+bh) + 23
pr(x)n p@ax =(|oa i =
? = (%) n-+l =)
1
= ﬂ}—{)i- - »
= mrEb s -1)3
u=go(x) U= (x)
=1n | @) | re.
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A (%) képletet dltalénos alakjiban hasznilhatjuk pl. a kﬁvetkezb" ini;eé’rﬁl
kiszAmitisan4l:

2 2

i= ‘r xe » - %X (~20) &%

Azu= -x2, f(uw) = o valasztéssal

I=(-—-1—Seudu) =(—-1'eu+c) =
2 2 2 2
u=~X : us-x
S e"x2 +c
2 .
b) Cseréljilk fel a (*) képletben az u &s x betik szerepét és csarél—

jik fel az egyenldség két oldalst:

(| 160 ax - wpen g au.
x=@(u) |
Tegyiik fel, hogy a jobboldalon 4116 integralt meg fudjuk hatdrozni. Akkor
utébbi képletiink szerint ez megadja azon fiiggvényt, melyet az I f(x) dx
integralb6l x helyébe (P(u) -t helyettesitve nyeriink. Az

[t ax= e [ o ¢ e an=ce

jeltléssel tehét .
F(@ (v) = G(v) .

Ha a vizsgdlt intervallumban van a ((u) figgvénynek inverz filggvénye
{ {u) szigoruan monoton fliggvény), akkor az x= ¢ (u) kapcsolat
u=W(x) alakban is irhat6, s utébbi képletinkben u helyébe ¢ (x)-et
irva

F(GP((}’(X)))“F(X) Gy p

azaz

* %) £ dx = (| o) (e
J o= fxpmpom

adodik.
Altal4dban a (» ») formulit szokds a helyettesitéses integ'rélﬁs képle-
tének nevezni. Ezt szavakban igy fejezhetjilk ki:
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az J f(x) dx integral kiszdrhitdsat ugy végezhetijiik el, hogy az integ-
rélandb I(x) filggvényben x helyébe egy uj u véltozd P (u) fiiggvényét
irjuk, dx helyébe pedig <p () du -t tesziink, Az igy kapott integral kiszi- -
mitdsa utdn a P {u) =x egyenloség segitségével u helyébe az eredeti x
v&ltozot helye helyetiesitjik vissza,

Megjegyzendd, hogy az itt szerepld dx = ¥P(u) du egyenl¥ség forms-
lisan ugy kaphat6, hogy az x= ¢(u} egyenlOséget differencisljuk és a ke-

letkez6 adf— = '(u) egyeniBséghben du-val forméalisan itszorzunk, mintha

gi—;—- tényleg hényados volna.

Az x= @P(u) helyettesités iigyes=megvélasztésé.va1 sokszor elérhetf,
hogy az integral egyszeriibben kiszimithaté uj integrilba megy 4t. PL.| xI=1
esetén

[ l—x2 dx =J\/1-sin2u cosudu = ‘[ coszu du =

x=sinu , _ | ltcos 2u du=g+sin2u te=
dx = cos u du 2 2 4
. \/ . 2
= 4 +sinucosu+c=g+ sin uV1l-sin u + o=
2 2 2 2
/ 2
_ aresinx xV1-x
2 2 '

x>1 esetén

j‘\/ ~1ldx= [\/chu-—lshudu =J. shzudu=

Xx=c¢h u, _S chzu—l _ sh 2u _u _
dx = sh u du B 2 "du 4 2+c
2
_ shuchu R ch u-1 chu R A
- 2 2 2 2
- xz-lx arch x .
= 2 B 2 ¢
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j\/l +x2dx= J\j’l +sh2u ch u du =_[ chzudu =

x=shu, = S c¢h 2y +1 du = sh 2u 48 Le=
dx = ch u du 2 ' 4 2
_ Shuchu + 0= shu§[1+sh2ﬁ + 2 Le=
2 2 2 2 B
v/ 2
_ XN1+x + ar sh x te
, 5 5 .

Arégl x ésazuj u viltozé kizotti kapesolatot sokszor nehézkes
X = (¢ (u) alakban megadni, kényelmesebb az u= @ (x) alakot hasznilni.
EbbS} az egyenlfséghll fejezzikk ki azutdn x-et u segitségével: x = P(u)
és képezzik a helyettesitésnél szilkséges dx = ¥'(u) du Hsszefiiggést.
Sokszor azonban ugy jarunk el, hogy mindjdrt az u= W(x) Osszefliggésbil
képezzitk az du = W'(x) dx Osszefiiggést, majd innen fejezzikk ki formAalisan
dx-et, vigydzva arra, hogy a A%y fiiggvénykapcsolatba is behozzuk x he-
lyett az uj u véltozét. Pl

ezX u2 du 1
dx = -—=J(1-—-——)du=u—1nll+ul+c=
1+ex 1 0w 14
uwez = eX—-ln(1+ex) +c,
du=¢e’ dx,
dx = _;;—= _1.1‘_1_ , (az abszolut érték jelét azért hagyhattuk el,
e ' mert 1 +eX > 0)
dx 2u du _ du -
J NEGES) = j u(lw)_zjwlw = 2ln {l4+ul+ec =
(x > 0)
u=x, =2In(l+Vx) +¢, (1L +JVX > 0), (x> 0).
du= —e—
Nx
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zzvdv =j(2— 2 _ydv =
+1 :

IJTddx = jm%‘ =Jv

v v2+1
(x>0} 7 -
u=ex, v=gu -1, =2v-2arcigv+e =
du=exdx, u=v2+1, ' =2(\u-l -arctg\fu-l) +¢c =
du du X X
duj— x ==’ du = 2v dv, 2{ \Je"-1 - arc tg\/e -1) +c,

x>0}).

c¢) Ha hatirozott integr4lt szémitunk ki a helyettesités médszerével,
akkor elmaradhat a "visszahelyettesités", vagyis az u valtozérdl az ere-
deti x valtozbra valb visszatérés az integral kiszdmitisa ut4n. Ehelystt’
az _integral hatdrait kell ugy megviitoztatni, hogy az uj hatfrok u azon
értékei legyenek, melyek az x=@(u) , ill. u= @(x) kapcsolat értelmé-
ben az eredeti hatiroknak megfelelnek,

Pontosabban megfogalmazva az alsbbi két tételt fogjuk bebizonyitani:

I Tétel

Ha f(x) az [a,b]mtervallumban folytonos fliggvény, x= ¢@(u)
értékei az [a,b] intervallumba esnek, @ {x)=a, @(4)=b, 6s

X =¢(u) -nak {x, 3] -ban (vagy [ o] -ban) folytonos ¢'(u) differen—
ciilhényadosa van, akkor fenndll az .

b 5
f(x) dx = f £ (w) " (u) du .
o

”

ogyenlGség.

Bizonyits

Legyen o < /3 &s tekintsikk az  fuS /4 intervallumban értel-
mezett aldbbi két fliggvényt: @ (1)

F(u) =l f(X) dx
Plex)
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és u

G(y) = I £(sp(u)) ¢p'(w) du .
J |

Az integrilands fiiggvények foltételezett folytonossiga miatt F(u) és G(u)
differencidlhatd (5.) fejezet 1. Tétel) &s differencidlhinyadosuk megegyezik:

Fi(u) =G’ (w) = f(pu)e’ ().

Ebbil kdvetkezik azonban, hogy

Flu - G(u) = ¢C,
s mivel F(u) és G(u) definici6jabol

Fl) = G{x) = 0,

szilkségképpen
C=0.
u=/5 esetén tehst
F(B) = G(f3) .

vagyis

b pis) B

J f(x) dx = ] £(x) dx=f f(¢p(u)) ¢’ (v) du,

a Pploc). e

amit bizonyitani akartunk,

II. Tétel

Ha f(x} integralhaté az [a.,b] intervallumban, x=¢ (u) szigoruan
monoton nivekedS (csékkend) az [x.4] {([A.o]) intervallumban,

pla)=a,9(B)=b &és p(u) integrilhatd [ex, /3] -ban, akkor
4

b
J f(x) dx =j f(??(u))??'(u) du .
a

e
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Bizonyitas

Legyen pl. ¢ (u) [, f,] -ban monoton nsvekvS. Készitsiink el egy

= [ . i 1 u s -

< < s
ui_1 1?'1 u (i=1, ..., n,

és tekintsik a

n

6 = I f(so(ﬁ*n;o( ATCAER N

i=1

bsszeget, tovabbd a
Pl =%, PP =,
jelslés melleit az

a=xo<x1< “ee <Xi—1< xi<...<xn=b

felosztist és a

n
¢ - : -
2 M by = xp )
i=1
gsszeget. A Lagrange—iéle kiszépérisktétel alimlmazésaval ez utdbbi
Osszeg migs alakban is felirhato:

lll\
lll\

Xi - xi_l =§o(ui) -fo(ui_l) = 901( t;l)(ui - ui—l) ’ 'E i

tehdat

n- —a
'-35 K P2 P 19’1)(“1 TUL)
i=1

Két tsszegiink killbnbsége tehit igy irhatd:

T8 L 1@ I gy -y
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Ha tehét a=xZb esetén If(x) | S M, tovabbs @’ (w (u, _,u)-beli
ingadozisat Oi—val jeloljik, akkor -1 1

n
6~ 65 m 1§1 0;(u; ~u, 1)

Finomitsuk most az [0( /3] intervallum vizsgalt felosztdsat minden ha-
téron tul. Ekkor az o« , 6:[—ba.n differencidlhatd, és igy folytonos ¢ (u)

fiiggvény egyenletes folytonossdga miatt az a = X <% <. < X = b

felosztds is minden hatdron tul finomodik, tehdt ekkor f(x) integrilhatd
volta miait

o

57— f(x) dx .
a
Ugyanekkor azonban 90’ {u) integralhatésdga miatt

n
D 0y -y gy =0
i=1

(2. fejezet VI. Tétel), tehét

|6 -6 -=0,

b
5’—»/ f(x) dx .
a

Az f(p (u))p'(uv) fliggvényhez tartozé 6 téglanySsszeg tehdt a felosztis
minden hatéron tul valS finomitds4ndl az ;

b . .

J f{x} dx hatérértékhez tart. Ez azonban a 2. fejezetben megadott de-
a

finicidé alapjin azt jelenii, hogy az f(go (u) 50 (w) flggvény integralhatd

ugyhogy

[cx ﬁj -ban &s mtegralja J f(x) dx-szel egyenld, amint Allitottul.
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Meg kivanjuk jegyezni, hogy a helyettesitéses integrilds képletének itt kozolt
két bizonyitdsinil az elsOnél f(x) és ¢p’(u) folytonossdgat tételeztik fol, de
nem tételeztiik fel ¢ (u) monotonitdsit, a méasodik bizonyitisnil pedig ¢ (u)
monotonitisat tételeztilk fel, de rnem kivantuk meg f(x) és ¢'(u) folytonos-
sagat.

ElSfordulhat tovdbbi pl. hogy ¢¢’(u) véges szému helyen nem létezik
E)( , /3,] -ban, de a helyettesitésrdl szold tétel igaz marad, a fent részletezett
‘t5bbi kikités teljesillése esetén.

Az 1, ill. 1. tétel gyakran alkalmazott egyszerii kbvetkezményei az
alfbbi 4llitasok:

Allitds

Ha f£(x) phros fliggvény, akkor

0 a
f(x) dx = fix) dx ,
-a 0
és i
a a
f(x)dx=2 f(x) dx .
‘ -a 0
Allitds

Ha f(x) pératlan filggvény, akkor

0

o

fx)dx=- | fx)dx ,

1
)
o

és igﬁ
flx) dx=0.

's%‘"‘—'—-' #
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Allit4sainkat az x = -u helyettesités alkalmaz4s4val l4thatjuk be. Pl
az utdbbi 4llitds esetében (f(-u) = ~f(u)) :

0 0 0 a
f(x) dx = J (- (-L)du = flwdu = - f(u) du,
-a a. a 0
X = -u,
dx = ~du 7
x = =g esetén u=a;
x=0 esetén u=0,
és igy
" a 0 a a a
f(x) dx= | * f(x) dx + fix) dx=- | £{x) dx + i(x)dx=0.
-a -a 0 0 0
Peldsk:

\ a
o2 -2 dx= _aj \ 1-(%)? dx .
5 A |

0

Alkalmazzuk az x=a sinu helyetfesitést. E figgvény a 0 értéketaz u=0,

az a értéket az u= -‘g—- helyen felveszi, a [0, iz"-:lintervallumban szi—~
u)’ =a cos u ugyanitt integralhats, vagyis

goruan monoton ndvekeds, (a sin
7

a . Tétgl értelmében 5
a J \/1—(5)2 dx=a J PVl—sinzuacosudu=
¥ T
0 0 5 5
x=ashu,, 2 2 1+cos 2u
. =3 cos u du=a du =
dx = a cos udu, - 2
. 0 G
0 =a sin 0(1 7
a=a sin-L . ¥
2 . o
- 2( u sin 2u y = az i
a 2 | ]



<@
T

l’fx dx kiszAmitds4nal alkalmazzuk az
0
], X u2
u = T x , illetve X = 5
1+u
helyettesitést. Mivel
X=0 esetén u = 9 = 0
1-0 i
. - 0,5 _
x=0,5esetén u = 1_0,5— 1,
u2
az x= 5 fiiggvény deriviltja
1+u
2u 2u -
—-_— _— {dx = ——— du)
du (1+u2)2 (1+u2)2

folytonos 0 2 u £.1 esetén az I Tétel értelmében a helyettesitéses
integralds képlete alkalmazhatd:

0,5 1
b4 2u
3 - —t___ g
J 1-x & J ! 12 N
0 0

Az utdbbi integrilt az u =tg v helyettesitéssel szdmithatjuk ki (e helyet-
tesités jogos volta az el6bbiej}5 mintdjara I4dthats be):
o1 £

2 b teoy 1
2 | —E——qu=2 & dv =
2.2 2 .2 2
o (1™ g {1#g"v)" cos' v
u=1tgv, 4
£ si:nzv
du= dv, = 2 J > dv =
' cos'v ) )‘OE;QKV(‘L , SV )2
0=tz 0, * 2
7 cos v
1=tg




il

T r

; Sin'zv f 2
=2J —_—— dv=2f sin“vdy =

0 0

(coszv+sin2v)2

T

4 Ay
T " ) .
= {1 - cos 2vidv = l:v - i_Z_V_:I = - =
o2 2
0 0

Szamitsuk K az

9

=N

i
I=j xsmx2 dx
0 I +co8 x

integrilt. Alkalmazzuk az x= 5 -u helyettesitést (e filggvény nyllvén
- monoton csdkkend)

Iy
Il
—

(7 ~u) sin{ 7 -u) v

- 2 (-tl) du =
Y] 1 + cos“ (7 -u) C
x= ¥ -u
dx ="~ du 7 T
0=7-T =frf sinu _f usinu_
T=10-0, 9 l+cos” u 0 1+co&12u

Az it szerepld masodik integril eppen a idszémitandé I-integral, vagyis
rendezéssel

3 in
21 =frf L
. 2
1 +cos’u
0

Az utébbi infegrdlt a v = cos u helyettesitéssel kiszdmitva:

-1
. ~ - 1 o [ ad "'2
of =4 | =¥ __ g5 arctg v =T (L Ly X
2 1 4 4 2
V=081 # LV -
dv= - sin u du,
1=c¢os 0,
-1=cos T,
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vagyis végeredményben kiszSmifandé integr4lunk:
=2 S
7

I=—

4
Ennél a példans! 14ttuk, hogy ﬁéha az dltalénos modszerektd] eltérs siletek
alkalmagzisa vezethet egy integral ldsqgﬁmitﬁsﬁhcz.

7

Z,
A 7 fejezetben kiszdmitotiuk f sin"x dx Srtékét &s megemlitettiil,
' 0

Y

z
hogy f cosnx dx értéke evvel megegyezik.

!'Lllitésunkat az utébbi integrilban az x= -19— -t helyettesités alkalma-
zédsdval kinnyen heldthatjuk: - :

2 0 0 -—-
cos'x dx = [ cosn(-’%— - t) (-1)dt = - J[ sin’t dt = f sin't dt.

D P 2 0

I
X 2 i,
dx = - dt,

_ T I
0="%-%"

7
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9. RACIONALIS FUGGVENYEK INTEGRALASA

Racionilis fiiggvénynek két polinom hinyadosat neveztikk:

n
, axX +...+axX+a
gx) _ _ Do 1 0
h(x)

b Xm-l-... +b,x+b
m 1 o

Ha a nevezO 0 -adfoku polinom, azaz 4llandd, akkor racionilis egész
fiiggvényrdl, ha a nevezd nem 4llandé, akkor racionilis tortfiiggvényrsl
beszélink. A racionslis egész figgvény {polinom) integrﬁlésa nehézség
néikiil tagonkénti integrilissal elvégezhets.

A raciondlis torifiiggvényt valddi torifiggvénynek nevezzik, ha szim-
1416ja alacsonyabb foku, mint nevezbje. A nem-valédi racionélis tortfiigg-
vény mindig felbonthat$ egy egész fiiggvény és egy valddi torifiiggvény Gsz-
szegére azaltal, hogy a szdml4ldban 4116 polinomot elosztjuk a nevezdben
4116 polinommal:

3x4-2x2+x 2 ' _ Bx +2
- =3 -3x-2+ |,
2 -
X +x+1 X+ x+ 1
mert
(:’,x4 —2312+ X) (x2+x+1)= 3x2 —.3x-2

_~53x4 * 3x3 + 3x2

- 3x3 --»5x2 +x

F 3x3 ¥ 3x2 F3x
- '2x2 +4x
Foxd X T2

+6% + 2.

i



Minthogy az osztdsnil ad6d6 maradék mindig alacsonyabb foku, mint
az osztd, azért ilyen médon tényleg valddi torifiggvényt nyeriink. Az osz-
tds utin adddé egész-fliggvény integréldsa nem jar nehézséggel, azért a
tovdbbiakban csak a valédi tortfiiggvények integrildsdval kell foglalkoznunk.

Valédi raciondlis tortfiiggvények 6sszege valddi rac1§u§hs torifliggvény.
Mi az aldbbiakban a megforditott feladatot vetjiik fel: a h(x) valédi raciond-

lis tortfiiggvényt olyan valddi racionélis tortfiggvények 6sszege alakjaban
akarnék el84llitani, amelyeknek nevezdi alacsonyabb fokszdmuak mint h(x),
és amelyek lehetOleg egyszerii alakuak.

El5ljaréoban a kovetkezoket szilkséges megemliteniink:

1° Ha agy h(x) polinomnak x, zérushelye: (vagy gyoke), azaz
h(x y=0, a.kkor h{x) 11yen alakban irbaté:

’ h(x) =(x- xl) hl(x) )

ahol hl(x) eggyel alacsonyabb fokszimu poiinom, mint h(x) .
Valéban, ha h(xl) =0, akkor

n n
h(x)—anx +a X +...+ax+ao—h(x)—h(x1)r~r

n-1 1
n n n-1 n-1
—an(x —x1)+an_1(x X Y+, +a1(x-x1) .
Minthogy azonban
k k,:( - x k-1+ k-2 AR k-—z; k-1
b4 x1 X 1)(x ) X xl cee tX Xy x_1 },

azért a fenti Gsszefiiggés minden egyes tagjabol kiemelhetS az (x - xl)
tényezd és a kiemelés utdn egy (n-1) - edfoku polinom marad vissza.
Ez utébbit h (x) -szel jelblve, allitisunkat igazoltuk:

hx) =(x~- );l)h1 (x) .
Ha a hl (%) polinomnak egy gydkhelye Xo akkor irhaté:

azaz .
h(x) = (X = x'l’* (x - xz)hz(x) L]

ahol h_(x) a h(x) polinomna.l kettvel alacsonyabb fokszdmu polinom; és
igy tOV?l :
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Minthogy a h (x) , h (x), +.. polinomok fokszimai egyre cstkkennek,
azért az eljﬁrésna}{ meg kell szakadnia, azaz egyszer egy olyan q(x) poli-
nomra kell jutnunk, amelynek mar nines (vzlés) zérus helye:

h(x) = (x—xl) (X—xz} ens (x.—xm) afx) .

Ez a q(x) poiinom lehet 4llandd, vagy péros fokszdmu polinom. Ti. ha
q(x) fokszfma piratlan volna, akkor hm q(x) = - llm q(x) =4+ oo

lenne, aszerint, hogy q(x) legmagasabb foku tag;énak egyutthatOJa milyen
elGjeliis q(x) felvenne tehit pozitiv és negativ értékeket, s igy a zérust is,
feltevésiinkkel ellentétben.

A h(x) polinom gydkei kézstt persze egyenltk is lehetnek. Osszefog-
lalva az egyenld tényezbket, az x 10%g0 - L, X szamok kizill az egymis-

21 iy s Tose o 2E 5 = -
t61 kiilonbgzoket Jf 1 f gt tee f r -rel jeldlve (r = m) h{x) felbontd
sdra a kovetkezd alakot nyerijik:

x4 °‘2 Xy
o =(x-F) (-f) “... x=§) Ta® .

Mivel a y ves s szdmok a h(x) polinom valds zérushel el, ‘
1’32 r Y

gytkel, azért az (x - ,f ,) tényezOket a h(x) polinom gysktényez8inek

nevezik.

» A h(x) polinom gySktényezds felbont4sibél még a kisvetkezs meg-
_4llapitisokat vonhatjuk le:

Ha h(x) pontosan n-edfoku polinom, akkor legfeljebb n killonbszo
(valos) gyoke lehet, -

Ebbdl kivetkezik, hogy ha a h(x} és p(x) polinomok egy intervailum-
ban megegyeznek egymaéssal, akkor & - h(x) - p(x) polinom nein lehet pon-
tosan n-edfoku semmilyen n természetes szim mellett sem, igy
h(x) - p(x) minden egyiitthatdja 0, mA4s széval h{xj és p{x) ~ben x
megegyezd hatvinyu tagjainak egyiitthatoi megegyeznek egymadssal.

Az algebra up. alaptétele értelmében a q(x) polinom méisodfoku valés
gytkkel nem rendelkez6 polinomok {(un. mésodfoku gybktényezdk) szorza-
tdra, s igy h(x) elsd és méAsodfoku gyoktényezdk szorzatdra bonthaté.
Ezen gySktényezok kizdtt természetesen megegyez Ok is szerepelhetnek.

Az alibbiakban mi csak olyan h(x) polinomokkal foglalkozunk amelyek
csupa els6foku, ill. els6foku és egy méasodfoku tényezt szorzatira bontha-
ték. A legaltaldnosabb eset tArgyaldsara majd a komplex fliggvénytan meg-
- feleld fejezetében visszatériink.

Valamely polincm gyoktenyezok szorzatéra térténd felbontisira (a gyik-
tényezCs felhontisra) utasitist nem lehet adni, az elsGsorban az esetleges
gyokok felkutatisdban 411, és gyakran sok leleményességet igényel. Specid~

lisan egész egylitthatds polinomok raciondlis gySkeinek felkutatdsit az aldbbi
tétel konnyiti meg: -
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Tétel. {Rolle tétele).

(%)

Az

n n-1
a x +4a X +.00 FaX+a =0
n n--1 1 (5]

egész egviitthatés algebrai egyenlet racionslis gyokei azon £ szimok:

£0z0tt taldlhatdk meg fp $6s g relativ prim), melyekben p" oszibja .

a
(8]

-nak, 9 pedig osztéia an -nek.

Bizonyitds -

Ha x= g gySke a () egyenletnek,'akkor .

pn _pn—l P
a,n -;n—+an_1 qn—l e +a.1 q +a0=9.

Végigfa;zorozva az egyenletet qn -nel és allkkalmasan rendezvé, adbdik:

apt+a pP g +ap® =g gt
nP TR P A+l vapg SC

illetve

a n=_a n-1_ -a n-l_a n
P p-1tP 47 -3y Rd ot

Az elsC egyenlet baloldaldnak P osztbja, igy a jobboldalnak is osztdja,
keli, hogy legyen, ami a ¢-ra tett feltevés értelmében {p és q relativ
prim) csak akkor 4llhat, ha a -nak oszt6ja. Hasonl6képp okoskodva
adédik a méisodik egyenletbSi, Bogy q osztdja kell hogy legyen a -nek
amivel 4llitdsunkat igazoltuk. oo o n

o ’ . -
Pl a 2x3 ~x" - 8x+4 polinom lehetséges racionilis gyskei:

H, 12, +4, 0,5,

ezek kozil valéban gysk

x, =0, § ,x2'2. x’3 =-2,

-4 =



polinomunk gytktényezts felbontdsa;
3 2 - '
2% - x - 8x +4=2(x-0,5) (x-2) (x+2) .

Az x5 - 4x3 - xz +4 polinom lehetséges racionilis gytkei:

'ﬂ-: izs '_".4 3
ezek kozill valdban gybk

x1=1, x2=2, x3=- s

polinomunk gytktényezds felbontdsa:
x5 - 4x3 - x2 +4= (x-3) (2~2) (%42} (x2+ x+1).

Az x4 -=~x2 - 6 polinomnak lehetséges racionilis gyskei:
A, £2, 43, 46,

aié’fi‘fegyike sem gyike azonban & polinomnak, vagyis a polinomnak nincs
raciondlis gySke, gytktényezds felbontdsa:

x4+x2—6=(x—\j§) (x+\j??7)(x2+3) .

b} Tegylik fel, hogy sikeriilt a --E—%L valédi tortfiiggvény nevez8ijét

sybktényezdk szorzatdra bontani; kimutathaté, hogy ekkor h(:) oly

mlédi'tb'rtfiiggvények dsszegére bonthaté, melyeknek nevezdi hix) egyves
1yoktényezdinek azon hatvényai, melyek h(x) gyokiényezds felbontfséban
szerepelnel,

Arra a speciilis esetre szoritkozva, amikor a h{x) polinomnak leg~
‘eljebb egy misodfoku gyoktényezdje van tételimk a kbvetkezGképpen hangzik:

rétel

Ha —,E-% valédi racionslis torifiiggvény és

h(x) = (x - a)¥ (x-b)’-s... x-nf (ax2+bx+c) )

~-T5 =



‘(b2-4ac < 0), akkor X egyértelmilon a kivetkezd valddi tortfiigg~

hix}
vények Ssszegére bonthats: § -
g!x! - AO‘ AO( -1 . A]_
o — oy teeet %= 2) +
(x-a) (x~a) .
+ o4 + P41 + + ! +
o ey B (x-b)
Foeei +
Ry R R,
+ ¢ + f-1 oo+ 1
(x-1)

(x-1)¥ (x-1) §-1

+ Px +Q ,

7 ax2+bx+c

ahol  Ax, .-, A ,Bg, .-, B ..., Rg, ..., R ,P,Q sllandok,

1
Tételiink bizonyit\é.sahqzjarkﬁvetkezﬁ segédtételre van szilkségiink:

Segédtétel

Ha -Eé?— -valédi raciondlis tortfiggvény és h(x) -nek x=a

n-szeres gydke, vagyis

B = (x-a) h )

és itt h_(x) mdr nem oszthaté (x.- a) -val (h (a) #0), akkor fiigg-
vénylink~ egyetlen mddon Allithat6 el két valodi tortfiiggvény Ssszege
alakjaban: .

g.{x)
&R _ A 1

(% %) -
R e )

ahol A 4llands, gl(x) és hltx) polinomok.
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‘kat igazbltuk,

Bizonyitis

Tegyilk fel, hogy a (» %) felbontis létezik; akkor a

gx) . __A
hix) (x—a.)n

killonbséget a kivetkez6 alakra hozhatjuk:

) A hl(x) _ gx -A hl(x)
hix) (x-—a.)phl(x) (x-2)"h, (%)
} g,{x)
E kifejezés csak akkor lehet 3 alaku (hl(a) #0), ha
(=2)" b %)

Bx -A ,hl(x)’osztha.té (x - a) -val, vagyis ha

g@) -Ah@=0,
azaz
A = —8@&
h.(a)
1
De mésrészt A ezen megvéilasztisa mellett a

8 - Ah ()= (x-a) g, (x)

jeldléssel ,
- B _ A _ 5=
hiz) (x-a)" (x-a)n'lhl(x)
illetve —£@)
MW we® we™ e

és itt a mésodik tag valédi t¥rtfiiggvény, mert

g - fl‘g’)— h (%) = (x~ ) g, (%

alacsonyabb foku polinom, mint h(x) = (x~a)’" b, (). - Ezzel llitasun-

' -7 -



E segédtétel ismételt a.lkalmazé.saval tételilnket a kovetkezoképpen bi-
zonyithatjuk;

g2 _ glx) 7 o E®
bx) (x—a)o" (x-b)/&. e (x—r)9 ax) (x—-a)o‘ hl(x) _

esetében az elébbiekre hivatkozva

Ay g, ()

]

i

i

)

I

|

i

i

|

I

! X _ + , ahol A = -FLL‘ )
M e ™ ey e

| ' ) -

i illetve

. o .
' g,(x) A g, (%) . g.(@ . -
E ’ 03-1 — = 0(;1_1+ ‘o:?-z ~,ahol 4, , = h1 @
: {x-a) hl(x) (x-a) {x-a) hl(x) 1 _
E .

5

: ]

L Baa® A B g, |

H (x-a) hl(x) X-a hl(x) 1 . hl(a)

I ] -

| eljardsunkat folytatva a h (%) = (x-b)8 b (x) jeloléssel

(x) Bg g, _(® l Zoc ()

E %B - = —+ u/;11 , ahol B= —"—'—': o
HRCS g We (x~h) 3 (x-b) b, () P

i ‘ : : _

i

|

! " |

| Bocy By, .. 49 -1% _ Bi - Boysy, +9 ¥
G & aw T xr YT Tam

] R

]

;. ahol R = Bory ... +9-17

? 17T e
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q(x) = axZ+bx+c -(b2-4ac < 0) & mivel - ( #-+). jobboldalanak masodik
tagja valodi tortfliggvény

Boty .., 4o W TPxHQ
els6foku p’61inom.

Tagonként 6sszeadva a fenti egyenl8ségeket -E-((—;-— -nek a tételben
llitott felbontdsdra jutunk,
. A f‘-(-}l— valédi torifliggvény itt ismertetett felbontédsa (az un. részlet-
tortekre vald bontds) - mint azt a segédtétel bizonyit4ssnsl hangsulyoztuk -
egyértelmil. A tovibbiakban a felbontds egyiitthatéinak meghatdrozdséra
szolgildé médszerekkel fogunk foglalkozni.

Az egyiitthat6kat nyilvan ki lehet szémjtani a segédtétel b1zony1té.sén5,l
ismertetett médszerrel. Pl.

2x~ 5 g (x)
M - =t —5— a=cED =,
(x-1) (x~2v . {x-1) {x-1) (x-2)_ ) x=1
2x-5 L8 . 2-5- 3(x 2 _ ~x-1)
N N T N
AZazZ
-gl(#)_:f. -1
g (%) , g, (%) g ® -
2 ; = Bz ¥ (x—f)(x-Z) » B= A ;-2 ) =-_1 =1
(x-1)%(x-2) (x-1) x=1
-1 _ 1 - -1 —(x-2) - i— {(x-1)
xnix-2) x)® @i x-)ix-g
AZAZ
gz(x) =-1;
g g, (%) i
@) 2 - £ ., D .2, =Tl‘=1’

{x-1)(x~2) x=~1 Xx-2 X-2



jl 1  _~l-x-2 -{x=1). . -1

4 (x-1)(x~2) ~ x-1 x-1){x-2) ~ (x-1) (x-2) = x-2

(1), (2), (3), és (4) ~ot Bsszesitve tehst

28 -5 -3 1 1 o1

= + + JEgp- -
(x-1)(x-2) | x-1)° x=1? D x2

» A részlettortekre bo'ntés egyiitthaféfnak meghatirozisira a gyakorlat-~
ban inkdbb;az un. hdtirozatlan egyiitthat6k médszerét haszniljdk, E méd-
szer lényege a kiivetkez.b': felirjuk _.E.g‘_‘{_ gybktényezls felbontissat hats-
rozatlan egyiitthatékkal; e részletttrteket kézos nevezbre hozva é5 5ssze-
adva az ad6ds _111'_((:3_ tiirtf‘liggvény az eredeti torifliggvénnyel, és igy
g(x) r()-szel azonosan meg kell, hogy egyezzék. r(x) -et x hatvanyai
szerint rendezve oz azt jelenti, hogy r(x) és g(x} megfeleld hatvényon
szerepld egyilithatéi meg kell, hogy egyezzének egymissal. Ez az sssze-

-fiiggés linedris algebrai egyenletrendszert szolghltat a részlettortekre
bontés hatérozatlan egyiitthat6ira nézve, PI.

2x-6 . A B C D

- = + + + =
e0’ed e @p? FT x2

= AG-2) + BE-1)x-2) + -1 x-2) + D)
(x-1)°(e-2)

tehat
2% ~ 5 =7Ax-2A+Bx2-Bx-2Bx+zB+Cx3-2Cx2+Cx—20x2+4Cx—20+
3 2
+Dx +3Dx +3Dx-D =
= (D4+C)X>H{~3D-4C+B)x >H3D+5C-3B4+ A)xH{~D-2C+2B-24)
és igy _ D+C =0,
-3D-4C+B =0,

3D+5C-3B+ A=2,
-D - 2C + 2B -~ 2A=-5.
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A harmadik egyenlet kétszeresét a negyeaik egyenlethez hozzdadva:
5D +8C -4B =~ |
adédik; ezen egyenlethez az elso egyenlet négyszeresét adva:
~TD - 8C =-~1,
illetve ehhez az elsC egyenlet 8-szorosit adva
D=-1
ad6dik. Behelyettesitéssel mirmost nyerjiik:
C=1, B=38{-1)+4.1=1, A=2-3(-1)-5.143.1=3

teh4t el6bbi eredményiinkkel egyezden:

2x -6 3 1 i 1
+

(X~1)3(X~2) (x—1)3 (x_l)z (x-1) (x-2) °

A hatirozatlan egyiitthaték médszerének felhasznilisival szdmitsuk ki
az aldbbi integralok értékét:

) .

IOJ' Xx+2 dx
X +4x -5

Keressik meg el9szor a nevezd gytkeit:

x2+4x-—5=0,

-4 + \J16 + 20 -4 4 6 1,

27 2 =TTy T

Igy a nevezd gyGktényez0s alakja:
x2+4x—-5=(x-1) {x+5),

ennek megfelelGen az integrilando fiiggvény részletttrtekre bontott alakja:
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3x+2 _ _ _A B _ Ax+5+Bx-1)
(x-1)(x+5) x1 T x5 T (x-1) (% +5)

(A + B)x + (5A - B)
(x - 1) (x + 5)

A sz&mlAl6ban levd polinomoek egyiltthatoira tehit a kovetkezd linedris
egyenleirendszer adédik:

A+B=3,

BA -B=2,
Innen A-——E’- }3-.:-—1-:-31—

6.’ 6 °

(A részlettortekre valé bontdsnal elsének ismertetett médszert hasznslva
igy okoskedbatiunk volna:

- 3x 42 . A + B
(x-1) (x+85) x-1 x5’

és itt

A = 3X+2 .38+2 5
X+5 ) 1+5. 6°
x=1

3% + A5+2
B"[‘gﬁ“iz“] i e
x=-5

Visszatérve integrilunk kiszimitassira:

3x42 b 1
J — X =j(g _——r +—1-%—-—~};5 dx==6§¢-1n|x-li+
X 4B ’

.+-1-6§ln|x+’5|+c.

s} x3+1
2 E-r‘rdﬁ ?
X -xX
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Ttt
x4-x3=x3 x-1 ,

tehat
3
—x+l _A B __C D _
3 X 2 3 x-1
x (x-1) X b4

_ sz(x- ) +Bx(x-1) +Clx-1) +Dx3
- 3
x(x-1)

__(B4DIX 4 (A +B)x” ¢ (=B + O)x 4 (=C)
3
X (x-1)

A szamlaléban levl polinomok egyiitthatéit Ssszehasonlitva adédik:

A +D =1,
~-A +B =0,
-B+C =9,
-C =1,
azaz
’ A=B=C=-1, D=2
Igy tehat

3
X +1 1 1 1 2
J 4 3“‘_“’::"2’3*;:-1"1"*

X -X X X .

¥==—1n[x|+_-]'—+ 1 +2In|x~-1]+e.
X 2
2x

o \
3% g_——————z’; A gx= 1 S———2X4"X dx=?
4x -4 x =1

x4—1=(x2-1) (x2+'1)=(x+1) {(x -1} (x2+1) .
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tehat

2X -~ X - A + B + Cx+D -
4 x+1 x-1 2
x -1 . ox-H

_ A - &2+ 1) + Bx + 1) + 1) + (Ct + D)(x - 1)

x A1) (x-1) (6 + 1)

- (A+B+C)x3 + (—A+B+D)x2 + (A+B-C)x + (—-A+B—D) )
(x +1){x - 1) (xz + 1)

A szAml4l6éban lev6 polinomok egyiiithat6it Ssszehasonlitva:
adédik: )

A+B+C =0,
-A +B +D =2,
A+B-~C =-1,
-A+B -D =0,

azaz az egyenletrendszert megoldva

.3 1 1
As=y . B=g, C=5, D=L
és igy ‘
1fefox o1 o3 211 BEYT
4 4 4 4 =x+1 4 x1 2
Cxo-1 x +1
1 3 1 171 2x
_4(-41n[x+ll+41n|x1|+4j—xz+] dx +

+
—
o |8
ot

]

3 1 1 2
=- Jgin|x g in |1+ Te In 7+ +

+ arcfg x+c.

(B
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3 2
40J' 2x4+81;3 +6x2+5 dx = 2
9% +6x + 5x

9x4 + 6x3 + 5x2 = x2(9x2 +6x +5) ,

8s itt é. mésodik tényezd mAar nem bonthat6 fel tovabb (valés) elséfoku gyck-
tényezOk szorzatdra. Az integraland6 fliggvény részletttrtekre bontott alakja
tehét: ‘ ] .

Cx+D
9x2+6x+5

2x3+8x2+6x+5

=

=2 B
X
‘:-}x4 +6x3 + 5x2 x2

_ AX(9x 46x45) + B(BX 46x45) + (Cx4D)x
x2(9x2+6x+5)

- (9A+C)x'3 + {6A+9B+D)x2 + (A +H6B)x + (5B}

x2(9x2-!6x+5}
vagyis
9A +C =2,
6A+9B +D =38,
5A +6B =6,
5B =5,
ahonnan

A=0, B=1, C=2, D=1,
Integrilunk tehét a kivetkezOképpen szdmithaté ki:

3 2 . —
j 2::+8x3 +6x2+5 u=X{L+ 2x -1 ) dx =
9x" +6x +5x X 9Xx +6x+ 6

A v

x 9

- + J‘le;G dx — gS 1 Ix =
9xX" 48x+5

(3x+1) 244

i

N S § 2 - -
== 5 +5In(@x"46x+45) dx

5 )

12I 3_ .12
(2x+5} +1

=11 2 S 3..1

= +91n(9x+6x+5)—18arctg(2x+2)+c.
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10. RACIONALIS FUGGVENY INTEGRALJARA VEZETO
HELYETTESITESEK

Az alé..bbiakban néhdny olyan fiiggvényosztilyt fogunk ismertetni, mely-
nek integrdlja alkalmas helyettesitéssel raciondlis fiiggvény integraljira
vezet.

a) Ha az integréland6 fliggvény e>-15] és allanddkbsl a négy alapmii-
velet segitségével tehetl Gssze (ex-nek raciondlis kifejezése), akkor az
integril az u = e* helyettesitéssel mindig racionélis fliggvény integraljara
vezet. ‘ ’

1
I=J B dx = S 2 Ilz'd":S 2?
e +1 u +1 u {u +1)
X
u=¢e ,
du=exdx,
dx=—];-du=ldu
X u
e

Elvégezve a részlettoriekre vald bontast:

1 _A

- Cu+D - Au(uz+1)+B(u2-1-1t1—(C_u'-i-I))u2 -
a -

: 2
u2+1 S u (u2 +1)

+ B_ +
2
u2(u2 + 1) u
. 3 2
- (A+C)u_ + {BiDiu + Au+B
uz(u2+1)

az egylitthatékat sszehasonlitva:

A +C =0,
B +D =90,
A =0,
B = 3
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azaz

I= AT———dl——--——=5(1 - 1 )du=--1- —arcigu+c=
2 2 u
u u+ 1

-X X
=-g =-arctg e +c.
b) Ha az integrélands fiiggvény sin x, cos x~bfl és sllandékbsl 'a négy
alapmiivelet segitségével tehetS Gssze (sin x és cos X -nek racionilis
kifejezése, az R{sin x, cos x) kifejezéssel jelolhetd), akkor az integrailt

raciondlis fliggvény integraljiba viszi 4t az u = tg, % helyettesités.

u=tg % esetében ugyanis

X X
2 gin = = =
I _sz cos 5 B 21g 5 _ o
2x .2X N 2 x - 2
cos 2+sm 2 1Hg 2 1 +u
cos® 2. sm? X 1-tg? 2
_ 2 2 _ € 2 __1-4%
R coszi‘-+sin2§ 1+t2§ 1+u2 ’
2 2 & 2
és mivel x=arcig u,
dx=—?i'—-—-du’.
1+u

A helyettesités elvégzése utan tehit J R (sin x, cos x) dx

2
. 2u - 1l-u 1
JR\ 2 ] 2 )

2 du-ba, azaz u racionilis filggvényé-
I+u 1+ L4u

nek integriljiba megy 4t.

Szdmitsuk ki az u=tg % helyetiesiiés elvégzésével az

= |
Cos X

- 87 -
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2
I=\[ 1+u2 2 > du=2 I——l—'é— du~=-—2j.21_ du.
14u 1+ u 1-u
Mivel pedig
1 - 1 - A + B
2_ {u-1}{u+l) u-1 utl

ahol

1=..2S(-l i --% ;1) du=~1n |u~1~|+@]u+1|+c=

2 u-l
X
e} +1]
=1n E% = In —J%—— + e
| w3-1]

Ugyancsak kinnyen szdmithaté ki az u=1g g— helyettesitéssel az al4dbbi
integril:

dax . 1 2_ 4y =
sin x(1 + cos x) 2u 1-u2 2
=1y 1+u
2 2
14 14
1+u2 S 1 u
=S——zrd“= o *3)du =
2
1 u
= 217n|u|+ 7 t¢ =
2 2
il xl, B2,
g M8y |T T2 y

c} Ha az integrdland6 filggvény sip x és cos x -nek racionilis kifeje-
zése, 6s ugyanakkor sin x 6s cos x kitevéjének Usszege a szAmlals és a
nevez$ valamennyl tagjiban egyszerre p4ros vagy egyszerre piratlan, akkor
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‘a fliggvény integrilja.az u =tg x helyettesitéssel is racionilis fiijggvény
integraljira vezethets vissza.

Pi.
dx . 1 1 b du
2 = 1 P T
' 1 +cos' x 1+ 5 1 2+u
1+u :
u-tgx,
1 du
sin x = —& =z | — =
27 2 u 2 .
\A:tgx \/1-"1 _ S (ﬁ) +1
coB X =
' \/1"th \/1"'“, = L arc tg +c
i V2
X=are tg u,
1 1 tg x
dx= — 2du VZ-,arctg 5 + C.

1wy

(Ha a fentl integralt az u=tg -}25 helyettesitéssel szimitottuk volna ki,
sokkal bonyolultabb integrélra jutottunk volna.)

q .
d) Ha az integrélandS fiiggvény x-nek és -2—2%— -nek racliondlis
a _

kifejezése, akkor az integrdl u=\ / ﬁﬁ helyettesitéssel racionslis

fiiggvény integraljira vezethet5 vissza.

Pl. 3
1
I"’j 2 I &= 2
* 3
Alkalmazzuk az T x
‘ =
x~-1
‘helyettesitést. Ekkor- 3 x .“3. B
u = 1’ Xx= y
% u“-1

_. 3u2(ﬁ?i’i)-u3'..’2u2
@ -1’

-3u2 du
86— (w-p2z T

.'Eiuz



e) Ha az integrélandd fliggvény x -nek és\/1 ~ x2 -nek racionilis _
kifejezése, akkor az integrdl az x = sin u helyettesitéssel a b) ill. ¢) ~ben
emlitett tipusu integrilra vezethetS vissza.

Pl.
[ = J dx - X €os u au
) 2x3 +\/1:2 2sin3u +cos u
X = sin u, \/l-x2 = \/1-5;i.n2 u=c¢osu,
dx = cos u du,

Ez utébbi integralt a v = tg u helyetiesitéssel alakithatjuk tovabb (a szfim- - j
1416 és nevezd minden tagjdban sin u és cos u kitevSje paratlan). A c) -ben
részletesen felirt formulgkat felhasznslva:

1
1+v2 1 ' av
I= 3 2dv = 3 .2
2v + 1 I+v 2v vl
‘ 2
\/(1+v2)3 V1+v
A nevezbben 4116 polinom raciondlis gyckeita +1, + = szémok kiozott

[s-]

kell keresniink (9. fejezet, Rolle tétele). v = -1 valéban gyok, a neveziben
ill6 polinomot (v+L)-gyel osztva adodik: '

@ + V2 4 ) s (v+1)=2v2 - v +1
-2v3i2v '
2
-V
+ 2ty
v +1
v o+1
0
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és mivel’ 2v2 - v + 1 -nek nincs valos gyoke, az integra. .46 fliggvény
részletttrtekre bontott alakja

1
1 - 1 - 2 __A + Bv +C
2v3+v2+1 {v+1) (2v2—v+1) (v+1)(v2— z +-1~) v+ V.z—l + L
2 2 2 2
A 9, fejezetben ismertetett médszert hasznélva
Ae [—— -1,
v -v+l ‘
v=-1
&s mivel
1 _ 1 1 - 4—2v2 +v-1 - {(v+1) (-2v+3)
2 4 vl 2 2
{vHL)(2v -v+l) 4(v+1)(2v -v+1}) 4(v-H}(2v ~v+l} -
- -2v +3
2
4{2v -v41)
bt o s 3 1 3
{azaz elGbbi jelvléseinkkel == 3 C= —8-)
1= j 3d; =J(% v-ll-l * ;2v+3 yav =
2v 4v 4l 4(2v ~v41)
1- 1 4v -1 o b dv _
= 4ln!v+1|.—8 j 5 dv + 16 " v 1 -
2v -vil - At
2 2
1 1 2 5 1 L
= 4:lnlw.r+1]— 8ln {(2v -v+l) + 16 J - 1 2+_Z_ dv = =
Z) 16
1 1 .-, 2 5 4v-1 _
= 3 }nlv-gll =3 ln (2v ~v+l) + 5 arc tg = + &= |
1 1.2 5o stgu-l
= 4ln|tgu+71|—81n(2tg u-tgu+1)+4\ﬁ—arctg NG +C
2
= iln i1 --I-ln(-————zx - E— 41 +
4 2 8 2 2
1-x 5 1-x 1-x
4x-N1-x



f) Ha az integrélandS filggvény x-nek és \/1+x?—nek raclondlis kifeje—
zése, akkor az x=shu, ha x és '\/_ x2 -1 -nek raciondlis fiiggvénye, ak-
kor az x = ch u helyettesitéssel az integril a) tipusu integrilra vezethetS
vissza. '

Pl

2 ) 2 2
___J 1+ X dx=j0hu ch i du = chudu= l-i_ahudu=
X sh u shu shu

x = sh u, uv=arshx=In(x+ x2+1),_ =S( Sho +shu) du=
dx = ch u du, = K+_phu.
K=E Lo qu= 2 _ g =2 W (&
shu -U 1 v 2
e @ V- v -1
v
yve=e'
) 1 1 o |y=1
dv = e du, ’ —S\( R Ll v+1’+c=
e = In + ¢ (lasd b) pé&ld4dja).
e +t |
Végeredményben tehit
u
I=K+chu=In +chu+c =
e +

X+Vx 4+l -1

+\/1-I—x2 +’_c.

g) Ha az integrédland6 filggvény x és \/ a.xz-_l-bx:r-c raclonilis kifejezése,
akkor az integril e) vagy f) tipusu integr4lld alakithaté 4t.

Pl..
. 2 .
I =J — dx= 7
5x -4x + 8

X+yx +Hl +1
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Mivel

\/SX ~4%48 = \[_\/(x —-—x-t-%- \/—\/(x- = 6 =

e,

alkalmazzuk a kovetkez8 helyettesitést:

5x -~ 2 _ Bu+2 _ 8
u= 8 , azaz X = 5 , dx = 5 du .
Ekkor
6ut+2 2 :
[ = (=5 ) g’du: 4 ?u2+6u+1 du
rg \'/ u2+1 5 26V5 \/u2 + 1
Az ujabb helyettesités:
u=shv, du=chvdv,
9 ,
N 1 Iy
K = I 9 sh V;th v ch v dv =I(9 —%‘—’—L +6shvil)dv =

= %shzv— -g-v+6chv+v+c=

= _'29' shvchv—-%v+6 chv+4ce =

u \/1+u2 + 6\/1+u2- % arshu+e,

4 9 b5x-2 \.-"— ]
25VE 2 8 8 \/5x —4x48 + 6 VDX —4x+8—

14 bx=-2 _ 5x36 ., / 2
-—2—575=arsh 3 +C= 50 5x-4x+8-— 5\5— rsh <.

e .

A felsorolt §sszes helyettesitésnél vigyszzunk arra,hogy azok csak olya.n
intervallumban alkalmazhaték kdzvetlenill, amelyben a helyettesitést 16tesitc
fiiggvény monoton; vigydznunk kell ezen kivill a gytkjelek elSjelének helyes
megvilasziisira, Ha pl az x=sin u helyettesitést alkalmazzuk és az u vilto-

ol

=
1

.%qi

z6_Grickeit a g' g} intervallumbdl vélasztiuk, ‘akkor cos u nem
1-x2-tel, hafiemn =V 1-x2-tel lesz egyenld..
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11. IMPROPRIUS INTEGRALOK

a) Tudjuk, hogy az e, elektromos toltés a t6le x tAvolsdgban elhelye-
e.e
zott e, eleliromos t5liésre — nagysigu taszité erdvel hat (ha a tol-
X
tések egyenls elGjeliiek). A rugd megnyujtisandl végzett munka kiszdmit4-
sAhoz egészen hasonld ckoskodassal nyerjik, hogy az e, tbltésnek r ti-
volsaghtl R tivolsfgba vald taszitisanil végzett munka értéke

R

e e '
°2 .. o1l - L
> d.x—ele2 [— X:l —elez( R ).

L

o]

Ha az R tdvolsfgot a végtelenbe ndveljilk, akkor ennek a munkanak az

értéke az e_e 1 hatirértékhez kozeledik, amit ugy szoktunk kifejezni,

12r
hogy az r tévolsdghdl "a végtelenbe" taszitfisngl végzelt munka értéke
°1%
* R
Célszerii a 66
lim 122 dx
R X
r
hatarérték jeltlésére az o
e.e
12
5 dx
- X
r



jelet bevezetni, csakhogy ez persze nem a szd kizbnséges értelmében vett
integral (mely mindig egy véges infervallumra vonatkozik), hanem un,
"impropriug infegrdl". Ezen integrilra uj definiciét kell adnunk, mert a
véges fa,b] intervallumra vonatkozé hatdrozott integrdl definiciéja vég-
telen intervallumban adott f(x) fliggvényre nyilvan nem alkalmazhaté (egy
- végtelen intervallumot nem lehet véges szfimu véges részintervallumra
osztani, s igy az integréilktzelitS Ssszegek konstrukeitja elveszti értelmét)..

Definici6

Ha f(x) integrélhatb az [a, w] intervallumban biérmely w a esetén
és létezik a véges

L
(%) w_’liorgJ £(x) dx
a

hatlrérték, akkor azt mondjuk, hopy aw

+ Og

(% %) . J fixy dx

a

improprius integril -konﬁre_r_gens_, Srtékének pedig épp az eldbbi hatirértéket

tekintiiflc:

#oo’ w

J f(z) dx = limf f(x) dx .
W =m0

a 2

Ha a (») bhatfrérték nem létezlk, vagy nem véges, akkor a (% %)
improprius integrilt divergensnek mondjuk.

Pl
+ oo ‘W .
1 1 1 1
J : dx=1,martj 2dx=[—x:|w_~w+1 1,
b 4 X 1
1 1

ha ¢ —w= 4+ oo,

- 95—



A hatlrozott integralnak a primitiv figgvény segitségével toriéné
kiszémitdsa a (-* » ) improprius integril esetén ugy médosul, hogy a pri-
mitiv fiiggvénynek a + =< -ben vett hatarértéksbdl (ha 1étezik és véges)
kell levonni az x = a helyen vett értékét.

PL.
e Ndx= [—e—x:, =-lim e¥-e'=041=1 .
0 X—ob OO
0 b
Teljesen hasonléd médon értelmezhetjitk az j f(x) dx improprius
fntegrilt: T Yes
b b
[ f(x) dx = lm J fix) dx ,
—L‘Le X »—oa O

és ezt akkor mondjuk konvergensnek, ha a jobboldali véges hatdrérték 16-
tezilkk, Pl.

-1
-1
-
a=x_ L --—-1—+11m --——-=-—+0=—}-
x‘% 2x2 2 X»-oe 2% 2
— oo — O

- divergens, mert

«@w w
I —g-x—=[lnx] =1nws,
1 1

oo
Ugyanakkor pl. S
1

e fiiggvénynek pedig nincs véges hatirériéke, ha w—= + o= »
b) Ugyancsak improprius integrslrsi beszéliink a kivetkez6 esetben:

Deilnicio

Ha f(x) ' az [a,:b] intervallumban ugyan nem integralhat a kozon-
séges érielemben, de az ]_—a+ &, b_] intervallumban m&r integrilhatd bir-
mely pozitiv ¢ eseién és létezik a véges '

b
5—1-{?0 f fx) d=
a+f :
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hatdrérték, akkor ezt a hatirértéket az _tf f(s) dx improprius integril
értékének tekintjiik: a

b : b
J f{x) dx =£EE0J f(x) dx .
a a+g

Hasonld déﬁ.nicié érvényes akkor is, ha f(x) a Ea.,b-év ] interval-
lumban integralhaté és létezik a véges .

b4

lim f(x) dx
§—+0
a
hatérérték.

A hatérozott integréalnak a primitiv figgvény segitségével torténd ki-
szémitdssra vonatkoz6 szabdly ebben az esetben is azzal a médositdssal
marad érvényben, hogy a primitiv fliggvénynek a megfelels helyeken a hatdr-
&rtékét kell venni, Pl. ‘

1 1
J 1nxdx=[x1nx—x:L =1,0-1-(@0~0) = -1,
0 R

mert x—w+0 esetén xIn x—=0.

¢} Tekintsiik az

b
{x) J fix)) dx , = (a<b)
' a

improprius integrilt, amelynél vagy a *-oa , vagy b= +oco, vagy f(x)
csak |a+f , bJ—ben, vagy f{x) csak [__a.,'b- a'_]—-ba.n integrélhatd tetszdleges
£, &> 0 mellett. Ezen improprius integral a kivetkezo tulajdonsdgokkal
rendelkezil: ’

1° ,_ha (%) konvergens improprius integral, akkor

b

J _f(x)dx=J fxydx+ | f{(x)dx , ahol a<ec<hb.
a - a
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Ha ul. c¢<w <b, akker a kiztnséges integrdl additiy tulajdonsdga ér-.
-telmében ' '

w 'c, w
(% %) J £(x) dx = J f(x)dx+J f(x) dx |
a a e}

és mivel a baloldalnak ~ a feltevés szerint - van w-ob-0 esetén véges ha-
tarériske, azért :

W’ b
Hm f f(x) dx = f f(n) dx
W-ebh-0 :
C G

1s l6tezik, és igy ( » }-bol hatérdtmensttel az Allitott egyenléségre jutunk,

2° Ha az [%,4 ) (il (4,o]) intervallumban ( o>/ is fennsllhat)
folytonos x= ¢ (u) fiiggvényre ¢ (or) =a, L_Ll_izg(p(u)=b, af¢p(u) < b,
ha u €[or, B) 6s tetszbleges [x, 3) ~ban (ill. ( B, o] -ban) felev Jox , 3]
(il [ﬂ’, &|) zéirt intervallumban teljesillnek azok a faltételek, amelyek
mellett a kdzonséges integral helyettesitésérél sz6l I, vagy I Tétel ér~
vényes(8, fejezet), akkor fennsill az

b 3
(% % ) f f(x) dx = f (¢ (w)P’(w) du

a |

egyenlfség, feltsve, hogy ez utdbbi integrélok kozill az egyik konvergens.

Allitfsunkat a kévetkezSképpen igazolhatjuk:
Ha a { % % %) baloldal4n 4116 integril konvergens, akkor mivel ué [oc 1/3)
esetén a koztnséges integrilokra vonatkozé helyettesités képletébhél

@) u
f fx) dx = f(¢p(u)) @ (u) du;
a

ezen Gsszetott fiiggvény hatirértske 16tezik:

P(u) x
Hm | f(x) dx=lm | f(x)dx = f(x) dx
u-=73 x=b

a

i
|
]
i
|
]
|
|
]
¥
i
]
]
' o
|
]
i
I
|
t
|
I
1
I
]
|
|

a a
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és a fent] képletiink jobboldal4n 5116 - i (¢ (u)) ¢p(u) du integral

is ugyanehhez a hatdrértékhez tart. Fenti képletiinkbS] tehst hatarst-
menettel valoban (* x x ) adédik. ' '
Megforditva, ha a ( ¥ % #) jobboldal4n 4116 integral konvergens
" (értékét jelslje 1), akkor létezik

| f He{w)p’'(v) du  hatdrértéke a S helyen. Az x =¢(u) folyto-
[#.4

nos fiiggvény a (4, 4) intervallumot valamely [v, b) intervallumba
veszi t; a 43 szfmot ugy vélasziva, hogy :

] i (e W)p'(udu -1 |[<£ Lha uE[ﬂ'ﬁ),

akkor a kdztnséges integrilokra vonatkozé helyettesités fenti k'éplefébﬂl:

o

i
!
1
|
]
|
1
]
I
I
I
|
I
1
]
]
I
I
!
!
I
b
1
I
1
|
I
I
I
|
I
[
!
I
1
]
I
]
]
]
|
]
]
I
|
|
i
|
i
]
I
[}

l fx)dx- I |<¢&, ba x6 [Bh).
Exnélfogva. x
Um [ f(x)dx = I,
X=b
. a
amit bizonyitani akartunk,

Elbfordulhat, ‘hogy 2 helyettesitést kplettel kizonséges integralt

‘improprius integrall4 alakitunk 6t 6s megforditva. P1.
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T
2 + oo L
. . : 2
sin x _ 11 1 _
J sin x+cos X dx Cu N 1 i+u2 du =
2
0 0 \/1+u \/1—1-112
u=tgx, + oo
sin x= u = J L 9 du=..,, =
u2+1 0 (ul){u )
1 : e
€08 X= —mp— , 1 -1 u+l B
\/ w2l 2 (T3 © 2 ) du =
u +1

P}

_x=a.rctgu,

1
o f—

dx=—1—qu, = I fust |+ % In (oP41) +

l-i-u2

tg0 =10 o=

1,
+ — arc tg u =
2

limtg x=+4°=, . 0
T . ,
X—e= +0

— 2 s

I T . S § =1 - LI gy I

= l}ln 2 t 3 arc tg u:|, 4 (Inl-1n 1)+ 2(_,12 0)7 1"
(u+1) ¢ ,

3° Haaz w (x) és v’ {x) differencidlhdnyadosok birmely [a,t_-lCEa.,b]
intervallumban integrélhatSk &8 1étezik a xl_iig u(x)v(x) hatdrérték, az :

b b
J u(x)vix) dx és f u(x) v’ (%) dx
a a

integralok kozil pedig az egyik konvergens improprius integral, akkor a
m4sik integrél is konvergens és érvényes az

b . b
J' u’ (Rv{x)dx = limbu(x)v(x) —_: u(ayv(a) - f wx)v’ (%) dx
X ——
3 a

képlet (parcidlis integrilds).
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Ha ugyanis a¢x<b, akkor a kéztnséges integré.lokra vonatkozé parcié.lis
mtegrélﬁ.s képlete értelmében

X aa
f- u’ (R)V(x)dx = u(x)v(xy - ula)v(a) - f wRV’ (x) dx ,
a a

ke

& Logyen fx) < o< A< b esetén’ kx ,5]—ba.n integralhats. Brtel-

mezni akarjuk az
b
f f(x) dx
a

integralt. ilyeheok pl. az

27 R
-X 1 dx
e dx , f = dx,
x2 ] ¥ l-x2
- 0 -1

integralok.
Legyen ¢ eg'y, az I:a bJ interva.llum belsejében fekvd hely, és tegyiik

fel, hogy
c . . . b _
f Cfgdx s | ] f(x)-dx
a S c ,

~

konvergens improprius mﬁegrﬂoit‘. Kinnyii megmutatnunk, hogy e két im-
proprius integril Ssszege filggetlen a ¢ hely megvéilasztisatsl.
Haui. 4 ¢ hely helyett a ¢ kelyet vesszik fel (c< cl< b} , akkor

az integral additiv tulajdons4génsl fogva {c.) 19)

¢ - c ¢ b ”cl b
J f(x)dx+ j, f{x)dx= j f(x)dx+J f(x)ydx+ f f(x)dx= j f(x)d.x-t-] f(xydx .

c a c
a c a c 1 1

-101 -



Definici6

Az f f(x) dx_integralt kdn%rergensnek mondjuk, ha az

a

f(x) dx és

. Py

j f(x) dx integralok mindegyike konvergens, ahol a<e<b, _és divergens—

c

ek mondjuk az integrslt ha az utdbbi két integral kyziil akfr csak az egyik
diyergens. Ha infegrilunk konvergens, akkor értéke:

b c : b
j f(X)dx=f f(x) dx +Jf(x)_dx.
a a [+
J xe e L J (-2x)e”* lj (-2x)0 X dx =
.2 2
L e oo 0
e OO
__1.[ ] [ XZJ
2 oo 2 o
1 1
-5 -0 -50-1=0
fo= . _ +;I°° + 00
f%zuonbaudivergens, mert j —l'z'-dx=[--1'] =21; ugyan
6 -y T : ¢ x lc

konvergens Ee-> 0) , de j 1 dx divergens.
0

x2

Ha a.z ;[a,b] iintervallum véges szdmu a= X <K< <x <

<K< <K = b osstoponttal olyan [xi-l’ xi] részintervallumokra

bonthats, amelyek mindegylkében 1étezik f(x} tmproprius integrﬁlja,,akﬁor_ué
b
J f(x) dx integrdl is konvergens 6s értéke:

a
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i=1 xi—l.
1 0 1 21° 2!
dx dx 3| 3 3
337 T3_o*) 3T *] vairy =
= VE 2 VE VE Sl | 0
+e0 . .
Hangsulyozni szeretndk, hog'y lim J f(x) dx 16tezésébdl még nem
+ oo S
kivetkezik j f(x) dx konvergenciﬁja lehetséges ugyanis, hogy a
Sos

c
f'[ f(x}dx és f(x)dx iIntegrfilok koziill kilsn-killon egyiknek sines ha-

-

tﬁrértéke, mig osszeglik hatdrértéke 16tezik,

Pll
W 2 ] )
: - w w
28 | *E, [T - “‘5}- o
-0 0 -

+ o

- 0
ugyanakkor azonban f x dx divergens, mivel f xdx és f X dx

-—0Q

divergens impi‘oprius integralok.
: e) Az a), b), ill. a legdltaldnosabb d) tipusu improprius integralok
kony’ergenciﬁjénak vizsghlatira gyakran alkalmazhaté a kivetkezd tétel:

Tétel

Ha [a. bl] véges, vagy végielen Intervallum, melynek mindelf belss
) részintervallumfban Integrilhatd az f(x) és g(x) fiiggvény, tovabba

[a. b] belsejében If(x) |= g(x) és végil az f g{x) dx impropriqé integral
b
konyergens, akkor j f(x) dx is konvergens,

a
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(Egy I intervallum belsd részintervalluma olyan. részintervallum,

melynek egyik végpontja sem esik egybe 1 valamelyik végpontjdval.)

e e e e — e e e e e e R e e e e i e  ———— i Al o o o o o st it

Bizonyitis

Az igazolist arra az esetre végezzik el, amikor [a, b] véges
intervallum és az f(x) és g(x) fliggvények az [a. b-h| intervallumban
h > 0 mellett integrilhaték. A tobbi esetekben is hasonléan torténh\e-
tik az 4llitds igazoldsa.

Legyen h h2,..., e egy-pozitiv.szAmokbél 4116 és 0-hoz tarts

sz&msorozat. Legyen tov4bba

b-hn : b--h11
Fn= J o fydx és Gn"= J Cogxdx .
- q b N :
A Gl’ G2-, ... Borozataz f g{x)dx improprius integ'ral.feltételezett
a

konvergencifija miatt konvergens. Biarmely £> 0 mellett kilelégiti -
tehdt a Cauchy-féle konvergencia-krifériumot*

- < ;i : . = : .
IGn Gml &, ha.gsiak n>m_>n0, D, o=n &)

* Kimutatjuk, hogy az F_ sorozat is kielégiti a Cauchy-féle konvergen-

cla~kritériumot, va.g-yié1 konvergens. Igaz ugyanis a kijvetkez8 bedslés:

- b-h b-h
n: m n <
an - ij= ] “gdx - f f(x)dx|= f £(x)dx
o oa ‘a b-h -
m

—h " bh ~b-h b-h
< n < n /| i n- fm ) 7
= A dx|= f '8 = gxax- | glxdx =

b-h_ - b-h a a
m m

=‘IGn-Gm|<5, hacsak n_>m>no
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b-h
n

: Mmden h _ ~=+0 sorozatra létezik tehdta lim ﬂ(x)‘dx hatir--

11— oy
a

érték. Meg kell még mutatnunk, hogy ez a hatdrérték ugyanaz, barmi-
lyen h—-—-l{i sorozatot vﬁlasszunk is. Ha ugyanis h’ és h;; két

ilyen sorozat akkor az egyesitett h’1 h" h’ h” h"
sorozatnak az elébbiek szerint konvergens mtegré.lsorozat felel meg.

Ezen ut6bbi integrilsorozatnak azonban az
b-h’ b-h"

3 = e

n n
J f(x)dx és f{x)dx

a a

értékek sorozata részsorozata, és igy ezeknek ugyanaz a hatérértéke. Van
-tehdt-egy olyan Iszfm,hogy h-—- +0 esetén

b-h
n
fx)dx —1,
a
ez pedig azt jelenti, hogy
b-h _
iim J fx)dx=1.
a

E t6tel alapjin knnyil beldtai ol. hogy

+ o . +
f 51-9-2-’5- dx konvergens, mert -ﬂl;-—x- & 12 és f -—1-2— dx
"X ' 1T x X .
1 . 1
- konvergens
1 ' 1
cos x : fcos X |« 1 1
f X dx konvgrgens, mert x| Ve és f NG dx
0 0

konvergens.
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12. AZ INTEGRALSZAMITAS ALKALMAZASAT

a) Teriiletszimités

Tudjuk, hogy ha, f(x) az- [a',b] intervallumban nem-negativ folytonos
fliggvény, akkor '
b

j f(x) dx

a

azon idom veriiletének mér8szim4t szolghltatja, amelyet az y = f(x) filgg-
vény gorbéjének x=a &s x= b kozdtii darabja, az X tengely ugyanezen
abszcisszdk kozti darabja, tovdbbid az x=a és x=Db egyeneseknek az X
tengelytSl a fliggvénygrbéig terjedS (esetleg ponttd fajuld) szakaszal hatd-
rolpak. A most vizsgilt tipusu Idomot szokéis "az y = f(x) fliggvénygirbe
alatti idom"-nak nevezni (a.z"[:_a,b] intervallum felett). (4. 4dbra.)

Pl, az
x2 P
-_— +L =1
2 2
a b

egyenletii ellipszis x >0, y > 0 negyedének teriilletét a kii‘vetkeiiikép—
pen szdmithatjulk ki: _
Az ellipszis egyenletéhdl

tehit a keresett teriilet:

¥ .

a ) a - 2
t=J ydx=J.h —E‘—z-dX'—'b j’ cos uacosudu =
\ﬁ 22 . ) :

0 0 -
% = ginu, x=asinuy, Eab j 1400820 4y =
a _ i 2
.0 N
dx =a cos uduy, . _ u  sin 2u o
0=sin0, 2 =sin 2. =-ab [z T ]0 ab g



Az 2gész ellipszis teriilete tehdt ab7 . Innen a=h=r esetéhen a kor
terilletének ismert képletére jutunk,

2% az x® - y® =1 egyenletil hiperbola ltal hatdrolt a 7. brin ber
vonalkdzott terdlet mérfszima;

j\/:dx

7. Sbra

Az integrilt az x = ch u, helyettesitéssel (dx =sh udu, 1=cho,
a =ch ar ch a} kiszimitva;

archa ar ¢h'a
t= f chuchudu = j ch2u -1

du =
0 0 2
_|sh2u" u ar ch a - |shuchu u archa _
14 2 2 2
- 0 0
1 2, 1 '
=3 ava -1- 2 archa.
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%

ey

A 8. fbran 14that6 szektor--
y A szerii idom terillete nyilvén az
OAP hiromszog teriiletének és
a most kiszamitott terilletnek

p X2y2- killénbsége. Az OAP hiromszdg
I ! ) teriilete % a 7a2 -1 :
b oy — .2
: ‘ (AP = -1}, ugyhogya
54 7 szektor teraﬂete

1
= = cha .
T- 2 ar cha

Ha feh4t a P pontnak meg-
feleld szektor kétszeres teriile-
tét T .-val jelBljllk, akkor P
abSZcisszéja ch? , ording-

8 dbra thjan/ch??" -1 =sh ¢ . Hasonl6

kapesolat 41l fenn az egységktir
cikkének kétszeres teriilete és a trigonometrikus fiiggvények kozstt. Ha '
ugyanis a cikk kszépponti szége 7" , akkor teriilete nyilvdn —2£- , ésa: P
pont abszcisszéja és ordindtaja cos £, ill. sin{ (9. 4bra).

Yi

€oslsil)

‘9. Abra

30 Hatirozzuk meg az y =X (0 < x<a) fiiggvény; gbrbe alatfi
idom terilletének mérSsz4mat. ‘
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a
a
t’f o Tdx= - [e'x:l_c = e+l ,
0

e kifejezés hatdrértéke a—ocsesetében 1, ezt az értéketaz y= er

gérbe x =0 része alatti, végtele‘hbe nyulé 1dom teriilete mér8szaménak
nevezziik,

Sokszor valamely gorbe egyenlete nem y = f(x) alakban van megadva,
hanem az x .és y koordinita egy harmadik v4ltoz6, az un. paraméter
Afilggvényeként van megadvas: '

x = x(), y=yt) .

Ilyen paraméteres megadésra jutunk pl. ha egy az XY sikban mozgé pont
pily4jdnak egyenletét ugy irjuk fel, hogy megadjuk minden egyes t id6-
pillanatban a mozgb pont deréksztgii koordinitdit, azaz megadjuk x és
y-t at ido fdggvényeként. Az

x = x(t),
y = yt)

egyenleteket a gérbe paraméteres egyenletrendszerének nevezzik.

Egy gbrbének igen sokféle paraméteres egyenletrendszere adhaté meg.
Pl. az 0{0,0) k&zéppontu egységnyi sugaru kirvonalnak derékszigil koor-
dindtis egyenlete '

x>0, y>0 ivének paraméteres egyenletrendszerei pl. x-et, y-t, ill.
a 9. abrin lithatd T kdzépponti sziget vezetve be paraméternek:

X =X, 'y='y; x=cosT .,
_ Y=\]1-K2, X = l—yz, y = sinl.
(x> 0) (y>0) o<t<

o X x’

jtdssal '=Arx, = " o=
Alkalmas n_YQ] ssal {az ¥’ = A r (y) T (y) ’
A~ (:’ g) homogén linedris transzformiciéval) ezt az egységll{iirvonalat

az
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2 ,

2 S Vi G
2 2

a b

egyenletii ellipszisbe vihetjilk 4t. Hzen ellipszis x>0, y >0 ivének
megfelels paraméteres egyenletrendszerei:

¥ =x, y =y, x' = acos?,
y = 2 az_x'z, x = % bz-y’z, . ¥ = bsinfl.
(x">0) (=0 (0=<T< %
A 2° példa megoldﬁsla sorén az
| x2 —yz =1

hiperbola egy paraméteres egyenketrendszerére jutottunk:
X = ¢ch?,
y = shtT,

ahol a U paraméter a 8. fbran 14thaté szektorszeri idom terifletének két-
szerese. :
Az elébb félirt r’ =A r transzformsciéyal e hiperholft az -

' 2 .2
2 2
cooa b
i1,
x' = ach?,
¥ = bsh{

paraméteres egyenletrendszerii hiperbolsba vihetjiik at.

Koribban emlitettiik m4r az egyenes paraméteres egyenleﬁendﬁzerét
is. Az (x_,y ) ponton &thalad6 és az X tengely pozitiv irdnysval’ & szi-
o
get beziro egyenes paraméteres egyenletrendszere:

L

X xo + teosof,

y y'+tsincx.

Legyen x(t) szigoruan monoton folytonos diﬁerenclélhé.nyadossal blré:,
y(t) pedig foiytonos fiiggvény aEts /% esetén . Az
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X = x(t), Y =yit)

‘paraméteres egyenletrendszerrel megadott fiiggvéﬁygﬁrbe alatti idom terii~
letét (az [ae,bo] intervallum felett) korsbban nyert képletinkb6l egyszerii
‘helyettesitéssel nyerhetjiik: .

b 3
1 D
S t=( ydx=jy(t)x’(t}dt.
0
X = x(1), a0='x(0() ) bo=_x(ﬁ) )
dx = x’ (t) dt.

4° Vizsgiljuk meg azt a gbrbét, melyet egy egyenes mentén csuszis-
mentesen gbrdill kdrvonal valamely pontja leir. E gorbe neve cikloisz.

10. dbra

Jeldljiik a gordill kbr sugarit r -rel, az egyenest, amely mentén gor-
diil, valasszuk X tengelynek, s vizsgiljuk azon P pont palydjat, mely a
kdr bizonyos helyzetében a kezdSponttal esett Gssze. Mivel a 10, 4bran 14t-
hatdé 0A tivolssg egyenlS az AP kdrivvel, emnek ktzépponti szogsét
t -vel jelsive P koordingtsi:

x=rt-rsint=r{«sinf),

y=r-rcost=r{l ~cost).
A cikloisz paraméteres egyenletrendszere tehat:
x=r{t-sint),
y=r{l~cost).

- 11T -



A kor egy teljes fordulata alatta t paraméter 0-t6l 27 -ig noveksmk a
P pont az dbrin 14thatd ivet futja be. Ezen iv alatfi idom teriilete:

T :
F r(l - cost) [r(t-sint J dat =
0

2 27
f rz'(l-cost)zdt-=r2,‘j {1-zcost+—1—+%’§—§§)dt =
0 0

oF

=i'2f (% —2cost+21c032t)dt =
-

21 3 1 sin 2t JZJI 2
= —1 - = jr
T 2 t-2sint+ —2 s 0 r3

5 Ha egy R sugaru kirdn egy, azt beliﬂrol érinté r suga.ru kdr
gordiil, lup_gcikloisz keletkezik.

11. 4bra
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Ha specidlisan egy R sugaru kdron egy, azt belillrdl érintd

r= 2 sugaru kér girdiil, a keletkez§ hipocikloisz neve asziroid, melynek

4

paraméteres egyenletrendszere:

x=R cos3t s

y=R sinst

{a t paraméter jelentését l4sd a 11. Abrim),

Ezen paraméteres egyenletrendszerre a kivetkez$ okoskoddssal jutha-
tunk el:
Mint a 11. £brabdl 14thaté az AE és AP korivek egyenldségéhil

R
= 2_ o
Rt 4 "

azaz
X =4t,

innen pedig

x ={R --41}-) cos t + %— cos (-4t +1) =

=4§ Rcost+ %R(cos 2tcost-sin2tsint) =

= 1% {(3cost+ cosst - sinzt cost-2 sinzt cost) =
=f—(3 cost(l - s‘mzt) + cosst) = -1} 4 00,83'5 =

= R cos3t H

y =(R- i‘-) sint + l:—- Sin (-4t +t) =

]

Rsint- i—R(shx'Ztcost-;»cosZtsint) =

Ssint-2sint coszt - cos2t sin t +sin3t) =

(3sint(l- coszt) + sinst) = 11— 4 sin3t =

[
.b.lw .b.lr,-u o [

= Rsinst .
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Az asztroid négy egybevigs darabbél 411, negyedrészének teriilete:

0
s 3 ) .
Rsint (R cos3t) dt = 332 f sin3t coszt (-sint) dt =
W

U

© | S——o

5
x T
2 2

= 3R2 f sin4t-coszt dt = 3R2 ] (sin4t - sinﬁt) dat =
0 0

_op?, 1.3 T 1.3.5 § 2 7 3 5. _
SR (37 2 2.4.6 20 B "5 3 -5~
2 Fs1__2 §F

.b) Szektorteriflet

Egy sikgrbe (pl. az XY sikban fekvS gorbe) egyenletst néha célszeril
ugy megadni, hogy megadjuk a grbe pontjainak poldrkoordinstsi kozstti kap-
csolatot. A polirkoordinitirendszert ugy véve fel, hogy kezd6pontja a derék-
szdgil XY koordinitarendszer kezdSpontjiba, tengelye pedig az X tengely
pozitiv irdny4ba essék,pl. az y=x, x> 0 félegyenes polfirkoordinitis
egyenlete:

T
=%
a{0,0) kdzéppontu egységkdrvonal polirkoordinitis egyenlete:
r=1,

A 12. 4brén 14thaté un. Archimedeszi spir4lis polarkoordinitis egyenlete

T=0p.
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12. dbra

Tekintsiik azon idomot, me-
lyet a poldrkoordindtdkban meg-
adott folytonos r = f((p) egyen-
letii gérbe, valamint a = és
P = /3 egyenletil {€legyeneselmek
a girbéig terjeds (esetleg ponttd
fajuld) szakaszai hatdrolnak (13.
dbra).

Ennek az un, szektorszeril
idomnak teriilete:

3
(%)- T=%‘ j fz((p)d(p.
o

Osszuk fel ugyanis az [o, 3]
intervallumot részek e az

13, dbra

X =P <. <P <Pc...<p=f

osztépontokkal, Ha az i-edik ilyen részben 1 ¢) legkisebb értéke m
legnagyobb értéke pedig Mi’ akkor a vizsgilt idom (Pi—l = % égoi

polirszogii darabjdnak teriilete nyilvén az ugyanilyen nyilésszdgii m
M, sugaru kbrcikkek teriletei kozé esik.
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Ezek teriitete

L PN S Y
2 M PP T By (P Py
11L.
12
2 M Py~ Prg)
1évén, nyilvén
n . n
L2 - Sqs L w2 -
i§1 g ™ (P = T E 2 My P Pia)

A jobb- és baloldali Osszeg az

A
;’;—l £ () dp

integrilnak felsS &s alsé 8sszege, ugyhogy a felosztds minden hatdron tul
valé finomitds4nél mindkettd a szébanforgd integrélhoz tart. Igy T értéke
is ezzel az integrdllal egyenld.

A T ériékét szolghltatd () Osszefiiggést a "szektorteriilet képleté-
nek' szokds nevezni, '

1° Tekintsiik a kardioid nevi

gbrbét. E gorbe ugy keletkezik, hogy
egy kor érintSire a kér kerilletének
egy pontjibél merSlegeseket bocsd-
tunk; a kardioid e mer8legesek talp-
pontjainak geometriai helye. Egyen-
lete alkalmas polarkoordindtarend-
szerben (lasd 14. dbra)

r=R(1 +cos o} .

14, dbra
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Teriilete

2 . 2
R2 2
-R(1+cos<p) d =—-§-/ (1+2cos§a+cosfa)d50=
0 2 F 0
2
_ R [ 1 +cos 2¢p -
=5 ] {1 +2cosp+ 3 ) dep
0
T

]

2
RZ
5 (—+Zcost70+—— cos 2¢) dqo"

7
sinzf]z 3 2
- = 2 Ry

2
R 3
=5 [—2-<‘o+28in90+ 0

0|

2° Az un. logaritm1kus spxréhs (15. dbra) egyenlete

r=e SO
Y}
ree?
‘ 15, fbra

Ezen spirilis els$ ive (0<¢ < 2 7 darabja) ésa ¢ =0 {félegyenes 4ltal
bezirt idom teriilete:
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Specislisan pl.

o
|
0o |

7

2c§p d

2
rd;0=%—/
0-

¢=10,1 esetében

0

0,4%
e
0,4

t= -1

16. dbra

oo™

20
-1 ezcgo - 940)7' -1
2 .
2c o 4c
% 6,26,

8° Tekintsik a lemniszkéta
nevil gérbét. E gtrbe a sik ama
P pontjainak geometriai helye,
amelyekre nézve az abszeissza-
tengely Fl(a,ﬂ) és F2(-a., 0)

pontjaitél vals tavolsagok szor-
zata az a2 4llandéval egyenld.
(16. &bra)

Allitsuk el6 e gérbe polarkoordinstis egyenletét. Pélusnak az 0 pontot,
poldr-tengelynek az X tfengely pozitiv felét véve, a P pont r, ¢ po~

larkoordinitdival kifejezve:

% 2
r-+a

—
F1P

Mivel a lemniszkita pontjaira

FP FP=

1
ezért tehat

~ 2ar cos¢g ,

+a2 + 2ar cos @ .

2
a ,

2 22 22 2
=(r +a) —4arcoscp=

= 1'2(1'2 - 2a2(2cosz(p -1)) + a.4 =

= 1‘2(r2 - Zazcos '2gd') + a4
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A lemniszkita polirkoordinatis egyenlete tehst r2(r2—2a2c052 @)=0-
b6l ad6déan (r # 0 ): '

|
|
i
! :
i 2 2
{ r =2a cPs2go,
I
|
: ill.

|

1

r= 2a\/cos ng.

Hatdrozzuk meg a lemniszkéta 4ltal bezirt idom teriiletének mérfszdmat.
A lemniszkita négy egybevigéd darabb6l 4ll, negyedrészének teriilete:
£ Ed P
7

4 4
) 4
T= -12- f (ﬁa\/cos 2;0)2 dsa==a,2 /cos 2¢d?=a2':_s_i§_§?’:, =a2
0 ' 0

2 0 2°

vagyls a teljes lemniszkita 4ltal bezért idom teriilete:

t'=25|.2 ’

Meg kivinjuk jegyezni, hogy minden r=1f {4} poldrkoordinitis egyen-
lettel megadott gbrbének kdnnyen felirhatjuk egy paraméteres egyenletrend-
szerét, a ¢ polirsziget vilasztva paraméternek., Felhasznslva ugyanis a
derékszogii és polarkoordindtsik stszamitdsi képleteit (x = r cosp, y=r sin¢p)
az r =1{(¢) polirkoordinitis egyenletnek az

X = f(¢) cosep,
y =f(¢) singp

paraméteres egyenletrendszer felel meg.
A lemniszkdta paraméteres egyenletrendszere pl. :

X = \:/Z_a.\/cos 2¢pcosgp,
¥ =\/§a.\/_cos 2¢sing.

e

A lemniszkita 0 < < —i’— ive és az X tengély altal bezirt idom terille-

tét, mint paraméteres egyeui_etrendszerrel megadott fliggvénygtrbe alatti
idom teriiletét id _ldszémi;hhtjgk (e szdmiids a szekiorterilletként valé sz4~
mitdsndl bonyolultabb leszfy = - '
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V2 aVeos 2cpsingo(\/5a Veos 2¢ cosga)" dep=

|

]
=Y —

o

N

"

i

=
i)
Tl o

0
.2 -28in 2 9. o -
= 2a Jr\/cos 2¢ sincp(m cosgp~\/cos 2gpsing) do =
1
0. -
2 1 .2 . 2
= 2a I {- 5 sim 2¢p- cos 2¢psin @) dp=
] !
4
0
2 1 .2 i-cos2¢ _
= -2a l (-2-sm 2¢+ cos 2¢ 5 Yde =
T
4
& 0 _ :
2 .2 2 2 .
=-3 f (sin” 2¢o+ cos 2¢p - cos  2¢) dep= -a f (cos 2¢-cos 4p)dg= |
T ’ I ' ]
4 4
T
I' 4
2] _sin2¢@ sin 4¢ 2 1
= g - =17 i ,
2 4 0 2

elbbi efédményiikkel egyezlen.

) Forgisi test kijbtartalma

Tekintsik azt a forgasi testet, melyet a folytonos y = f(x) Z 0 egyen-
letii gorbe X tengely koriili forgatdsdnil nyert forgési felilet, és az X
tengelyre x=a &és x=b abszcissziju pontjaiban A4llitott meréleges sikok

hatirolnak. E test kibtartalma: b

K=in : fz(x)dx.

a

- 120 ~



N 3
e
i

17. dbra

Osszuk fel ugyanis az [a,b] intervallumot.az

ATX <X <. <X <K <e.. =X 0= b
- osztépontokkal részekre. Ha f(x)-nek az .i-edik részintervallumbeli leg-
kisebb &rtéke m,, legnagyobb értéke -Mi , akkor a vizsgilt test
X =x= X szakaszhoz tartozd rétegének kibtartalma nyilvin az xi—x. 1
magassigu és m,, {Il. M, sugaru hengerek kibtartalma ktzé ésik, Ezen
hengerek kobtarta’]ma azonban

~ 2.
i m; (xi xi—l)’ %4

ugyhogy K-val jeldlve a vizsghlt test kébtartalménak mérdszamat:

i1l ”M( D

n . . n
) 9 Im (x-x ) S KE Y Fvla-x ).
=1 -1 =1 i1 Ti-1

A bal- és jobboldali 6sszeg azonban a 7. ? %(x) dx Integral alss, iIl.

: a
felsS ssszege, a felosztis minden hatéron tul valé finomit4sindl mindkettd
ezen integrilhoz tart. Igy X értéke is ezzel az integrallal egyenld.
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y 1° Az y=yx parabola X ten-
A gely korili forgatisinsl keletkezd for-
) | gAsi paraboloid kibtartalma az x=0
_ és x =a hatdrok kizott:

—
<
e,

a

f
i o [.27%
. 1 I K=f’ff(\ﬁ<) dx =7 | Z~ =
1
i\ “ fva.z
\

1 2
= M —— = =
e > 2 {Va)" ¥a ,

J— —_——

18, 4dbra azaz a koreje irt henger kobtarta.lmé.nak

felével egyenlG (18. 4bra).

2° Az y= E- \/a2 - x2 ellipszisiv X tengely koriili forgatdsaval
nyert forgisi ellipszoid kobtartalma:

a
2 3
K=”f 'b? (a -x)dx=ﬂb2 x - & =
-5 a 33.. -a
~. 2 a a 4 2 ~
= JI - — e .
#b7 (a 3 *a 3) 3ab V]

E képlethll a=b=r esetében a gomb kibtartalmanak 1smert képletére
jutunk.

3° Az x= r(t -sint), y=r(l-cost) cikloisz egyivének X ten-
gely koriili forgatisﬁval nyert best kobtartalma: ’

orf 2T

K -7 2 dx =fi‘f 11 - cos §? [e(t-sint)] a =

0 0 .
2 anr

2
= oF f {1 - cos t)3 dt = rr [ (1-3 cos t43 coszt-cosat)&t =

0
2
= f (1-3 cos t+3*1—+c_qzr§—£t——co§ t+ cos t sin’t) dt =
0 27 '
_.3~ [5 3 sin 2t smtJ _ 3. _5i2.3
=r /7 [2t4sint+2 2 *tTz o rA(57)=56
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4° Az y= -}1; gorbe a=x>1 darabjinak X tengely korili forgati-

sédval nyert felillet és az x=1 &8s x=a sikkal hatfrolt test kébtartalma:

a a
K=1Tf( )2dx=-flv=E-—1-] =i -= ).
1 *J1

Ml
ml,_.

' E kifejezés hatirértéke a—mccesetében 7. Ezt az értéket tekintjik az

y= -:'-‘- gérbe x 21 darabja X tengely kiriili forgatdsdval nyert, vég-
telenbe nyuié test kobtartalménak,

"

£

d) Az elozokben ttbb olyan geometriai, ill. fizikai feladatot l4ttunk,
amelynek megolddsa egy-egy hatdrozott integral kiszdmitdsdra volt
visszavezethet$ (fiiggvénygbrbe alatti idom teriilete, szektorteriilet,
forgssi test térfogata, a rugd megnyujtdsanil végrett munka, pontszerii
elektromos toltések kizotti taszitéers sltal végzett munka, ismert se-
bességii egyenesvonalu mozgést végzd pont utjs). Azok a gondolatme- -
netek, amelyeket az emliteit feladatok megold4sa kézben alkalmaztunk,
voltaképpen egy sltaldnos tétel specislis eseteinek tekinthetfk. A tétel
kimondésa ¢éljabdl egy uj fogalom bevezetése sziikséges.

Definicib

Az olyan utasitdst, amely a zfrt intervallumok valamely halmazi~
nak minden eleméhez egy valds szdmot rendel hozzé, intervallumfiigg-
vénynek nevezzik,

Pl intervallumfiiggvényt szolgiltat az I=[a,b ] intervallum
£(D=b-a hosszusiga. Tovabbi példikhoz jutunk, ha egy integrilhat6
f(x) fiuggvényt képzeliink megadva valamely intervallumban, &s ennek
minden [a,b ]= I részintervallumshoz hozzdrendeljilkk f(x) I-ben felvett
értékeinek m(l) alsé hatarat vagy M(I) fels§ hatirst, vagy az
b ,
| =) dx integral érteket.

a

Egy 50(1) intervallumfiiggvényt additivnak mondunk, ha

n
Pm= L pay .
e
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vala.hé.nys_zor az Ik = '[Xk—l’xk:l infervallumok, ahol

a==x0<x<...<xk_ <xk< .<x = b,

az I= [a.,b] intervallumnak egy pironként egymésba nem nyuld rész-

intervallumokra valé felosztisdt alkotidk. b

E15bbi példaink kozill £(h) = 63 j f(x) dx nyilvan additiv
a
intervallumfiiggvény, m() és M(L) azonban 4ltaldban nem.
Legyen f(x) integrilhaté egy an’bo:l intervallumban és tekint-
, _

" sk az [ao,bo] részintervallumain értelmezett azon intervallumfiigg-

vényt, amely az I= El.,b] intervallumhoz a

so(x)=f f(x) dx

értéket repdeli. Viligos, hogy ez additiv intervallumfiiggvény, tovibbAi,
hegy az el6bb bevezetett m(l), M() és £ () intervallumfilggvények-.

kel kapcsolatban eleget tesz az

<

m@) @ £ E MO {0

egyenlGtlenségnek. (Az -integrélszé.mités kozépértsktstele. )
A fent emlitett 41thl4nos tétel marmost nem egyéb, mint ennek az
Allitdsnak a megforditﬁsa

Tétel

Legyen i(x) az '[a b ] intervallumban integraihats fiiggvény.
Ha (D) az E!. b] részintervallumain értelmezett additiv interval-

lumfﬁgg!ény, amelyre [o bo] birmely I részintervallumén teljesiil
az ' ;

(#) Mn L@ 3 @@ S MO L0

egyenlftlenség (ahol m(l) , M(I) és £ jelentése az el6bbi), akkor
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b
PO =j f(x) dx

a .
minden I-Ea., b] c [a.o , bo] részintervallumon.

Bizonyitis

Legyen 1= I:a;b] c [a(;,bo:l. Tekintsiik az I intervallumnak ay
A=K <K < ep. <K < K S eee <X = b

o 2y

osztdpontokkal térténd felosztidsat az

L = E‘k-r"k]

részintervallumokra. () feltételezett additivitdsa miatt

n B
(o= (r) ,
P kZ:ls“k

s (%) folytsn

m@) @) = pr) EME) £@), =L, .

Eszerini:

f'ﬁaag @) = P = f My L@
k=1 k=1

és itt a bal- és jobboldalon i(x) -nek az I intervallum vizsgilt fel~-
osztdsshoz tartozé alsé és felsd tsszege 4ll. Ha I-nek ext a feloszif-
sat minden hatdron tul finomitjuk, akitor a bal~ és jobboldal egyarint
. b
it [ f(x) dx hatdrértékhez tart, ami az 4llit4st adja.

)
]
I
1
1
!
r
|
i
|
|
1
i
}
f
|
|
1
I
I
I
|
|
i
|
1
1
I
|
!
|
]
i
1
b
]
i
i
|
I
|
|
|
]
|
|
I
1
1
H
!
|
1
1
1
H
i
1
!
1
I
i
|
|
1
|
] a
1

1



A tétel alkalmazisival egyszerilen oldhaték meg az mtegralszﬁmi-
t4s alkalmazisira e fejezet elsf felében targyalt feladatok.

«.) Figgvénygbrbe alatti idom teriletének kiszémitssa

Legyen f(x) Eio’bo] -ban folytonos filggvény ésitt f(x) =

Szamitsuk ki az y = f(x) fiiggvénygtrbe alatti idom [ao, bo] interval~
lum feletti részének teriiletét.

Tekintsiik a hasonlé moédon definilt idomou, amelyben azonban az
En. bo-_l intervallum szerepét ennek egy 1= La b] részintervalluma

veszi 41, Ennek terilletét jelsliik {I) -vel: Az igy értelmezett inter-
vallumfiiggvény nyilvan additiv, hiszen pironként egymasba nem nyulé

idomok egyesitésének teriilete az egyes idomok terilletének sszegével
egyenlS, és teljesill errea () intervallumfuggvényre az elSbbi (»)
egyenlGtlenség is. Az elSbbi tétel szerint tehst

@O = f f(x) dx ,
speciflisan az 1= Ea.o,bo:l vélasztissal a keresett teriilet

. b
o
t=f f(x) dx,

a
[0

kordbbi eredményiinkkel egyezSen,

/3.) Szektortertilet kiszAmitisa

Tekintstik azt az idomot, amelyet a polirkoordinitikban megadott
folytonos r =1(¢) egyenletii gbrbe, valaminta @ = X, és = ﬁo

egyenletil {élegyeneseknek a gorbéig terjedt (esetleg ponttd fajuld) sza-
kaszai hatarolnak, N
Vizsgiljuk a hasonléképpen definiglt idomot, amelyben az Ex o’ 50]

intervallum szerepét ennek egy I =[0( ﬂ] részintervalluma veszl 4t.
Ennek tertlletét jelsljilk v (I)-vel, Az igy értelmezett intervallumfilggveny
nyilvan additiv (paronként egmé.sba nem nyuld idomok egyesitésének te- :
riilete az egyes idomok teriiletének 5sszegével egyenld) és :
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5 ‘
M(]) -vel, az [y ] intervallum hosszdt € (1) -vel jeldlve fennéll az

2 1%(¢p) 1 -ben felvett logkisebb, ill. legnagyobb 6rtékst m(y , ill.
mBh £ 2 em =MD L0

egyenl6tlenség (az idom teriilete a megfeleld beirt &s koriilirt kireikk
teriilete ktizé esik). Ekkor azonban a fejezet elején bizonyitott tétel

Srtelmében .

4
oo -] g,
&

- 85 speciflisan az I =’_ao’ ﬁo] vilasztissal a keresett teriilet

f
t= 2 & fz(go)dgo,

a szektorteriiletrs kordbban nyert képlettel egyezéen.

/) Forgisi test kihtartalma

Tekintsitk azt a forgési testet, melyet a folytonos y = f(x) Z 0
egyenletil gérbe X tengely kiriili forgatdsansl nyert forgisi feliilet, és
az X tengelyre x=a &s x=b_  abszcissziju pontjaiban 4llitott
merbleges sikok hatdrSlnak.

Vizsgéljuk meg a hasonlSképpen definiilt testet, amelyben az
[ao,bo'] intervallum szerepét ennek egy I=Ja,b | részintervalluma

veszi 4t. Ennek térfogatdt jelsljik ¢o(l) -vel. Ezen test térfogata
nyilvan azon két henger térfogatinak mérdszima kozé esik, amelyek-
nek sugara f(x) [a,b] beli minimélis ill. maxim4lis fiiggvényértéke,

magassiga pedig b-a. A T fz.(x) fiiggvény I-ben felvett legkisebb,
ill. legnagyobb értékét m() , ill. M(D -vel, az [a,b | intervallum
hosszét £ (I)-vel jelsive elobbi megéllapitdsunkat a kbvetkezd egyen-
16tlenséggel irhatjuk le:

(%) m{) £(D = @M =EMOD £ .

Mivel a () intervallumfiiggvény nyilvén additiv (pironként egymisba
nem nyulé idomok egyesitésének térfogata az egyes idomok térfogatinak
tsszegével egyenld) és a (%) egyenlStlenséget kielégiti, a fejezet ele-
jén bebizonyitott tétel értelmében
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b
17341 =i!"j fz(x)dx .
.

Specidlisan az I= [ao, b(;] vélasztissal a keresett térfogat:

0
K=ff”f 2(x) dx ,

‘a

i

i

i

i

i

'

i

'

]

!

]

i b
1

|

]

)

H

I

i o
i
t
|
i

korsbbi eredményiinkkel egyezben.
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13. IVHOSSZUSAG SZAMITASA

a)
Definicid

Legyen x=1(f), y=g(t) az X £t= ﬁ intervallumban folytonos
filggvény. Ekkor az

x=1(t),
y = g(t)

paraméteres egyenletrendszer ™ £t2 5 —ban egy folytonos girbe egyen—
letét 4llitia elC. '

Y h

<>

4 :

S|

19. sbra

Vegyiik fel a gbrbén a befutds sorréndjében pontokat (jeldljiik ezeket -
P ,P.,..., P -nel) és kossik ket ebben a sorrendben §ssze egyenesdara

bOkkal (19. sbla).
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Igy egy, a gorbedarabba beirt hurpoligont -kapunk,(Po és P legyena
grbedarab kezdd, ill. végpontja). Tekintsiik & hurpoligon n hosszusdgst.

Definicié

Egy folytonos grbedarab rektifikslhat6, ha a vizsgslt gbrbedarab be-
osztdsainak olyan sorozatdf tekintve, melyben a szomszédos osztépontokhoz
tartozo paraméteréridkek killsnbsége 0-hoz tart, a megfeleld hurpoligo-
nok hosszusfiga minden ilyen sorozatban ugyanazon hatdrértékhez tart,

A hurpoligonok hosszusfigaib6l az itt részletezett médon képezett sorozat
hatirértékd a gorbedarab ivhosszusé.gé..

Tétel

Haaz x=1f(t), y=g{t) =t /A) paraméteres egyenletrendszer~
rel megadott gbrbe egyenletébe a t paraméter helyett a t =¢(u) képletiel
uj u paramétert vezetiink be, és ¢P(u} szigoruan monoton, folytonos fiigo—
vény 2z [a,b]] intervallumban, ¢(a) =, (P(b)= B, akkor a gorbe lv-
hosszusgga viltozatlan marad. .

- Bizonyitis

I|

I

|

} . Mindkét paraméter>beosztdshoz ugyanazon hurpoligonok tartoznak,
| és [2,b] minden hatfon tul val6 finomitdsakor ¢(u) egyenletes foly-
| tonossfiga miatt 4] is minden hatéron tul finomodik. [or, 4] fino-
¢ mitdskor @(u) inverz fiuggvényének egyenletes folytonosséga miatt

: fa, b] is minden hatfron tul finomodik, és ebb8l az 4llitis mér kivet-

| kezik.

|

Allitss

Rektifikdlhat6 gorbedarab ivhosszusdga a beirt hurpoligonok hosszuss--
gainak fels§ hatdra. _ '

Uj osztdpont beiktatdsakor a beirt hurpoligen hossza ugyanis nem csok-
kenhet, ha teh4t volna olyan hurpoligon, melynek hosszusiga a gbrbedarab
ivhosszusfigindl nagyobb volna, akkor emnek osztépontjaihoz ujabbakat hozzd~
véve olyan minden hatéron tul finomodé6 beosziis-sorozatot készithetnénk,
amelyhez tartozd hurpoligonok hosszusigal nem konvergilnginak a gbrbe iv-
hosszusfgihoz. ,
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Hangsulyozni szereinénk, hogy nem minden folytonos grbedarab rek-
tifikalhat6. Pl. az

X Co8 ‘}1?, ha 0<x2 -

-‘:)lu

lim x cos -}12 =0, hax=20
x>0 '

<

egyenletil gérbedarab 0 Sx -ben folytonos, de nem rektifikdlhato,

-‘-.:}]lm

Y

20. dbra
Az = X = Xx= —-—J'-——- x:E—— ::—g-
X LR nﬂ— L] (n_l)ﬁ- > sas gy ﬁsx T

abszcisszéju pontokat a gbrbén felvéve, a beirt hurpoligon hosszusiga na-
gyobb, mint

- 131 -



L +{—= 1 __..._1___ 1 1 .
ni# Y (n_l)jr)'!'((n_l)jr-“" (n_z)jr)+... +

1 1 1
HyF+r7F I+ F =

2 1 s 1 i
=37-‘(1+E+...+-;:— + =)

ez pedig tetszésszerinti nagy lehet, ha n elég nagy, mint ahogy azt az elsG .
félévi jegyzet 21.) fejezetében 14ttuk. A gbrbébe beirt poligonok hosszusigal
tehat nem korldtosak, a gorbedarab nem lehet rektifikdlhato.

Tétel

Haaz x= f(t) , y=g(t) gbrbének o =t= ﬁ darabja rektifikdlhatd

és o Ex Y€ '<A'E 3, akkor ugyanezen gorbének &’ t= 47 darabja is rek-

I
i
1
I
1
I
I
1
1
1
|
)
I
!
f
1
]
f
]
I
|
!
|
|
I
|
|
i
!
!
}
}
I
'
i
|
|
|
]
i
i

tifikdlbats. (Rektifikélhat6 gbrbedarab része is rektifikilhats, )

.Bizonyitis

Készitsik el az [o(’, ﬁ’] intervallumnak egy minden hatdron tul
finomodd felosztis-sorozatit, s legyen az n-edik felosztisnak meg-
feleld poligon hosszusdga 1. . Egésgzitsiik ki ezen felosztisok mind-
egyikét az [o( 3 ot’] és [b éj intervallumok egy-egy felosztasaval _
ugy, hogy ezen telosztasok 1s minden hatfron tul finomodjanak és mind-
egyik a megeldz6bdl uj osztépontok hozzivételével 4lljon eld.

Az n-edik felosztishoz ilymédon rendelt kiegészito poligonok hosszu~

sigal legyenek L]’1 és L;l' . Ha most a gorbe o £t = ﬂ) darabji-
nak hosszusfga L, akkor

L' +L +L"—=L,
I n n

tovdbbi az L;a és az L‘]‘:l szamsorozatok monoton novekvBk, L-nél

nem nagyobbak, ugyhogy 1étezik lim L’ és lim L" és ennélfogva

lim L is. Ez a hatdrérték fliggetlen a feloszté,s sorozat vélasztisi-
tol. Ha' ui. Ln és L11 két minden hatdron tul finomods felosztés-

sorozatban az n-edik felosztishoz tartozd poligon-hosszuség, akkor
az



sorozat is nyilvdn egy minden hatiron tul finomodé felosztis-sorozat-

hoz tartozé poligon-hosszusigokb6l 4116 sorozat; van tehat hatirériéke,
8 ezzel a hatérértékkel egyenld akkor két részsorozatinak hatarértéke,
limL & lim i’n is. Az ‘o) /'] intervallum minden hatsron tul

finomod6 felosztis-sorozataindl a beirt poligonok hosszuséigai tehat
ugyanazon hatirértékhez tartanak, ami az allitdst adja.

e ——

Tétel

Haaz x =Ht) , y=g(t) gorbének o St= 4 g5 f5¢ = J darabijai
rektifikilhatdk, akkor az o £t= ) darab is rekiifikdlhats &s iVhosszu—
siga az elobbi két darab ivhosszusiginak Bsszegével egyenld,

Bizonyitas -

Készitslk el az[or, 7] intervallumnak egy minden hatéron tul
finomodé felosztds-sorozatit. Ha az n-edik felosztisban azt az eset-
leges intervallumot, melyben a /3 hely fekszik, a /3 4ltal meghats-
rozott két részintervaliumaval helyettesitjilk, akkor az igy médositott
felosztds az [o¢,8] és a [, 7] intervallumok egy~egy folosztisihsl
tehetd Gssze. Minthogy a poligon-hosszuségnak ekdzben torténs meg-
viltozdsa a beoszids minden hatdron tul valé finomitdssnsl zérushoz
tart, dllitdsunkat igazoliuk,

Barmely gorbedarab ivhosszusiga (hacsak a gérbedarab nem fajul el
egyetlen ponttd) pozitiv, az el8z8 tétel alapjan tehdt az [ ,t_;J intervallum-
nak megfeleld gdrbedarab ivhosszusagit s(t) -vel jelvlve, s{f} monoton ns-
vekvd fliggvényt. Nyilvanvals tovibba, hogy ha x = f(t) és ¥y = g(t) egyetlen
intervallumban sem dllandék egyszerre, akkor sit) szigoruan monoton ns-
vekvd. Sokszor célszerii lesz egy gdrbe megadésinil az ivhosszussgot pa-
raméterként bevezetni. Ahhoz, hogy ezt megtehessiik, még a kivetkezd
tételt kell beldmunk:

Tétel

Az XEtE4 paraméterintervallumban vizsgslt rektifikdlhaté gorbe
[0( , ?:]' intervallumnak megfeleld darabjianak s{t) ivhosszusidga t -nek

folytonos fligevénye. ’
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Bizonptés

Be fogjuk bizonyita.ni hogy s(t) a { helyen balrol foly'tonos (a
- Jobbrél valé folytonosséig hasonléképpen igazolhatd).
Tetszbleges kicsiny £> 0 mellett készitsilk el[ o , t;l -nek olyan

folosztdséit, amelynek megfeleld poligon-hosszusig > s{t) - -‘2:— .

Jelsljiik e felosztdsban a { eldtti utols6 osztépontot . t'-vel. Az adott
kicsiny &£ > 0-hoz vélasszuk meg h> 0 -{ ugy, hogy t'< t-h<t
legyen, &és a t-h és t paraméterii gérbepontokat sszekstd hur

hosszusiga Lz—nél' kisebb legyen {ez f(t) és g(t) folytonossiga

. miatt inegteﬁetﬁ). Az el8bbi felosztéshoz a t-h osztépontot hozzdvéve,
a megfelelS poligon hosszusiga még inkébb > s(t) - —L , 1ll. az
utols6 poligon-oldalt elhagyva, a meg'maradé poligon hosszusaga még
mindig > s{t) - —/— - —= = =st) - £. Az [o( t—h_l intervallum-
nak megfelel8 gorbedarab ivhosszusdga, s(t-h}, nagyobb azonban ezen
hurpoligonja hosszusiginil, teh&t még inkdibb 4li:

s(t-h)>s(t) -£

‘Mivel ez az egyenlétlenség tetszileges & >0 mellett elég kiesiny h -ra
-~ mindig fennfll, azért s(t) a t helyen balrél folytonos, amit bizonyi-
tani akartunk,

b) Ha f(f) és w8y ag étgﬁ intervallumban folytonos differen-
ciélhdnyadosokkal birnak, akkor az x=1f(t}, y=g(t) gbrbedarab rekti-
fik4lhat6 és ivhosszusfga: s

L= f\/(f'(t» g e .

Amtasunkat a ko“veﬂ;ezo’képpe I4thatjuk be:
Vegyilk fel az

o é g = L.
to t1 _ t
paraméterértékeket &s jeldliik P —vel a~ t paraméterértéknek megfeleld

gdrbepontot. A P1 1P1 szakaszihosszusﬁ.ga nyilvéin:

\] (e - f(ti_l))z + (8t - g(ti__l))

1
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tehit az egész poligon hossza

n
2 2
iZI \/ (£(e) - £t _))" + @it et,_)
A Lagrange-féle kiozép8rtéktételt alkalmazva azop -.n
< N ; y
- = ” S 3
gty ~ st ) =g (T]) (¢t 1), tg SCPE

és igy a kérdéses poligon hosszusiga

. | e 2 .2,
(*) X \/f (r ) +g( T (ti-ti_l)
. i=1 :

alakban is felirhaté. Ha ebben az Osszegban g ( r ") helyett g’ { T ')
éllna, akkor az dsszeg az

f \/ @)+ @ o
J |

togril egy integrailkdzelitd Ssszege yolna, amely a beoszifs minden ha-
tdrdn tul valé finomitissndl az integrdlands fiiggvény feltstelezett folytonos-
sdga miatt a kérdéses integrslhoz konvergdlna. Azt kell tehit kimutatnunk
hogy ha a felosztis méir elég finom, akkor g’( Z‘ '} helyébe g { t"
irvaa (% ) Usszeg csak kevéssel viltozik meg,

Legyen & ' tetszleges kicsiny pozitiv szim és valasnfzuk meg &> 0—§.t
oly kicsmyre hogy az [, /3] intervallum valamely & -nfl rovidebb sia
kaszdn g’ (t) oszcilldcidja & -ndl kisebb legyen. Ez g (t) feltételozett.
folytonossfiga miatt megtehetl. Tegyilk fel tovibb4, hogy a vélasztott fel-
osztis mir & -nfl finomabb; ekkor

|

I’Z"i - Z’i"|<6'.és igy ,g.’ {‘Z"i’);g’(t'i") <£

minden i-re.
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Mivel mdrmost
? ) 2 ? n 2
(3 %) \/(f ( t’i ))I +(g ( Ti »

a stk azon P pontjénak a kezdSponttél vals tivolsdgaként foghaté fel, mely-
nek koordindtai £ {( z*’i) és g'( z‘i") ,

e | \/(f’ (o] N @ ()’

pedig hasonl6képpen a2z £ (7)), g'( Z”i’) koordindtdju Q pont kezdf-
ponttél mért tavolsagaval szemléltethetd, {(* *) 8 (»x=x) Kkillonbsége
legfeljebb a 21. dbrén l4thaté hdromszdg harmadik oldalsval egyenld,

¥)

P
r
@ |\g7t;7
1
|
bt
|
= l';wfz.;!/ /V
21. sbra

Ezen oldal hosszusga azonban a fentiek értelmében < £ . Igy tehdt J -n4l
finomabb felosztis esetén

i=1

n n
2t 2 Vo) (0 )
£ Ve (TN HE (TN )= 1§1 TN+ (2N )=

n .
=¥ (%f’(fi’nzﬂg’(fi"»z- @ (o0 g (%) ) <
i=1

i}
<Y £t )=E(B-) ,
i=1 .
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ez pedig tetszOlegesen kicsiny, ha & elég kicsiny, Evvel 4llitdsunkat iga-
zoltuk. ' '

Ha a vizsgilt gbrbedarab egyenleie y = f{x) alakban van megadva, ak-
. kora t=x paramétervilasztissal az ;thSszusé.got szolgaltatd képlet igy

alakul:
b b
L=j \/(x’)2+(f’ (x))zdx= j V1 (x))2 dx .
a a

1° Az y=ch x un. lincgbrbe x=0 és x=a kozttti ivének hosz-
szusiga:

a a a2
a
L= J\/1+Echx)’2dx'=f \/1+sh2xdx=f chxdx= shx:] =sh a.
-0 o ¢ 0

2° Az x =.r(t -sint), y=r(l -cost) cikloisz egy teljes ivének
hosszuséigas

27

L= ]\ﬂr(t—sin )2 + (r(l-cos §')2 at =
0

27 28 _ _
2. .2 2, .2
=r {1-cost) +sintdit=r (1-2 cos t4cos t4sin't) dt =
0 0 ‘
27 2F wos £ 12"
= 2r ] \/};(%s—t- dt = 2r / sin—;-dt=—2r ——1—2— =
0. J 3 -0

"= 4r(l +1)= 8r.

3° Az x = Rcoss_t . ¥y =R sin3t asziroid negyedének hosszu-
shga:
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t
]
Q“"‘HN]E{

N (R cos’t)’)> + (Rusine)Z dt =

2 : : 1 ;
=R [ \/(3cos~2t{—sin t))-‘? + (3sinzt¢os t)2»; dat =

i:" il

=

, . 2
3R j \/s’inztcoszt(cos_zt%inzt)dFSR f - sinteostdt =
- 0

. LT o
in2 2
= 3R [s——z—t—] =2,
. : 0 V‘.
az egész asztroid keriilete téhét 6R. S ~

. -JT';—- esetén sintZ90
cbs_ t;o » azért szdmitAsaink sorin kizvetlenill irhattuk:\/ stnfeos2t =
=gintcost. Haazonban pl. a fél asziroid ivhosszusﬁgét kozvetlentl

akartuk volna klsz_ﬁmitani akkor szAmitdsunk igy médosult volna:

HA

Meg kivénjuk jegyezmi, hogy mivel 9' =

.\/((Rcosst)’)? +{R sin3'f)’)2 it = ... =

. e
o
c:c._.....ﬁh“

‘ : 'y
= 38R [ \/ Sinztcosztdt=3R -!’-Ismtcost dt =
Y, S , 7
ﬁ’ Lo nd
2 * -
=3R'j sin t cos t-df —+ f sint(-costydt =
_ oy . ,
0 z
: T e
2 2

‘- sin't . “jsin’t 1
= 3 — - - = 3 —_— - —) =

‘R.[ > ] ..(_Zl]ﬁ__R(z 0-0+ ) 3R .

. L 19 K Z .

4° Sz&mitsuk ki az . r=R(1 + ceg f ) polarkoordinitis egyenlettel
megadott kardioid ivhosszuség&f.
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Altaldban, ha egy gorbe egyenlete polarkoordinatakban
» r.= 1‘(99) 1
és az r({p) flggvénynek az [o'c ﬁ] . intervallumban fblytonos deriviltja
van, akkora t=¢ paramétervé.lasztﬁssal a gorbe paraméteres egyen-~

letrendszere

X = ’r(tp) cosyp

| = T(¢p) sing
lévén

x’ =1’ (¢} cosgp - r(¢) sing,
¥y =71’(¢p) sing+r{¢p) cosp, |
2,2 2 2 .2 -, .
(X’) +{y') =r(4) (cos'@ +5sin (p):-r 2r(¢p)r’ () sing cosg +
o+ 2r{¢)r’{ ) singpcosyp +r(cp)2(si_nz§o+coszgp) =
= r ()% +r(g)?,

és igy ivhosszusﬁga

L= \/(x) Hy) de = f\/(r (so)) +(r(qp)) de.

' E képletet felhasznéiva a kardioid ivhosszuséga
2 -
: 5 2 2 D :
f \/{R(l—s—cos ®)Y) +R (l+cosep) d@p =

£
I

2%

R f\/smzﬁa +1+2 cos$p+ coszfp d§o=

I

27 27
= R f\/(2+2cosgo)d<p 2R f\/““sgo
24’/

il

2R fl}os—?-]d¢=4Rf cos-(adcp 4R Zsin ££:L
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14, ELEKTROMOS ARAM MUNKAJA

a) Ha egy vezetSben 1 intenzitdsu és V feszliltségii egyendram t
ideig folyﬂl(, akkor az dram 4ltal végzett munka:

L=1IVt.
Ha az fram intenzitdsa és feszilltsége valtozik, akkor a t=a és t=bD
pillanatok kbzt végzett munka értékét az

b
L = j I(t) V() dt

a

képlet adja meg. Erre a képletre a kivetkezd meggondoldssal juthatunk el:
Osséuk az E}., b__l 1d6kdzt részekre az

a=t§f . =t = b
0 1 n

ItA
1A

. 1 ‘
pillanatokkal. Az i-edik részidSkszben pbtoljuk az intenzitds és fesziiliség
tényleges, viltozd értékét az idStartam valamely 77 s pillanatiban felvett -
I( q:’i) és V( T)) értékilkkel. Ekkor a [ti_ 1,ti] id6koz alatt végrett
-

munka kozelitd értéke I( TPVt ), (¢ = Z“i=—<'ti) , ésaz
egdsz I:a, b]—ben végiett munka kbzelits srisdke

n
Z KT VD) (&t )
= _
A felosztfs minden hatdron tul t6rténd finomitdsansl a fenti integratkiize-
'1it6 Ssszeg - amennyiben pl. It} és V(t) véges szému hely kivételével
folytonos fliggvények - az b
' » I It) v dt

¥ a
értékhez tart. Ez tekinthet! tehdt a muhka &rtékének.
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b) Egy dramkrben V(t) = V_ sin 270 t fespilltségii valtshram ke
ring.: Tiszta ohmikus ellenfllds =~ esetén az intenzitdst Ity =1 sin 27vf

adja. Egy periédus alatt végzett munka tehdt (a periédus id(')’tart%.ma

1
T="7')

T T 4
p Fnsd
L=f VI sin?2 70 tdt=V I f l-cos 47Vt o .
: Q0 * o0
0 0

2
VI -l_sintlﬁ't)t T _ Volo T
" oo | 2 87V ‘ 2 ’
Eszerint az ilyen vAlidAram munkéija akkora, mint \/05 fesziiltségii
I

&s —-\/O—E intenzitdsu égyeniram munkija.

Vv 1
v%— , ill. —\/EE— az dram effektiv feszilltsége, ill. effektiv intenzitisa.

¢) Ha a véltédramu sramksrben Snindukei6 van, akkor a fesziiltéég és
az fram mér nincsenek 4ltalfiban fizisban, hanem kozottik ¢ faziskiilonb-
ség mutatkozik:

Vit) = V sin 2 ve, ()= 1 sin (2 Tvt-¢).
Az ilyen Aramnak egy periédus alatt végzett munksja:

T

: = i jr ,;.. - =

L J' Vv sm2fvt I sm@Tvi-¢) dat
0

L

1 - P
Vo Io E f (COS¢_ COS(-4 TVt —50)) dt =
0

il

— T
X _sin{47pt -;50) -
‘V0 I0 2 l:cosgot A0 :]

Vo Io
= v—z— —\/—?' COSSD. T.
Hyenkor fehit a munka kiszimitdsfndl az effektiv fesziiliség és effektiv in-
tenzitds szorzatit még a fiziskliitnbség koszinuszéval is szorozni kell.
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d) Tiszta ohmikus ellensllist tartalmaz6 dramkorben az Intenzitis 65
a fesziiltség kizott az I= % 6sszefi1ggés érvényes.
Hyen 4ram munk#jft tehit az

b . b
L=f Vi) J-g)——- dt=—Il{—j vy at
a a

képlet adja. Ha v jelenti azon egyenfram fesziiltségét, mely a kérdéses
sramkdrben ugyanazon idd:alatt ugyanakkora munkat végez, akkor

R

S
(b -a) = -lﬁ- j (V(t))z‘::dt
a

alapjsn b
j vty at
) ¢

b-a

.

. Ezt az értéket most is az dram

yi . effektiv fesziiltségének novezzik.,

A ' : - Pl a 22, 4bréin szemléltetett

un, flirészrezgés esetén az iram
effektiv fesziiltsége:

1
v =\/J AZa-2nat =
O 7
= A J (L-4t+4tD)at =
0
b =A\/,E-2t2+4-;—':|; =
v Jo
22, fbra: | 4 \/ ..‘% = A |
, A\ (1-2 + 3 ) = ‘W .
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15. A HATAROZOTT INTEGRAL KOZELITO KISZAMITASA

A gyakorlatban igen sok, véges sok elemi filggvény segitségével ki nem
szdmithaté (mis szavakkal: zirt alakban meg nem adhatd) integréllal taldl-
kozunk. Ilyen pl.

b b 3 )
J. £ ax, J COSX 4o j dx .
X 2 " 3 2 :
b4 X 4X 4%+
1 1 2

Az ilyen "elemien nem integrilhaté" integralok kiszfimitdsira ttbb kize-
lit6 médszer ismeretes, ezek kozill tArgyalunk itt most néhany numerikus
és grafikus mdédszert.

1° Az integr4l helyett alkalmas integralkizelits Ssszeg tényleges ki~
szAmitdsa. )

Geometria.ﬂag e médszer azt jelenti, hogy az [a b] intervallumban az
f(x) = 0 gorbe alatti terilet helyett alkalmas téglalapok teriiletének Hssze-
gével szimolunk. {23. 4bra)

yA_ e
[

~

'+ 28, fbra
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2° Trapéz szg,bél'y

(*) ‘ a=x0< X1<...<xn=b ‘ .
esetén
b . .
: f(x1)+f(x0) f(x2)+f(x )
f f(x) dx ~ ‘(xl-xo) 5ty 3 Foee +
a

f(xn) +f(xn_1)
n—l) 2

+ (X -
(11

Az itt kozolt szabdly az 1° médszernél valamivel pontosabb eljirdst ad
meg. Lényegét legktnnyebben geometriai szemléltetéssel lehet beldtni:
Az [a,b intervallumban az f(x) = 0 gorbe alatti terillet helyett a

(%) felosztishoz a 24. fbran 14that6 médon képezett trapézek terliletének
Osszegét szémﬂ:]uk ki.

)

| /T\ y-Teh)
- .
TN =
!' a bﬁj"

24, 4bra

Ha az [a,b] intervallumot n egyenld részre bontottuk, képletink 16-
nyegesen leegyszeriisodik:

fx) dx = 222 [f(a)+f(b) + 2((x )+ Hx ) ]
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3° Simpson szabdly.

Az [a,b] intervallumban y =f(x) gorbéiét pétoljuka -

,ath a+b

Pl(a'! f(a')) ’ P

pontokon dthaladé mésodfoku p{x) parabolaivvel. (25. dbra).

Y}
A 2 y=rx)
I '
A | |
! | |
o
i I 1 —
7T b
25, dbra

b
p(x) dx - mint 14tni fogjuk - egyszeriien kiszAmithatd, ezzel az
3 7
értékkel kizelitjilk meg f i(x) dx ériékét.
a

A fenti tulajdonsdgokkal rendelkezd - p(x} polinom el84llitasa a kivet-
kezbképpen torténik:
A késObbi iltalanositdsok miatt célszerii

X, +X
. _a+b _ _ 1 "3
A= X ) Xy b x37 (x2 = T )
jeldlésekkel

p(x) = a(x—x1)2 + b{x—xl) + f{xl) , L
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mert p(x) at kell, hogy haladjona P (x . f{(x.}) ponton. Az a kikotés,
hogy p(x) -neka P (x f(x )) és P }x f{x }) ponton is &t kell haladnia,
két tovibbi egyenletet szolgéltat,.a és b meghatirozisira:

9
p(xz) = a(xz—xl) + b(xz-xl) +f(x1) = f{xz) ,
p(x3} = a(x3—x1) + b(xs-xl) + f(x_l) = f(xa) .

Az a és b -re nyert két1smeret1enes linedris egyenletrendszert, tekin-
tettel arra, hogy _

xz-x1=x3«x2=h, x3—x = 2h
igy is irhatjuk:

a,h2 + bh

]

f(xz) - f(xl) .

- 4an® + 2bh

[}

f(x) - f(x,L) .

Megoldva az egyenletrendszert, adédik:

f(xl) - 2f(x2) + f(x3)

2h2

o —$f(x1) + 4f(x2) - f(xs)
2h

p(x) polinomunk tehit igy irhaté fel:

3f(x1) - 4f{x2) + f(x)

p{x} = f(Xl) - oh {x - Xl) +
, f(xl) - 2f(x2) + f(x } 5~ x )2
2h2 1
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Integralunk kiozelits ériéke tehit:

% % ) X, -
3 3 - _ 3f(x_)-4f (x,)+(x,) (x-x )2 3
1 2"y 1 :
fxydx x|  pix) de=i(x,) 2h - oh 2 *
xl X1 ' x].
3] *s
E(x, 1-2£(x,) H(x,) (x-x,) h
. : ==|f(x.) + 4f(x ) +f(x) .
2 3 . 3 1 2 3
2h - X
3
Figyelembe véve, hogy
h= x3-X1 ésx_= - +x3
2 2 2 ’

a fent talalt kozelitd képlet igy is irhatd:

X

3
X, X X, 4X
f f(x) dx = 36 1 l: f(xl) + 4f 12 3 )+f(x3):| .

*

E szabdlyt nevezik Simpson szabilynak.
Szémitsuk ki a Simpson szabsly alkalmaziséval 7 kozelit§ értékét:

1
T arctgl= 1 dx .
4 1+x2
0
Az f(x) = 1 ) fiiggvényre az X = o, Xy = 0,5, Xg = 1 értékekkel
T+
alkaimazva a Simpson szabilyt adodik:
1 R
T 1 1 1 1 47
4 —arctg1—=f 2 dx 6(1+4 120,25 +2)— 60’
1+x
0
e 47
Hzd —— = che s
4 0 3,13

A fenti dljards lathatoan még.igen durva becslést ad.
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Finomithatjuk szdmitdsunkat aziltal, hogy az [a,b] integréciés inter-
vallumot nem két, hanem piros szfmu egyenld részre bontjuk fel: -

a=x <x2<x3< "",<?(2n<x2n+1 = b

és az igy nyert (xl,-x3), (xs,xs), veny {x 2n—1’X2n+1) intervallumokra

- melyek mindegyikének hosszat 2h -val jelsljiik - killsn-killsn alkalmazva
a megismert Simpson-szabilyt, adédik:

P B 5 | Fon41
J f(x)dx=j~-.f(x)dx+J )y dx +... + j flx) dx =
a % Xy X2n-1

&

h h .. _
3 (f(xl)Mf(x2)+f(x3)) + g(f(xa) + 4f(x 4) + f(xs)) +

h T _
+o0. 4 3 (f(xzn_l) +4f(x2n) + f(x2n+1)) =

h . :
*3--{f(x1) + 4 [f(xz) +_f(x4) + = +f(x2n) ]+

4

2 [f(x3) +H(x) + ... +'f(X2_ll—1)] * £y 1)

Ezt a kozelits képletet szokis 4ltaldnos Simpson szabédlynak nevezni.
Haaz f(4 (x) differencislhanyados korlatos [2.b] -ben és

, f(4) (X)I £ M, akkor - anc{int azt meg lehet mutaini - az integralnak a

fentl dltalfnos Simpson szabdly segitségével torténd kozelitd kiszémitasa-
nil elkbvetett H hibAra a kivetkez$ becslés érvényes:

| < (B2 )® M
2 90 n4

Iymédon a Simpson-szabdly felhasznildssival elksvetett hiba nagységa
kisebb mint tetszbleges & > 0, valahényszor

b-a 5 M <£

( ).
2 90 n4
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vagyls valahdnyszor

,4 N
\/,b-a 5 M
B>V 7). a0

Az elébb T értékst csak egy tizedesjegy pontossiggal szfmitottuk ki.
A [0,1] intervallumot -most 10 egyenl® részre bontva fel és az 4ltal&nos
Simpson-szabdlyt alkalmagzva adédik:

fix) = f0) =1,

fx,) = £0,1) = ——1——5 ~ 0,990099 ,
1 +4{0,1)
f(x3) = 1(0,2) = —-1———? % 0,961538 ,
“ . 14(0,2)
f(x4) = {(0,3) = -——-1——2—- = 0,917431 ,
1 +(0,3)
f(x;) = f(0,4) = ———-1—-5— =~ 0,862069 ,
1+ (0,4) :
fxg) = f(0.5) = —1———2 = 0,800000 ,
‘ 1+ (0,8
f(x,,) = £(0,6) = __l._2 ~ 0,735204 ,
1+4(0,8)
f('xs) = £{0,7) = 1 —, « 0,671141,
1+ {0,7)
fxg) = £0,8 = ——— « 0,600756,
1+(0,8)
() = £0,9) = ——=— =~ 0,552486 ,
' 14(0,9°
fx, ). = (1) = 1 3 = 0,500000 ,
: 1 +(1)
tehit L
“iL =arctg 1=j — dx & 0,785398; 7 3,141592
0 I+x :
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Evvel a becsléssel mér ot tizedesjegy pontossfggal hatdroztuk meg 7 ér-
tékét,
4% Az integral kézelitd meghatirozasanak grafikus médszerei kziil

legegyszeriibb a kovetkezo: (f(x) = 0) o

az infegrélandé fiiggvényt lehetSleg pontosan lerajzoljuk milliméter-
papirra, a gdrbe alatti idomot kivdgjuk. Ezutén a vilasztott 16ptékben a :
teriiletegységet is kivdgva, ez ut6bbival, mint sulyegységgel lemériiik a ki~
vigott gorbe alatti idom sulyit; az igy nyert érték kizelitSen az integral
értékét szolgsltatja. ' _

5° Pontosabban gépi berendezéssel tudjuk meghatdrozni valamely gor-
bével hatdrolt idom teriletének mérdszamat. E késziilékeket planiméterek- .
nek nevezik.

6° A grafikus integrilds, mint a grafikus differenciflds megforditott
miivelete hatdrozatlan integrilok kizelitd meghatirozédsira szolgil. Méd-
szere a grafikus differencidlésnak az elso félévi jegyzet 39. fejezetében
ismertetett médszerének megforditisa.

- 150 - -



16. A VEGTELEN SOR FOGALMA. KONVERGENS £S DIVERGENS SOROK

a) A Matematika I/1 jegyzet-21. fejezetében a Cauchy—félé konvergencia-
kritérium alkalmazdsaként a kévetkez6 szAmsorozatok konvergencidjit vizs-
galtuk meg:

1.1 1 1.
an=1—2+3-4+ ""in m=1,2,...),
‘1 1 1 , 1

bn'_.1+2+3+4+"'+n wm=1,2,...),
: 2 n ' ,

cn=1+x+x + e + X n=12,...),

3 3 : 3
dn =1 + 100 + ae. 10n n=1,2,...),

és megdllapitoituk, hogy az els§ szdmsorozat konvergens, a mésodik
szdmsorozat divergens, a harmadik szdmsorozat Ix| =1 esetében diver-
gens, Ixl<1 esetében konvergens és -hez tart, a negyedik széim-

sorozat konvergens és % -hoz tart,

E szAmsorozatoknak kozos jellemzdie volt, hogy n -edik tagjukat az
n-1 -edikbdl egy tag hozziad4sdval nyertik, ugy, hogy ‘n-edik tagjukat egy-
egy n-tagu §sszeg alakjidban adtuk meg, feladatunk megoldisaként ezen
n ~tagu dsszegek sorozatinak (pl. % -ot megktzelitd véges tizedes tortek
sorozatinak) hatirériékét kellett meghataroznunk.

Néhdny uj fogalom bevezetesévei az ﬂyen tipusu problem&kat més alak-
ban is felvethetjiik.

Definicié

Végtelen sort nyeriink, ha egy szdmsorozat tagjait az Ssszeadds jelével

Osszexotjlik: pancg

: 2
u1+u2+...+un+..., vagy =1 Uk
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Alakilag teh4t a végtelen sor egy ''végtelen sok tagu 5sszeg'. Ertelmet '
a kévetkezGképpen adhatunk az ilyen "végtelen sok tagu Ssszegnek':
o

A }; u_ végtelen sor eldé n tagjinak osszegét a sor . n-edik
részletdsszegének nevezzik:

8 =TU, 4+U0_+.., +UuU = u .
n 1 2 n £

Definicio

Ha n— o< ggetén ezen Sn részlettsszegbk meghatirozott hatir-
[-o2y

értek felé kozelednek, akkor a 1;‘;1 u végtelen sort konvergensnek

mondjuk, és a részletisszegek sorqzatinak hatdrértékét a végtielen sor
#sszegének nevezziik: .

n oo

s=lim s = lim )} u = u .
nweo B nwoeejmy K 1;1 K
(A konvergens végtelen'sor Osszegét is lgl Uy ~val jeloljiik, )

Ha egy végielen sor s, részletisszegeinek sorozata n-— oo

esetében divergens sorozat, akkor a végtelen sort is divergensnek nevezziik.
Ha a részletdsszegek sorozata + = -heg, vagy — == -hez divergdl, ak-
kor a sort +==-hez, ill. - == -hez divergflénak mondjuk,

A bevezetésben emlitett feladatokndl tehAt tulajdonképpen az

1 -1—'+——~+-' +l'~+
2 3 I see ke
1, 1,1 L,
1+2-+3+4+.--+n+...,

2 3 n
1 + X 4+ X 4+ X 4eee +X Feee,

8,8 L 8
10 ?0 lf!n./
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végtelen sorok konvergencifijit vizsgiltuk, és arra az eredményre jutottunk,
hogy az elsS sor konvergens, a mésodik 4z un. harmonikus sor divergens,
a harmadik az un. geometriai sor |x|2 1 esetében divergens, |x|<1

esetéoen konvergens és Gsszege | a negyedik konvergens és 6sszege§.

1-x

. Az u1+u2+... +un+... végtelensn‘rtl‘)a.uaz un tagot - mely az n

index fliggvényének tekinthets - az adott lgl' u, sor dltalfnos tagjédnak

nevezzilk. Specidlis esetekben eldfordulhat, hogy az 4ltaldnos tag képléttel
megadott fiiggvény. Iyenkor ismerve axz u = f(n) &ltalénos tag képletét,

kiszdmithatjuk a soi' brmelyik adott tagjfnak az értékét, magit a sort pe-
dig igy irhatjuk fel:

f1) + £ +... + f(n) +...

Az ol6bb felirt sorok esetében pl.

n-l 1

un = (_1) n '
. 1
u = T,
n 1

n
u =x ,
n .
u = 3,107
n .

Definici6
Egy konvergens k—gl u, Sor n-edik maradékiagifinak a sor s Ysz-

szegének és s 1 -edik részletdsszegének

n n
killinbségét nevezzik. o
E definiciéb6] kizvetlenill adédnak az al4bbi 4llitdsok:

- 153~



Allitds .

Konvergens sor maradékiagjainak sorozata nullé,hoz konvergil.
Elobb1 jelsléseinkkel ugya.ms : :

hmR‘ 11m(s~s) = s -lim s, =0,

e e T N -0
amit méasképp még a k'évetkezﬁ formuiéva.l is felirhafunk:'

]Rn[= |s - sn|<£ , tila,rj n>N(£) tetszbleges & >0 ra.

Allités

Az R maradéktag egyenld. az

"R_=u +0 _4... 40

s
n o+l n+2 n+k

sor Osszegével.

Adott n esetén ugyanis

lim (un+1‘ + Up Tees t un-ek) = lim (s

, -8 =

n+k

={ lim s_‘_k)-s —s-s =R ,

) S
ahonnan (a sor Ysszegének definiciéja &rtelmében)

R =u + u +eae + U + v ,

7 n+k
amint azt llitottuk.

Divergens sofokra vonatkozdan a maradéktag fogalménak nines értelme.

Egy konvergens sor Usszegét tetszdleges pontossiggal ki lehet szdmi-
tani a sor alkalmas, elég nagy indexii, részletdsszegeinek segitségével.
Minthogy ugyanis a definicié szerint a sor Usszege a részletosszegek s0To~
zatdnak hatdrértéke, azért a sor elsd n -tagjdnak Ssszege minden elég nagy
n értékre abszolut értékben tetszllegesen kevéssel killénbtzik a sor dssze-

gétol.
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1‘(:1 Uy ‘végtelen sor 81289y 215 ‘éﬁ’ v+ Tészletdsszegei-
nek sorozatira a Cauchy—féle konvergenc:la—krltérlumot alkalmazzuk és meg-
gondoljuk, hogy m> n esetén

S _-S =u_ . 4u _+...4u ,
m n n+l n+2 m

a kbvetkezd eredményre jutunk:

L_Tétel
oy
A k}_;l u,_sor_akkor és csak akkor konvergens ha brmely £> 0

- szfimhoz taldlhato olyan no index, hogy

lun,+1 +u +2 +..0 41 l<£ hacsak m>n n .
: (Végtelen sorokra vonatkozé Cauchy-féle konvergenma—kz-ltérmm.)
Allitasunkba speciflisan az m = n+l értéket helyettesitve a kivetkezd
tételre ]utunk

. Tétel

o

Haa I<E= u, sor konvergens, akkor tagiainak sorozata 0-hoz
ko nVergél.

Més szavakka.l egy végtelen sor konvergenecidjinak szu:kseges feltétele
hogy a sor tagjai 0-hoz tartsanak.

Arra, hogy e feltétel nem elégséges, konnyl példit mutatnunk. Pl. az

1 ag

1
1+ 2+... +n Faes =

E

k=1

harmonikus sor tagjai 0-hoz tartanak, a sor azonban - mint azt mir kordb-
ban megéllapitottuk - nem konvergens.

A TI. Tétel segitségével azonnal hel4thats azonban a kovetkezd sorok
divergencidja:

. O
1-14l-l4=-.., = kZ=1 (fl)k_1, ’

. B
%—% f +:° = D g T_E—' ’
1-243—+1ee = 1§1= (—1)'
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A Cauchy-féle konvergencia-kritérium a.lkalmazﬁsaként mutassuk meg,
hogy p>1 esetén az

° " o

L + L + el F 1': + .. = E 1
P i=
=1

un. hiperharmonikus sor konve'rge_né'.'

Leg'yen. flx =

;;1 és alknlmazzuk az f(n) - f(n-1) killonbségre a
X

Lag’ra.nge—féle kozépértéktételt:

fn) - fn-1) = £'(n -d‘}, '(o £4€)

azaz
1 _ 1 N 1
o1 @-17? (n-6)P
ahonnan az .
1 1 . ) 1 1
p1 ¢ p-1. T p1' " p - o
(n-1) n (n—tf ) ‘'n
illetve - az . .
1 1 1 1
<—(- - )

egyenlStlenségre jutunk. Ebben az egyenlStlenségben n-et n+l, n+2,...,n+k-
val helyettesitve és Osszegezve kapjuk, hogy -

1 1 1 1 1 1
+ +e0e + < 1 { p-l - - oo ) +
(ra1)? 0+2)P ' ()P P n (n+1)
» 1 L, 41 1 1 ):l_
¢ - e 1T T =
@)t nagP mk-1)® @agP
1 1 ) < 1
T op-1 ' p-1 -1 -1
PP @+iP ®-1n®
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Az n+k = m- jeltléssel tehst tetszbleges n 6s m-re 1

y B

“|Is. -s 1< £, hacsak
o =5l —

1 < &, azaz m>n>(
(P-1)¢

Mivel tehit a_Cauchy-féle kritérium teljesiil, a sor konvergens.
Speciflisan konvergensek tehit az aldbbi sorok:

1 1 1
IVT +—§V§-+...+nvi- toeas

1 + 1 4 + 1
- 3
.13 2 n3

+ee. , sth.

Természetesen a Cauchy-féle konvergencia-kritérium segitségével
csupén a sor konvergencidjat tudjuk eldonteni, a sor &sszegének meghatd-
TozAsAra azonban Altalinos szabdly nem adhatd, ez a feladat Altaldban
egyéni Gtleteket igényel. _ '

Pl. az

1 1

Tz f 23ttt Thiney

F s

- sorndl az sltalénos tagot részlettsitek Bsszegsre bontva

1 1 1

—_—

==

“"T a@a) Tn oA

"a sor n-edik részletisszege tehdt a kovetkezS (zrt) alakban irhaté fel;

1

n

1 1. 1 1. .1 1 T 1
5.7 L ey ~ @3 H(53) + (5 g) e v g )
=1 .
=1-.;1:1-
és mivel

- 157 -



"

sorunk kbnvérgens és bBsszege:
ca
T ou =1.
i E

Mint a fenti feladatnal 14thattuk, néha célszeriibb a sor konvergencisji-
nak vizsgilata helyett kizvetlenil azt eldénteni, hogy (amemnyiben 1étezik)
mi a részletdsszegek sorozatinak hatirértéke, vagyis {amennyiben konver-

gens) a sor Hsszege. - -
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_17. VALTAKOZO ELﬁJELﬁ SOROK

A \'r'égtélen sorok egy csopoﬁj&ra nézve a tagok zérushpz tartisa a sor
konvergenciijanak nemcsak szilkséges (16. fejezet II. Tétel), hanem elég-
séges feitétele. Pontosabban megfogalmazva a kivetkezd tétel mondhatd ki:

Tétel. (Leibniz-féle konvergencia~kritérium)

Ha a viltakoz6 elSjelii (altern4l6)

U - Uy Uy U e
sorban > > > > >
{») _ul—,uz-us—u4—..—0,
és_u —=0, akkor a sor konvergens.

Bizonyités

.A sor-péros indexii részletSsszegei monoton nvekvS sorozatot alkot-
nak, mert

Sor = (ul-uz) + (us—u4) +aee + (uzk—l_uzk) )

52k+2 = u

Soic ¥ Mae1 ™ Vo)

és itt a zdrbjelekben 4116 kifejeiések mind pozitivak., Ez a sorozat azonban
felillrdl korlatos is, mert pl. '

Eoe T Uy T (UgmUg) mu g e = (g o Vo) TV < Yy
hiszen a zfr6jelekben (# ) értelmében itt is pozitiv kifejezések 4llnak.
E részletosszegek sorozata konvergens tehit.

' Hasonl6képp l4thaté be, hogy a sor pératlan indexii részletisszegei
monoton csokkend, alulrél korldtos és igy konvergens sorozatot alkotnak.
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Létezik tehit a

lim s2k, és lim 52k+1

k——O'O: k-’-%

hatdrérték. Mivel azonban

s ~= 0, ha k-=eco

Sok+1 ~ ok = Yokat

azért a piros és pratlan indexii részlettsszegek sorozatinak hatérértéke
meg kell, hogy egyezzék egymissal:

lim s = lim s =85 .
Kem Nzk K “2k-1—1

Ez az s szAm tehit a részletssszegek sorozatinak hatfrértéke, a sor kon-
vergens.
E tétel alapjin kozvetlenill ad6dik az

sor konvergencifja.

A sor, 65 siegét a kivetkezOképpen hatirozhatjuk meg:
Vonjuk ki a sor 2n -edik részletisszegét a harmonikus sor 2n -edik
részletsszegéhol:

!
1

}

¥

i

|

|

| 1 1 1 . ¢ 1 1

5 (1-1-2+...+2n)—s211 = (1+'2+3+4+"'+2n_ -
! 7 _

i 1 1 1 1

] - - — — o — £
: (1 2 + 3 y) + .. —)211

I

i = g L 1 1.
: 2( 2 + 4+...+—2';'}
]

1 .

i = 1 +l.+...+-1-,

} 2 R : ¢

: ugyhogy innen Aitrendezéssel

| .

! 1 1 1 1

t = = —_—) - S F i 7)==

; SZn (1+2+...+ 2n) (1+2+ +n

|

| ,

] = —_— 3 —

: nd Tz Yot o

1
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E kifejezést még a kovetkezd alakban is felirhatjuk:~

1 1 + + 1 _l( 1 1 1
_Zn—n 1+ 2+...+2),
1+ = 14—
n - n

Son™ ol T ez

és ez nem méis, mint az f(x) = ;1{- fiiggvényhez az E: 2] interval-

lum n egyenld részre valé felosztisakor tartozé integralkdzelits dsz-
szeg, ha az egyes részintervallumokban a fliggvényértéket az interval-
lum végpontjiban vessziik fel. Ha n-—e-o=, akkor az |1, 2] ‘interval-
lumnak ez a felosztisa miinden hatdron tul finomodik, ezért teh4t ekkor

2

2
dx
sZn--J - [ln ixl] =In 2,
1 1
A sor Bsszege tehft In 2:
1 1 1 - g-1)k'1
1--2-+5-—Z+—...=Z . =1n 2
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18, MUVELETEK VEGTELEN SOROKKAL

Abszolut és feliételesen konvergens sorok

a) Egy végtelen sor alakilag "végtelen sok tagi: Osszeg". Végtelen so-
rokkal azonban nem mindig lehet ugy szdmolni, mint ha véges tsszegek
volninak. Erre vonatkozdan a kovetkezd 4llitdsok mondhatdk ki:

I, Allitas

Oy

Valamely kgl W végtelen sorban szabad .zér()jelekkel bizonyos

tagokat egyetlen taggs Osszefoglalni: (abban az értelemben, hogy ha az
eredeti sor konvergens volt, a médositott sor is konvergens £s bsszege

ugyanaz):

W, AU H I D, e = (u1+u2)+u3+(u4-m

S R R Hg) .o

5

A médositott sor részletdsszegei ui. az eredeti sor részletﬁsszegeinel{
részsorozatit alkotjak. Allitdsunk megforditisa azonban mir nem igaz, :
zéréjeleket elhagyni nem szabad, ezfltal konvergens sorbdl divergens sor ;
vathatik, Pl

(1-1) +{1-1) + {1-1) +... =0,

de
1-14+1-1+1-1+ ...

divergens sor.

1I. Allitas ,
. e
Valamely kgl, uy végtelen sorban szabad a tagok kiizé 0-kat
beiktatni, vagy a tagok kozill 0 -kat elhagyni.
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A moédositott sor részletdsszegei ui. ‘megegyeznek az eredeti sor rész-
letdsszegeivel, igy, ha azok konvergens sorozatot alkotnak, mind az ere--
deti, mind a médositott sor konvergens lesz.

1L Allitds
o o o
‘ > T >
Ha o v 88 o Vi konvergens sorok, Va.kkor =1 (uk+vk)
is konvergens, 6s
o b o
) ou 4 Yo, = 7 oou ) .
k=1 k k=1 k k=1 k k)

(Konvergens sbrokat szabad tagonként bsszeadni. )

- S ’ oo 929
Ha wi.a ) W, ) V és ' .
=1 k =t k =1 (uk+vk) sorok részlet-

Ssszegei rendre s’n, .ss‘r'l és 8 akkor nyilvan

s =8 +s"
n n n

és igy :
lim s =1lim s’ +lim s"
D n n

n-—=— o< n—e oo n-—- o<

Iv. Allitss

[~ =1

[~ =1
T 1andé r
Ha_ = uk konvergens sor és ¢ flland6 , akkor a =1 cuk

sor is konvergens, és

O [~ -]
I ecu =c )___
k=1 k =1 Uk

Az sllitds nyilvén igaz, mert s &8s 8/ -nel jelslvea ) cu  &s

T k=1
= % sorok részletésszegeit s,= es és igy nyilvan
lim s’=c lim s_ .

N o= T o
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Meg kivinjuk jegyezni a kbvetkezOket:

Végtelen sorokra a véges bsszegekre érvényes kommutativ torvény &l1-
taldban nem érvényes; a tagok sorrendjének megviltoztatisfval a sor Ssz-
szege megviltozhatik, sOt konvergéns sorbél divergens vilhatik,

ot

Pl. az elozo fejezetben beléttuk hogy

1_;1'._!_._1.._1._'_.]_'.'_
2 3 4 5 7

1

+. 3 +-...=In 2,

Cﬂ[l-ﬂ
)=

Rendezzik 4t a sort ugy, hogy egy pozitiv tagot két negativ kovessen:

Lo 11
5 10 12 et

1 -~

+
|
i
@[
1
QO [P

B | =
|

Vonjuk ssze e végtelen sorban a pozitiv tagokét a rijuk kévetkezd taggal:

1 1 1 1 1 1 1 1
(1-2)_4+(3_6)_8+(5- 10)—12 +—','f'_
RN U U SO D

2 4 6 8 1 2 e

1 i 01 1 1 1 1
-_2(1-2+3—4+5—6+.—...)—21n2.

Az dtrendezéssel nyert sor sszege az eredeti sor Ssszegének feleként
adbédott, az dtrendezéssel tehit a sor Usszege megviltozott.
b) Vannak olyan sorok, melyeknél a sor fagjai tetszésszerinti sor-

rendben elrendezhetCk anélkiil, hogy a sor &sszege megvéltoznek Iyenel
az un. abszolut konvergens sorok.

Definici6

o

A RZ=1 Uy sort abszolut konvergensnek mondjuk, ha a tagok abszolut

Oy

értékeibdl képezett kgl |uk~' sor konvergens.

Tétel

Ha egy sor abszolut konvergens, '*a.kkor a kozonseges érielemben is
konvergens. . )
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Bizonyitds -

_ Legyen ugyanis £>0 tet:éz'ﬁieges, aklor a sor abszolut konvergen-
cifja miatt taldlhaté olyan n s hogy

-
I| i |+ +2i+... +|u |<£, hacsak - m>n =n .
Mivel azonban
u + U + +u_|E +lo |+ + [u
’ n+l 2 T m, |n+1, ,n+2l lml’

>
m>n = B esetében egyszersmind

+ cee ,
l un+1 un+2 + + um |<“E

8 igy a Cauchy-féle konvergencia-kritérium szerint a sor konvergens.

A tételben kimondott 4llit4s megforditdsa. azonban mér nem 4ll.
Kénnyen példit mutaini olyan sorra, ami konvergens, de nem abszolut
konvergens- -

1= l-+ % - -‘11- = »konverge.ns, Osszege In 2,
I |+_— —+ -l+,,.i';'i4 -1-.;;£+l+... divergens
4] ° N 2 3 4

(harmonlkus gor).

Déﬂnieio' :

A konvergens de nem abszolut konvergens sorokat feltételesen kon-
ergens soroknak nevezzdk :

Az _616_be példeban szerepld Z -(—-)-——— sor tehit feltételesen

S k=1
konvergens.

' Ha.igy abszolut 'konvergens sor tagjainak sorrendiét megviltoztatjuk,

a sor Bsszege nem véltozik,
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Legyen ugyanis o

) =8 .

k=1 e _
Ha & tetszdleges pozitiv szdm, akkor a k-gl iuk| sor konvergens’
vol{abdl kivetkezik, hogy taldlhat6 olyan n index, hogy
£ z

J+eee + |um|<'——,,ha.csak m>n%n ,

I'un+1| * |un+2 2 [+]

o oo
Legyen a ) v. 8or a kgl u sornak egy dfrendezése és

=1 k
?__ s
vilasszuk meg az n, no indexet ugy, hogy 4 vl, Voreees v111
tagok kizStt az UysUps eey U széimok ‘mér mind szerepeljenek,
Ha most ngn1 , akkor a e
B,

2 kT L %

k=1 k=1 n
_klildnbségbol az ul,uz, eee uno tagok mind kiesnek, a kz=1 Vk

5sszeg visszamaradé tagjai pedig olyan tagok, amelyeknek az eredeti |
sorban n -nil nagyobb indexik volt. Ezeknek &sszege azonban kisebb -

mint £ , vagyis

2
n ng )
Y VT Z‘uk <-§'2- ,hangnl.
k=1 k=1 ’

Mivel pedig m~> n esetén

2 T - P _<_‘-_
1 Tty l-lkl = |unc+1 T +um|-|uno+1,+...rmmlf2,;§
k=1 - k=1 : i
az m—e == hatiritmenetot elvégezve
%
< Z _£__
o i<§1 L3 )




ad6dik;, végill is tehdt n = n, esetén
n n, n n
: £ &
ls—_z v!éls— Y u +I - ) v I<——=+ =£,
o K oy WNE RT &g TklT2T2

i
1
|
]
|
i
I
1
[}
1
1
| . s ez mutatja, hogy
|
I
!
|
! amint azt 4llitottuk.
: A most talilt eredményt az kE=1- }ukl sorra alkalmazva adddik,
| ) .
: hogy az Atrendezéssel nyert sor is abszolut konvergens.
1

¢) Ha két véges Gsszeget szorzunk dssze egyméissal, akkor ugy jArunk
el, hogy az egyik §sszeg minden tagjit megszorozzuk a méisiknak minden
tagjdval és a kapott szorzatokat 6sszeadjuk. Két végtelen sorral a szorzis
miivelete 41taldban igy nem végezhetS el; ha uil. az egyik sornak minden
tagjdt a mésik sornak minden tagjfval megszorozzuk, akkor végtelen sok
szorzatot kapunk; aszerint, hogy ezeket milyen sorrendben rendezziik el
egy végtelen sorba, bsszegiikre killénféle értékeket kaphatunk, esetleg di-
vergens sort is nyerhetiink. Amennyiben azonban a két sor abszolut kon-
vergens, a kovetkezot mondhatjuk:

VI Allitis

oo [

Ha = uwo & o v abszolut konvgrgens sorok, akkor az

egyvik sornak minden tagjit a misiknak minden tagj'é.val megszorozva és a

kapott u.v, szorzatokat tetszésszerinti sorrendben egy végtelen sorba ren-

dezve abszolut konvergens sort kapunk, melynek iisszege a- i‘;i uy é_é_
[ - =
gl V) _Sorok Ssszegeinek szorzata

Legyen ugyanis

H

i

1

i n oy n o

i

i } u =U Z u, =U. S oov =V, Z vV, =V ,
ii=11ni=11 = kBont oo K
[

i tovabbi

l

|

1
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Az utébbi sorok konvergenciija miatt akﬁrmﬂyen kiesiny pozitiv szém
legyenis & az n_ index megvélaszthaté oly nagyra, hogy m>n—>-
esetén fennilljon

m m »‘
2 Iyi<& ) Ml <é Minthogy
i=n+1 k=n+ ’

tovibbd n —e == esgetén unvn—’-"UV’ azért az n, 2 n index
megvilaszthaté oly nagyra,; hogy - :

U V. -Uvlc £
oM ,

legyen. Itt azonban

n, n ' h n
u VvV = Z U, Z Z Z wyv, ..
e T T T ™= R =l k=l Tk
Ha most az  uv szorzatokb6l alkotott sorban oly tavoli részlet~

,osszegeket wvesziink, melynek tagjal kozdtt méir szerepelnek az

4‘11.1, N T / soeve s UV

Ig¥yr v n'1 M1 z’;‘*z-' A
uv \4 :
’ y e’ u
1 n, 2n1 , s v

T

4 szorzatok valamennyien, akkor ezen s_ részletUsszegeknek és az
V v szorzatnak killonbsége: i T -
' 1 1 oo

s.-U V = S, Z Z u.v,
T By on, _‘ 1_1 . ik
.'oly'a.r': ui k smrzatok dsszege melyekben vagy az 1 vagya k index
n o —nél nagyobb Ezek kdzlﬂ az uni H

3 abszolut értéke biztosan kisebb mint

-ot tartalmazdk tsszegének
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_ o
Iun1+1| _gl |vk| I“n1+1| K,

ugyanugy az - un1+2 -t tartalmazbk dsszegének abszolut értéke kisebb,
mint lun +2 IK, sth; véglil is azoknak &sszege, melyekben i>n1 .
1

abszolut értéken kisehb, mint

'n+1IK+ |u |K+... <¢(K.

Egészen hasonléan azon szorzatoknak, melyekben k >n
abszolut értékben kisebb, mint & K, s igy végil is

1° 8sszege

|Sr_Un Vn ,< 2K,
11
5 ebbél végiil is

Isr -leé |s ~U v, |+|U A -UV|<2£K+(: (2K+1) &
nony B

Minthogy € tetsz6leges pozitiv szdm volt, ezért tehdit az uvy

szorzatokbSl alkotott sor elég tdvoli részletisszegei az UV értéket
eldirtan kicsiny hibaval megkdzelitik; a sor dsszege tehéit UV,
Hog'y ez a sor abszolut konvergens, az ebbdl mér kivetkezik, ha a

]
]
i
I
i
I
1
l
!
]
1
I
[
]
]
|
i
|
]
I
|
1
|
]
|
i
1
1
!
|
|
i
1
i
]
|
i
i
i
]
|
|
|
]
i
: Z |u | és kgl |vk| sorokra alkalmazzuk a most taldlt eredményt.
| =

Bizonyitds nélkill emlitjilk meg még a kvetkez8 Allitdst:

VI Allités

oo oo
. Ha go lui| és é{) v, konvergens sorck, akkor a

k

Z u, v jeltléssel
i'k-

0 j

o
ui)( go vk).

g4

w, =
DE
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19. POZITIV TAGU SOROK

A végtelen sorok kbzbtt killsnosen értékesek - mint az elSzd fejezetben
14ttuk - az abszolut konvergens sorok, mert ezek tobb tekintetben ugy ke-
- zelhet6k, mintha véges tsszegek volninak, Fontos azért, hogy egy sorrsl
fel tudjuk ismerni, abszolut-konvergens-e vagy nem. . A f luk | sor -

azonban (az esetleges zérus tagokat elhagyva) pozitiv tagu sgra,f az aldb-
biakban tehdt ilyen sorok konvergenciijinak megvizsgilisara keresunk al-
kalmas kr1tér1umokat

Legyen Z u, pozitiv tagu sor. E sort akkor mondjuk konvergens-

. =1 'k
nek, ha részletSsszegeinek sorozata konvergens (16. fejezet). E pozitiv tagu
sor részletdsszegel azonban monoton nsvekvs sorozatot alkotnak, és 1gy a
kdvetkezd 4llitdsra jutunk:

Allitds:

Egy pozitiv tagu sor akkor &s csak akkor konvergens, ha részletissze-
gei korlstosak.

Az aldbbi konvergencia~kritériumok }ényegeben a pozitiv tagu sor rész-
letbsszegeinek korlitossigira adnak majd elégséges feltételt.

1° Majordns kritérium oo

= = r N :
°°_I_-I_a_ 0<uk vk{k-'-l,z,...) és =1 Vi konverggns, akkor

=1 uk is is konvergens. -

A feltétel értelmében ui. a -lgl v, sor részlettsszegei korldtosak,

s mivel e korlatok a = u

] n < R
inté jai = , n=1,2,,.,), ez utébbi
vén szintén korlatjai ( l)a_zl uy 'l,v:=1 ka & ), ez utdbbi

sor megfeleld részletdsszegeinek nyil-

részletdsszegek is korlitosak 1évén, a kz-l u, sor konvergens.
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Majoréps sornak leggyakrabban konvergens geomeiriai sort, esetleg

oo

1

hiperharmonikus sort { r —— , p > 1, lasd 16. fejezet) szoktunk

. k=1 p
hasznilni. k

Pl. az
1 +—-1-— + 1 + 1 + + -1 +
2.3 592 49% 1 ngt
sor konvergens, mert
1 - < 1
n. 3" 3n—1
mindén n-re, és az
1+ 1 + + + +
| 3 32 3n-1 .
végtelen geometriai sor konvergens.
A
E 1
=1 k{k+1)k+2)
végtelen sor is konvergens, mert
1 1 ‘
< =
n{n+1}(n+2) n3 » n=12, ’
. oo .

és a Y 3 hiperharmonikus sor konvergens.

k=1 &

A majorins kritériumban kimondott &ilitis meg is fordithaté, igy az
un. minordns kritériuvmra jutunk:

oo o
< . :
Ha oO<uy Sv, 8s Uy divergens, _akkor > Vi is
k=1 k=1
divergens, ’ oo
ElG6bbi okoskod4sunkat megismételve ui. ekkor ?;1 dy részlet-
- o .
tsszegei nem korlidtosak, s még ink4bb 4ll ez ekkor kgl vy részlet-
n. n =
tsszegeire { El U< kE=1 vk , n=1,2....).
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Divergens minoréns scrnak a gyakorlatban legink4bb a harmonikus sort,
vagy divergens geomefriai sort szoktunk hasznslni,

Pl. az
14 L + 1 + +
g tg teee oai T
sor divergens, mert
1 1
> =
on1  om n=1,2,... ,
= 1 _1 — 1 -
a ¥ rraiai-y )3 i minoréns sor pedig a harmonikus sor
k=1 k=t

-15 -szerese 1évén, divergens.

Meg kivinjuk jegyezni, hogyhaa 0 < . = Vi egyenl8tlenség nem

minden k-ra, hanem csak minden elég nagy k-ra érvényes, akkor is 4ll,
=Y o

hogy a T v. sor konvergenciija esetén 2 u is icqnvergens,

k=1 k o k=1
ill. ez ut6bbi sor divergencifja esetén kgl Vi is divergens. Ha ui. az

e d

egyenlGtlenség véges szimu tagra nem teljesiil, akkor ethagyva a k;—-l u

és El Vi sornak elég nagy szdmu elsO tagjit az eredeti sorokkal egy-
formén konvergens vagy divergens és a 0 <u, = v, feltételt mar kielégitd
sorokra jutunk.

20 Héinyados kritérium

o e

r L
Ha a = u £s_ =1 Vi pozitiv tagu sorckban

u v
l oz ol .
“k k
oo . (-~
, L X '
és =1 Yk konvergens, akkor =1 U is konvergens.
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Ekkor ugyanis

Uz = azaz u = ul
—— = . = _- v B
u1 vl 2 v1= 2
"s <3 <% <% uy
u, v, AR Mg T Ve T VY V3T Y. Vi
2 2 2 1 2 1
s hasonlé okoskod4dssal adédik:
< u1
u, = v
k vl k
=] o

A ) u,  sornak tehit majordnsa a Z Rl v, sor; ez a feltevés
= %k ) =Ly, kO ,

o
szerint konvergeéns, s igy gl u is konvergens.

Allitdsunk meg. is fordithato:
Ha k minden értékére fennill az

ki1 > Yk
Yk Yk

=]

egyenldtienség &s a pozitiv tagu kZ— 1 vk sor divergens, akkor a pozitiv

R

tagu Z u, sor is divergens.
R =

Az el6zohbz hasonlé okoskoddssal ugya"ﬂis ekkor

u z = v
k ’ vl k
o o
a E u, sornak minorinsa téhét a Z 111 v, sor, amely a
k=1 Yk =1 v, 'k S5 y
oo 1
feltevés szerint divergens, s igy a =1 W sor is divergens.

A hényados kritérium (és annak megforditisa) nyilvan akkor is alkai-
mazhaté, ha a kivint egyenldtlenségek csak elegendd nagy k értékekre 4ll-
nak fenn. (Lfsd majorins-minorsns kritérium ,)
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o

Ha a hényades kritérihmban a 2 v sornak speciélisa.n a
P k=1 k

kz-l qk geometrial sert vélaszt]uk akkor a kovetkezo un. D Alembert-

féle kritériumra ]utunk

3° D Alembert—féle kritérmm

N
Ha a k—l U poz:.nf,w t?.gu sor_ban
kil < : S
-—;l-]-f— = q <1, minden elég. nagy k-ra, akkor a

SOT konvergens.

Alhtﬁsunk megfogdltﬁsaként a kovetkezo mondhato

Ha a ‘. k‘#l ) pk Boz;;t,w tagu sorban

:+1 Z 1, minden elég nagy k-ra, akkor a sor
'k
divergens.
Utébbi é,l!.ltésunkat kozvetlenul konnyen 1gazolhat3uk Ha ui. eleg nagy
n+1 > o < _ :
n-ckre = ) + =1 akkor l}i-——o;]nﬂ , & =1 uk sor tg.g]ai nem-

csokkend sorozatot alkotnak lim u # 0, s ennélfogva a sor konver-
n— o0

gencidjéhog szukséges felfétel {16, fe]ezet IL. I'éte]) nem teljesill, a sor g
tehat divergens.
AD Alembert-fele krltérlunmak gyakran haszné.ljuk aldbbi kivetkez- -

ményét:

Ha létezik a._véges', vagy végtelen

u

n+l .
llm —_— = p.
N~ o un

oo .

hatérérték, akkor 2 kgl u, Sor p <1 esetén konvergens, p>1’

esetén dlve Srgens,
Ap=1 esetre nézve e kritériummal semmi kovetkeztetest nem tudunk
levonni a sor v1selkedésere nézve.
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p< 1 eseténnyilvin.elég naéy n-ekre fennall

“n+l o
o <p+&K 1,
n S Z

p>1 esetén pedig elég. nagy n-ekre

u
—_—>1,
a _ ,
. h . : )
s ezen egyenlStlenségekbsl a D’Alemhert-kritériu__m alapjdn a kgl u
sor konvergencié.jﬁra, fll. divergencidjira kﬁvetkez;t_éthetiink.
' Pl. x birmely értéke mellett abszolut konvergens 4

=k
kEl TR
sor, mert '.
= o
Gy 1 TIPS (IR Izl
x© xS deni
k!

és ez zérushoz tart, ha K—=os, tehdt bizonyos fagtél kezdve kisebb pl.

mint % -
Konvergens a | o K1
kEL K"
sor i__-s.&_xmert
(1)< et ek & kL 1 _
K P () = PRI
C ‘

1
és ez k-—+=c<esetén az -; <1 szAmhoz tart.
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Divergens azonban a

o k
k
Z k!
k=1
sor, mert
’ Yn41 n+l n+1n' 1n
Hm = lim - =1im.(1+;1-) = e>1

Do ‘m n—=c°° (n+l)ln n-—oco

Nem ad felvildgositdst a D’ Alembert-kritérium-pl. a

g 1

= A
hiperharmonikus sor konvergencidjira nézve; mivel-

np
limb° " = 1]iimo; = 1,
= n @+1)®

u
n+t

(A 16. fejezetben a Cauchy-féle kritériummal beldttuk, hogy a hiperhar-
monikus sor p > 1 esetén konvergens.)

4° Cauchy-féle gytk-kritérium.

Ha minden elegendd nagy n értékre fenndll az-

v/ u s X
n oo
egvenlStlenség, ahol K <1, akkor a pozifiv tagu Z u,_ sor

. k=1 k
konvergens. . i
Ha ugyanis fenndll minden elegendden nagy n-re az

n

\/’G;éx<1

egyenldtienség, akkor

tehat a vizsgélt sor tagjait elegendfen nagy n-t6l biztosan majorizélja az

1+K+K2+... +Kn+..
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geometriai sor, amely 0<K<1 folytdn kdnvergens. 1° értelmében tehit »

2 u, sor konvergens.
k=1 |
Allitasunk megforditisaként a kivetkez8 mondhats:

Ha végtelen sok n Ertékre {specidlis esetben minden n-re) fennill
[~

I -
e 2 5 { 2. -
az \] u 1 egyenlotlenség, akkor a pozitiv fagu = Y _sor di

vergens.

Ha ui. végtelen sok n értékre teljesifl az u Z egyenldtlenség,
akkor nem teljesiilhet a konvergencia szikséges lim u, = 0 feltétele;
°_2 N ~w oo
ennélfogva a kél u sor divergens.

A Cauchy-féle gysk-kritériumnak gyakran haszhéljuk az aldbbi kovet-
kezmeényst: n .

Ha létezik a véges, vagy végtelen lim \/ u =p hatarérték, akkor

(=] n——*“

a pozitiv tag"u El uk sor p<1l esetén konvergens, p > 1 esetér

divergens, p=1 esetében azonban a kritérium segitségével semmifsie
_kovetkeztetést nem vonhatunk le a sor konvergenciijira vonatkozdan,
' i)

Ha ui. p <1, akkor minden elég nagy n-re \ ['un< p+é<l (az

¢ szdmot ugy vélasztva, hogy 1-p > € fennélljon), s igy a L u, so
: n

k=1 k
konvergens. Ha p> 1 , akkor minden elég nagy n-re un> 1, azax
oo
un> 1, ezérttehdta k=1 uk sor divergens.
Pl. az
1 + 2 + T
2 . : .
2 o zn
sor konvergens, minthogy .
n n 1.
lim  fu =lim — = 2 lim e =1 1=—l
o n 2 2 2° 2
n—m B - O N —o oo

Megjegyezzik még, hogy a D’Alembert és a Cauchy-[éle kritérium
Osszehasonlitdsa azt mutatja, hogy a Cauchy-féle kritérium minden olyan
esetben alkalmazhaté, amikor a D’ Alembert~féle kritérium alkalmazhat¢
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viszont ha a Cauchy-féle kritérium alkalmazhats, -akkor a D’ Alefnbert-féle
kritérium nem mindig alkalmazhaté. Pl. az

LR S VDI U SENE . S
2 4% ¥ 201~ g%n
sorra
' 1
n 2,ha n=2k-1,
\/u_n= 1 k=1,2,...
-3-,ha'n=2k,

Mivel tehit

= — 1
\ Yh 2 <t

a Cauchy-féle kritérium értelmében a sor konvérée_ﬁné.
E sorra a D’ Alembert-féle kritérium nem alkalmazhats, mert

1,21 '
u ; 3,(3 ) , -ha n = 2k-1,
n+l ,
“n ‘1‘(—3)]1 , han= 2k k=1,2,
242
Piros n-ekre tehit ‘
. N | i
1im 52 . = oo |
u

n—e oo n

ennélfogva végtelen sokszor lesz 1-nél nagyobb, s igy a sor kon-
h .
vergencidja ebbdl a kritériumbo] nem deriil ki.

A gyakorlathan azonban a D’ Alembert-féle kritérium mégis sokszor
alkalmasabbnak hizonyul a sor konvergenmé]énak megéllapltﬁséra, mint a

Cauchy-féle krlterlum.

5° Cauchy—fele integrélkrlterlum.

Ha az f(x) filiggvény monoton &gyo &s pozitiv az [1 o< ) intervallum- 5
ban akkor a -

[ -1

kgl f(k) sor_ 8s az f fx) dx
i : 1

improprius integr ral _egyszerre konvergens, vagy divergens.
' ' ' - 178 - '




26, &bra
Legyen ugja.nis :
. : n
Z fl) = s -
k=1
O
Ha a k-z-l fik) sor konvergens, akkor az 8brardl leclvashatéan
n
s [
Sn—l J ilx)dx ,
. _ n 1
és ezen egyenlStlenség folytin az j f{x) dx integrilok korlitosak ma-
, ' | x _
radnak. Mivel pedig f(x) Z 0 folytén az J fit) dt figgvény monoton

_ _ _ ]
névekvd, azért ebbll kivetkezik a véges

X
lim f f(t) dt
D X O

ool

hatarérték 16tezése, vagyis az J f(xy dx improprius integral vals-
ban konvergens. i 1
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Tegyiik fel megforditva, hogy az T f(x)dx improprius integral kon-

: 1
vergens, A 27, dbr&rdl leolvashatdan
a
S." 8% = J ‘t(x)dx,
1
és ezen egvenlGilenség folytan S, "8y 8 vele egyilitt s is korlatos,

tehét a pozitiv tagu

[
L i
k=1
sor konvergens.
Alkalmazdsképpen vizsgéljuk meg e kritérium segitségével a hiper-

harmonikus sor konvergencifjit. A
oD

=

1
k=1 P

sornak az f(x) = fliggvény felel meg, amely pozitiv és monoton fogy6

X

[1, =) ~ben. Minthogy p# 1 esetén
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b oo
| J. S — |
1 xP 1-p)x® 1

ésez p>1 esetében véges, p<1 esetében pedig végielen, azért a
hiperharmonikus sor is p> 1 esetében konvergens, p < 1 esetében
divergens. p=1 esetében e kritérium alkalmazdsdval is kdnnyen adédik
a sor (harmonikus sor) divergenciija, mivel

Oy

1 (=1
J ——dx=|j1nxJ
1 X 1

végtelen.
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20. A VEGTELEN SOROKKAL VALO SZAMITASOK
ALKALMAVAL ELKOVETETT HIBA MEGBECSLESEROL

A gyakorlatban a sorokat, mint a. kozelitd szimitdsok igen gyakori és
fontos eszkozét alkalmazzik., Mivel dltalsban abszolut kenvergens numeri-
kus sorck konvergencidjit lényegesen kénnyebben hatfirozhatjuk meg, mint
© a sor &sszegét, a konvergens é1 Yy sor osszege helyett annak a.lkal-

mas elég nagyindexii

részletosszegével szimolunk. Egy ilyen részlettsszeggel kozelitve meg a
sor bsszegét, a kbzelitésnél elkdvetett hiba meghecslése, vagy mésképpen
az ’ .

[~

R =u + 1 daee = Z u
n n+l n+2 k=4l k |
maradéktag megbecslése szilkséges kvzelitd szmitdsunk pontossiganak is-
meretéhez, Gyakran 1ép fel az a probléma is, hogy megadott hibahatir ese-
tében kell megdllapitani, milyen indexii részlettsszeggel szimolva adhatd
meg a sor tsszege kizelitCen a kivant hibahat4ron beliil.
Az alsbbiakban viltakozé elGjelii, ill. abszolut konvergens sorokkal
végzett szimitdsok megbecslésének hibdijfval foglalkozunk.
A Leibniz-féle konvergencia-kritériumot kielégitd viltakozd elGjelii
sorok maradéktagjdra a kovetkezd kényelmes becslés adhaté:
n
T (-1)1" 1 w® I (-1)k 1 Yo (@ >0, k=1,2,...)
k=1 k=1

eseotén

1 _
|Rn|= l(—l)l.lun+1+(-1)n+ Yot I = lun+l—un+2f. T

" 8s mlvel itt az abszolut érték jele kizstt egy véltakozé eldjelil sor 4ll,
‘melynek a feltételek értelmében részleto'sszegei s igy tsszege is kisebb,
‘mint |u
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R < |un+1 | ’
Ha tehit egy valtakozé elSjelii sor tagjainak abszolut értékei 0-hoz tarta-
nak, akkor e konvergens sor Ssszegét 4 sor n-edik részletdsszegével kbze-
litve meg, a kozelitésnél elkivetett hiba kisebb, mint az elsd elhagyott tag
abszolut értéke.

Pl. In 2 értékét az

n-1 1
1—2-:- - 4.0 +(-1) o e

sorral,illetve a sor elsC 9 tagjdval szdmolva, a kozelitésnél elksvetett
hibz 10~1 -nél kisebb lesz. {(Persze mir ez a durva becslés is mutatja,
hogy ez a sor nem tulzottan alkalmas In 2 ktzelitd értékének meghatiro-
zisara, mert pontosabb kizelitéshez igen nagy indexii részlettsszeggel kel-
Jene szimolnunk. )

Abszolut konvergens sorokkal végzett szimitdsok hibijdnak meghbecslé-
sére gyakran felhasznfljik a sorok &sszehasonlitisdt. Ha ui. az adott ab-

N =)

szolut konvergens sor kz—l U és minden k-ra, vagy legaldbbis

’ < . .
k = n-tol [ukl— ck, és a kgl ck sor konvergens, akkor eredeti sorunk
RIl maradékiagjdra a kivetkez8 becslés adhaté meg:

< . =
Rn' Pn+lwn+2+' “Mhm™ ']_ lun+1l+!un+2|+ et 1un+m |+ T
<
= ¢ 4G k... +C Feee .
n+l n42 . Dhm .
(=] o
Ha tehfit a L ¢, konvergens sor L ¢, maradéktagjara alkal-

k=1 "k k=n+l 'k
mas becslést taldlunk, akkor ugyanez felhaszndlhatd az R maradéktag ab-

~ szolut értékének megbecslésére is.
oo

E ¢, sor gyanént leginkébb (konvergens) geometriai sort szoktunk

k=1
hasznAlni.
Pl. haa
o o1 _Ll,i,1 1 1 1 .
=1 k+2k 3 6 11 20 37 70 135
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2

végtelen sor Gsszegét akarjuk 107“ -nil kisebb hibdval kiszdmitani (a sor

o
nyilvan konvergens, mert majorizédlja a 7 T geometriai sor), igy
okoskodhatunk: k=1 2
= 1 = 1
1 1 1
R = > < 3y = Lo+ = +...)=
n k=n+l k+2k k=n+1 Zk 2n+1 2 4
1 11
T .n#l 1 on’
2 1- ) 2
és mivel T < 10—2 , ha n>6, azért tehat a fenii sor elsé 7
2
tagidval sz&molva a sor Osszegét Dbiztosan 10“2 ~-ndal kisebb hibaval kap-
juk meg.

Ha egy pozitiv tagu sorra alkalmazhaté a Cauchy-féle integralkrité-
rivm, aksor a sor maraggktagja is integral alakjgban begiﬁlhetb' meg.

Legyen ugyanis kz—l f(ky konvergens sor, ill. Xf(x) dx konver-
B 1

0 monoton fogyé {1, == )-ben).

v

gens improprius integrdl (f(x)
Ekkor a maradéktag:

Rn =fn+l) +£n+2) + ... =

n+m i
= lim [ fin+1)+n+2)+. . . +f(n+m):i§ Him fx)dx = f(x)dx
M — o Mo 0
n n

(lasd 27. 4bra).

Pl. az 14+ 1 + 1 + . 1 N

2 : 2 ’
22 3 n
sor maradéktagjdra a kovetkezd egyenltlenség adédik:
< dx _ !._
R = J 2 n’
n p:1

vagyis ha a sornak 100 tagjit vesszilk, akkor az s részlettsszeéggel

szAmolva a sor Osszegét biztosan 1072 -n4l kisebb I}ﬁ)%vai kapjuk meg.

E becsléshdl 14thatd, hogy e sor kizelitd szdmitisok végzésére nemigen
alkalmas. :
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21, A STIRLING-FOERMULA

Az un. Stirling-féle formula n ! értékének kozelitd kiszdmitdsdra

szolgdl n nagy értékei mellett. E képletnek pl. a valésziniiségszamitdsban
van nagy jelentCsége:

Innla(n+ %) Inn-n+In\ 2% | nagy n értékekre, illefve

nl
T — 1 R ha n-eeoe,
n+4 . »
2 -1

n e 29

Célszerii eldszdr n! értéke helyett ln n! értékét elddllitani:
Inn! = In(3.2, ... .n)=Inml+Mm2+...+lnn=n2+1n3+...+nn.

Tekintslik az y =1n x gorbébe irt azon tértvonalat, amelynek szig-
pontjai a gorbének 1,2,3,...,n abszcissziju pontjai. Az e tdrtvonal
alatti idom teriilete egy hdromszdgnek és n-1 trapéznak teriiletébll
tevidik ossze és értéke:

-;—1n2+§-(1n2+1n3)+... + —;— (nn-1y +1nn) =

=In2+In3+... +1n (n-1) + % Inn=Inn!- le- inn,

Megmutatjuk, hogy ennek a terilleinek az y =1n x giirbe alatti teriilet-
16l vald eltérése véges hatdrértékhex tart, ha n—— =<, - azaz, hogy
1étezik a véges

n

lim[J Inxdx~-Inn! + -l-ln n:]
N —e oa) 2

1
hatérérték.
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Ha ugyanis

n o
1
tn = J In x dx - 5 (In(n-1) +Inn) ,
n-1 ’

akkor az y=1Inx gbtrbe konkdv volta miatt tn >0, s értéke az

y =In x gorbe alatti teriiletnek és ugyanezen gorbe hurja alatti teriilet-
nek a kiilonbségét jelenti az E}—l,_n intervallumban. A fent vizsgilt
gbrbe &és tortvonal kozotii teriilet nyilvan

n
k=2 - .é-o
ugyhogy az 4llitott hatarérték 1étezése a pozitiv tagu kgz tk sor

konvgrgencié,jénak kimutatidsat kivanja. L
A tn terillet biztosan kisebb (az y =1n x goérbe konkav volta

‘miatt), mint a gérbe n-1 &s n abszcisszéju pontjait 6sszekttd hur

és az n abszcissziju pontbeli érintd valamint az xn-1 egyenes

- kbzotti hiromszig Tn teriilete, MS4s széval, a

> %
sornak majorinsa a

k=2

sor. Ez a sor azonban konvergens, mert megmutatjuk, hogy részlet-
osszegei kisebbek In 2-nél.

Toljuk el ebb8l a célbél a T teriiletii hdromszdgeket onmmagukkal
pdrhuzamosan ugy, hogy jobbold%,li csucspontiuk az y=In x gbrbe 2
abszcissziju pontjiba essék. Az igy eltolt hiromszidgek nem nyulnak
egymésba, mert (ismét az y = In x girbe konkév volta miatt) az ;
[n—l, n_] intervallumbeli hur irdnytangense kisebb, mint az n-1 abszeisz-;
szdju pontbeli érintd irdnytangense; és e hiromszégek mind beleesnek
az [1, 2] intervallumra, mint alapra &llitott 1n 2 magassigu tégla.lapba, k
mert In x novekvo volta miatt érintSje mindeniitt pozitiv irdnytangensii.
Ebbl! kévetkezik, hogy a Tl' T g ,_Tn- teriiletek egyiittvéve is kiseb~
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o
“bek, mint In 2 , amint 4llitottuk. Igy a 2 T sbr, 8 é‘\kkbf

annél ink&bb a Y tk sor konvergens.

k=2
Valéban 1étezik tehit a .
n ‘ .
lim U _1nx—dx-1nn!+ -]é- In n}
n—bho

hatdrérték. Minthogy ift parcidlisan integrilva

n n

n .
J-lﬁxdx: [xln'x]. -J xidx=n1nn—n+1,
1

azért tehit egyszersmind 1étezik a
. 1
lim |:(n+-§)lnn-n—1nn!:|= -C
™ oa .
hatdrérték is.

Hogy a

¢=1lim Inn! - (n+ -;- )1nn+n:|

hatérértéket kiszdmitsuk,-gondoljuk meg, hogy n-= == esetén

Innit-{n+ %)1nn+n

e —= e

azaz
“Inn! n n
e e

—1-1nn - n n
nian 2
3 e

Bevezetve az
n! e

a —_k
n n
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jeldlést, irhaté tehét

¢
a —=e
n
ezzel egyiitt persze
a2 -.._ezc és a ec
zn 3
ugyvhogy
at.2 2c
n e . C
" — P =g
2n e
De itt
2
“h b’ () {on_ () 2n
= 1 N
2, 2nn (n)!e (2n)!n
_(2.4.6. ... . m)® \n _2.46. ... (0 Voo _
1.2.3 . {2n) n 1.3.5 . @2n-1) n
. 2.4.6 (2n) VonV 2n41 B
1.3.5. ... . (2n-1) \/Zn+#1 n -

- \/ 22 42 . (21'1)2 / 4n2+2n

1. | « i s seas .
3 3.5 (2n-1)(2n+1) \/ .nz

A Wallis-formula (l4sd 7. fejezet) szerint azonban n—e o< esetén

2
2 4 et 7
1.3 © 3.5 """ (2n-1) (2nH) 2
tovabbs 9
dn~ +2n —y
2 ¥
n
tehéat
it
2 2%
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és igy

e®=\27 c=In \/27 .

A ¢ hatérérték most kiszdmitott értékst figyelembe véve eszerint
n— =< esetén

Inn t-(n+ % YInn+n—In\/27 ,

azaz 1
Inni-(@+ 2) Innd-ln \V20—=0 ,

és igy n nagy értékeire kozelitbleg
1nn!a:(n+é—)lnn—n+1n 2%,

amint dllitotiuk. _
Attérve az ‘exponencislis fiiggvényre

lnn!-('ii+-12-)1nn+n-—1n\/2ff

e — ] .
azaz
}1-1! —— 1’ ha n-- oo,
n+ = i
n 2 e n 24
amit még igy is felirhatunk:
Do
n!l ~n e 20
1
: o _2- =1} o~
(olvasd: n! aszimptotikusan egyenld n e \/29 ~vel).

Altalgban azt mondjuk, hogy 2, aszimptotikusan egyenld bn -nel,
lim n
n-mc=< b

vagyls a ~b , n-—c< esetében, ha =1.,)
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22, FUGGVENYSOROK

a) Ha egy vég'telen sor tagjal az x viltozd fuggvényex, akkor EEEX ny-
sorrél beszélink:

. -]
fl(x)'ffz(x)+...+fn(x)+...= kZ=1 fk(x) .

Jeloljilk M-mel azon x-ek halmazéit, amelyekre az (x) {k=1,2,...)
fiiggvények valamennyien értelmezve vannak. Ezen x€ M értékek kozil
bizonyos x értékek mellett a fiiggvénysor konvergens, mis x € M mel-
lett divergens lehet. Azon x értékek N halmazéit, amelyekre a fiiggvény-
sor konvergens, a sor konvergenciatartoményinak nevezzik. Nyilv4nvals,
hogy N C M, de specidlis esetben N meg is egyezhetik M-mel, ekkor
a sor az egész M halmazon konvergens. A konvergenciatartomény kiilon--
boz0 pontjaiban a sor osszege dltaldban méis és més, azaz a sor U{sszege
x-nek fliggvénye:

fk(x)-—rs(x), "xEN.

k=1
Példaul ai
oo
1+ex-[-e2X + oeee o+ enlx + = Z ekx
_ ' k=0
fiiggvénysornél az 1, ex, ezx, ave s enx? fiiggvények kozbs ériel-

mezdsi tartoménya : M= (- == , + == ). Mivel a fliggvénysor egy -

q= e~ hényadosu geometriai sor, |q]= o < 1, azaz x < 0 esétében
konvergens, konvergenciatartominya tehit N =( - ©<,0). E konvergencia-
tartoméanyba es0 x-ekre a sor Bsszege :

g(x) = —— (x € N).
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"Pl. az x=-1 helyen a sor &sszege:

s(-1) =1 +e +e_2+..:..'+e—k+.‘..= 1. =~ 1,58;

az x=-0,5 helyen a sor 8sszege:

_s(-0,5),=1+e-0’5-+e—1+... +e—0’5k+... = -———1_—0—5 =
30’5 1-e
=— 2,04,
0,5 :
e.’ -1

A sor n-edik részletbsszege sn(X) M-en, n-edik maradéktagja
o n - - H )

R.{x) = 8(x) - 2 (X)=5(x) ~ S L% =
A

= (x) +f (x)'+... = [ (%)
n+I R £k

pedigaz N konvergencmtartoméhyon 'erteimeZett fliggvény. Ez niés szdval
azt jelenti, hogy barmely x € N esetében tetszoleges £ > 0-hoz meg-
adhaté egy olyan N -szAm, hogy

(%) an(x) |'= |s(:_<) -5 (%) |'<'£, hacsak n> N_

AN " szimot £ 68 x megadédsa hzitarozza meg, vagyis kiilnbsz6

X E N helyekhez ugyanazon &> ¢ mellett kiilsnbtzo N - k mellett
411 fenn a (# ) dsszefugges '
Példaul az

&

1+ }: (xk'—,xk—lf), azaz
k=1

. 8w =

részletﬁsszegii.fiigévénysornﬁl 0<x <1 mellett" s(x) =0, ugyhogy az

s(x) - s_(x) |< &
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feltétel akkor teljesill, ha X <£ , azaz, ha
nln x<in ¢

(az In.x fiig‘?g;ény monoton novekedd), wagyis In x <0 1évén, ha

Az x helyhez &s az adott kicsiny &> 0-hoz tartozd No szémot tehit

L . Ha x—=1, akkor in £ - o - S
In x In x

vagyis rogzitett & > 0-hoz egyre nagyobbnak kell vdlasztanunk az N
indedet. PL €= 1072, x=10"1 ese*sben

nagyobbra kell vdlasztanunk, mint

-2
N ;MT=2, ¢ = 10_2, x=§' esetében
o In 10
anm2
N =2 om0 4.
Ine

E\gy véges Usszeg tagjainak bizonyos tulajdonsigaibsl kivetkeztetni le- :
het 4z 8sszeg hasonld tulajdonsdgdra. Igy pl. folytonos fiiggvények vsszege :
is folytonos, differencidlhaté fiiggvények Osszege is differenciflhat6, integ-
ralhatd fliggvények Gsszege is integralhatd (6s a differencislast, ill. az in~
tegrélést szabad tagonként elvégezni). Hasonls kivetkeztetések fiiggvény-
soroknil helytelen eredményekre vezethetnek, amint azt a kivetkez8 példak
mutatjsk. '

Tekintslik ujra azt a sort, melynek n- ed1k részlettsszege

s (9 = £

Ha 0¢ x<1, akker X0 , ha pedig x=1, akkor X —m1. Tehét a .
Sor §sszege az x= 1 helyen nem fo?ytonos holott tagjai mindeniitt folyto-
nosak (a sor n-edik tagja ugyanis = (x) - 1(x) D e W

Tekintsilk most azt a sort, melynek n- edxk részletdsszege olyan fugg—
vény, melyet a kivetkezl utasitdssal adunk meg:

0, ha x'=0i és ha i—éxél,
Sn{x) } n,2 ha x=— 1,

2n x, ha 0<x<'—-§n— s

-2n2x+2n,ha . <x<%.
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(14sd 28. 4bra). Vildgos, hogy az egész [0 1] intervallumban s (%) —=0,
ha n—»oc , de

1

; -1 1_1
an(x)dx“znn“z
1]
YA
n
22 7 7
n 7
28. 4bra

Ha tehit a sort tagonként integraljuk, akkor eredménytil = -t kapunk,
holott a sor Ssszegének integralja

. :
[ o am0.
0

Ezt a sort tehdt nem lehet tagonként integraini.
Tekintsiik végiil azt a sort, 'amelynek n-edik részletsszege

Vilagos, hogy n-—=o< esetén sn(x) —=— 0, de a tagonként differencialt
sor n-edik részletbsszege
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’ 1
[s (x)_] = =1 cos nx = cos nx,
n n

ez pedig nem tart az azonosan 0 fiiggvény differencidlhdnyadosdhoz, azaz
0-hoz, hiszen pl. az x= 0 helyen sn(O)’ =1,

b} Hogy olyan feltételekhez jussunk, amelyek mellett a fliggvénysorok-
kal mégis lehet véges &sszegek modjira szdmolni, foglalkoznunk kell a fiigg-
vénysorok konvergencijinak bizonyos speciélis tipusaval,

Definicis

Akkor mondiuk, hogy a

2 £®
k=1 fk

fﬁgg‘}énysor valamely H halmazon egyenletesen konvergens, ha birmely
¢ > 0-hoz taldlhaté olyan, az x—t61 fliggetlen n index, hogy fennilljon:

| stx) -8 (%) |<£, hacsak x € H és n;no

(Ha a fiiggvénysor csak kiztnséges érielemben konvergens, akkor - mint '
e fejezet elején mir emlitettik - a sor konvergenciatartomanydba esd
x-ekhez tetszbleges £> 0 esetében megadott n_ x és £ figgvénye.)

¥y

%,_\ > Sn (/l’},-/2>/70
N D
/ $"’ I t/_._-\y S(X}

NSNS

!

29. 4bra

A definiciéban foglaltakat kénnyli geometriailag szemléltetni, - feltéve,
hogy H= [a,b - Ekkor ugyanis egyenletes konvergencia esetében a sor -
no—nél nagyobb indexii részlettsszegei olyan fliggvények, melyeknek gérbéi
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az y=s{x}-& és y=s(x}+ £ figgvények gorbéi kizstti sdvon belill he-.
lyezkednek el Ei,b] -ben mindeniitt. (29. fbra,)

1. Tétel

ey

A kgl i (x) figevény akkor és csak akkor konvergdl egyenletesen a

H halmazon, ha tetszdleges &£ >0-hoz mindig tal4lhaté olyan o, hogy
nm>n , XE€ H esetén

| 8,09 = s, 0 |<€ .

m

n
(s.(x) = L ® , s )= 2 f(x).
n k=1 " m =1 K

Bizonyitas

A feltétel szuksegessége az egyenletes konvergencia deflIuClO]ébO}/
adédik.

Masfelsl, ha a feltéiel teljestil, akkor barmely x € H helyen az
s _(x) szdmsorozaira a Cauchy-konvergencia kritérium teljesiil, igy a sor
a H halmazon konvergens, és ha & >0 mellett _‘%_ ~hez :r10 kiiszob~

index tartozik a feltételnek megfeleld médon, akkor n<n<m esetén

Isn(x) - sm(x) |< —éz—

és m-o< melleit

lsn(x) —Vs(x) |=<' —62—<é ,

ugyhogy a konvergencia 2 H halmazon egyenletes.

II. Tétel

S oo

Ha L fk(x) egyenletesen konvergens az X, helyet tarfalmazd I

k=1
intervallumban és 1étezik minden k- raaveges L, =1lim £ (x} hatir-
k k —_—
érték, akkor x_hxo
A e = i Z W= L e - Z e
. o) o k"l
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Bizonyitis

A tetszOleges £>0 szimot megadva, a feltételezett egyenletes

- konvergencia miatt taldlhats oiya.n n index, hogy x € I esetén

¢ >
| s &) -sn(x)1< 3 » bhacsak m>nZ n .

Az X=X hatarfitmenetet elvégezve, mivel

n m
lim s (x= ) L, Um s (= 3 , m>n,
x—--xo n =1 k x-—xo m =1 Lk

azért tehat

E ol | ne 2T e
L = - A = S, h.a.m>n=N-
kenit S k=1 B k=t bk 8 °

o0
A E Lk sor kielégiti tehdt a Cauchy-féle konvergencia-kritériu-
k=1 .
mot, s igy konvergens. A fenti 5sszefliggésbdl m —- oo esetében adédik:

n
= = £ >
ZLk—ZLk—3,han-no.
k=1 k=1

Vélasszuk mega J > 0 szémot ugy, hogy

Do £ -
s x- T <-%,h 0<lx-xkd,
n k=1 ]"kl 3 o

akkor ugyanezen x-ekre

n
oo "0
s(x) - '§ 8(x)-s_ (BD|+8 K- ) +
k—gl Lk no no kz=1 Lk
n .
_° = E &£ £
+ - ~T+T =6,
k§1 I 121 el™s*t3 * 3

amij az 4llitdst adja.
! .
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Az dllitds, és a fenti bizonyitds nyilvén akkor is helyes marad, ha x azl
intervallumnak végpontja, &s a hatarérték az X, helyen vett megfelel% egy-
oldali hatdrértéket jelenti. Nyilvanvald tovébbﬁ hogy I végtelen interval-
lum is lehet; ekkor a hatirérték a megfeleld eldjelil végtelenben vett hatir-
értéket is jelentheti.

Tételiinknek nyilvinvalé kivetkezménye az al&bbi

III. Tétel
oo

7~ f (x) egyenletesen konvergens az x _helyet tartalmazé I inter-
Bi k=1 'k 1]

vallumban és tagjai az x helyen folytonosak, akkor a sor 6sszege is folyto-
nos az x helyen,

Eldfordulhat természetesen az is, hogy nem-folytonos f (x) fiiggvények
egyenletesen konvergens soranak Gsszege is folytonos fiiggvény. Pl az a
fiiggvénysor, melynek n-edik részlettsszege

s (x) - _?;(29_. ,
vagyis n-edik tagja
f@=s(-s (= "'Pn(x) - f_(lx) ,

ahol ¢ (x) az un. Dirichlet-féle fliggvény:

1, ha x racionilis,

P =

0, ha x irracionilis

nyilvan nem-folytonos fiiggvényekbdl 4116 fuggvenysor Mwel azonban bar-
mely x € (- oo ,+ o= ) esetén

|Sn(x) |§ —lﬁ ’

vagyis tetszlleges &>0 mellett, x-t0l fiiggetleniil

Isn(x)|<(£ , hacsak n >N =-—(1£— ,
azért a figgvénysor (- == ,+ o< ) -ben egyenletesen konvergél a folytonos
' 5(x) =0
fliggvényhez.
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Egyenletesen konvergens sorok tagonkénti integrildsaira {ll. differen-
cidldsdra a kovetkezd tételek mondhatdk ki:-

IV. Tétel

o~ :
Haa El fk(x) fiiggvénysor tagjaiaz a Sx=b intervallumban

korldtosak és integrdlhaték és a sor [a, b] -ben egyenletesen konvergens,
akkor a sor bsszege is integrdlhaté [a,b] -ben és

b -~ oo b
> xdx = )} (x) dx ,
J k=1 fk k=1 ik
a : a '

vagyis a sor integrildsa tagonként végezhetl el.

Bizonzité.s

~ Jelsljiik a sor Goszegét s(x) -szel. A feltételezett egyenletes kon-
vergencia miatt tetszSleges £ > 0-hoz taldlhaté olyan n_ index, hogy
’ 0
birmely =xé€ [a.,b_] -re

|Sn x -s® |<&.
¢ n

o

Korlétos filggvényekbsl képezett sorunk 8 x) = Z fk(x) rész-
o k=1

letdsszege nyilvan korldtos, s a fentiek értelmében s(x) - is korl4tos

kell, hogy legyen [a,b] -ben. Fenti egyenlStlenségiinkb6l azonban az

is 14that6, hogy s(x) ingadozésa (oszcillacidja) [a,b ] birmely.

részintervallumédban legfeljebb 2§ -nal lehet s (x) ingadozisi-

nél nagyobb. Ha tehdt elkészitjik [a,b]-nek olyan © felosztdsst,
melyhez 5 (x}-nek £ -nél kisebb oszcilldcits Ssszege tartozik

(ez s (x) Olntegrélhatéséga miatt nyilvdn megtehetd), akkor ugyan-
0
ezenll1 felosztisnél s(x) oszcﬂiﬁciéns Osszege legfeljebb

Yo, +2E) (X )= Z 0(xx ) +2& (b-a),
i=1 - i=1 :

e e o il ks AR W e i o o ot e il T n o (L i G o iR i - i o S o
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.(%tt 0i -val jelSltik sn (0) ingadozésit az [xi—l’xi:l intervallum-~ -

ban, és [a,b] felosztdsa az a=x < X.<... <X, .<X.<... <x =b
o 1 i-1 i n

osztopontokkal tortént). A kérdésed felosztisnil tehit 8(x) oszcil-
14cidés Osszege legfeljebb

E+2¢& (b-a)= [1 +2(b—a)] é,
s ez ¢ -nal egyiiit tetszésszerinti kicsinnyé tehet8. s(x) tehat integ-
rilhat6 [ a,b] -ben (2. fejezet VIL tétel). )
Mivel a tagonkénti integrildssal nyert

e~ b
2 £ (x) dx
=

sor n-edik részlettsszege nyilvin

b

n .
Z fk(x)dx = f sn(x) dx ,
a k=1 a

azért a tagonkénti integrilds jogosultsigét ugy igazolhatjuk, hogy meg-
mutatjuk, &rvényes az integrdljel mogstti hatdrdtmenet képlete: '

b b
lim s X)dx = Iim 8 (x) dx = s(x) dx .
a a a

Ezt a kivetkezGképpen 14thatjuk be:
b

( f sn(x)dx - J g(x)dx } = ,J ‘(sn(x) - s(x) ) dx
2 a

a

b
£ J | sn(x) - 8(%) |dx <€ (b-a),
&
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ha mAr n olyan nagy, hogy a-,'b]—ben mindeniitt
| s 00 -5 <€
Mivel & -nal egyiitt & (b-a) is tetsz8legesen kicsinnyé tehets, becs-

1ésiink értelmében szabad tagonként integrilnunk, s ezzel a tételben ki-

|
I
|
|
S
;
|
!
|
|
! mondott 4llitdst bebizonyitottuk.

Hangsulyozzuk, hogy végtelen intervallumra vonatkozé improprius integra- :
lokra a tétel nem érvényes.

V. Téiel

Ha a g fk(x) _ fiiggvénysor tagjai az I intervallumban differen-~
— k=1 —

cidlhatok és az  f (%) deriviltak ugyanitt folytonosak, tovéibbi a tagonkénti
(=]
derivilédssal nyert gl f’k(x) sor I -ben egyenletesen konvergens, végiil -

az eredeti sor is konvergens I —nek egy X, helyén, akkor az egész I

intervallumban is konvergens a sor, Usszege differencislhatd fiiggvény, és
minden x € I-re

(=]

fw= L £m
k=1

azaz ilyenkor ;'."sor tagonként differenciflhaté.

Bizonyitis

Legyen oo
= ) ®.
k=1

Ezen sor feltételezett egyenleies konvergenciija és az f’k(x) fiiggvé-
nyek folytonosséga miatt x € I esetén :
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b
It

=

T *
f2(t) dt = £ (t)
k k=1 [ k ] Xo

"

X V -oo
f Fyat= 2
F
X
o]

o

o0 . [o ) (=]
= 7V [ewte)l= L - 2 f&),
=1 [k ' ko] =1 k =1 i:ko

. o0
tekintettel arra, hogy a feltevés szerint a Z fk(x ) sor konver-
k=1 °
_gens. Konvergens tehit a
oo
Y £ &
k=1

‘gor, 6s vsszegét s(x) -szel jeldlve, fenti eredményiink igy is irhat5:

X

(%) s(x) - s(x ) = f 6 () dt.
X
0

A o(x) fliggvény az - { (x) fiiggvények feltételezett folytonosséiga és
a belblilk képezett fiiggv%nysor egyenletes konvergencifja miatt ( IIL

X
f fw at
X
O

fiiggvény differenciflhatt és

X
L | pmydt = 6
2 _

X

[+

~ Tétel) folytonos, tehit az

(5. fejezet I Tétel). A (») OUsszefliggés értelmében azonban ekkor
s(x) is differencidlhatd, és
oo .
sw= W= L, hw,
amint 4ilitottuk.
- 201 -



¢) Az egyenletesen konvergens sorok sok értékes tulajdonsdggal rendel-
keznek, fontos tehit, hogy valamely adott fiiggvénysorrol fel tudjuk ismerni,
egyenletesen konvergens-e. Gyakran hasznélhaté erre az aldbbi tételben ki~
- mondott un. Welerstrass—féle krlténum. :

- VI, Tétel

Haaz T iﬁtervallum minden helyén

' S .
| fk(X) | - k ’
ésaz M korlatokbél képezett ): Mo numerikus sor konvergens,
k -
. k=1

(=1 .
akkor a 'E fk(x)' sor az I intervallumban abszolut &s ‘egyenletesen

k=1 o .

konvergens,

Bizonyitds
Ha az I intervallum minden hélyén

|t <x)l—.

akkor mmden x€EI-rea Z I fk(x) I pozitiv tagu sornak van konver-

k“l
gens majordns sora (ti. Z M), ezért teh4t minden x € I-re a
' k=1
Z fk(x) sor abszolut konvergens
k-l i oo _ }
A El M sor feltételezett konvergenciéja. miatt a Cauchy-—féle

konvergencia~kritérium értelmében tetszo'leges & > 0-hoz talélhato olyan
no index, hogy

E .o Zn t= E <-£, ‘hacsak m>n = n
|Zow-Low by <& ok mom £,

=1 - T 1 ki

Ekkor azonban m=>n 3 no - esetében . 1 barmely. x helyén
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m m

: . m _ _ .
s ()-8 (x)|= 2 £ (x) | S p £ (% |5 Z M, <€,
moon I kemil £ k——-n'l Ik ] lendl k-

és ez a I Tétel értelmében &pp azt fe]ez1 ki, hogy Z £ x) I-ben
egyenletesen konvergens. k=1 -

Az it ismertetett Welerstrass—fele kritérium teljesulése az egyenle-
tes konvergenclénak elégasdges feltétele.

Vizsgéljunk meg az aldbbiakban egyenletes konvergencia szempont]ﬁbol
néhény figgvénysort:

10' Z sin 130;
k=1 k

egyenletesen konvérgens (=~co, + ©o) —betg, mert

sinnx |« 1
n n
és a
og
Z 1
k=1 k3

sor konvergens hiperharmonikus sor. A sor osszege (- o | .k e5) ~ben
differencidlhaté fiiggvény, és

e sin kx ~ 's' kx = .co'skx
N . » in )
( L =25y = L (FFy= L =%
k=1 k- k=1 k k=1 k
= cos kx :
mivel a Z — 5 fliggvénysor (-e=, + o<} -ben egyenleiesen
k=1 k

konvergens. A Welerstrass=-Kkritériumot alkalmazva ui.

I el |— =, n=1,2, ...
2
11 n
és a bf 1 i
=

sor konvergens hiperharmonikus sor.
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oo 3
Z sink x
k=1 k2

szintén egyenletesen konvergens (- o< ,+ &<) -ben, mivel

sinnsx l; 1

2 5 n=12, ...,
n n.
I |
és Z — konvergens hiperharmonikus sor.
k=1 k .

E sorra azonban a tagonkénti differencidlés képlete nem alkalmazhatd, -
ugyanis a tagok deriviltjaib6l képezett .

os  gin k3x

5 (—"““"‘2 )’=§:°' kcosksx

k=1 ko k=1
sor nem konvergens. Nyilv4dnvaldan divergens a sor pl. a2z x=90 helyen.
3% Az -
= k
s{x) = Z r cos kx =

k=0

] 2 n ’

=14+rcosx+r cos2x+... +r cosnx—!-..

filggvénysor, ahol r 1-nél kisebb poz1t1v szém, a 0=x=27 zart
intervallumban egyenletesen konvergens Mivel ugyanis.

n < I
|r cosnx (= r ,
és O<r=<1 miatta Z r geometriai sor konvergens, allitdsunka
k=0 '

Weierstrass-kritérium miatt igaz.
Sorunk [0, 2 ﬁ':' -ben integrélhats fiiggvényekbdl 4ll, a sor egyenlefes . .
konvergencifja mizatt tagonként integrélhatunk [0, 2a ] -ben és

2F 2:: 2T 2F
: n
s(x) dx = 1dx + frcosxdx+ +] reosnxdg+... =
0 0 o
=240 4... +0+... =27
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mivel az elsd tag integraljén kivill, minden tov4bbi tag integralja 0-t ad
eredmeényiil.
Az el8bbihez hasonlé okoskod4ssal 14thats be az

. 2 2 n
8(X) COBX=CO8 X +Tr COS X +T COS8 XCO8 2X+... +I CO8 X COS. NX++ ..

fiiggvénysor egyenletes konvergencifja is (0<r<1). E fliggvénysort tagon~
ként integrilva [0, 257'] -ben

T 25 2F
s(xjcos x dx = f co\sxdx-i—[ rcoszxdx-i-

0 0 0
27 27

+ frzcosxcos_'a‘xdx+... +j rncosxc_:osnxdx+...=
1] 0

T

=0+r T +0+... +04+... =1

ad6dik a 6. fejezetben részletesen indokolt médon.
Teljesen hasonléképpen okoskodva adédik, hogy az

2
B(X) COBDX = COSNX +T COS NX COS X + I CO8 nx cos 2X -+
n 2
+ees T CcO8 DX ...

fliggvénysor 0<r<1 mellett [0, Zﬁ'] ~ben egyenletesen konvergens és a
‘sort tagonként integrilva '

2% 2%

j 8(x) cosnXdx =0 +0 +0 +.., +] cos’nx dx + ... =
0 o 4

' =040 404, +T T 4., =107

adé6dik,
Arra az érdekes eredményre jutotiunk tehdt, hogy az
g
8(x) = Z rkcos kx
k=0
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figgvénysorban cos nx egyiitthat6jat a kivetkezd integrallal Allithatjuk els:
25
1
rn= :".7'-. - s{Xcosnxdx, n=1,2, ...
llyen, trigonometrikus fliggvényekbdl (sin kx és cos kx-bSl) 4116 fiiggvény-
sorokkal a késGbbiekben még tobbet fogunk foglalkozni.

4% A oo

=1 K
fliggvénysorrdl mutassuk ki, hogy az (1, == ) intervallumban konvergens,
és Usszege folytonos fliggvény. ) .

Mivel a sor tagjal (1, + =<)-ben folytonos fliggvények, elég megmutat-
nunk, hogy a fiiggvénysor (p,+ =<)-ben egyenietesen konvergens, minden
p>1 mellett. Ti. haaz x>1 helyen akarjuk az 8sszeg folytonossigit
igazolni, egy 1<p<x szimot vilasztunk és ezzel okoskodunk.

Marmost p>1 eseténa p S x<+oco intervallumban mindentitt

A=A .
s n’
a Z —— hiperharmonikus sor pedig p=>1 folytin konvergens.
k=1 k
o
A Y « Sor Usszege (a szdmelméletben sokszor alkalmazott
k=1 k

S (% fiiggvény) tehat folytonos.

Konnytl azt is kimufatnunk, hogy a J’ (x) fiiggvény differenciilhats az
(1, ==} intervallumban.

A fiiggvénysorunkb6l tagonkénti derivilsssal nyert sor ugyanis a

oo
Z _ Ink
k=2 K

sor, és ez egyenletesen konvergens (p, ©< }-ben, minden p > 1 mellett.
Ti. ha p>1, akkor péx <+ o< mellett fennill

<_lnn

nP

?

l_ In n

n
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e

> {p > 1) numerikus sor pedig konvergens, amint az a
k=1 :
Cauchy-féle integrilkritérium alkalmazdssval beldthats:
dt
.[ Inpt at = [ In ;_1] + ] - -
1 t o L (@-pitt TL 1 C{p-1pt
1 y
= I (konvergens) -,
(b-1)

A fliggvénysor tagjainak deriviltjaibsl képezett sor tehat egyenletesen kon-
vergens, s igy a IV. Tétel értelmében a

1

S®= 2 %

k=1 K

fiiggvény differencidlhats, és

s :
: In k
fw= - nx
k=2 k
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23. HATVANYSOROK
Definici6

Hatvanysornak nevezziik az olyan fliggvénysort, melynek tagjai a fiig-
getlen viltoz6 egyes hatvényai lland6kkal megszorozva:

2 akx a da X+ X +... % a X F ..,
0 1 2 ’ n '
k"‘o

ill. dltalsnosabban az ilyen alaku fiiggvénysort:

Z (x-a)k = a. (x-a)+a, (x-a)2+... +a (x—a)n+r...
=0 a'k o-lal 2 n

oo .
Az ilyen, Altaldnosabb hatvinysorokra a a.kxk alaku hatvdnyso-
I=0 :
rokra (x hatvéinyai szerint haladé hatvinysorokra) kimondott tételek kiny-

[~ =] ;
nyen 4tvihetSk, ezért az aldbbiakban csupin a Z a.kxk alaku hatvény- -
k=0 o

sorokat tessziik vizsgilat tdrgydva.
Hatvéinysor pl. a geometriai sor:

>k 2
Z X =1 +x +x +...

k=0
E sor, fudjuk, kdnvergens, ha |[x| <1 (azaz x€(-1,+1)} és divergens,
ha |x|% 1. A sor konvergenciatartoménya tehét & (-1,1) intervallum,
vagy mésképp kifejezve az x =0 hely r =1 sugaru kérnyezete.

" s 2 -
-’ T =1+x+ 21 +... + o e
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hatvanysor pl. X minden értéke mellett abszolut konvergens, tehat kon-
vergens is, mint arrél a D’ Alembert-féle konvergencia-kritérium alkal-
mazésaként a 19. fejezetben meggySzddtink, a sor konvergenciatartoménya
tehdt a (- o= ,+4 ©=) intervallum.,

A

iy k 2
Z Kl X =1 4+X+2!% +... +nlx + .
k=0

hatvéinysor csak az x =0 helyen konvergens, mert x# 0 esetében

lim nlx =+ oo » 8 igynem teljesiti a sorok konvergencidjfhoz sziiksé-

n—-— oo
ges lim u = 0 feltdtelt (16. fejezet II. Tétel; u -nel most is a sor
N oo
dltaldnos tagjat jeloltiik). A sor konvergenciatartominya tehdt az egyetlen
x =0 pontbsl 4ll.
Be fogjuk 14ini, hogy ehhez hasonléan barmely hatvinysor konvergencia-
tartominya a 0 helyre szimmetrikus véges, vagy végtelen intervallum:

I. Tétel

oo
k
A Z akx hatvanysor vagy minden x mellett konvergens,
k=0 ’ '
vagy csak x =0 mellett konvergens, vagy van olyan pozitiv, r szfm,
hogy |x|<r esetében (a 0 hely r sugaru kdrnyezetében) konvergens,
|x|>r esetében (a 0 hely r sugaru kdrnyezetén kiviil) divergens,

Definicié

Az I, Tételben szerepld r szfimot a hatvinysor konvergenciasugarinak
nevezziik.

Bizonyités

A tételben kimondott 4llitds igazoldsét a kivetkezd segédtétel bizonyi-
tiséaval kezdjiik: )

Segédtétel ,
Ha 2 2_ a.kxk hatvinysor konvergens az x = X, helyen, akkor

k=0
|x|=< fxo | esetén abszolut konvergens.
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A Z akx sor kenvergenciija folyté.n ugyanis a sor tagjai zérus- .
k=0 '
hoz tartanak, annil inkdbb korlébosak tehﬁt'

akx | = IakIIXI

vagyis |x|<ixo| esetén

s ]
X X0

3

"=l 1< = Tyl

- és mivel I-}E; |<1 , €8 igya Z K I-——' sor konvergens geomet~

riai sor, fenti becslésiink értelmében e geometriai sor minden |x|< |xol
oo .

értékre majorizdljaa,k 3 lakxk| sort, ugyhogy ez utébbi sor kon-
k=0

vergens. Ez més szavakkal azt jelenti, hogy |x|< |x0| esetén a f a.kxk

hatvinysor abszolut konvergens, amint azt sllitottuk.
Segédtétellmkbol a I Tételben kimondott dllitds kinnyen kovetkezxk

Ha ugya.ms a Z akx - hatvlnysor nemcsak x=0 melett konver—

gens és nem minden X mallett konvergens, akkor a kdnvergencia.helyek
abszolut értékeinek felsS hatsrat r -rel jeldlve a kovetkezSket &llithatjuk:

a) Ezan r felsS hatdr 16tezik, mert ha x_ olyan hely, ahol a sor
divergens, akkor [x, |-nél nagyobb abszolut értékii konvergenciahely a
segédtétel szerint “nincsen, a konvergenciahelyek halmazénak tehdt |x._|
fels8 korlatja, s igy a konvergenciahelyek halmazanak van felsd hatdra
Matematika I/1. jegyzet 20. fejezet).

by r>0, hiszen feltevésiink értelmében van 0-t51 killonbdz8 konver-
genciahely is. _

c) A konVergencia.helyek abszolut értékeinek felsd hatdra, r, a

Z akx hatvéinysor konvergenciasugara. |x |>r esetében ugyanis a
k=0

sor az r szdm definici6ja értelmében divergens, |x j<r esetén pedig 5
van - x-nél nagyobb abszolut értékid x konvergenciahely. (killsnben ugyan-—
is x a .vizpgalt szAmhalmaznak r-nél%isebb fels§ korlétja volna, r nem
volna felsS hatfir) és igy a segédtétel éxtelmében x is' konvergenciahely.
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. o .
‘Haa 7 akxk sor csak az egyetlen x =0 helyen konvergens, ill.
' k=0

minden x-re konvergens, akkor megillapodisszeriien azt is mondhatjuk,
hogy ezen esetekben a sor konvergenciasugara r =0, ill. r= oo , Ezen
megallapoddssal a I Tétel réviden igy is megfogalmazhats: '

oo ,

A ¥ akxk hatvinysor konvergenciatartomdnya a 0 helyre

k=0 ' '
szimmetrikus }x |<r intervallum (esetleg egyik, vagy mindkét végpontji~
val), amely T =0 esetén egyetlen pontts, r = > eseiében a (- oo, +o0)
intervallummi is elfajulhaf.

A konvergenciatartomény x=+r végpontjaiban a hatvinysor konver-
gens és divergens is lehet. Megjegyezziik azonban, hogy ha a konvergencia~
intervallum egyik végpontjdban a sor abszolut konvergens, akkor a miasik
végpontjdban is abszolut konvergens (a + r pontokban ugyanis a sor tagjai-
nak abszolut értékei egyenlk). ‘

A konvergencia-intervallumot a gyakorlatban a numerikus sorok ab-
szolut konvergencidjinak meghatirozédsira szolgilé kritériumok (19, fejezet)

segitségével lehet megkeresni. A Cauchy-féle gyskkritérium alkalmazissdval

= k
pl. a 2 'akx sorndl, ha létezik a

k=0
n

lim laj= p
n—~ o0 -

véges hatirérték, a hatvinysor abszolut konvergens lesz azokra az. x ér-
tékekre, melyekre

n
n . 1

lim ax| = plx]j<l, azaz = |xj<= ,
n : p

n—e S

2. hatvinysor konvergenciasugara tehat

- r =

=N L)

A D’ Alembert~féle kritérivm alka.lmazésévalteljesen hasonléképpen ha a

o Pl

| ani
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véges hatdirérték létezik, akkor a hatvinysor abszolut konvergens lesz
azokra az x értékekre, melyekre

a Xn+1
lim |2 =p|xjel, azaz |x |<l -
n
N g X p
n

a hatvinysor konvergenciasugara tehat

1

T = -

p
A kovetkezGkben bebizonyitunk egy 4ltaldnos tételt, amely a hatvanysor
egyiitthatéinak a segitségével megadja a hatvinysor konvergenciasuga~
rat. Ennek kimond4sshoz sziikségiink van néhény, a valés szimsoroza- :
tok Altaldnos elméletéhe tartozd fogalomra. '

Egy a5 a2, vy an, ... szAimsorozat torlédasi pontjdnak ne-

vezziik 2z A szédmot, ha A minden kbrnyezete a szimsorozatnak
végielen sok tagjit tartalmazza.

A definicisban szerepl8 "végtelen sok tag' kifejezés nem jelent
sziilkségképpen killonb5z8 tagokat, ha ugyanaz a szim végielen sokszor
elSfordul a szAmsorozatban, ezt is a szdmsorozat torldddsi pontjinak
tekintjiilk, Pl. a

0,1,0,1, ...

szdmsorozatnak 0 is, 1 is torl6d4si pontja.

Definici6

Azt mondjuk, hogyaz a an, ... szimsorozatnak

a_, ...
] 1! 2’ )
+ oo, (- o) torlécisi pontja, ha birmely (a,+ o< ) ({-=<,3))
intervallum a szdmsorozainak végtelen sok tagjst tarfalmazza.
Példaul az

S T

1
=,3, =, ...
1’2’2 3 n

szAmsorozatnak a 0 szim és + oo torlédssi pontja.

-212 -



Tétel

Minden (valds) szdmsorozatnak van egy legnagyobb és egy legkisebb

torléd4si pontia.

I’Bta + co &8 - o< torlsdési pontokat is figyelembe kell venni, és
ugy kell tekinteni, hogy + == minden véges sz4mn4l s - oo -nél
nagyobb, - ©= minden véges szdmn4l és + > -nél kisebb.

Bizonyitis

Ha a szdmsorozat ~ o< -hez tart, nyilvin - oo az egyetlen tor-
16d4si pont. Ha a szdmsorozat felillrél nem korlé.tos akkor + o< tor-
156d4asi pontja, és ez egyben a legnagyobb torlédési pont is. Tegytk fel,

hogy az e i URERIEL WY szdmsorozat felilrdl korldtos, de nem

tart - eo —hez. Tekintsiik az olyan szdmokat, amelyeknél a sorozat-
nak csak véges szimu tagja nagyobb. Iiyen szdm pl. a sorozat minden
felsd korl4tja. Az ilyen szdmok halmaza alulrsl korlatos, hiszen a so-
rozat nem fart - o= -hez. Legyen A az emlitett szdmok halmazinak
alsd hatdra. A torlédisi pontja a szdmsorozatnak, mert ha & > 0,ak-
kor A - £ -nil nagyobb tag végtelen sok van a szdmsorozatban, de
van olyan A +¢ -ndl kisebb B szim, amelynél nagyobb tag a soro-
zatban csak véges szdmu talalhats, ugyhogy A - £ &8s A + & kbzé
még mindig végtelen sok tag fog esni. Tovdbb4 A a sorozat legna~
gyobb torléddsi pontja, hiszen ha A’> A, akkor van olyan B szim,
hogy B< A’ és B-nél nagyobb tag csak véges sok van a sorozatban,
ugyhogy A’ semmiképpen sem lehet torl6dési pont.

Ezzel megmutattuk, hogy minden szdmsorozatnak van Iegnagyobb
torldd4si pontja; hasonléan 14thats be, hogy legkisebb torlodém pontja
is mmdlg van a szé,msorozatnak

Definicib

Egy al,az, cee an, +«. (Valbés) szédmsorozat legnagyobb ill. leg-

kisebb forlédidsi pontjit a szdmsorozat limesz szuperiorinak ill. limesz
inferioranak nevezziik. )
Ezeknek a fogalmaknak a jelSlésére kétféle jelslésmod is hasznélatos:

- lim sup an, vagy lHm a.n ,
ill. :
lim inf a, ., vagy lim a
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Pl. az P
1, 2,1 1 131,-—,...,1,11,1,}-,.

3 n
szimsorozat forlédisi pontjai 0, 1 és +°o, lgjr limesz szuperiora
+ &2, limesz inferiora 0.

Tétel
Birmely 3’1’32’ Peey an, ... szimgorozatra

1

iim supa_ Zlim infa .
n n

Egyenifiség akkor és »cr,sak akkor 'au, ha a sorozatnak van hatirériéke,

és ekkor

. =13 n =1i
lim an_ lim inf an im sup an

Bizonyitis

Az els§ egyenlftlenség a defmuobol azonnal adédik, Tegyuk most
fel, hogy
1lim inf a, = lim gup an—'—' A,

ahol A véges szfim. Ekkor birmely pozitiv & -ra A+ ¢ -nil nagyobb
tag 8s A- ¢ -nél kisebb tag is csak véges sok van a sorozatban, vagyis
az [A-£ , A+ ¢ ] intervallum a sorozat tagjait véges szdmu kivétel -

lel ta;talmazza, azaz

lim an =A
Halim inf a =lim supa =+ o= , akkor birmely B szfmndl csak ‘
véges sok tag kisebb a sorozatban, ugyhogy -
lim § =+oo.
n

Hasonlé okoskodfissal 14thats, hogy lim inf a = lim sup 2 = - oo
esetén ‘
lim a3 =-oco .

‘n

Megforditva, ha lim a_ létezik és egyenlc avéges A szémma.l ak-
kor barmeély pozitiv n { -ra a sorozat tagjai véges szdmu kivétellel’
{A~E& , A+ £ )-ba esnek, teh4t A-nél nagyobb, vagy A -nfl kisebb
torl6d4si pont nem lehet, ugyhogy - ' ,

= ;im inf an=]§1m_sup an
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Ha lim a =+oo, akkor bérmely B szdmnal kisebb tagja csak

véges szé.mu van a sorozatna.k ugyhogy sem veges szfm, sem - eo
nem lehet torlddisi pont, azaz .

1lim inf &, = lin_isupa.n = 4 ag .,

Hasonldan 1im a.n = ~oo egetén

liminfa =limsupa =-oo -
n - n

Tétel (Cauchy-Hadamard-féle tétel)

Legyen az
2 n = k
{(#) a +3aX4aX +... +8 X +,,, = 2 a, X
[+ 1 2. n
k=0
hatvénysofban n '

lim sup \/lan| =A

Ekkor a hatvinysor konvergenciasugara 0<A <+ =< egetén

. =L
A -l
A =0 esetén
r = oo,
AT +oo  esetén
r=290

Bizonyitis
, : n
Tegyiik fel el8szbr, hogy 0<A <+ oo . Mivel Aslim sup /| a I,

azért tetszbleges € > 0 mellett az (A+£ y + oo) intervallum az

1, ]al 1 \fﬁz oo s T}an‘T, sorqzatnak_csak véges szimu tag-
jat tartalmazhatja, és igy elegend§ nagy -n >N értékekre

n .
\[Pal<A+ &,
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vagyls a (»*) sor fltaldnos tagjdnak abszolut értékére:

n

n
\MlaxT= \ A 11x] < A+ &) [xl

Ha mArmost {x|< LA =r, akkor az £ szimot ugy vélésztva, hogy

A+é< —l-%;l legyén (vagyis &£ <TJIZI ~A) , n >N esetén adsdik:

n
ViES X <A+ € ) |xj<1 ,

és igy a Cauchy-féle gySk-kritérium értelmében a (-ﬂr )sor |x| ¢r
esetében abszolut konvergens.

Be kell még 14tnunk, hogy | x|> % =r esetébena (%) sor
1

% N
Valdban, mivel A az 1,a,|, \/]az , \/lan|

sorozatnak torldddsi pontja, végtelen sok olyan n érték 1étezik,
amelyre

divergens. (Ezen x-ekre A =

§ - S S I
\/ianl z (x|l ° Ia‘n!> n n
) ix[ x|

Ezen x-ekre tehit

no_ n
|2z | =[x [>1
végtelen sok n éftékre, vagyis a () sor tagiaira nem feljesill ekkor
a konvergencia szilkséges liml anxn[' = 0 feltétele. | x |>—i— =

esetében tehfit a (%)} sor valéban divérgens. 1
Ezzel belattuk, hogy 0 < A< + oo esetében valdban r = I a

kenvergenciasug&r :
Ha A = 0, akkor minden elegendd nagy n érték esetén

0o T a o
/ n
18.!1}.{': \’lan||x|<£|x|’
6s ta £ -t T -nél kisebbnek valasatjuk, akkor
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n

n - ,
\/[anx |<, Elxl<l,

azaz a Cauchy-féle gyokkritérium alkalmazdséival ad6dik, hogy A =0
esetén a (¥ ) sor minden x-re konvergens.
Ha A =+ oo , akkor végtelen sok olyan n érték van, amelyre az

1,'"'-] a1,|\/, N ».\n/l 2l ... sorozat tagjai nagyobbak mint

1

o e 0). Barmely x # 0 . esetében tehst

n - n 7)-’7'n' n o~ -
\ﬁanx[='\/|anllx| >\ /g % =1
"X

végtelen sok n-értékre, s igy a Cauchy~féle gyskkritérium értelmé-
ben a (%) sor minden x # 0 é&rték esetében divergens. _
Ezzel allitdsunkat igazoltuk.

Példéul a

= k 2 n o
S O KPxt = x+ Px ... +2P% +o ®>0)
k=1

‘hatvinysor konvergenciasugara r =1, mert

gn+11pxn+1 .
lim o1 = |x|
Dol I X

s igyasor |x |<1 esetében és csak akkor abszolut konvergens. A kon-
vergenciaintervallum végpontjaiban, az x = + 1 helyeken a sor divergens,

mert a sor tagiai e helyeken nem tartanak zérushoz.

k

k=1

hatvinysor konvergenciasugara szintén r =1, mivel
Xn-i-l n
lim |——————

neco

=ixl,

(n+1;)'x
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& igy a sor |x]<1 esetében konvergens, |x|>1 'esetében divergens. Az x=1
helyen a sor divergens (x =1 -nél a harmonikus sor adédik), az x = <1 he-
lyen pedig feltételesen konvergens (-In 2 sora adédik). E hatvénysor telaf”
 a konvergenciaintervallum egyik végpont]é.ban divergens, a mégikban felté~
telesen konvergens, a konvergencmtartomény belsejében pedig abszolut
konvergens.

k

A ’ o= X
L 73

k=1 k

sor konvergenciasugara szintén r =1, mivel

n+l 2
. X n

lim |——77
Nt

=|x]

[

(1) X

8 igy a sor |x f<1 esetében konvergens Ix|>1 esetében divergens.
A konvergenciaintervallum: «végpont]alban is abszolut konvergens azonban a

= 1 L=k
gor, merta 0 5 valamiﬁt a2 5~ sor konvergens.
=1 k k=1 k
Az 2 .8 4 2n-1 on
1+ 2 X 2 L2, L E e
3 22 3 4 2n-1 2n

3 2 3 2

sor konvergencia-intervallumét a Cauchy-Hadamard tétellel hatérozhat-
juk meg,.

-

, 1
r= I = "1— =2,
o ! lim sup \/ a 5

Hatvinysorok abszolut és egyenletes konvergencifjirsl a kovetkezo tétel
mondhaté ki: -

1

]

I

3

|

t

I

|

]

|

t

|

: 1
n 2

i

! 1

i 3

|

i

I

|

|

|

|

|

|

I

1



II. Tétel

A Z akxk hatvéinysor a konvergenciaintervallum belsd pontiai~

ban abszolut konvergens, s a konvergenciaintervallum minden belso rész—
intervallumiban egyenletesen konvergens. -

(Egy 1 intervallum belsd részintervalluma olyan részintervallum,
melynek egyik végpontja sem esik egybe I valamelyik végpontjdval i4sd
11. fejezet.

Bizonyitis

Legyen x a konvergenciaintervallum belso pont;a, T a konvergencla-—
surdg. Ekkor |x|<r és igy |x}<r <1 mellett a k=0 akr
konvergens. Az I. Tétel bizonyitdssndl elmondott segedtétel kovetkeztében

azonban ebb0l mér kivetkezik, hogy go a.'kxk abszolut konvergens.

A konvergenciaintervalium belsd részintervallumaiban vals egyenle-
tes konvergencia igazoldsira elég megmutatni, hogy 0 < r =T mellett

a sor egyenletesen konvergens a [—ro,ro] intervalggmban. A tétel elsd
A ; . _ . . R k _
épp most bizqnyltott allitdsa szerint ekkor a =0 a.kro sor ab

szolut konvergens, s mivel | x |<r0 esetében

n, < k
a x| Ela fr |,

: : oo
azért a Welerstrass-féle kritérium értelmében  }~ akxk egyenletesen

konvergil a [—ro, r interyvaliumban.

A most hizonyitottakbsl tetsz8leges belsd (x, 4) részigtervallumra
4llitdsunk abbdl kovetkezik, hogy ha -r < -r BxE x ShE r<r,

akkor mivel a hatvinysor -r r] -ban egyenletesen konvergﬁl még
inkibb 41l ez (X, $) -ban

E tételbdl a 22. fejezetben elmondottak értelmében azonnal kivetkeznek
az alébbi tételek
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I Tétel

A konvergencia-intérVall'umban a Z a, X k hatvénysor tsszege foly-
tonos fiigpvény, - k=0

IV. Tétel

A konvergencia-intervallum minden bels§ részintervalluméban a

}: a,kxk hatvénysor tagonként integralhats.
k=0

Meg;egyezzuk még, hogy ha a hatvé.nysor konvergenciaintervallumsnak
pl. x=r vegpont]éban a tagonkénti integriléssal nyert hatvinysor konver-
gens, akkor az eredeti sor a [O r] mtervallumban tagonként integralhats.

V. Tétel

Valamely ha.tvénysor Ss8zege a konvergenclaintervallum belsejében dif-
ferencidlhatd, s a hatvinysor differencislasat szabad tagonként elvégezni.

-BizZonyités
- Mivel az

a +ax+ale+...+ax +... Z x
0 1 2 n a'k

hatvanysor tagonkénti derivéldssval nyert sor maga is hatvinysor:

. n—l
a, +2a X+... +nanx Z kakx

1 2 =1

azért a fliggvénysor tagonkénti differencidldsra vonatkozé tételt alkalmaz-
hatjuk, ha igazolni tudjuk az aldbbi 4]1it4st:

Az eredeti hatvdnysor konvergenciamtervallumﬁban a tagonként derivélt
sor is konvergens,

Fekiidjék ugyanis 'x a konvergenciaintervallum belsejében és vilasszuk
meg az I szémot ugy, hogy még az is a konvergenciaintervallum belsejé-

be essék és fennslljon az |x |<r (_l_x_i_ <1) egyenlGtlenség.
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[ ]

k .

Ekkora 3 akro sor konvergens, tagjai tehdt zérushoz tartanak, s
=0

igy korlitosak: n
: |a |r <K.
nlo

A tagonkénti derivédlissal nyert sor n-edik tagja

-

n-1 n-1 xn"1 u 1 X .n-1
na-x =na r =nag r — (—} .
n n o n-1 n or r
r o 0
o
tehét e tagokra a kivetkez8 becslés adhats:
n~1l, < L x| n-1 K n-1
na X =nK-— (—“—r ) =5 n4q .
o ] o
ahol < Ix |
= = —
0=gq - 1.
o

oo k~ oo -
A ¥ Ik ay X t I sornak majordnsa tehita  }_ LS qk ! sor.
k=1 i

k=1 o
E sor q =0 esetében nyilvin konvergens, ¢ >0 mellett pedig pozitiv
tagu, alklmazva tehit konvergencidjinak vizsgflatira a D’ Alembert~féle
kritériumot.

n
m+l) q — o+ .
n-1 n 4 a=1
ng
= K k-1
ad6dik, vagyis a majordns X .~ ka sor konvergens 1évén,
k=1 o

a tagonkénti derivéléssal nyert sor is konvergens. Ezzel &llitisunkat iga-
zoltuk,
|

= ok = k
A ) a, X" &3 a tagonkénti derivéldssal nyert J_ ka, x g

k=0 k=1
hatvénysorok konvergencia-sugarinak egyenl8ségét a Cauchy-Hadamard

1

genciasugaré.g r-rel, a derivilt-sor konvergenciasugarat g’ -vel.

Mivel lim \/ n=1, és kinnyen beldthat6, hogy lim sup +/ N
n

lim sup /] 2]+ & Cauchy-Hadamard tételt mindkét sorra alkalmazva
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. _ 1 _ 1 _
lim sup \/ n| a | lim sup n/janl

adsdik, és ezt kellett blzonyita.nunk

A most bébizonyitott tételgk segitségével sok fliggvényt €l§ tudunk Allitani
hatvanysor Ssszegeként. Igy pl. tudjuk, hogy ~l=x=<1 esetén

1
1-x

) 2 n :
14x4+x ... +%X +... =

Integraljuk ezt a sort 0 &s x hatdrok kozott; ha | x|<1 , akkor az integ~
rilds a 1V. Tétel érttlmében tagonként erégezhetEi-

Xz X3 X X
X+ = ..+ . —— di= | -In{i-t) =
n-+l 0

= ~1In{l-x) , (| x|<1 I

A kivetkezG hatvénysorra jutottunk tehat:

. oo xk )
“-In(l-x) = Z - r konvergenciasugér: r=1.
k=1

E sorban x helyett (-x)-et téve és (-1) -gyel beszorozva: a kovetkez8
hatvanysor adédik: ' , ’
x2 x3 = " k-1 xk
1n(1+x)=x-—é—+—é-— —+...=Z (~1) <
: ’ k=1

konvergenciasugir: r=1, )
Az utoljbra felirt hatvanysor még aZz x =1 helyen is konvergens:

1 1
In2 —_1-2 + 3—+..

Arra az eredményre, hogy e numerikus sor 6sszege In 2 ugyis eljuthat-
) o R

tunk volna, hogy az - L (—I)kxk hatvinyzort a E), 1] inter-

1
14x k=0

vallumban integraltuk velna tagonként, ami megtehetS, mert a tagonkénti
mtegré.lﬁssa.l nyert sor az X = 1 helygn is konvergens

Az 1-x +x4 -, . g= —x hényadesu) geomeiriai sor]x <1,
azaz |x ]<1 esetében konvergens és Ysszege:

- 222 -



oa
12. =1—x2+x4-+...= 2 (-l)kxzk
14x . k=0

E hatvinysor konvergenciasugara r = 1, E sorbdl |x |<1 esetéhen tagonkénti
integraldssal

X
1 X
> dat = [arc ig t] =
0 1+ 0

'x3 XS oo 2k+l
=arctgx=x-—3—-+ —-—5—-+...=£ (1) Sl

ad6dik. E hatvinysor konvergenciasugara is r=1. E sorfejtés is konver-
gens az X =1 helyen

SRR U |
arctgl = 1 1—3 +5 +...

(Az utébbi sor ui. nyilvdnvaléan konvergens, s ebbfi kovetkezik, hogy
szabad az — 5 Osszegil hatvénysort [0, 1]-ben tagonként integralni.

14+x
k1 1
Az mtegrélé.s elvégzése utdn adddik, hogy Z (~1) kel Osszege
arctgl= -——)
Egészen hasonld szdmitdssal nyerhets az
1 2, .4 | = 2k
5 =14x +X +.., = Z X y x|=1
o 1-x k=0
hatvinysorbsl
. ,
b
J 12 at = [% In '11%'] -
A 1~ ’ 0
1 14x x3 'xs QZO x2k+1
=oIn —=— =x4F— =4, ., = s |x <1,
2 1-x 3 5 = %e
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E hatvAnysorra ugy is eljuthattunk volna, hogy In{l4x) é&s In(l-x) Gsszegii
el6bb nyert hatvinysoraink % ~-szeresét kivontuk volna egymésbol.

A most taldlt hatvinysor segitségével szdmitsuk ki In 10 értékét.
(Az In (14x) Osszegil hatvinysor logaritmus-értékek kizelitd kiszamitisa-
ra nemigen alkalmag, hiszen e hatvinysor csak |x |<1 és x=1 esetében
konvergil, emellett igen lassan konvergil, mint arra pl. In 2 kizelit§
értékének kiszdmitdsdval kapcsolatban a 20. fejezetben utaltunk.)

Nem szémitjuk ki kézvetlenil 1n 10 értékét, mert ha az 21 In ll'!;-}:- .
Usszegil hatvinysorba az iiz = 10-nek megfelels x =—i—51)- értéket he-

lyettesitendnk, mivel ez az érték igen kizel esik mér a konvergenciatar-
tomény hatdrshoz, a sor igen lassan konvefgé.lna, a kizelitd szdmitdshan
igen nagy indexii részletisszeggel kellene szdmolnunk. Célszerii ézért g
kovetkezd Atalakitdst alkalmazni:

' 5. 3 - k]
ln.10—-1n (8. 4)—1118+1n‘1E 3In2+In 7

Minthogy az
1+X - - e, — !—1
Tx Y egyenletbdl x vl
azért 1
Yy = 2, ha X= ‘5‘ .
=2 =1
y=7: ha X= g -

Ahhoz tehdt, hogy In 2, ill. In g értékét (ezek segitségével pedig 1n 10
értékét) kozelitfen kiszdmithassuk az

. 3 5 7 9 11
2 7 1=x 3 5 7 9 N

hatvanysorba az x = -1?: , dl. x= 91- értéket kell behelyettesiteniink,
Ha az egyes tagokat 0t tizedesjegyig szimitjuk, a kivetkezSt nyerjiik:
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~ 0,33333,.

=~ 0,01235,

o=
l:-ﬂ gln—d wim
R

1
el 0,00082 ,
) _
= T © 0,00007 ,
1 1
9 Togsg  ~ 0.00001,
1
S22 = 0,34658
azZaz
In 2 = 0,69316,
M4srészt .;. ~ 0,11111,
1 1 :
5 ® 2 0,00046
1 5
3 In 7 = 0,11157,
azaz 5
in 7 =x 0,22314,
és mivel '
SIn 2 = 2,07948,
azért

n10=31n2+1n g ~ 2,30262 .

A szémitisndl elkivetett hiba egyrészt a kerekitéseknél végzett hibibdl,
masrészt s maradéktag elhagydsibsl eredd hibdbsl tevidik dssze.
' -5

—12.—1n 2 kiszémitésnsl a kerekitésnél elkbvetett hiba legfeljebb 5 . —;-10 ,

a maradéktag elhagy4sabol eredd hiba:
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=1 (L1 _ 1 113 1,111 1 1 _
IRnl_lll (31 + 13 (3) +... l<_“11 (3) @+ 32f—34 )=
1,111 1 1 1 1 .5
ETREL = < <<.107
11 '3 1- 1 3988 3992_ 9
,32

A 31In 2 kiszimitisandl elkivetett hiba tehdt:

5 . -5 1 . -5 -5
=, =.1 =18. .
H < 6(3, 10" +2.107)=18. 10

-;-ln % kiszfimitds4nal a kerekitésnél elkivetett hiba legfeljebb

2 %— - 10 °, a maradékiag elhagy4sab6l eredd hiba:

si_lL,15.1 17 1,15 1 1 L
an[-I-s-(g) ) e < (P a4 T Feee)
| 9 9
y Q- 9°. 5. 80 9°.3. 80
o2

Az In % kiszAmit4sanal elkovetett hibfira tehét a kovetkezd becslést

nyerjik: ~ _ - -
H2< 2(%. 107 +1(}5)=4.105 .

A kBzelitd szAmitdsunknal elkivetett hiba tehst legfeljebb

5

18. 1077 +4. 107° = 22,107 .

Az itt talflt becslés viszonylag tul nagynak adja meg a hiba értékét, ot ti- -
zedesjeggyel szdmolva ugyanis In 10 helyes értéke 2, 30259 volna, vagyis
a szfmitdsunknil elkivetett tényleges hiba < 4, 10-5,

A természetes és a 10 -es alapu logaritmusok egymisra vald dtszidmi-

tisindl szereplt —-1;]:-1-6— tényezd pedig kbzelitSleg

1

W R 0,43429 = 0,4343 -

nak adédik,
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3 5 7

(%) arctgxﬁx-x—s—+§g— —-’%—+—... (|x]<1)

hatvinysor segitségével szdmitsuk ki kizelitGleg 7 6rtékét. Ismét nem
szémitjuk ki kbzvetlenil arc tg 1 = -2 &rtékét, mert az x=1 helyena
sor ugyan konvergél, de igen lassan, ezért célszeriibb igy okoskodnunk:

A
_tgx+tg 5
tglo+4) = = tgoxtg 4
képletet
0€=arctg-;- és 6=arctg %—
~ra alkalmazva l'+ 1 2
- 2 3 6
tg{ot+3) = 11 - 1~ 1,
1-323 -3

azaz . &és f fenti megvilaszidsa esetén

1Y l-‘-'-..}

X+ 4 = .
Ki kell tehft szdmitanunk arc tg Lo e arc tg 1 =4 kbzelit§ ér-
 tékét a (*) hatvanysor segitsegével. Ot tizedesjegy “pontossiggal sz~
molva:

1 _ i1
5 = 0,50000 3 § & 0,04167,
11 . S
= 35 = 0,00625, Ty 0,00112,
L L & 0,00022 L = 0,00004
9 H1z - rTAes 11 2048 ’
1 1 ;
3 “Eies & 0,00001 0, 04283
0, 50648
- .0,04283
arc tg %z 0, 46365
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mig

1 11
- % 0,33333, s 7 = 001235,
1 1 1 1
5 1z~ 0.00082, 7 g ¥ 0.00007
1 L+ 0,00001 0,01242
9 19683 © 7’ ’
0,33416
- 0,01242
& = arc tg :-13- = 0,32174
1
B = arctg 5 = 0,46365
4 = L 0,783
ﬂ 4 77

7 kézelitd értéke tehst
3,14156 .

Szémitdsaink sordn arc tg % kiszamitdsdnsl és arc ig -;— kiszdmitdsdndl -

is a kerekitéssel elkivetstt hiba legfeljebb 5. ‘;-10_5 , arctg —% sorfiban

a maradéktag becslése:

o L ,Ly35 1 117 |__1__1_15 -6
Bl 3 T ey 3P0

ol 11 1,113 1,111 _ | -6
|Rn|“1' 1 (3 133 +"'|< 11 '3 0,

(mivel itt viltakozd eldjelil sorok adddtak, konnyii volt a hibabecslés), a
szdmitisaink sorin elkivetett hiba teh4it ——If—kiszﬁmitésénil legfeljebb

5.107° + 3.10°° + 108 < 6107

. A valdsagban a hiba ennél lényegesen kisebb, mert 7 érteke 8t tizedes-
jegy pontossiggal 3,14159.
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24. TAYLOR-SOR

Az eléz8 fejezet utolss két példéjsban 14ttuk, hogy sokszor igen hasz-
nos lehet, ha egy fiiggvényt hatvinysor ssszegeként els tudunk Allitani, ha
a fiiggvény hatvinysorba fejthetf. Altalsban, ha egy M halmazon egy f(x)
figgvény egyenid valamely

: (- -1
_ clul(x.) + czuz(x) .. +cnun(x) =,..= kZ=1 © g (x)

alaku sor 6sszegével, ahol c;»C 9t Sy cﬁ, ... llandék, akkor a'zt‘mondjuk, -
hogy az f(x) fiiggvény az M halmazon az
ul(x),_ uz(x) s tee g un(x) y sue

fliggvények szerint sorbafejthetd. : :
Az aldbbiakban azt a speciélis esetet vizsgaljuk, amikor az
ul(x), u, ), 0., un(x) » ».. fiiggvények hatvényfiggvények:

1, x, x2, e s & » ++- » Vagyis azt kérdezzitk, mikor 4llithats el§ egy
O
adott f(x) fiiggvény kEO ak-xk aleku hatvénysor Eisszegéként, és hogyan _

kell ezen hatvinysor B egyiitthat6it meghatérozni.

Ha az f(x) filggvény valamely az. x = 0 helyet tartalmazé intervallum-
ban konvergens hatvinysorba fejtheté: :

_ 2 .3 : n
1) f(x)—a0+a1x+a2x +a3x,+ +anx + ...,

akkor tudjuk, hogy ebben az intervallomban f(x) differenciflhats, f’'(x} a
fenti hatvinysor tagonkénti derivalssdval ad6ds hatvAnysor tsszege és az
utébbi hatvénysor konvergenciatartomsnya megegyezik az (1) hatvinysor
konvergenciatartoménysdval (22. fejezet V. Tétel): :

- ~229 -



’ - 2 n-
{2) £ (x) = a, +2a2x +3a3x +... +ﬁnanx + .

E hatvinysor konvergenciaintervallumfban ismét tagonként differenciilhatd
és Osszege:

3) 10 = 2a, + 3.2a%+. .. +n(@-1) anxn 2
és igy tovébb. '

f(x) teh4t akdirhanyszor differencidlhatd. Hatvinysorfnak egylitthatdit
kénnyen kiszdmithatjuk, f(x) és deriviltjainak az x =0 helyen felveit
értéke segitségével. Helyettesitsiik be e célbsl az elSbb nyert hatvinyso-
rokba az x=0 értéket (a 0 helyen mindegyik hatvinysor biztosan konver-

‘gens):

{1} --bll adddik f(0) = a teh4t a =f(0) ,

(2) -bol adédik £ (D) = 2, teh4t a, = £4(0) ,

' 1
- 6di "(0) = = =—fn
(3) -bél adédik {(0) = 2a, , tehit 8, = £ ()
és igy tovédbb, pl.
Py (0y=nla , tehit a = .1_l £ © .
n n n!

A kivetkez8 eredményre jutottunk tehat:

1. Tétel

. Ha f(x) az x=0 helyet tartalmazé valamely intervallumban hatviny-
sorba fejthetd, akkor ez a sor sziﬂ{ségképpen megegyezik az

-

s ' ' ‘ (n)
(%) £(0) + fi(}') x+f1(20|) x2+...+-f——§1— L=

o f(k) 0 k
z k! x
k=0

sorral.
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Definicié

oo (k)
i—LL hatvénysort az f(x) fiiggvény x =0 helyhez
ki

k=0 )
tartozd Taylor-sorinak, ennek j——j'g)-— egylitthatsit Taylor— jyl.itthatok-
nak nevezzilk.

Eszerint tehdt, ha valamely f(x) fliggvényt hatvanysorba akarunk fej—
teni, akkor felirhatjuk f(x} Taylor-sorat, majd pedig megvizsgiljuk, hogy
a Taylor-sornak valéban 6sszege-e, és milyen x-ekre, f(x).

Ha meg akarjuk tudni, hogy egy adott f(x) fuggveny Taylor-sora eld-
allitja-e a fliggvényt (f(x) egyenl8re 2 Taylor-sor Ssszegével), akkor meg
kell vmsgélnunk a Taylor-sor n-edik részletbsszegének:

(k)
T (x) = Z RS (1)
n _ ki

az f(x) fliggvénytSl vald eltérését.

Definicié

f(x) n-edik Taylor-polinomia:

- &
T L f_.ﬁ_z_

f(x) Taylor-sorénak n-edik maradéktagija:

Rn(x)—- f(x) - Tn(x) .
o
A 16. fejezetben megadtuk egy konvergens ): u, sor n-edik ma-
' k=1
radéktagjanak definici6jat. E definicié a Taylor-sor maradékiagjdra adott
fenti definiciéval csak abba.n az esetben egyemk meg, ha a Taylor-sor
fivy -et 4llitja elS. .

Ahhoz. hogy f(x) Taylor- sor:inak Osszege legyen, az bzuksegea tebit,
Togy n -—=o< esetén R (x) zérushoz tartson. E célhil az Rn(x) maradék-
tagot az aldbbiakban olyan {zlrt) alakban allitjuk majd el8, amely gyak-
rzu lohelove teszi zérushoz tartdsdnak kimutatasit.
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IL. Tétel

Ha f(x) 2 0 és x szimok kﬁzﬁtti zért intervallumban (n+l)-szer
differencilhaté , akkor van 0 &s x kBzott olyan Jf hely, hogy

: n (k)
- Rn(x) = f(xX) -~ Tn(x) = f(x) - }: _f__(Q)__ xk
=0 -

ki
) f_(n+1)£ { ) .n#
= X .

{n-+L)!

(4) az un. Taylor-formula a Lagrange-féle alakban irt maradéktaggal.

Bizonyitds

Jeldljitk az x helyet dtmenetileg %, -lal, és tekintsiik a

(%) 8= R@+C £ = i - T (%) +C £

fiiggvényt, ahol C egyeldre tetszbleges 4llands. Mivel

go) =@ -T (O + C.0 f(0) -f(0) + 0 = 0,

g0 =@ ~T. 0+ Co=f0)-©+0

u
o

g"0) =f"0) ~TU(O) + C.0 =f'0) ~f"'(0) +0 = 0,

g™ =) - 'r:‘)' ®+c.o=t0) - ) 10 =0,

vilasszuk az eddig tetszdleges C 4dlland6t ugy, hogy g(xo) =0 legyen,
vagyls :

: ' nH _
f(x)-T (x)+Cx =~ =0

~bb] kifejezve legyen T (%) «fx )
n o o
nH
X
o
- 232 ~
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C ezen megvilasztisa folytin ugyanis
g(0)y=0, ‘g(x°) =0

1évén, a Rolle-tétel értelmében kell, hogy a 0 é3 x  kozbiti intervallum-
ban 1étezzék legalabb egy olyan J‘ 1 hely, ahol g’ {( fl) = 0. Mivel azonban

go =0, g(f)=o,

ismét a Rolle-tételt alkalmazva, kell, hogy 0 és f‘l kozott fekiidjék egy
olyan f 2 hely, melyre g'( f 2) =0, tehit

gho =0, g"(f)=0,

és igy tovdbb. Véglil is van 0 é&s n kizott, tehdt egyszersmind 0 és
X kézbtt olyan fn+1 = f hely” ,” ahol

[ w.90%) g(n+1)

(fy=o0.

Mivel azonban T_(x} n -edfoku polinom, n-nél magasabbrendil deriviltjai
tehét zérusok ( nﬂ ~h61

"= RV 4+ com 1= PV -0 s cpa 1,

(» %) értelmében pedig

g™ gy =N s) vommr =0,

C-t kifejezve adddik:
: - : f(n+1)
© {n#)!

A g(xo) =0 egyenlSség teh4t igy irhaté:
n+l)
1w f' ( §s n+l
g(:xo) = Rabxg) = mayt % "0
azaz

(n+1)
_ . I Sl n+l
Rn(xo) N f(xo) 'In(xo) {n+1)! x,o !
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ahol f a 0 és X szémok kbzé esik, ) helyett x-et irva a tételben -

megfogalmazott 4llitdst nyerjilk. : :
A talfilt (* ) képletet az f(a+x) = f(u) fiiggvényre alkalmazva, és az~
utfn u=a+x helyébe x -et irva a kvetkezSt nyerjiik: ' .
Ha f(x) az a és x helyek kizotti z4rt intervallumban (n+l) -szer
differenciflhat6, akkor f(x) x=a helyhez tartozd {{x-a) haivényal szerint
haladé) Taylor-sora: -

’ It (n)
6 - i) =fla) +—f—1(?1 (x-8) + —%&%x-a;z bl m

n

oo (k)
k=0 )

ill. a Taylor-formula a Lagrange-féle alakban irt maradéktaggal:

‘ (n) (n+1)
G f(x) = f(a) +... + -f-—;l!%L(x_a,n . ’f_(nﬁ)f—]}‘ ™

ahol { az a 6s x kozotti alkalmas hely. “

Az (5), ill. (6) képleteket gyakran més alakban is haszniljuk, a helyébe
x-et , x helyébe (x+h) -t irva ugyanis a kévetkez8 mondhats: ,
Ha f(x}) az x és x+h helyek kzbtti zért intervallumban (n+1)-szer

differencislhats, akkor :

f(x+h) = £(x) + f” (x) B + (%) h2+ + = hn +

1! 21 S n!

f(nﬂ)(x+ P h) n+t

(n=+1)1! h ?

+

ahol 0 < <1, _
_ Ezen utSbbi képlet n =0 esetében a Lagrange-féle kbzépériéktétel be
megy 4t. o : ,

E18bbi eredményeinket alkalmazva irjuk fel az al4bbiakban néhény fon-
tosabb fliggvény x hatvanyai szerint haladé (x =0 helyhez tartozé) Tayior-
sorat és vizsgiljuk meg, milyen x-ekre dllitja eld a Taylor-sor a vizsgalt
filggvényét. ' ' '

1° = eF .
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-Mivel -

xXx =e , n=1,2...,
o Moy =e” =1, 0=1,2, ... ,
a Taylor -sor:
x2 x3 : & oo xk
T+ S+ S +Sr v+ S, s L S
1 ! 1
1! 21 3! n =0 k!

A maradéktag a Lagrange-féle alakban

' (m-+1) Bl
1 £ gf; nl | le} | n+l < e n+l
AT “I @ T e X gy o

n
mert X—I——O » ha n-=—oo . Ezérttehit a Taylor-sor birmely x helyen
elBallitfs az f(x) fiiggvényt: » .

o _k
o = X __ .
!
=0 k!
E sorfejtést felhasznilhatjuk az e szidm kdzelitd kiszdmitdsara:
, oo
e=el= —l-—=1+1+}-—+-1—+-'
. k=0 k! 21 "3t
Ot tizedesjeggyel sz4dmolva: .
1 = 1,00000
1 1, 060000
1
—5! = 0,50000
1
-B_i = 0,16667
1
T 0, 04167
1
T 0, 00833
1
o1 ™ 0,00139
1
'ﬁ =~ 0,00020
1
—8_!- ~ 0,00002
e X 2,71828,
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A kerekitéseknél elkivetett hiba '

H < 3.107° |
mig a maradéktag
' 3 1 -5

N e v
€ e e 2 ——— <
| Ral< ST<%r = 3a = ©° .
vagyis e kizelitd értékének kiszdmit4sinal az elkovetett hiba legfeljebb
4.107°,

Val6jéban a hiba ennél kevesebb, mert e kizelits értéke ot tizedesjegy pon-—
tosséggal 2,71828, szfimitisunkkal egyezfen.

(o]

2 fx)=sinx és f(x)= coé X .

E filggvények is akdrhényszor differenciflhattk, tehdt felirhatjuk Taylor-
sorukat, Vizsgaljuk meg el8szdr, milyen x—ekre dllitja elé ket Taylor~
soruk. ,

Mindkét fliggvény derivéltja +sin x, ill. + cos x, ezért tehst

barmely f -re

f(n+1)(f )I.g 1 ,
s igy mindkét filggvény Taylor-sorinak maradéktagija:

(11+1)!$ ) | I In+1 < 1 n+l

{n+1)1 | (n+1}! ixf " -0, ha n-=oe.

Ebbd] kivetkezik, hogy a cos x &s sin x filggvényt is mindeniitt el&4llitja
Taylor-sora. E sorok felirdsfhoz sz4mitsuk ki a Taylor-egyiitthatékat:.

7,001

f(x) = gin x esetén
- f(0) = sin0=0,
' = cos0=1,
f'0) - = -sin0=0,
) = —cos0=-1,
. . f(4)(0) = sin0=90, sth. -
Altalénossdéghan tehdt
o= o,
(2k+1)

(0) = (- 1)
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tehdt a Taylor-sor i
3 5 oo 2k-+1
X X - k x
SBX=x- S 4 a3, = Ly e
! 1
3! 5! =0 (2k+1) !

(A sor minden x-re konvergens, és sin x -et allitja eld.)

fix) =  ¢c0S X esetén
f0) = cos0=1,
() = =gin0=¢0,
f'0) = -cos0=-1,
f(a) (0) = gin0=¢0¢,
f @ (@) = c¢os0=1, stb.
dltaldnossdgban tehit
f(2k+1 © = o,
21 . k
% 0 = (F,
tehét a Taylor-sor
2 4 o=
X X k
cosx=1-—2'?+—z!- -+....= Z (-1) X

k=0

(A sor minden  x-re konvergens, &s cos x —et éllitja eld.)

2k

{

2k)1

Az aldbbiakban még egy nevezetes hatvinysorrai, az un. binomiilis sorral
fogunk foglalkozni. E sor az f(x) = (L4+x)™ fiiggvény Taylor-sora (X tet-

szdleges valés’--&&m).
Legyer x> -1, azaz (1+x) > 0. Nyilvan

fx) = (140, ) =1,
P = &> T £ (0)= o |,
) =0 (X -1)(L4x)> "2, 100y = ot (x 1) ,

4
1
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vagyis a kereseit Taylor-sor

1+ g, ) 2, XXDX-D)... (Xni) on

1t 21 T n!
Az itt szerepld '

X (XY, ... . {&t-n+l)
nl

egyiitthatot (%‘ ) jellel jeldltjik; pozitiv egész o esetében ez dsszhang-

ban van a binomidlis egyiitthat6k ismert (a Matematika I/1. jegyzet 31.
fejezetében adott) definici6javal. A (0‘ ) egyltthatst most is binomislis

egyiitthaténak , a kapott

sori binomiflis sornak nevezziik,

A ¢élbsl, hogy megvizsgaljuk, el34llitja~e s hol (14)% <t 4 fenti
binomislis sor. negvizsgilhatnénic 2 sor maradékiagjdt. A maradékiag itt
‘ismertetetr Lagrange -féle alarja 4} azonhan nem slkalmas arra, hogy 26—
rushoz vald tartdsdt kimutassuk. Fzért z Kvetkezdképper jarunk el:

a) Megmutatjuk. hogy 1 binowidlis sor !x|<1 esetében konvergens.

Ha « nem-negativ egész s2am, akkor a binomiélisfsor‘fagjai bizonyos
indextdl kezdve ¢-val egyeniok. :gy a sci1 konvergens. Ha . nem ilyen
valds szim, akkor egyik egviitthatrja vem 0. igy a D’ Alembert-kritérium
alkalmazhato a sor abszol w konvargeuciajinak v1zsg§.Latéra.

| f"‘\ n+1 l {O‘w-r._ -
\nat/ ‘\ P o -n . i .
!= i ‘.Q, xi= |51 [gb—=|x]<1, ba D-=eo,-
e ]G
i nf {

vagyis |x|{<1 esetében a binomidlis sor valsban alis‘;'quut konvergells

b) Megmutatjuk, hogy -1 < x<1 eseténa } - ) xk binomidlis

k=0
SOr aZ (1+x)°‘ figgvényt 4llitja eld {a sor Ssszege |x <L ‘ ésetében (1+xfx)_.

‘k

] Jelbljlix a sor 5sszegét egyelfire s(x) -szel:

S(X) )— (k)

|
1
|
1
i
1
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Azt akarjuk igazolni, hogy
st = (14> .

E célbdl el8szér megmutatjuk, hogy s(x) hasonls differencislisi sza-
ballyal rendelkezik, mint (1+x)* . E fiiggvényre ugyanis
(L)’ =™,

tehdt 1 +x) (1 +5) =@+ .

Ehhez hasonléan beldtjuk az
(1 +x) s’ (x) = ot s(x)

Osszefiiggés fennflldsit. Az s(x) tsszegil hatvinysort tagonként deri-
vélva ugyanis

[~=Y k
8’ (x) = > k(i) X-l s
k=1

tehit

: — k-1 e K
L+x)s’(x) = ) k(i) S k(Q{{)x )
k=1 =1

A jobboldali sorban irjunk k helyébe j+l1 -et:

= oy k-1 = Xy J_ = Ly K
kél k() x = ]Eo_(jm (j+1) = lgo(kﬂ) (od *

hiszen mindegy, hogy az 8sszegezési inxexet milyen betiivel jeloljiik.
Ha még a mésodik bsszegben az 5sszegezést k=0 -sal kezdjilk, amit
megtehetiink, mert a k szorzé miatt ez a tag ugyis 9, akkor

oo Xk [>2 k
am s'6) = T o) (S) 4+ T x($) «
k=0 ™ k=0
= kgo [ (k+1) (k+1), +k (k)]x .
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Itt azonban

o=1) . ... .{cxX-=k+l -k
(k-+1) (1‘:_:_1) +k(€(‘) = o{oe-l) oy !(0( Aok (k) +

- o {oX~1) . i{.[. . (o =k+) Kk =

o (ot -1), o (o) o
(D). ... s (OCkH)
k!

T+
= oy - =a-
(k) (ot-k +k) k)a. .

Tehst

= - K
) s = L o (F)x =osx),
k=0

amint allitottuk.
Ezen eredménylinkb8l mér az 8(x) = (1+x) ¥ egyenlOség kinnyen
kivetkezik. Legyen ugyanis .

SSX!

L4

gix) =

Megmutatjuk, hogy g(x) =1. g(x) differenciilhinyadosa ugyanis

, s’ (x){1+x),.c" -3 (x)ox (1+x),°‘ -1 (14x) 8’ (X} -OXs8(x)
g ()= 2K = o H 0
(1) (14x)

az éppen most igazolt egyenléség alapjan. g(x) tehdt £11and6:
gx)=C, 6s igy s(®=Cal+X .
Ezen Osszefiiggésbe x =0 -t helyettesitve

s(0) = (;;)= 1
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folytsn

-

1 =80) = Cl1=C,

tehit valéban

i

8(x) 140,

Azt talfltuk tehit végil is, hogy Ix <1 esetén

1
1
|
i
|
[
]
¥
H
|
1
|
I pan :

! W™= 5 (:)xk . Ixely .
) ' k=0

]

O kiilonbsz8 értékei mellett a binomislis sorfejtésbél killonféle sor-

fejtéseket nyerhetiink. Pl.
& = -1 esetéhen a geometriai sor adddik:

1 = -1, k 2 3 '
= ) ( )X =L -x+x =X +-...
14x k ’
k=0

konvergenciatartomény : | x]<1.

= —-;- esetéhben, mivel

* 1., 3. 5. 1
(__%) (-2)(-2)(-2)-----(-2-D+1)

n!
n
n L35 ....(n-1) _ -n L.3.5. ....(20-1)
= (-1) = =(-1)
o2 ni 2.}.6. ...'.(Zn)‘
L

2 .1 1 1.2 2 1.3.5 3 )

(1) =\[-—1—T-;(---=1---2-x+24 x-246x+-... ixi<t) .

E sorfejtésbe x helyébe _(-xz) -et irva, adédik: -

g 1 . 1 2 1.3 4 - 1' 3‘! 5 i 6
PO E— —_ L — — - ':1\ .
- - =1 + 2x + 2. X + 2 4.6 X 4.... (1)‘! !

E sorféjtést' 0 és x Qx|<i) hatdrok kiizitt integrilva nyerjiik:

_2_41_



X
1 X . 1x3 1.3 x5
—===dt =| arc sin t =arcginx=x + = —— 4 = —
2 f : 2 3 2.4 5
0 1- -0

E sorfejtés konvergens, ha | x|<1.

A fentihez hasonlé médon 4llithatjuk el6 ar sh x hatvdnysorst.

Az itt felsorolt x hatvinyai szerint halad6 hatvanysorfejtések segit-
ségével egyszerii aritmetikai atalakitdsokkal vagy tagonkénti differencidlds-
sal, ill. integrdldssal sokféle sorfejtési feladatot tudunk megoldani. Igy

adédott pl. az elozo fejezetben az x, ill. =2 hinyadosu geometriai sor ]
tagonkénti 1ntegr5.lasé.va1 -In(1-x) és arc tg x sora, majd aritmetikai mii-

veletekkel jutottunk -In{l-x) sorgbs] In(l4x,, ill. éf—ln ll—ix gorira:
oo k '
X

Inl-x) =~ E x konvergenciatartominy: |x|<1,
k=1
Sy k-1 k

In(l+x) = Z {-1) -}:{—, konvergenciatartomény: |x|<1 ,.
=1

1 18 ny xzk—l

Zln = = ' , konvergenciatartomsny: |x]<1 ,

2 1-x 2k-1
k=1
o Kk X2k+1

arctg x= Y (-m — , konvergenciatartoméiny: |x|<1 .
=0 2kl

e~ sorfbél x helyett (-x) —et irva, adddik:

oo k
o o= ) -12]?1—- , konvergenciatartominy:- oo < X<+ oo
k=0

o 65 o \ Taylor-soribél Ssszevonéissal nyerjiik:

X =X o< 2kl
shx= &g-e - Z X , konvergerciatartominy: ~ oo < +e<
2 =0 (2k+1}1 :
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X = = 2k .

_ e +e - b3 : )
chx == Z 91 konvergenciatartomény:

- 0o<X <+ o |,
. 1
A sin x fliggvény x =2 helyhez tartozé ( (x-2) hatvényai szerint
haladsd) Taylor-sorit az {5) képletet a = 2 esetre alkalmazva kizvetlen
szdmoldssal megkaphatjuk. Ennél 1ényegesen ligyesebb azonban a kivetkezd
eljards:

siﬁ x = sin ((x-2)42) = sin(x=~2) cos 2 +cos (x-2} sin 2 .
A sin (x~-2) és cos(x-2) fﬁggvények (x~2) hatvanyai szerint haladé hatvény-

sordra legegyszerlibben ugy juthatunk el, hogy sinu és cosu u hatvinyai
szerint haladé sordt irjuk fel, majd ide u helyére (x-2) -t helyettesitiink:

'u3 u5
smu=u-~- 31 + -‘5—'--+ )
. _ (x-2) (x~2) _
gin(x-2) = (x-2} ~ 31 + 51 B
2 4
=1 5 +L +

CcOoS U 21 4l ;

2 - 4
cos(x-2)=1- (x=2) +J§_2) i

21 41

E .sorfejtéseket a sin x felbontisét szolgiltatd fenti képletbe behelyette—
31tve a kivant sorfejiésre jutunk:

:5

sin x = cos 2( (x~2) - (X3 !2) + (x—25)! -+... ) +
2 4
: (x-2) (x-2)

4+ s8in 2 (1 - 21 + ’x -4+... ) .

Az f(x) =\fe ® fugg'vény x = -1 helyhez tartozé ( (x+1) hatvanyai
szerint haladé) sorfejtésére pl. igy is eljuthatunk:

X xH 1 1 X
\/ex= 2 2 —2=e"2 (1+——+—E+—-3—+ ‘) | =
@ e 21 31 u x+
..l 2 3 n 2
- 2 a+ X2 . (x+) +(x+1) + + x+l r.0)
_ 5 5 3 N N

2%.21 27,31 2.nl
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Az ix) = 13:"2’:‘ filggvény x hatvinyai szerint halads sorfejtését az

alébbi 4talakitdsok utdn konnyil felirni:

1
1-2x

b |
+
o [~3
L\DIH
N|-1

M +ox+22 .. 120 )=

34+Tx+7. 250 +7. 05 +... +T.28 L8,

1
1-2x
egy 2x hinyadosu geometriai sor sszege, mely |2x] <1 esetében kon-
vergens.
E feladatok sorén és a kovetkezd fejezet példai sordn is l4tni fogjuk,
kozelitd szdmitdsok soran sokszor szilkséges egy figgvényt hatvinysor ,
tsszegeként elddllitani. Célszeril ezért a kivetkez8 elnevezésben megflla-

podnunk:

A sorfejtés konvergens, ha [2x|<1, azaz |x|<-1- , hiszen

Definicié

Az f(x) flggvényt az a pontban analitikus fliggvénynek nevezzik,
ha az a paont valamely kérnyezetében el4llithats az (x-a) hatvinyai sze—
rint haladé hatvinysor 8sszepeként:

oo

fx)= a 4&_(x-a) ¥... +2a {x-a)n = Z a.k(x-a)k
o 1 n
: k=0

A filggvényt valamely nyilt intervallumban analitikusnak nevezzilk, ha
2 nyilt intervallum minden egyes pontjdban analitikus a fiigovény.

Az 1. Tétel értelmében a fenti hatvanysor f(x) x=a helyhez tartozé
Taylor-sora.

A hatvénysorokra vonatkozd tételekbdl folynak az analitikus fliggvények
kévetkezd tulajdonségai:

valamely nyilt I intervallumban analitikus f(x) ggggénmek

a) _van teiszés szerinti rendszimu differenciﬂhﬁnyadosa,

b) az % (x) . differenciilhdnyadosok is mind analitikys figevények,

c} az f(x) figgvény minden x € I pont kornyezetében Taylor-sorba
e}thetﬁ
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Definici6

Az f(x) fiiggvényt egész filggvénynek nevezzilk, ha a (-co , + o)
intervallumban el&4llithats

sy K
fx) = ) x
oo X

hatvanysor alakjdban. .
Ha e sor egyiitthat6i minden elegend® nagy n értékre zérussal egyen—
16k, akkor f(x) polinom. Az olyan egész filggvényt, amely nem polinom,

transzcendens egész filggvénynek nevezziik.
Transzcendens egész fiiggvény pl. eX, gin x, cos x.
Nyilvanval6 a kovetkezd 4llitds:
Barmely egész fiilggvény a (- o= ,+ oo} intervallumban analitikus

fiiggvény.
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25. A HATAROZOTT INTEGRAL KOZELITS KISZAMITASA
SORFEJTES SEGITSEGEVEL

Egyes hatdrozott integralokat primitiv filggvény segitségével nem
tudunk kiszdmitani, mert a kérdéses filggvény primitiv fiiggvényét nem
tudjuk zdrt analitikai kifejezés form4jdban eldsllitani. Dyen fiiggvények

X .
1 e Sin X
pl. = . =

llyen esetekben az integrandusz sorbafejtésével és a sor tagonkénti
integréldsival szdmithatjuk ki kizelitSleg a keresett hatdrozott integral
értékét. (Ezen okoskodds természetesen csak akkor alkalmazhats, ha az
integricids intervallum részintervalluma a sorfejtés konvergenciainterval-

fumémak, }
Példaként szimitsuk ki
1
X
j e -1 dx
x
0

értékét négy tizedesjegy pontossiggal.

e Taylor-sorfbdl az integrandusz x hatvényai szerint haladé hat-
vanysoréra igy juthatunk el: .

X x> &
1= +x+—FT+.0. + —— +... -1=
© ( 2! - nl )
2 n
= X, + = 4 :
X + a7 e o cee oy

és itt x-szel végigosziva adddik:

X n-1
e -1 _, L 2L .
X 21 T n!

+ ...

E hatvinysort, mely minden x-re kon#érg;ens, [0, 1]_ C (oo, +00)-
-ben tagonként integralhatjuk: '
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11 1
21 2 " n

——

E sor Gsszege négy tizedes pontossiggal:

1 = 1,0000
% % = 0,2500
-?%I— % X 0,0556
—tlﬁ i & 0,0104
%—1 % A 0,0007
%—!— % A~ 0,0002

1,3179

A kerekitéssel elkovetett hiba < 4, % . 1()'—4 =2, 10“4 . 8 BOr mara-

déktagija:

1111 L1, 1 1 ~
RH_ 71 7 + 81 8 +-..<»7! 7 (14‘8 +82 Foe)=
=1 1 1 <« 1 __ - -4
T 1 so000  »°- 10 .
1 p—
-3
A szfmitdsaink sordn elkovetett hiba tehst legfeljebb 2,5 10”4

1

X
J £ ax=1,3179 % 2,5. 107 |
0
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Ugyancsak sorfejtés utjan lehet klszémltani a kovetkezO problém4ban
szerepld integralt:

Fiiggbleges sikban fekvd korpidlydn mozogjon (surlodis nélkil) egy tomeg~
pont a nehézségi erd hatdsa alatt (un. matematikai inga). ot <% kilengési
szbg esetén az £ hosszuségu inga egy teljes lengésének idejét a kivetkezs
integral adja:

_a L 1
T =14 2g [ \'?cosgo-cos“ de,
0

ahol g jelenti a nehézségi gyorsulést.
Végezzik el az 2aldbbi 4talakitdsokat:

I= _1 dgp = — de =
- \/cos p— coset # : \/1-coso( ~(1-cos ) ¢
0

Végezzik el a kivetkezd helyettesitést:

N S -
smz—smzsinu,

o
2 8in— cos udu

dep= —2 sin X cos udu= 2 s
] £ 2 2 & 2
€05 79 \/1— sin Y 8in” u
integrilunk tehit:

Vi

Z 2 sin & COsS U
._1.._. = 2 d =
\/—f sin 2 & sin2 \/ 'n2 —Q(--—sin2 L. sinzu ’

0 2 s Ty 2 ,

du

\/1_—sin2 -92‘- sinzu
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Minthogy itf bdrmely u mellett
<

sin -?"—\ <1,

sin = sin u
2 2

- o
azért az integrilandd fuggvényt konvergens x = sin2 > sm2 u hatvanyai
szerint halads binomidlis sorba fejthetjiik: -

1 _ 1 -2 o 2 1.3 4o 4
\/ .20‘.2—1+zsm Zsmu+2'4 sin 2sinu+
1-sin -Esmu

1.3.5 6 6
2.4, 6 2 .-

+

E sor u mindén értékére konvergens, birmely intervallumban pedig
egyenletesen konvergens, hiszen majorinsa az .
1 .2« 1.3 4 o 1.3.5 6 ox
1;|-2$m 2 +2.4 sin > +24.6 sin 2 ..
konvergens sor. Tagonként integrathatunk tehst:

i

L%

sinzu du +

S o)

7

2
du = du+lsin2-o—(—
2 2

0

\/ L2 o 2
. 1-sin —E-smu

O;"‘——-_‘N‘l
I

+

s

2

1.3 4 o | 4

5.4 sin 2jsin udu +....
0

Az integrilokat kiszdmitva, adddik (4sd 7. fejezet):

7
2
du _F 1.2 2o 1.3 2-4_°L
\/ o3 2z &t () s (S7) sin T
1-s8in Tsmu
0 o882 6 X
"o a6 moTy
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Végiil tehat

A, -t L =
T=4,/ ZEg ey ) =2 ﬂ\/ (v
= ’”J @ +(5)? {5

5 2 .6 o
.48 S

2 __4ex
} sin 2+

X3 Lo
o oo

.

.|:

1.3
-y .o ).

Kicsiny ot esetén'a sorbél elég az olsd tagot figyelembe venni, igy nyéf-
juk az Ismert kbzelitS képletet: ' C

T = zfi'\[——— .
g
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26. A TGBBVALTQZGS FUGGVENYEK FOGALMA; KETVALTOZGS
FUGGVENYEK SZEMLELTETESE

a) Tébbviltozds fliggvényrsl beszéliink, ha valamely mennyiség értéke
tobb fiiggetlen valtozs értékétdl fiigg. Pl valamely géz nyomisa filgg a hé-
mérsékletts] és a giz térfogatitsl; :

a gz h8mérséklete fiigg az id6t51 és a helytbl; vagyis az id8t8] és valami-
lyen térbeli derékszbgii koordinitarendszerbeli koordinstaktsl;

a Thomson-képlet értelmében a rezgSkirben keletkezett elektromos rezgés
frekvencidja a rezg8kdr kapacitissis] és tnindukeisjatol fiigg;

a vezetSben folys dram munkija fiigg az dram intenzitdsdtsl, a fesziiltagg-
t6l és a munkavégzés idejétdl; stb.

Az itt emlitett fiiggvények koziil az els8 6s harmadik kétvaltozés fiigg~
vény (a fligg8 viltozd két fliggetlen viltozs fliggvénye), a negyedik hirom-
véltozds, a mésodik négyviltozds fiiggvény.
: A kétviltozds fliggvényeket rendszerint az f(x;y) , vagy f(xl,xz), a

hércmvéltozdsokat az f(x,y, z) vagy f(xl,xz,xs), 4ltaldban az n-viltozds

fliggvényeket az f(xl,x . xn) jellel jeloljik.

2" : _
A fent felsorolt fiiggvények esetében p=f(T,V) =¢ -% (c 4lands, T

a hmérséklet, V a ghz térfogatinak,p a giz nyomésinak mérb’széma) s

T=1(t,x%,¥,2) (x,y,z helykoordinatik, t az id8 mérdszdma, T pediga

homérséklets), V =f(L, C) = ——-E-j—?,-l—i\[—-—a- - (L az Onindukeié, C a kapa-

citds, v pedig a frekvencia mérSszima), L=fLU,t)= LU.t({I az
iramintenzitds, U a fesziiltség,, t az id8, L. a munka mér8szdma).

. b) Az y=1f(x}) alaku egyviltozds fiiggvényeket Sltaldban egy, az XY
sikban fekvd esikgtrbével tudtuk szemlélietni.

Hasonl6 médon szemléltethetd a z = i(x, y)' kétviltozos fiiggvény is.
Valamely térbeli derékszogii koordinitarendszerben az XY sik egyes
(xo,yo) ‘pontjaiban &llitott merfﬁegesgkre felmérijiik a z = f(xo, yo)

filggvényértéket. Az igy nyert pontok 4ltaldban egy felileten helyezkednek
el, amelyet a z=1f(x,y) fiiggvény képének tekintiink (30. 4bra).
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zZy Z=/7y)

| Zp=/740.Yp)
l L —
VY
_______ v
(s Yp)
A
30, dbra A

A fenti okoskod4sunkban a filggetlen véltozék egyes értékrendszereit a
sik pontjaival dbrazoltuk; a kétvaltozés fiiggvény - ugy mondhatjuk - e sik
pontjaihoz rendel filggvényértékeket. Kétvaltozss filggvények igy is fellép- .
hetnek a matematika alkalmazdsdiban, pl. ha egy hivezetS lemez hmérsék-
let eloszldsat vizsgaljuk, akkor ezt egy olyan fliggvény irja le, amely meg-
adja a hdmérsékletet a hely (vagyis a sikbeli pontok koordinitdinak) fiigg-
vényeként: t = f(x,y) . Gyakrabban fordul azonban elS az az eset, hogy a
fiiggvény két fiiggetlen viltozéja mést jelent, pl. hdmérsékletet és térfogatot,
vagy kapacitdst és onindukcitt, a fejezet eiején felsorolt példiknal maradva.
Oyenkor is tekinthetjilk azonban a két fiiggetlen viltozét sikbeli (TV, ill. LC
sikbeli) koordinitdlmak a szemléletesebb kifejezésmdd kedvéért.

Feliileteknek - mint kétvaltozés fiiggvények képeinek - vizsgilatit meg-
konnyithetjiik azéltal, hogy el8allitjuk a feliiletnek a koordindtasikokkal, ill.
az ezekkel pirhuzamos sikbkkal valé metszeteit.

Pl 1° z= a%® +by? |

Sikmetszetek:

z=0, aP(0,0) pont;
2 2

7= az xz + y2 “= 1 egyenletii ellipszis, ill. az=b2 esetében
c e kbr;
2
a.2 b
22 .
x=0, a z=by egyenleti parabola,

22

x=d, az= (azdz) +by egyenletii parabola (vagyis az el3bbi

parabola a Z tengely irinyiban tnmagi-
~ val parhuzamosan (azdz) ~tel eltolva,

2
y=0, az= azx egyenletil parabola,"
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T x=e, g g= azx2 + (bze2 ) egyenietii parabola (vagyis az el&bbi
parabola a Z tengel ! irényiban dnmagi-
" val pirhuzamosan (b -tel eltolva.

Az 8brizolissal nyert feliilet neve a # b esetéhen elliptikus paraboloid,
a.2 = b2 esetében forgisi paraboloid. (31. 4bra).

| z
2? z= a2x2 - bzyz .
Sikmetszetek: ‘
. . _ !

z=0, az y==+ 5 X egyenespir, |"

1{2 2 !
z=c¢, az ——-.—— = 1} : ’y

c e

2 2

a b
egyenletii hiperbola, melynek un, valés
tengelye ac>0eseténazy=0,c< 0 X
esetén az x =0 egyenes, : 31. 4b
aszimptotdinak egyenlete y= + % X, oi. abra

22 .
x=0, az=-by _ egyenletil parabola,
z 2 ) 244 by
x=d, a z= (azdz) - bzy egyenletil parahbolz (vagyis az el6hbi para-
: bolaa Z tengely 1r§.nyéban dnmagéval
parhuzamosan a2 d2 —pel eltolva,

y=0, az= azx egyenletu parabola, . )
y=e, a z= 2 (b e ) egyenletil parabola. (vagyls az eldbbi para-

bola a Z tengely irdnyfiban nmagéval
pArhuzamosan -(bze }-tel eltolva.

Az fbrizolsssal nyert felillet neve_hiperbolikus paraboloid. (32. 4bra).
Az elGbbihez teljesen hasonld okoskod4ssal adédik, hogy a

z = -azxz’ +bz-y2 egyenletil felillet is hiperbolikus paraboloid.

. - 2 ]
3° ' z=ax+by +c,. a# 0, b¥ 0,
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7z / : Sikmetszetek:

z=0, az x=—E 2_¢
' a ¥ T3

_egyenletii parabola,

_ b 2 ¢ d

z=d, az X==- -y -—+—=

o a a a

egyenletil parabola (vagyis az
eldbbi parabola az X tengely

irény4ban 6nmagéval parhuzamo-

san % —val eltolva),

x=0,'s;. z=by2+ c

egyenletli parabola,
32. 4bra

XxX=e, a Z= byz +c +ae egyenletii parabola (vagyis az elGbbi para- -
bola a Z tengely irdnyfban Snmagéval
parhuzamosan ae-vel elidlva),

y=0, a z=ax+c¢ egyenletii egyenes,

y=f, a z=ax+c+ bf2 " egyenletii egyenes (vig, 75 az elSbbi egye~
nes a Z tengely iranydban tnmagdval par-:
huzamosan bfZ -tel eltdlva). |

Az Adbrdzoldssal nyert feliilet 7
neve: parabolikus henger. 9 ’ ,\J\
(A 33. dbrdna z=ax +Dby +c
egyenletii feliiletet szemléltettik
a>0, b>0, ¢ >0 mellett.)

Az el 6bbihez teljesen ha-

sonlé okoskoddssal adédik, hogy .
a z=axZ+by+c egyenletii feliilet
is parabolikus henger.

4° z= ax+by+c, a#0, b#0 .

A fenti egyenlettel megadott felii-

let - mint azt mér korédbbi tanul-

ményainkbsl tudjuk - sik. Valéban A

a sikmetszetek: -. . 33. dbra
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z=0, az y=-_ X- egyenletii égyenes,

3E

o

o =e

X -

ol TR

z=d az y=-

=g f=H

egyenletii, az elSbbi egyenesbdl pé.rhu.za—-
mos eltoldssal nyert egyenes,

o

x=0, a z=byt -egyeﬁletii egyenes,
x=e 'a z=by+c+ae egyenletil, az el6bbi egyenesbdl parhuza-
mos eltolissal nyert egyenes,

y=0, a - z=ax-+c egyenleti egyenes,

y=£f a z=ax+c+bf egyenletii, az elGbbi egyenesbdl parhuza~
mos elfolissal nyert egyenes.

a=0 esetében a ZY koordinitasikra merGleges,

b=10 esetében a ZX koordinitasikra merfleges sik egyenletét adja meg
z = ax+by-c. ' '

Megjegyezziik még, hogy felﬂletélmek‘ sikmetszeteik segitségével térténd
megrajzolasit olyan esetekben is szoktuk alkalmazni, amikor a feliilet
egyenlete nem z = f(x,y} hanem  F(x,y,z) =0 alakban van megadva.

2 2 2

Pl. 5° l _+x—+z -d2=0.
2 2 2
a b ¢
Sikmetszetek: 9 2
z=0, az % + J =1 egyenletii ellipszis (az=b2 esetében kor),
2.2 22
ad bd
» 2 2
z=e, (je] < ledl), az & =1 egyenletii ellipszis (itt)
2 2 2 2 ;
. abD b’ D
2
D2 = d2 - —e-z——) , amely az el8bbi
c

ellipszisbl az X és Y tengelyek
irdnyaban térténd (réviden x és y

irdnyu) Iﬁ-}; -szeres nyujtissal
9 Z2 adodik, )
x=0, az y2 5 +. - ) =1 egyenletii ellipszis (b =¢c esetében

bd ©ocd kor},
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>22. ” £

2
x=f, az —¥— 4 =1  egyenleti ellipszis (itt F2=d°> ——),
2_2 2.2 2
b'F cF - . a
amely az clobbi ellipszisbdl y és z
b3
irdinyu l%; : -gzeres nyujtissal sdddik,
2 2
y=0, az X, , 2 =1 egyenletii ellipszis (a.2 = 02 osetében
2.2 2.2 ot -
ad . cd kor),
-x2 72 2 2 2
y= g, Az + =0 =1 egyenletii ellipszis (itt G~ =d - £ )s
2.2 22 2
-a G c G ) b

amely az elShbi ellipszisbdl x 6s =z

frényu [—(-;-: -szeres nyujtissal adsdik.

A felillet neve: ellipszoid, a.2 = b2 = c2 esetében gbmb, (34. &bra.)

34. 4bra

9 o
al=p? # c2, vagy bt = 02# 32, vagy ¢ = a® # b2 esetében forgisi

ellipszoid.

o x2 2 z2 2
6 DX X _Z_ d° =0.
2 2 2
a b c
Sikmetsi_etek:
) 2 2
X y . . 2 2
z=0, az + = 1. _ egyenletii ellipszis (a” = b esetében
. 2.2 2,2 o T -
. ad b'd kor),
2 2 . ’ 2
Sy = X Yy . : : 2_2 e
z=e, Aaz 2 3 t 2 o 1 egyenletii ellipszis (itt E” =d + 02 )

* azaz [EPidD), amely 7 lelt’ibbi ellip-
szisbdl x és y irfnyu [q] ~Sueres nyuj-

- tassal adddik, )
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x=0, az y_ . Z— =1 egyenletil hiperbola,
2.2 2.2
b'd cd
2 g2 5 2 £
x =1, az _12—5 aaecar i 1 egyenletii hiperbola (itt F =d _—E)’
afl<leah PF T ; 2
amely az el8bbi hiperboldbél y és z
irdnyu IEL -gzeres nyujisssal adbdik,
9 9 lal :
y=0, a4z x z =1 egyenletit hiperbola,
2.2 2.2 )
ad cd
:n:2 z2 2 .2 2
y=g, az - =1 egyenletii hiperbola (it G =d —-&—),
2 2 2 2 2
a G ¢ G b
(g} < |pdl) amely az eldbbi hiperbolébsl x &s z
irdnyu {%—“ -szeres nyujtdssal adodik.

A feliilet neve: egykiipenyi.i' hiperboloid {35. Abra), gpeciilisan a.2=b2 ese—
tében egykopenyil forgési hiperboloid.

Az elfbbihez teljesen hasonld okos-

kodéssal adédik, hogy az z l
2 2 2
X X 7 _dz =0
2 2 ’
a b c
- xz 1?_ z2 2
s Sty Ty 4 =0
a b c

egyenletil fe’lijlét is egyktpenyii hiper-
boloid.

o x2 1_2_ z2 2
L T T S
a b c
Sikmetszetek: 35. Abra
2 2 '
z=0, az - —¥— =1 egyenletii hipeibola,
2.2 2.2
ad bd
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2 2 ' 2
zZ=e, .az 2x 3 —xz-—z =1 egyenletii hiperbola (itt E2.=d2+——ez—,
c

azaz |[E|>|dl) , amely az elSbbi hi-
perbol&bsl x 6s y irfnyu

—I-]g—;- -szeres nyujtissal adodik,

X =0, nincs sikmetszet, )
2 2

2
x=f az —% + —P— = 1 ogyenletii ellipszis (itt Fo= = - d?),
2.2 2_2 ] 2
(1£1 > |adl) b'F ¢ F a
b2 = c2 esetében kér,
XZ z2 -
y=0, az - =1 egyenletii hiperbola, .
. 2.2 2.2
a cd.
x2 z2 | 2 .2 gz
y=g, az 5 2' - —5 5 =1 egyenletil hiperhola (itt G "=d“+ 5

aG c G b
- |G| >|d|), amely az el8bbi hiper~
boldbsl x és z irdnyu Iﬁl—; -szeres

nyujtdssal adddik.

A feliilet neve: kétkSpenyii hiperboloid (36. dbra), specidlisan bz=c2
esetében kétkopenyli forgdsi hiperboloid.

// 7
AN

36. 4bra.
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Az elGbbihez teljesen hasonlé okoskodsssal adddik, -hogy a

Y 2
- + -d =0
2 2 2 ?
a b c
ill. xz _12_ Z2 \
STy tg g =0
a b c

egyenletii feliilet is kétkpenyii hiperboloid.

22 22 2
ax +by -z

8. = 0.

Sikmétszetek:

z=0, a P(0,0)} pont,

2 2
Z=¢, Aaz xz + -y—z- =1 egyenletii ellipszis, 3.2 = b2 esetében
c e " kior, melya z=1 sikmetszetként ad6dé
a2 b2 ellipszisbdl (kérbSl) x és y irfnyu

c-szeres nyujtdssal adédik,

x=0, a z=+by egyenespir .

2 2
x=d, a . Y_ = egyenletii hiperbola, melynek un. valés
2.2 2.2
ad ad - tengelye az y =0 egyenes,
2
b

y=90, a z=+ ax egyenespir,

2 2 : :
y=e, a = - = egyenletii hiperbola, melynek un. valés
22 22 . .
b’e b'e tengelye az x =0 egyenes.
2
a

Az dbrédzoldssal nyert fellilet neve elligtikus kup, ill. a2 = b2 esetében
forgéskup. (37. 4dbra) . '
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z Az itt tArgyalt feliileteket kizis
néven misodrendii felilletnek nevez—
ziik. Ezek egyenlete a legdltalano-
sabb alakban: .

2 2
a,,% +alzxy+a22y +a13xz+az-3yz+

- ot st

2
+ a33z +a14x—=a24y+a34z+a44 =0,

ahol g (i=1,2,3,4; k=1,2,3,4)

allandok.
¢) A derékszogli X és Y koor-
dinstatengelyek 4ltal kifeszitett sik
- P pontjait P derékszdgii koordindtdival
W adtuk meg, melyeket az (x,y) rende-
37. 4bra zett szﬁm'pﬁr alakjiban irtunk fel.
A szampir rendezettsége azt jelenti,
hogy az X és y szé&m megadisinak sorrendje is 1ényeges, vagyis x #y
esetében (x,y) és {y,x) két kiillsnb5z8 szdmpért jelent. A sik pontjai és a
rendezett szamparok kozstt kélestnosen egyértelmii megfelelkezés létesit-
hetd: a sik minden P pontjanak egy (a pont derékszogil koordinitdiibsl képe-
zett) (x,y) rendezett szAmpdr, és forditva, minden (x,y) rendezett szdm-
parnak egy és csakis egy sikbell P pont felel meg (melynek derékszogii
koordinitai x és y).

A z =1(x,y) kétviltozds fliggvény tehat ugy is tekinthet6, mint olyan
utasitis, amely a szébajovd (x,y) rendezett szdmpirok M halmazfnak
elemeihez a valés szdmok halmazinak, meghatdrozolt elemeit rendeli.

Az M halmazt a z = f{x,y) fliggvény értelmezési tartominyinak, az M
halmaz elemeihez a z = f(x,y) fiiggvény 4ltal rendelt valés szdmok N hal-
maz4t a fiiggvény értékkészletének nevezziikk. Minthogy az M halmaz
elemei az XY sik P(x,y) pontjaival szemléltethetfk, M sikbeli ponthal-
maznak tekinthetd.

Az u=f{x,y,7) hiromviliozbs fiiggvény olyan utasitdsnak tekinthets,
amely a szébajovd (x,y, z) rendezett szémhirmasok M halmazénak ele-
meihez a valds szdmok halmazfnak meghatirozott elemeit rendeli. {Az
(x,y,z} szimhirmas rendezettsége azt jelenti, hogy a szimhdrmasban a
szémok sorrendjére is tekintettel kell lenni.) Az M halmarzt az
u=f(x,y,2) fliggvény értelmezési tartominysnak, 4 M halmaz elemei-
hez az u={(x,y,%) fiiggvény 4ltal rendelt valos szé.mokoN0 halmazit a
fiiggvény ériékkészletének nevezziik., Minthogy a rendezett szamhirmasok és
a tér pontjal kozott is kolestndsen egyértelmii megfelelkezés 1étesithetd, az
M halmaz elemei a tér P{x,y,z) pontjaival szemléltethetbk, Mo—t a hi-
ro?ndimen_ziés tér pontjaibsl 4116 ponthalmaznak tekinthetjik.

- 260 -




Mivel a két, ill. hiromvéltozos fiiggvények értelmezési tartominydt
a sik, ill. a tér pontjaib6l 4116 ponthalmazzal szemléltettitk, azért célszerii
lesz a szemléletes beszédmoédhoz ragaszkodva az n -viltozéds fliggvények-
kel kapcsolatban is hasonlé geometriai jellegii elnevezéseket bevezeini.

' Definici6
Meghatirozott sorrendben megadott n valés szim: (xl,xz,. R xn)

rendszerét rendezett szim n-esnek nevezziik.
A rendezett szidm n-esnek halmazit n-dimenzi6s térnek nevezzilk,

A rendezett (xl,xz, ve ,xn) szdm n-est az n dimenziés tér
’ P(xl, Xppeeen xn) _pontjinak nevezzik. Az xl,xz, . ,'xn szémokat a P

pont koordindtdinak nevezziik,

s eees xn) n -viltozds fiiggvény olyan utas}té.s, amely bizo-

Az y= f(x1 ' X,
nyos (xl,xz, Ve ,xn) rendezett szdm n-esek M halmazénak elemeihez

a velds szAmok halmazinak meghatirozott elemeit rendeli.

Mival az M halmaz (az n-vAltozds filggvény értelmezési tartomfnya)
elemei az n-dimenzi6s tér pontjaival "szemléltethetok", az M halmazt
n-dimenziés ponthalmaznak tekinthetjiik, Ezen halmazok elméletének alap-
fogalmaival fogunk a kévetkezd fejezetben foglalkozni, ‘
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27. A PONTHALMAZOK ELMELETENEK ALAPFOGALMAI |

£ ir

Az elazs fejezetben definidltuk az n dimenzi6s teret, és a rendezett
(x1 SERE X ) szAm n-—eseket az n dimenziés tér pontjainak neveztiik.

A két, ill hiromdimenzi6s térben ismert néhiny fogalomnak: két pont
egyenldsége, két pont tdvolsdiga, két ponton 4tmend egyenes egyenlete,
szeretnfk a megfelelfjét az n dimenzids térben megadni. Természetesen
olyan 4ltalinositisokra téreksziink, melyek n=2, ill. n=3 esetében :
helyesen szolgéltatjdk a két, ill. hiromdimenziés térben ismerteredményeinket

A rendezett szdm n-esek definici6j4bél folyik a kivetkezo 4llitds:

Az n -dimenziés tér két A(a1 a2 ..,a) és B(b b b) pontjit

akkor 6s csak akkor mondjuk egyenldnek: A=B, haa pontok meg‘feleld ko-
ordindtéi egyenlfk:

a1=P1, _'a2=b2, ey an=bn .

Ellenkez8 esetben a pontokat kiillsnbiz8knek tekintjik: A # B.

Definici6

n-dimenziostérkét A ( ...,a) és B(,,b_,...,b)
pontjﬁnak tavolsdga: ) 1% n 12 n

-n

— 2 2 w2 = B2
BB =\ [(a b)) +a, b2)+...+(an b ) ;1_(::1{ b

E definicié eleget tesz a tvolsdggal szemben tdmasztott kovetkezo
kézenfekvl kivetelményeknek: -

a)A_E =4 0, AB =0 akkor és csak akkor, ha A=B,
b AB = BA, _
¢) AC £ AB +BC.

Ké6t,111. hdromdimenziés térben a c). egyeniStienség azt fejezi ki, hogy.
(ha A,B,C nem esnek sgy egyenesbe) az A,B,C csucspontu hirom-
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- szdg két oldaldnak Usszege nagyobb, mint a harmadik oldél. A c) egyen-
16tlenséget ezért hdromszig—egyenlStlenséenek nevezik.
Legyenek az A, B, C pontok koordin4tai:

A(alsazsv'-san) L] B(blybzs--':bn): C(clscza-"acn) ’

s igy az igazolandé c¢) egyenlStlenség:

\/ > o)’
k=1 _

Vezessitk be a roviditd

A

ak_bk-= u o s k=1,2, ...,n.,

bk-c = v k=1,2,... ,n

k

. . n -

jelélést és irjunk rovidség kedvéért ) ‘helyet csak E-t
o ' k=1

Igazolandé egyenldtienségiink ezen uj jelslésekkel:

VAS L Ve

(ahol az Ssszegezés mindig k=1 —t5] k=n-ig terjed).
Mindkét oldalt négyzetreemelve:

):'(uk-l-vk)-.2§ Zui+2\/£ ui\/Zvi + Z vi .

vagy

Zui.;.z r vt Xvig N ui+2\/£*ui\/£ vi+z vi’

T un N T v,

Elég tehit ezen utdbbi un. Cauchy-féle eg"yenlﬁtlenséget igazolnunk,
mert ebbdl a fenti szdmolés forditott sorrendben vals elvégzésével az
eredeti egyenlStlenség adédik, -

illetve

}
i
1
]
f
]
I
]
I
|
i
1
1
}
}
I
]
]
I
}
1
1
1
'
b
1
t
I
|
|
|
1
i
|
!
1
|
1
|
1
]
1
1
k
!
]
!
}
1
)
J
i
1
[
}
I
I
|
i
|
|
I
)
]
I
|
i
i
i
I
1
|
i
]
b
;
!
f
b
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Képezzilk ebb8l a célbdl a kivetkezd kifejezést:
2
Z (uk-t- A vk) s
és mivel ez A semmilyen értéke mellett sem lehet negativ:
. 2 > |
Z (uk + A vk) =0 .

Ez az egyenl8tlenség igy is irhaté:
2 2 2 >
) uk+ZRZ Uy +A5Y V= 0.

Abal oldalon 4116 kifejezés azonban a A véltozénak misodfoku poli-
nomja, melynek diszkrimininsa biztosan negativ, vagy zérus, killon-
- ben az 8t fbrizolé paraboldnak két kiilsnboz6 metszéspontja volna a A
tengellyel, s igy a paraboldnak a A tengely alatt is fekiidnének pontjai. -
Tehit

. >2 2 2 <
4():ukvk) -4 Zuk ka <9,

(Z ukvk)z'é Zui Zvi ,

és iI’FBII ): ¥, éﬂﬂ ,

amit igazolni kellett.

Definicié

Agon P(xl,xz,.. ..,X ) pontok halmazét, amelyekre

"
I

al + (bl-al)t,

= - t' .
X a, + (b2 az)
x =a + (bn—an}t ,
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ahol t tetszSleges val6s szdim, az n dimenzids tér A(al, ces ,an) és

B(bl, . bn) pontjain 4tmend egyenes vonalnak nevezziik.

Az A 6s B pontok nyilvdn hozzitartoznak ehhez az egyeneshez, mert
t=0 esetén x=a, {ic1,2,...,n) és t=] esetén xk=bk k=1,2,...,n).

Specislisan n=2, ill. n=3 esetében a sikbeli, ill. térbeli egyenes para-
méteres egyenletrendszerét szolgiltatjik a fentl 5sszefiiggések.
At paraméter kikiiszobolésével az egyenes egyenlete még a kivet-
kez¢ alakban is felirhats:
1™ xn"an
b

" b -a ’
nn

- .-2 )
171 PRy
h::u.zsal*:a.i;!bi i=1,2,...,n) .
Definicid

_ Aron P(x

g0 xn) pontoknak a halmazAt, amelyekre

x_k=ak+(bk—a.k)t, k=1,2,....n,

ahol 05t=1, azAfa,...,a) és B(by,...,b) pontokat 8sszekitd

egyenes szakaszpak nevezziik.

Az egyenesneka 0 =t <oo jobbrél nyilt intervallumhoz
tartozd részét az  AB félegyenesnek nevezzilk.

Legyenek

(%) ’ x1 =)&(t) s x2=x2(t) ) eens xn=xn(t)

valamely a=t=p intervatlumban folytonos fiiggvények. E fdggvények
bérmely t € E1 b] értékhez az n dimenzifs tér

xl(toJ , xz(to), e ,xn(to) koordinstiju pontjit rendelik, més széval az

[a, b] intervallumot. (ezt a line4ris ponthalmazt) az n dimenzi6s tér vala-
mely meghatérozott M részhalmazéra képezik le.
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Definici6

Az elobbi médon nyert” M hal,mazt folytonos gorbének mond]uk a (%)
képletek a gbrbe paraméteres elf élhté.sﬁt szolgiltatjsk,

Definicid

Jordan - ivnek (egyszerii ivnek) olyan folytonos grbét neveziink, mely-
nek (¥) el8allitissban killonbszé t € [a,b] értékekhez kiilsnboz8 gorbe—
pontok tartoznak.
Az el8bbt feltételeket ugy médositva, hogy kiilsnbbz8 t € [a, b] értékelmek
killsnbsz6 gorbepontok feleljenek meg, kivévea t=a és t=b értéket,
amelyelknek ugyanaz a grbepont feleljen meg, az egyszeru zirt giorbe, vagy
Jordan-gdrbe definicidéjira ]utunk

_ Jordan-iv példiul az A( 2y
6sszekito egyenesszakasz

"'7331) és B(bl, 2""’bn) pontokat

Definici6

Az n -dimenziés tér azon Q pontjainak vsszességét, xﬁélyekre_

PQ<r,

aP kozéppontu n -dimenziss nyilt gombnek vagya P pont r sugaruy
kirnyezetének nevezziik.

Definicis: .
-Az n =dimenzi6s tér valamely H részhalmazé,t korlé.tosnak mondjuk
ha befoglalhat6 alkalmas n-dimenziés nyilt gdmbbe,

Definicié

AP (x1 yeus ,xl), P (x2 y ees ,xz), vee pontso‘rozatotakorlétosnak

mondjuk, ha valamennyi pont]a bennefekszik egy n- dlmenziés nyilt gbmbben, -
azaz alkalmas Q pontrd és K szimra :

PiQ <K, (@#1,2,.,.).
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Iyenkor a Q pont szerepe.a tér bﬁrmely méis R pontjinak é.tadhaté mert
a hé.romszog—egyenlotlenség miatt Vs

PREPQ+ 6'ﬁ= K+QREK .
--Def@_ cld
Azt mondiuk, hogy 2 P, (- L b e, pont-
E s 3 gy 1x1"“'lx_nl 2 1""’—‘n.)l"'
sorozat a P(XI' ses ,xn)‘ limeszponthoz konvergil, ha
Hm P.P=0,
i
imoo

Ez esetben azt irjuk, hogy

hmP—P, vagy P—P, ha i-=ce

i-—oc
Ha 'Pi koordi;lé.té.i (x:ll, iy x:l ), akkor a fenti 6sszefﬁggé’sKegyepértékii
az aldbbival:
X'i—- X, . xi X : X h i woo
T % Xem ¥y e KT Xy MR s

(Aﬂrité.sunk az ﬁ =\/ (x;-x1)2+. . -i{x:l—xn)z kifejezés vizsgilatival

azonnal adédik. )
A fenti definici6kbdl kizvetleniil adddik az aldbbi tételek igaz volta:

I, Tétel

A P . P ,...;Pl,... pontsorozatra -lim P P, ha tetszoleges
1—.0@
&> 0-hoz megadhatd olyan N =N{£), hogy a P pont £ sugaru kbynye-
-zetébe a pontsorozat minden olyan Pn tagja beleesik, zpelynél n> N.
(PnP<£,ha n> N(£).) - :

IL_Tétel. (Cauchy-féle konvergenciakritérium)

A P]_rPZ,-.. ,Pi
P ppnthoz, ha tetszbleges ¢ > 0-hoz megadhatd olyan N =N(&), ho
n,m 1> N( &) _esetében — + Jhogy

p‘ontsorozat akkor és csakis akkor konvergil a .
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PP <.

A szfimsorozatokra vonatkozd Bolzano-Welerstrass-féle tétel stvihetS mér-
most pontsorozatokra is: :

1L Tétel

Korlitos pontsorozatbdl kivilaszthats konvergens részsorozat.

Bizonyitis

Legyen feltételiink értelmében a Pi, PZ’ ..., P,,... pontsorczat

korl4tos. Ekkor pontjainak pl. az 0{0,0,...,0 ponittél ért tivolssgal
is korldtos sorozatot alkotnak:

i?i_o=\/(xﬁ)2+... -i{x;)z =K,

5 ezért lxi(] ¥ K minden k-ra és i-re, vagyis az

1 x2‘ i

S R IR
J‘{1 x2 xi

2’ 2! ? 2""‘
1 2 i

X ,X , s X 5
n''n

szdmsorozatok is korldtosak. A szamsorozatokra vonatkozé Bolzano-
Weierstrass tétel (Matematika I/1. 21.fejezet) értelmében teh4t kiva-
laszthaté a P,, P2, ... pontsorozatb6l clyan részsorozat, melyre az

X 'koordinﬁtd( sorozata mir konvergens; - ebbSl a részsorozatbfl ki-
v&laszthaté egy olyan tovdbbi részsorozat, amelyre az x, koordind-
tak sorozata konvergens, és igy tovibb. Az n-edik ilyen %(ivﬁlasztﬁ’s '
utdn olyan pontsorozatira jutunk, amelyre mfr az x koordinfitik so~-
rozata is konvergens (a tobbi koordin4tsk sorozatai, mivel konvergens
sorozatok részsorozatai, nyilvin konvergensek). Az n-edik kivdlasz~-
tds ut4n nyert pontsorozat tehdt konvergens pontsorozat, hiszen az

elébbiekben 14ttuk, hogy egy pontsorbzat konvergencidja egyénértéki az
egyes koordin4tfk sorozatainak konvergencidjdval. B
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Célszerii lesz a tov4bbiakban egy poninak va.‘lamely adott ponthalmazhoz'
képest elfoglalt helyzetét vizsgilni. E célbdl a kivetkez8 definiciékat vezet—
jik be:

Definicié:

P belsS pontja az A halmaznak, ha a P poninak egy egész kbrnye-
zete is hozzftartozik az A halmazhoz.

P killsG pont az A halmazra nézve, ha P-nek egy kdrnyezetében nincs
~nak pontja.
P hatirpontia az A haglmaznak, ha P minden kérnyezetében van A-hoz
tartoz6 és A-hoz nem tartozd pont.
Egy halmaz hatirpontjai egyilttvéve a halmaz hatfrst alkotifk,
Megjegyezziik, hogy a hatirpontok kizt lgheinek olyanok is, amelyek a
halmazhoz tartoznak, é8 olyanok is, amelysk nem tartoznak a halmazhoz.

Definic_ié

Az olyan halmazt, mely egyetlen hatdrpontist sem tartalmazza, azaz
amelynek minden pontja belsd pont, nyilt halmaznak nevezzilk,

Az olyan halmazt, mely minden hatﬁrpontié.t tartalmazza, zirt halmaz—
nak nevezziik,

Pl a sikban az egységkor belsejében fekv8 pontok nyilt halmazt, az X
. tengely a=xEDb abszcisszdju pontjai z&rt halmazt alkotnak.

Konnyen beldthatok az alibbi dllitdsok:
Barmely H halmaz belsf pontjai nyilt halmazt alkomak ez utdbbi halmazt
H belseijének nevezzilk,
Ha F zirt halmag, és P €EF, 1= 1 2,..., tovibba Pl,P2 . —P,
akkor P € T '

Ellenkezo esetben ugyanis .P az F halmaznak sem belsd pontja, sem-
hatérpontja nem lehetne, igy killed pontmak kellene lennie, ami ellent~
mond annak, hogy limesze F-hez tartozs pontok sorozatinak, vagyis.
bérmilyen kis & sugaru kdrnyezetSben fekszik P € F pont
m>N(E). "

Definicié
Ha P P1, ces Pr‘ az n -dimenziés tér pontial, akkor a
P V. . +
Po 1’ 1 2, , P-r-IPr egyenesdarabok osszes_ségét tértvonalnak, vagy

poligonnak nevezziik; Po és Pr a poligon végpontjai.
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Az olyan nyilt halmazi, amelynek
barmely két pontja eszeksthets a
halmaz pontjaibél 4116 t6rtvonallal,
tartoménynak nevezziik (38. sbra)

Nyilt és zdrt halmazokra igazak
az aldbbi fontos tételek:

Tétel

38. &dbra ) Nyilt (zdrt) halmazok egyesitése
&8s kozbs része is nyilt (zirt) halmaz.

Definici6

Ha R az egész teret jelenti, akkor az R - A halmaszt, vagyis a tér
azon pontjainalc halmaz4t, amelyek nem fartoznak A -hoz A un. komple-
menter halmazinak, vagy maradékhalmazinak nevezziik.

_ Tétel

Nyilt halmaz komplementer halmaza zirt, zirt halmaz komplementer
halmaza nyiit. : ’

E két tétel bizonyitdsdra itt nem tériink ki.
. Gyakran szerepel majd kés6bbi tdrgyaldsainkban egy korldtos H halmaz
itmérdjének fogalma. Ezt a kivetkezSképpen definiflhatjuk:

Definici6

Ha ‘P 68 Q 2 korldtos H halmaz pontjal, akkor a l'f) tivolsigok
felsO hatdrdt ~ha P és Q egymistdl fliggetleniil befutjidk H pontjait -
a H halmaz stmérdjének nevezziik,

Igy értelmezik pl. az elemi geometrifban a kér vagy a gomb dtmard-
jét is.
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28. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK HATARERTEKE
ES FOLYTONOSSAGA

ay Az f(x , xn) n -viltozés fiiggvény fiiggetlen valtozdinak

Xy eve
172’ ‘
(xl,xz, ceans xn) értékrendszerét az n-dimenzi6s tér egy P pontjénak

fogva fel, e filggvényt a tovébbiakban réviden f£(P)-=vel fogjuk jeldlni.-

Definicid

Az f(P) fliggvény hatirériéke a Po pontban A, ha bérmély pozitiv .
£ -hoz taldlhaté olyan pozitiv & ,hogy

ey - Al <&, hacsak 0 < 1'5?0 <6 .

Mis szavakkal f{P) hatdrértéke a P ﬁontban A, ha a P ~hoz elég '

kizeli, de P ~t6l kiilénbtzé P helyeken az {(P) fuggvény ertékel elé-
irtan ldesiny nibaval kozelitik meg -az A értéket. )
Azt, hogy f(P) -nek a Po helyen A a hatérértéke, igy jeldljiik:

lim £(P) = A, vagy f(P)—=A, ha P--Po
P—z—Po .

A tobbviltozds fiiggvény hatdrértékének fogalma ugyanugy, mint az
egyvéltozds fliggvények esetében, az aldbbi tétel segitségével visszavezeihets
pont-, ill. szimsorozatok hatérértékének ismert fogalméra:

Tétel

Az f(P) fiiggvénynek a Po pontban akkor és csak akkor hatérér;éke-a:z_
A szfm, ha birmely Pl’ Pz, ... pontsorozatra, melyre Pi=/=PO(i =1,%,...)

és Pi——".l-"0 , egyszersmind f(Pi) —A .

=271 -



A tétel az egyviltozds esethez hasonlé médon igazolhété.' )
Konnyil példit mutatnunk arra, hogy £(P) P0 -bell hatirértékének
létezésshez nem elégséges az, hogy csak bizonyos P -hoz konvergils

Pl, Pz,.. ... pontsorozatokralétézzék a 1lim f(Pn) ° hatirértsk.
n—r o0
Legyen ugyanis
2
HP) = fx,y) = —5p
X 4y

és 4lljon az egylk kivilasgziott pontsorozat egy egyenes .y = wix egyenletét
kielégitﬁ pontokb6l. A sik ezen pontjathoz rendelt fiiggvényértékek:

mzx3 mzx
flx,mx} = 2 44'—- 42-—0,ha X0 .
X-+Hn x 1+mx

A sik egy misik pontsorozata flljon az y = x egyenletii parabolaiv pont~
jaib6l. A sik ezen pontjathoz rendelt figgvényértékek:

2
b

’ 1
f(x! WE) = 2 = -2- .
2x

Killsnbdz& pontsorozatok esetén tehat killsnbtzs hatdrértékeket kaptunk a
felirt filggvénynek nincs hatﬁ.rértéke 8% X =y =0 helyen.
Az

H(P) =tz y) =i

fﬂggvénynek gincs hatlrértéke a (0,0) helyen, mert f(P) e pont kozelében
bfirmflyen 6rtéket felvehet, attd! filggBen, hogy melyik y £ mx~  (m# 1)
egyenletil egyenesen kiszelediink az origs felé. A fiiggvényértékeket ugyanis
az y = mx egyenes mentén vizsgﬂva

-f(xmx)=x+mx = 1+m
5 X - mx 1-m

¥

ez pedig m~{61 fdggiien akdrmilyen értéket felvehet.

E példfin azt is megmutathatjuk, hogy nem képezhet§ az f(P) kétvalto-
268 fliggvény P (0,0) ~beli hatérértéke ugy, hogy eldszir csak az egyik,
majd kilitn a mgsik v4ltoz6val tartunk P megfeleld koordinétijshoz:
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lim (im fix,y) )= Um (—%)=-1,
y=0 x=0 y=-0 y '

Lm Qim f(x,y))=1im'(%) =1,
X=0 y=0 %0

Igazoljuk, hogy

lim sinxy =0, P{x,y) és P (0,0) esetében.
o
pP-pP _
, o
Val6ban

|sinxy -0 = |sin xy|Z |xy| <é,
ha |x I<\/Z és |yl< \lé_ vagyisa P ponta (0,0) k‘dzéppontu\[z ‘sugaru
nyilt kérlemezbe esik, vagyis 1'5_P0 <d =\é.

A hatdrérték fogalménak fltalénosabb értelmet is adhatunk:

: Definici6

Az f(P) fliggvényneka P pontbana H halmazra szoritkozva

hatdrértéke A , ha (P )—'-A? valahinyszor P1'P2"" olyan tet-
szlleges pontsorozatot jelent, melyre Pn # Po’ Pne H (p=1,2,....) és

P ~-P .
n 0
E definicié abban az esetben, amikor P bels8 pontja a H halmaznak,
korahbi definiciénkkal egyezik, ha P hatér%ontja a H halmaznak, az egy-
véltozés fiiggvény jobb- ill. baloldali Qatarértékének adja dltaldnositdsat
(a definiciéban feltételezzitk, hogy Po nem kiilsé pont H-ra nézve).

Definicid

Az (P} fliggvénynek a P0 pontban 2 H halmazra szoritkozva
+ oo (- o= ) a hatirértéke, ha f(Pn)—> + o (f(Pn)—~ -oo) , vala-

hinyszor Pl’ P2 ,... olyan tetszGleges pontsorozatot jelent, melyre
pE =1,2,...) és P —P .
Pn == Po’ Pn H @©=1,2,...) 9§-,Pn Po

Az egyvﬁltoz:‘)s esetre vonatkozé analég tételekhez hasonléan igazolha-
t6k az al4dbbi 4llitdsok:



!I_Q,‘P*Po esetén f(P)— A, g(P)~™ B, akkor (A és B véges)

f(P) + g{(P)——A+B,
f(P) ~ g(P)—=A-B,
i) . g(P)—A.B,

g(%) —— %— , feltéve, hogy B# 0.
Hasonlé 4llitdsok érvényesek valamely H halmazra szoritkozva vett ha-
tarértékre is.
b) Az egyviltozds fliggvények esetében mondottakhoz hasonléan a ki-
vetkezGképpen adhatjuk meg az {(P) fiiggvény P ponibeli folytonossagi-
nak definicidjat:

Definicid

Az f(P) fliggvény a P0 pontban folytonos, ha Iim f(P) =f(Po).

P~P
o

Més szavakkal: f(P) akkor folytonos a P_ pontban, ha ott értelmezve
van, van hatirértéke és ez megegyezik a fugg‘v%ny P ~beli helyettesitési
értékével. Ez tehdt annyit jelent, hogy f(P ) —~1( P } , valahényszor egy
Pl’ Pz, ... pontsorozatra P ——P . Ha P €H hatérpont]a a H hal-
maznak és f(P,) egyenld f(P) P -beh, a H halmazra szoritkozva képe-
zett hatdrériékével, akkor azt mondjuk hogy (P} a P poniban & H
halmazra szoritkozva folytonos.

Konnyii egy példin megmutainunk, hogy a ttbbviliozés fiiggvény folyto-
nossigihoz nem elég az, hogy a fliggvény kiilén-kiilon az egyes viltozdk-
nak folytonos fliggvénye legyen.

Pl. az
—5 . b xnF 0,0,
i(x,y) = *
' 0, ha (x,y)= (0,0)

figgvény kiilon-killon az x és y véltozékban folytonos fiiggvény (0, 0)-ban,
hiszen bArmilyen x értékre f(x,0) =0, és barmilyen y értékre £(0, y)=0.
A fliggvény azonban mégsem folytonos a {0,0) pontban, mert e ponthoz pl.
az y=mx egyenes mentén kizeledve
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2
fx,mx) = zmx = L )

22 2
X +Hm X 1+m
ez pedig m-td] fliggben akirmilyen - % és + —12- kizé esd értéket fel-

vehet, a fiiggvénynek nincs tehit hatarértéke a (0,0) helyen ( s igy ott
folytonos sem lehet).

Az egyviltozés fliggvényekre vonatkozé megfelelS tételekhez hasonléan
igazolhaték az aldbbi dllitisok:

1° Ha f(P) és g(P) folytonosak a Po pontban, akkor ugvanitt

- §(P) +g(P),
f(P) - g(P) ,
£(P} . g(P),

g(%)— (feltéve, hogy g(Po) # 0)
is folytonogak.

20 Ha az f(u ,...uk) filggvényben az Uyseons Uy véaltozdk helyébe

< X viltozdknak ul(xl, ,xn) =ul(P) ) e

yu

2z_ X -

uk(xl, Ve xn) = uk(P) fligpvényeit helyettesitjilkk, akkor az

f(ul(xl,... ,xn),.. . ,uk(xl,. ‘e ,xn))

osszetett fligevényre jutunk. Ha az ul(P) e U (P) fiuggvényeka H
halmazra szoritkozva folytonosaka P helyen, tovAbbd P € H esetén
a k ~dimenzids tér (uI(P),... , uk{P%) pontja a K halmazba esik, végiil
K -ra szoritkozva f{ul,. .. ,uk} folytonos az (u1 (Po), ey uk(Po)) helyen ,

akkor az f(ul(P) s ensy uk(P)) Gsszetett fiigovény is folytonos 2 H hal-
mazra szoritkozva a P0 helyen.

Ha ugyanis Pl’Pz’ ... olyan pontsorozat, melyre Pn—--'—-P0 ,
P11 € H, akkor az ui(P) fiiggvények Po ~-beli H-ra vonatkozs folyto-
nossiga miatt =ui(Pn)——-ui(Po), és ezért f(ul,...uk) -nak az
(ul(PO), . uk(Po) helyen valé K-ra vonatkozé folytonossfiga miatt
f(ul(Pn), ceny uk(Pn)) —w={ (ul(Po), ceey uk(PO)) , amit igazolnunk kellett.
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A felsorolt 4llitdsok biztositjdk, hogy az elemi fiiggvényekbil felépitett
3 4 ,
—x vz s e~ , In sin z s
4 2 ¥y
X +2Z
stb. azokban a pontokban, ahol értelmezve vannak, egyuttal folytonosak is.

tobbvaltozés fiiggvények, mint pl.

Definicid

Az f£(P) fliggvényt az F halmazon folytonosnak mondjuk, ha F min-
den pont;é.ban az F halmagzra szoritkozva folytonos. :

Az egyviltozds fiiggvényekre, ha azok zfrt intervallumban folytonosak,
tébb nevezetes tétel érvényes (Matematika I/1. 27. fejezet). Ezeket dtvi- -
hetjiik tobbviltozés fliggvényekre is a kdvetkezd mddon: o

Tétel (Weierstrass tétele)

Ha f(P) folytonos az T korlstos, zfirt halmazon, akkor ott korlitos ] :;
is &s felvesz egy maximilis és egy minimalis értéket.

Bizonyités

Tételiinket az egyvaltozds fiiggvényekre kimondott megfelel§ tétel-
hez hasonlé médon bizonyithatjuk. .

Tegyiik fel el8szdr, hogy I{(P) az F halmazon felillrfl nem kor- _
ldtos. Ekkor volnfnak olyan P1 Pz . pontok, melyekre Pi €F és

f(Pi) >i (i=1,2,...). Az F halmaz korlitossiga miatt a Pl’ Pz,

pontsorozat is korldtos, tehit a Bolzano-Weierstrass-féle tétel (27. fe- :
jezet) értelmében van konvergens részsorozata: Pi — Po . Minthogy:
. k R
F zért, azért P € F. De akkor f(P, })—f(P )
o i o
mivel f(P) a P0 pontban folytonos, ami ellenemond annak, hogy .

f(P. > ik’ s igy f(P )-—+ oo, Igy tehdt f(P) feliilrd korlétos,%
) :
s hasonléan 14thats be, nogy alulrol is korldtos az F halmazon.
Van tehdt £{P) F halmazon felvett értékkészletének felsd hatﬁ_ra;
legyen ez M. Akkor, ha f(P) ezt az M értéket nem venné felaz F
haimazon, M -f(P} > 0 4llna P € F esetén, és igy .
1
M-f(P}

az F halmazon folytonos és igy korldtos’ is volna:
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Ll < 5 2L mopmsm-L
M-1(D) K. Ebbol azonban M-f(P) & , Ik, f(Py=M K

adédnék, holott M az f(P) értékkészletének felsd hatdra. Ezért f(P)
felveszi az F halmazon az M értéket, s ez valSban maximéilis fiigg- )
vényérték az F halmazon. HasonlSan l4that6 be, hogy f(P) minimélis
értékét is felveszi az F halmazon.

Tétel

Ha f(P) folytonos az F korlétos és zsrt halmazon, akkor ott egyenle-

tesen folytonos, azaz birmely pozitiv - & -hoz tal4lhats olyan 8> 0 szém,

hogy PEF, QEF, PQ<d"esetén|f(P) - Q| <é€.

Bizonyitis

Ha az 4llit4s nem volna igaz, akkor alkalmas pozitiv ¢ -hoz
lehetne taldlni olyan Pi’ Qi pontpfrokat, melyekre Pi € F, Qi €T,
PQ < 7, de |f(P)-1@Q)| 2E. A PP, ... sorozat F
korlétos volta miatt korldtos, teh4t kivilaszthat5 belSle konvergens.
részsorozat: Pi-—bP . F zArtvolta miatt P € ¥ , tovidbb4
- « — J—

Q1 P = Q, P +P —+P P —0 folytan Q——-Po.

e o b I o ko 'k
Igy £(P) P_ -beli folytonosséga alapjén f(Pi'k) ——f(P) s

1@, ) —f(P) Kovetkezik, ellentétben az If(P )-£(Q )]’

b

egyenlGtlenséggel. Az é.lhtﬁs tagadésa tehit ellentmondésra vezetett, az
dllitas tehdt igaz.
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29. TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK DIFFERENCIALHATOSAGA

a) Az egyviltozss filggvény differencidlhatésiganak fogalmit tdbbféle-
képpen is megprobilhatjuk tohbvéltozds fliggvényekre Atvinmi. Az egyik
lehetéség a kivetkezd:

Vizsgdliuk pl. a kétvéiltozés f(x,y) fiiggvényt rigzitett y=y mellett
csupin x fiiggvényeként, s az igy nyert egyvéltozés filggvényt ° prébiljuk
differenciilni. Az igy nyert

f(xo'i'h: .'Yo) 'f(X()’yo)
h

killonbségi hanyados hatdrértékét h—=0 mellett nevezik az f{x,vy) fligg-
vény % szerinti parciilis differenciflhinyadosinak, vagy parcislie deri-
véltjdnak (roviden p_a_rcié.lisénak) az (xo,yo) helyen. JelGlésére az egy-

vAltozds fiiggvények kizonséges derivaltjatdl valé megkiilonbtztetés végett
a kvetkez8 szimbolumok szolgilnak:

. fxth,y ) -, ) | 91

lim = =f (x ,y) .
S h 2x x.,y). X oo

0’ Yo
Hasonldan értelmezzilk az y szerinti parciflis deriviltat: -
+ — .

. f(xoi Yo_ k) f(XO! Yo) 3 a f a )

lim : o 72y o= fy(xo’ v, -
k-0 | (XO, yo)

Definici6

Altaldban az  n -viltozds f(xl, Koporovs X)) figgvény x, valtozsia

szerinti parcidlis deriviltja:
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) f(x yo oo 'xi-l’xi-lhi’xi-:-l""’Xn’_f(xl""xl—l’xi' (41’ .xn) )
lim o =
~h*=0 i ’

i
]
d 1
= |4l =f (X,...,x) .
axi Xi n
(xi""’Xi—l'xi’xi+1""’xn) :

Egy tobbvaltozos fiiggvénynek valamely viltozéja szerinti parciélis
deriviltjit tehdt ugy szémitjuk ki, hogy a tSbbi véltozékat 4llandsknak te-
kintve a kérdéses valtozd szerint differenciflunk. Pl.

°, fx,y) = e Viy® - 3Py
9t v 6% -3y ) + 57 (-6xy) ,
7x
. Vi o? - 3xly +e5 T2y - 3x9) .
a2y
0 2 Z
2. f(x,y,z)=3xy-—yz+-;,
9f  _ &
?;(_ - 3y - g
X
Jdf
A =3x-2yz,
dy 4
9t 2 1
T ==y o+

Ha az f(x,y) fliggvénynek valamely (x ,y ) pont kérnyezetében l6tezik

az x szerinti parciélis deriviltja, akkor értelmezhetjik
of

Ox
rendii parciflis derivilijainak nevezziik. Jeltlésiik:
2 2 * )
[j_f?] ~1 ry |2 =1 (x.¥)
XX 0" "o 2v2 : xy o'vo
* dwyy Y A Ly
%o Yo _ o’ Yo -
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a1

Hasonl8an értelmezzik-az ~=—— parcidlis derivalt x ill. y szerinti

- parciflisaiként az y
2% [9% ]
ir—— = f . m. ———— - = f ;
[’a %0y ] Yx(xo Yo ? y2 yy{xo Yo
_ (Xos yo) (Xo,s YO) '

mésodrendii parcislisokat. Hasonlé a definicid kéttonél t6bb valtozo és
misodilnil magasabbrendii parciflisok esetén is.

PL fe,y) = o (yP-3xy)

esetében

—%—i— = ¥y 3x%y-6xy) (mint mér kiszAmitottuk),

2
£ Xy, 2 . 2 X=
LL - F VP y-6xy) +e" ) (-6xy -6y) ,

2%
azf Xy, 2 .2 - X=y 2
3 2 = -g “(y -3x y-6xy} +e 7 (2y-3x -6%) ,
yox .
-%—5— = ex-y(—y2+3x2y +2y-3x2) {mint méir ki szdmitottuk),
2 .
- 9 —
s a8 e y("3(2-!3x2y+2y-3,x y+e O (6xy-6%),
2xdy
2 2 xy, 2.2 2 Xy 2
—é—E = -g" Y(=y 43X y+2y-3x )+ e 7 (=2y+3x +2).
v & .
2% % I ;
Példankban az ; 2 és 3 2 un. vegyes miésodrendii parciilis deri- B
yUx xdy . '

véltak megegyeztek. Annak a kérdésnek vizsgélatfira , hogy milyen i(x,y)
fiiggvényekre 4ll ez az Gsszefiiggés, a 32. fejezetben még visszatériink.

 b) Egy tobbvsltozés filggvény parciflis derivéltjainak 16tezése nem az
igazi megfeleldje az egyviltozds fiiggvény differenciflhatésdginak. Igy pl.
1étezhetnek egy fiiggvény parciflisai anélkill, hogy az folytonos volna.
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‘Lyen pl. -az »
: 2 2 * ha- (x: .‘]) # (DIO) ’

iz, y) = \
. 0 . ha(xy}ﬂ(DO)

. filggvény, amelynek parciélisai bérmely {x,y) # (0,0 helyen, sdt, a (0, 0}
‘helyen is 1éteznek, mert

= -

£(0+h,0) - . o- »
lim - b= IO0 oy D0 gy %i* =0,
b~0 b0 L 9% ] 0,0
S g
lim f(0,0-l-k)];-f(0,0) 1im -%;:9— =0, tehit jg;gﬂ © =0,
k=0 k-0 2y 10,0

A fiiggvény azonban —mint azt a 28. fejezetben belattuk - nem folytongs a
(0,0) helyen. ’ o

A Matematika I/1. jegyzet 28. fejezetében kimondott tétel értelmében
az f(x) fliggvény akkor és csakis akkor differenciilhait az a helyen, ha
az ath &8s az a helyhez tartozé megviltozisa a kbvetkezd alakban irhatd
fel:

fla+th) -f(a) = Ah+ ¢ h,

ahol ‘A a h -t6l nem fiigg, 4lland6, és £-=0, ha b—0 . Az A &dllandd
ekkor f(x} a -beli differencidlhdnyadosa: A =f’(a).

A differenciflhatésignak e tételben adott megfogalmazdsa tobbviltozés
fiiggvényekre is dltaldnosithato. '

Tekintsiik ismét a kétvaltozés  I(x,y) figgvényt az (x 'Y, ) pont
kidrnyezeiében.

‘Akkor mondjuk, hogy az f(x;y) kétvéltozés filgavény differencislhaté az
(Xo’ yo) pontban, ha megviliozisa mindkét valtoz6iinak tetsz&gges megvil-

toztatisa esetében ilven alakban irhats:

-

(*) fx +h,y #) - f(x ,y ) =Ah+Bk+E h+ £k,

ahol A és B h és k -tdl fuggetlen,é.llando, ,5 és é pedig h -val és
k —val egyiitt zérushoz tartanak.
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A Matematika 1/1. jegyzet 28. fejezetében bevezetett jelsléssel a (*)
Osszefliggés még a kivetkezOképpen is felirhats:

—

i
1
i
!
3
| f(x_+h,y 4)-{(x ,y )= Ah +Bk+o (Yhek?)

| o "o Yoo )

“Régton belathat6, hogy ha 1(x,y) differencidlhat6 az (xo,yo) pontban,

' o)
alkkor az [ g f —i és I:—j;rf— ! parciflis derivaltak
. X J . .

(x o 0) (xo, yo)_
léteznek, éspedig

A [2f - [_a_f_J ,

3x ( . ay
o' Yo (xo, ¥,

“ahol A és B a (» ) Usszefiiggésben szerepld 4llandékat jelentik.
Tegyiink ugyanis a (*) egyenloségben k helyébe 0-t:

f(>.+hy)—f(x,y)"Ah+£ h, (f-"-O ha h—=0 ,

-adédik ekkor, ami épp azt jelenti, hogy f(x, yd) d_iffei-enciﬁihaté az x= X,

helyen és deriviltja - vagyis f(x,y) x szerinti parcislisa ‘az'(xo-, yo) pont-

ban - A
d £(x,,) [gf]
ax | _ T {7Ox ( = A

. Xor¥)

Teljesen hasonldan 14thatd be a (» ) egyenlSségbe h =0 -t téve, hogy -
B f(x,y)-nak y szerinti parciflisa az (xo, yo) pontban.

Ezen eredménybdl 14thaté, hogy a differenciflhatésig definici6jdban
szerepld A és B szfimok az (x o' Yo } hely megadésé,val egyértelmiien meg
vamnak hatédrozva.

Egyviltozés fiiggvény esetében f(x) x_-beli differenciélhatésﬁgénak
geometriai ]elentést adhattunk mivel ekkdr .

f(xo-l-h) - f(xo) = f (xo)h .
azaz az -f(xo):'*—'_-'yo, f(};oﬁh)=f(x) =y, és igy h=x- xo jeltléssel

r

yf (x )(x—x )} +y
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1évén, az y=f(x) fiiggvény gorbéjét az x és x= xo+h abszeisszék
kizotti szakaszon kbzelitdleg helyettes1thetjlik a gorbe X abszcisszéju -
pontjshoz tartozé érintbvel. o

Kétviltozds fiiggvény esetében f(x,y) (xo, yo) ~beli differencidlhats~
séginak geometriai jelentést a kévetkezGképpen adhatunk:

mivel f(x,y} az (xo,yo)_ helyen differencidlhaté

. [2t | 21
f(xo-l-h, yq,'ﬂ»()—f(xo’yo) x [;ax ] h + [,ay:, k
. (x ) (xor yo)

E

azaz az X + h=x, yo-ik=y, f(xo’yo)=zo
jeloléssel

. |2z dz
z -z, [X](x i (x-xo) + [Z’Y]( : (y—yo)',
0:30 xo’yo) .

és mivel

» fx +h,y fk) =flx,y) =z

- (22 (92
() w2y [Bx] I -ay] a2l
Xolyo (Xo’ yo |
az (xo,yo, Zo) ponton dthaladé 1 = I:E—i-] 7_,_[%_;} | T-%
(xol .YO) (XO, yo)

normélisu sik egyenlete, fenti eredményiink azt mutatja, hogy amennyiben
f(x,y) az (xo, yo) helyen differencidlhaté, a z=f(x,y) egyenletii feliilet az

(x ,v' ,f(x , Yo )} pont kbrnyezetében kizelitGleg a (* ») sikkal helyettesit-

hetd. (A késobblek soran l4tni fogjuk, hogy a (* » ) sika z =1 (x y) felillet
. (x Yo f(x Yo )} -beli un. érmtomk;a)

Definicid
Altaldban az n -viltozés f(x,,...,x ) figgvényt differencislhaténak
(vagy részletesebben totilisan dift%arencniﬁmténak) mondjuk az (x .. ,xn)

helyen, ha mepviltozisa a kovetkezo alakban irhat6:

f(xl-r«hl, cees xn-l-hn) —f(xl,. ces xn)=A1h1+. .. +Anhﬁ;- £1h1+. ot énhn

¥
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ahol az A szﬁmoka hi megviltozdsckisl nem filzenek, az - cf szamok .
pedig 0-hoz tartahak, ha hl""’ n.—'-O .

Most is konnyii beldtni, hogy

2 f _ :
A= [axi] , 1=1,2,...,n) .

CO

‘MegAllapodunk sbban, hogy h =...=h =0 esetén & 1'= =& =0,

Ekkor ugyanis & ,..., £ a (0,....,0) helyen a hl""""hn val-
toz6kmak folytonos fﬂggvénye ' _ - '

Tétel

E_Ig f(xl, ey xn) totalisan differencilhaté az (xl, feey xn) >helxen

akkor ott folytonos is.
Ekkor ugyanis

a ras] o
f(xl"'_hl""’xn'mn)-f(xl’ ..,x) [3 XIJ(xl : h1.+... +

21 ,
‘:ax w ) : 1_1n+ £1h1 +... +£nhn ,
1, * sy n .

és ha itf a h, szimok zérushoz tartanak, akkor a jobboldal is zérushoz
tart, Tehit

f(x1+h1, ves xn-l-hn)_-f(xl""'xn). ha hl’ hn—-ﬂ R

ez pedig azt jelénti, hogy f(xl, cany xn) folytonos az (x_,... ,xn) legyen.

A most bebizonyitott t8telb6l kivetkézik, hogy a parcislisok 1étezése
nem elég a filggvény totdlis differencislhatésdigshoz, hiszen még a fuggveny ;
folytonossigit sem vonja maga utén a parcléhsok létezése. Kimondhaté azon~
ban a kivetkez§ tétel: '

Tétel .
Ha az f(xl,. . x-,) ﬂ._iggvény parciélisai az (x s eoe ,x ) he!x kﬁr-
_ye_ etébe g_ %_ngk_é'it%lﬁ a helyen fdl onosak M f(x cee X ) az
) én a to n

erencﬁ{
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Bizonﬂtés .

Végezziik el a bizonyitist kétviltozés (x,y) fuggvényre és az (x 'Yy )
helyre.
Irjuk a fhggvény megviltozisét a Kévetkezs alakban:

(1) f(xo-l-h,y0+k)—f(x0, yo) = f(xo+h, yo-i-k) - f(xo-l-h, yo) +.

+f(x -t-h,y ) - f(x 'Y, )
A feltevés szerint f(x,y) x és y szerinti parcislisai léteznek az (x ,y )
hely egy r sugaru kornyezetében .
Ha h és k mér olyan kicsmyek hogy y A

h +k < r (39. ébra), akkor az
fx,#, y) figgvény (pl. h>0, k>0 York

S¢S i -
mellett) az Y, <V yo-l-k intervallum 9,
ban, az f(x,yo) fiiggvény pedig az
X =x= x - intervallumban diffe- |

renciilhat6é egyvaltozés fliggvény.
Az elfbbinek derivaltja |22 ,

39, &bra

¥
h X #h,y)
az utébbié [ 2 ] . E fliggvényekre a megadoit intervallumok-
=y _ ‘
ban a Lagrange-féle kozépértéktételt alkalmazva adédik:
f(x+hy#)-f(x4£y)=—a-§—J: : | K,
o Yo "o Yo dy T
(x h,y + k)
(2) '
9t | ,
f(xmy)-f(x,y)‘ax h,
(x +1?1 h y )

ahol 0<1ﬁ1< 1, 0<,ﬁ2< 1.

Ha h-=0, k—=0, akkor az f(x,y) fiiggvény x és y szerinti
parciilisainak feltételezett (xo, yo) ~beli folytonossiga miatt



iy _J2s
2y | qy '
L (v, y + 19’11:) x5,
(91 ] [ ]
L 9x S+ 192 h,yo) Ix (xo,yo)
és igy
(21 ] [2 £ ]
= + £,
1
9%l sdbnyy 0% dp Ly
@
af _ |21 v g
-By- (r ,+h +0 k) Iy {x ) 27
o' Y, 1 0" Yo

shol 61——0, 52—-—0 , ha h—=0, k-~0. A (3) Usszefliggéseket (2),
ill. (1) -be behelyettesitve adédik tehit:

_ 1 2t 21 ‘
f(xo-z-h,yo+k) - fx,y) = [2 x] .h+ [——ay ] ki & S £2k,
x5, (x ,y )

ahol 61-» 0, 62——0, ha h-= 0, k—=0 , amit igazolnunk kellett.
Ez a tétel biztositja, hogy az elemi fiiggvényekb] Ssszetett tébbvalto-

z6s fiiggvények egyes kivételes pontoktd] eltekintve dltaldban totdlisan dif-
- ferenciélhatok, '
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30. TOBBVALTOZOS FUGGVENY DIFFERENCIALJA

Az el6z6 fejezetben 4ttuk, hogy ha f(xl, res X ) az (xl, ces ,xn)
helyen differencilhaté, akkor megvéltozisa két részbdl tevédik bssze:
' _, 9f af
f(x1+h1,. o ,xn-rhn)-f(xl, ves ,xn)-—( _"9x1 h1+. S ——-—axn hn)—z-( £1h1+. .. +¢fnhn).
Az els8 részben az un. f8részben a fiiggetlen véltozék Byseoosh megvil-

tozdsai a hi szdmoktdl fiiggetlen egyiitthatokkal vannak megszorozva, mig
a mésodikban a hi szimok egyiifthat6i maguk is zérushoz tartanak a hi

szfimokkal egyiitt. A Matematika I/1. jegyzet 30. fejezetében az egyvilto-
z6s fliggvényekrSl mondottakhoz hasonléan a kévetkez definicist vezethet-
jik be.

Definicié

Valamely differencidlhatd f(x_,... xn) fliggvény differencislja az

Qs 21 .
f(x1+h|1, cae ,xn-ihn)-f(xl,. . ,xn)—( axl h1+. et QXn hn)+( £ 1h1+. . .{nhn)
megviltozds (jeldljiik ezt ( + )-gal) ffrésze:

TSR E SN} S
Ix ax
1 n

1 n

ahol a parciflisokat az (Xl" . ,xn) helyen kell venniink. (df ~hat az

(xl, ‘e .xn) hely és a hl’ ... ,hn megviltozdsok fliggvénye. )

df ~et szokis még teljes differenciflnak is nevezni.
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Mivel az f(xl, ..,xn) = x

1. fiiggvény differencislja

df=dx1=1.hi+0.h2+...+0.hn=h1, | i
célszerii megillapodnunk abban, hogy ég'y fiiggetlen viltozd differencifljfn
-magit a kérdéses fiiggetlen viltozé megviltozdsat értjikk, Ennek figyelem-
bevételével valamely f(xi, oo ,xn) filggvény differenciflja igy is irhat6:

- df = a1 dx, + 91 dx_ +... + 95 dx_ .
2x, 17 2% 2 a2x n
1 2 ) n
Ha az Xysoee s By fliggetlen vialtozok h1 s s hn megviltozisa
. kicsiny, akkor az f(x vere 3 X ) fiiggvény (% ) -ban felirtrm.eg'v.éltozésa

j6 kozelitéssel a fiiggvény differencidljaval potolhato.

E meggondoldsnak egyik nevezetes alkalmazisa a kovetkezl:

Ha valamely mennyiség értékét mérés utjin nyert adatokbol kell ki-
szé&mitanunk, akkor a kiinduldsi adatok hibds volta miatt a szdmités ered-
ménye csak kozelits lesz. Ha arra vagyunk kivanesiak, hogy a mért adatok
hib4i mennyire befolydsoljak a kiszdmitott &rték pontosségit, akkor erre
az un. abszolut hibira - feltéve, hogy a mérési hibsk kicsinyek - a kiszi-
mitandé mennyiségeknek, mint a kiindulési adatok fliggvényének differen-
01é1]aonyu]t felvildgositdst. P&lddul:

1° Egy hengeralaku test anyaganak siiriiségét oly médon kivanjuk ki~
szdmitani, hogy megmérijiik a henger D dtmérdjét, H magassigit és M
tomegét. Kérdés, melyik ddat pontos mérésére kell killsndsen nagy sulyt
fektetniink.

‘A meghatérozandé @ slirliséget a

9= M __4M
(-2—)2571-1 D27H

képlet szolgiltatja. Az elSbbiek értelmében - az egyes men.nyiségek abszo-
lut hlbﬁ]étﬂg) AM, AD &s AH -val jeldlve:

A dge —%—%I—AM+ 29 Ap, 28 ag -

2D 2H
= 24 AM-%——AD-%AH.
D°7H D'Fu D7 H
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Mivel pedig az abszolut hiba h, innen

h =~ -—‘;—-AM-:-—.—SM— AD + aM AH, ha M,D,H miér

2 3 2 2
7 T 7
D4 H. D 7H D /H elég kiesi,

¢ relativ hibdja

h _AM AD = AH
o * M *? p* T H
l4that6 tehdt, hogy a D 4tmérd mérése igényli a legnagyobb gondosségot.
Az ilyen természetii alkalmazisok miatt célszerii 4ltalsinosséghban is
felveiniink a kérdést, hogy szorzat, ill. hinyados relativ hibija milyen
kapcsolatban 411 -az egyes tényezdk, ill. a 8zAmlals és nevezd relativ
“hibdjavd. '
0
2 Z = Xy
z abszolut hib&ja:

_ 2=z 2z - ‘
Azxdz = % Ax-s-—-——ay Ay =yAx +x0y ,

a relativ hiba pedigE :
Az dz _ Ax Ay

A

zZ z X y

vagyis a tényezlk relativ hibai 6sszegezddnek. Teljesen hasoniéképpen 14t-

haté be, hogy f(xl, rey xn) =x14. x2 e xn esetében
Af g 8% 8%
=~ = +,.. +
f f X X
-1 n

3 z= % s Z abszolut hibija, H, mivel

~dz = 2% 2z Ao _ Y 1
Azzdz 2xAx+3y Ay X2Ax+ xAy R

x>0, y> 0 esetében kozelitGen —Lz—*ﬂx + -:—c Ay, sigya relativ
hiba: X
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vagyis a tort relativ hibija legfeljebb a sz4Aml4lé és nevezd relativ hibd-
jénak Gsszegeként adodik.

4° Wheatstone-hiddal mérijiik az Rx ellendllast. Az adott RN ellen-
allas R = 40041 , mérésénél az elkdvetett hiba +4 (), az x tévolsig

x = 83,7 em, mérésénél az elkivetett hiba +0,15 cm, az L tavolséig
£=100 cm, pontosan adott.

Kérdés, hogy az adott esetben kézelitben milyen abszolut, i11. relativ
hibaval szimithatjuk ki az R_ ellenillis nagysigit? ’
. X
Mint ismeretes :

X

R =Ry £-x
az adatokat behelyettesitve
_ 83,7 _
Rx = 400 W = 2054.
: ’aRX R 9R
ARX—.,dRX= ?RN ARN 5 Ax+ ,MAZ:
R _¢
= -—,—’-'L—ARN + —N—Ax 4 o0,
€-x (£x°

hiszen £ mérése pontos volt, tehat A<= 0. Mérési adatainkat behelyet-
tesitve az abszolut hiba

Hed R = 5220 4, 40000 o 5,13.4 4151, 0,15 43,
x 16,3 16 32

és igy Rx meghatdrozisinil az abszolut hiba ~ 43 1évén,

R = (2054 +43)(0.
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A relativ hiba

H X 43 ' - o
ES & Do © 0,021_, tehat koriilbeliit 2% .

Meg kivdnjuk jegyezni, hogy - mint az el6bb feladatok sorén is ldthatiuk -
valamely fiiggvény abszolut hib4jinak egy becslését kizelitden akkor kap-
juk meg, ha.a filggvény differenciéljiban az egyes tagok abszolut értékének
vessziik az 8sszegét, s ezen abszolut hibénak a fiiggvény pontos értékével
képezett hdnyadosa szolgéltatja a relativ hiba kizelitd értékét.
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31. TOBBVALTOZOS OSSZETETT FUGGVENYEK
DIFFERENCIALHATOSAGA

a) Az egyviltozds Gsszetett filggvények differencislssi szabflysnak
(lancszabdly) mint4jdra az aldbbiakban tsbbvaliozos Osszetett fliggvények
differencislhatésdgaval fogunk foglalkozni.

Tétel

Ha az u1 (X, seen, xn) s sees uk(x yeees xn) fiiggvények differencidl-
haték az (al,. ces an) pontban, tovdbb4 az f(ul,. . .uk) filggvény diffe~

rencislhat6 az (ul(al, ceey an),. eey uk(a yeees an)) helyen, akkor az

f(ul(xl, cer ,.xn),. .. ,uk(xl,. .- ,xn))

Ogszetett fiiggvény is differencislhaté az (a_,... ,an) pontban és parcidlis
derivilijai a kivetkezSképpen szimithaték I%i |
2 ¢ 0y 21 9%

5-%= ?ul zxi Foeo ’auk» axi ’

Bizonyitds

Végezziik el a bizonyitist ~ a sok index elkeriilése végett — az f{u,v,m)
hdromvéltozos fiiggvénybe helyettositott u(x,y), V(x,y), wix,y) kétvalto~
z68 fliggvények esetére.

Legyenek tehft az

uix,y) 3 VX33 wix,y)

fiiggvények az (xo,'yo) helyen totélisan differencislhaték, és bevezetve az
u =,y ), Vo SVELY ) W, T WELY)
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jeldléseket, Iegyen. flu,v,w)r az (u ,v w )' helyen differenciflhaté. Ekkor
't)u _
u(x_+h, y +k) - u(x ¥y ) = ,a h+ 2y k+ é.lh + 62 k,
v(x -, yo-ilf) ~Vx ;Y ) =T3—;h * 3y "k +< b+ 6 k,

w(x +h, Yo +) -w(x ,y =%Eh+—%—w—k+é5h+£6k,

ahol az u(x,y) V%Y é8 w(x,y) flggvény x és y szerinti parcidlis
derivéltjal az (:': s yo) helyen veendSk, (ezt részletesen a tovibbiakban sem

irjuk ki), az é (1=1,2,3,4,5,6) szdmok pedig 0-hoz tartanak, ha h™=0,
k=0 . .

Mésrészt, mivel feltevésiink értelmében. f(u, v, w) differencialhaté az
(uo,vo,wo\ helyen

Bf

fu,v,w) - f(uof’iro,w'o) =-,g~£— (u~u ) + 37 (Vv o e ,aaf {w-w o F

+ ‘Zl(u-uo) + ’22(v-v0) +’Z3(w-wo) ,

ahol az f(ur,\",w) filggvény u, v és w szerinti parcidlisainak értéke az
(uo,vo,wo) helyen veendd, és 7 1 22_, '23 ~=0, ha (u—uo).——o,

(v-vo) =0, (w—w0 }-=0.

Ezen utébbi képletiinket alkalmazzuk arra az esetre, amikor az
,(uo,vo,wo) helyhez kizell (u,v,w) hely az

(u(ﬁoﬂl,yoﬂc), V(xO t-h,yo+k),- w(x0+h.yo+k))

koordinftdkkal megadott pont:
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f(u(x +h,y H{),V(xdm,yo&),w(xo-!h.y +k)) --f(u(xo,yo),V(xo,yc).w(xo,yo))—

Ef' % %y—k“f b+ ngi(gv %—;—k+£3h+£4k)+
+gi(%ih+%§v—k+é h+& k)+'2(a“ %“k+£ h+é, B +
+12(%'h g—+é3h+£4k)+‘23‘(—3—‘;-’ %yk+£5h+£6k)=

'?'f 51+2: Egt % £5+71'%_u+;11é1+72 PP AN D

2f ’af af
*ow et g 2 IR R ?{J’?zé *13 73y a ek -

e af 2t 9f 2u u 23v
Ha itt h—=0, k-=0 , akkor az u v’ dw  dx’' Ty’ Ix

¥

Ry ' 2x Iy
;0 =1,2,3,4,5,6) folytin

v dw 2w parciilisoknak h és k-t6l valé fiiggetlensége, tovibba

u-u —~0, vV=v =0, w-w =0,
0O 0 [0

s igy egyszersmind 7 1—»0, 1 2_..0, 7 3—-_0 . Az Hsszetett fliggvény
megviltozdsinak fentl alakja teh4dt annak totdlisan differencidlhatd veltdt

mutatja , amint azt 4llitottuk. Egyuttal az is kiolvashaté e képlethdl, hogy

9f _9f 3Ju I Iv  9f dw

dx  Fu 3x " Iv Ix T Pw dx °’

df _2f 9u  9f 9v
du dy "ov 9y tqw

mlm
<l

ugyancsak a tételben foglalt dllitdssal Ssszhangban.
Konnyen fejben tarthatjuk ezeket a képleteket, ha rqegﬁgyeljiik, hogy

ezeknek kovetkeztében az
fux,y, vix, 5/, w(x,y)
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fiiggvény 23
_ 3t 9f 2f
d'f - tau dI.I + av dV + 9w dw

differencidljsban a du, dv és dw helyébe {amelyek iti a fiiggetlen v4ltozdk
differencidljai} a :

£

»

+ .
D
=

du = dy;

< M
<

oV mlm mlm
?IS i o
&

+

O gl
2 22 g

dv = dy,

[+3
>
+

dw = dy

™)
et

. kifejezéseket helyettesitjilk, és azutin dx é&s dy szerint rendeziink,
SziAmitsuk ki pl. az

y=f, v =u’sim2v, u=yx, v=Ina -ye)

figgvény x és y szerinti parcislis derivaltjait.

df _ 2t Qu 2t v . . 1 2 ox-ye©
3% - Ja 9x+2v Tx =2y gin 2v N + 2u cos 2v x-yex =
2 2x—rer 9
= sin 2 (Inf{x -yex)) + 2x ——'L-—z % °o8 2 (n{x —yex)) .
X -ye
9f _ 2f du. 2f v _. . 2 -
ay—— > 3y+2v ay—2u5m2v.0+2ucoz~32v 5 x -
X -ye
9 X
= - —"}—(g—x cos Zﬂn(xz-yex))
X ~ye

b) Sokszor alkalmazzuk az Ssszetett tobbviltozés fliggvény parcié,lisr
derivéltjait szolgéltats elSbb nyert képleteinket abban a specidlis esetben,
amikor az f(xl, cas ,xn) “fliggvény Koo WX - véliozdl egyetlen t vilto-
zonak fliggvényei. Ekkor az f(x-1 @, ... ,xn(t)) Osszeteit fliggvény egyvil-

tozos fiiggvény, igy parcislis deriviltja helyett kézonséges derivaltjarsl
beszélhetiink, s erre a

képlet ad6dik.



Igy pl.
fu,vy=a.¥, u=ux), v=vx

.esetén .
g_ = _?._f_‘g.l:‘. 4 ,af dV =y ' 4u v’
dx u dx T 2v dx - v ‘ :
mlg f(u,v)'-—.- % ] u =l](X) v - ¥ ='V'{X)
esetén
df - _ 3t _@H_.+-_a§. v L -y, vs u’v-uy
dx  Qudx  9v dx v’ 2 : v2

az 1smert szab4lyokkal Gsszhangban.

¢) A tobbvaltozss lincszabily nevezetes alkalmazé.s&ra jutunk a kivet-
kezG esetben:

Tegyiik fel, hogy az f(x,y,z) fiiggvény differenciflhats a P (x 1Y 2 )
pontban. Induljunk el ebbdl a pontb3l az

é=cosX 1+cosg J+cosy k

egységvektorral megadott irdnyban h tavolsfgnyira fekvd P pontba és
tekintsik az f(x,y,z) fiiggvény ekdzben tortént megviltozdsit. Ezen meg-
valtozdst h-val elosztva az f(x,y,z) fiiggvény 4tlagos véltozédsi sebességé-
nek mérGszamit nyerjik a P és P0 pontokat 5sszekdtl egyenes ezen két
pont koz6til szakaszain:

f(®» - f(Po) f(x0+coso¢ .h, yo+cosﬂ .h+zo-|cosg .hy -1 (xo, yo, zo)

PP h
0 .

A tsbbvaltozss 14ncszabily értelmében e hinyados hatdrértéke h—0
esetében nem més, mmt az

f{x y,z), XX +hcoso , y=y -t—hcosﬂ z=z +hcosa—

vsszetett fuggvény h szerinti derivaltjinak értéke a h =0 helyen, vagyis
th= PPO)
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i e ® - [21] ax, [ar] oy
m = = + . +
_13’—1;-"0 1:'po : L9x (x z) dh 9y (x Z.)

o : 0’Yo0' %o ’-Xo_’ o

.\ _@_f_] dz _
|9z - z) dh
o’ Yo' %o
= [_ai:’ - cosol +[%‘] cosg+ [———-gf ] --;'cosar ‘
O Ly az) Y,y ,2) 2,y ,2)
o'’o' "o 0’0’ o 0’Y0’ o

E hatirérték megadja az f(x,y,z) fliggvény (xo,yo,zo) pontbeli & irdny-

ban vett valtoz4isi sebességét. Ahaférértéket az € egységvektorral meg- -
adott irdnyban vett irinymenti derivéiltnak nevezzik és a de jellel je-
16ljiik. '

B B

(xo,yo,zo) (xo,y°,23 (xo.yo,zo).

jelsléssel ez az irdnymenti derivalt a kovetkezd alakban-irhat’ fel:
df
de

A derivilt fent részletezett fizikai jelentéséhdl folyslag ezen utsbbi alakbsl
konnyen ldthats, hogy az f(x,y,2) fiiggvény viltozédsi sebessége a

=v.e.

S Y _ 5 .
Po(xo, Yo zo) pontban az e = I 1rényban a legnagyobb, es-a valtozasi

sebesség zérus, ha € merbleges V-re. Az itt bevezetett v vektor fizi-
kai jelentésére késObb még visszatérink.
Pl. az

fix,v,2) = xz cos A

fiiggvény (1, -3, 6) pontban az a=1 +E +k vektor irinydban vett irdnymenti
deriv4ltja, mivel az a vektor irdnyéba mutat5 egységvektor:



af _9f 1. 9f 1 2 1_
de x V3 "2y V3 Tz 3
2
- ¥y X _ Y Xy .. ¥ =
3 (2xcosZ - smz+ 2 sin Z)
z {1,-3,6)

1 1 1 . ~
—\/.3- (2 cos 0,5 + 6sin 0,5+ 12 8in 0,5) = 1,08.

d) A t6bbviitozds lancszabilynak egy nevezetes alkalmazdsa az egy-
véltozds fiiggvényekre vonatkozt kozépértékiétel Atvitele tobbvaltozss
fiiggvényekre.

Tétel

Ha f(xl, cees xn) totilisan differenciilhatd az (xl, ces ,xn) és

(_x1 +h1’ veay Xn-i-hn) pontokat 6sszekits egyenesdarab minden pontjsban,
akkor

f(x1+h1, cees xn-i-hn) - f(xI,._. .. ’Xn) =

=|:§?Lf—J .h+...+g-§- .h,
X 1 'axn n
(x1+19h1, ves ,xn+19'hn) (x1+v}h1, v ,xn+19hn)

(0 <F<1),

A fliggvény megviltozédsa tehdt egyenl§ a fiiggvény differencisljdnak a vizs-
gilt két pontot 6sszekdtd egyenesdarab egy kozbills6 pontjsban felvett ér-
tékével.

Bizonyitds

Végezzik el a bizonyitdst a hdromviltozés f(x,y,z) figgvényre.
Ha f(x,y,z) differencialhaté az (xo,yo,zo) és (xo+h,y0+k,z0+£)

pontokat 5sszekits egyenesdarab minden pontjiban, akkor - minthogy .
ozek a pontok az (x +h,y_#tk,z_+£), 0 £t%1 alakban irhaték - az

(f(xo-f-th,y0+tk, zo-l—te )} Osszetett fliggvény a [0,1] z4rt intervallumban

differencidlhats fiiggvénye t-nex. Alkalmazzuk ri a Lagrange-féle
kozépértéktételt (Matematika I/1. jegyzet 32. fejezet):

- 298 =



f(XO-H'l., Yo'l'k, ZO+£)_f(XO’ Yo.’zo) =

[—d—— f(x-i-thy-H;kz -l-té’)]

dt t—d’:

B_J , FafJ .
9 (x, +1}5h Y, +1.5‘k z +;9l£) 9y (x, +x$h A +0k, z +,ﬁz)

a1

2 ] v,
(x +n, Y, +vqk z +Jr£’)

tekintettel arra, hogy

d(xo
d

ég itt 197 a
0<19'<1.

+ th) diy,, +tk) A +té)
v b at =k, at =,
E), 1] intervallumnak egy kizbiils8 helye, azaz

Ez épp a bizonyitandé 4llitds.
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32. TOBBSZOR DIFFERENCIALHATO TOBBVALTOZOS
FUGGVENYEK

a) Az egyviltozés fiiggvényekre vonatkozs megfeleld definiciShoz hason-
16an a kétviltozés f(x,y) fliggvényt az (x .¥_) helyen kétszer differencisl-
haténak mondjuk,’ ha e hely kdrnyezetében di?ferencié.lhaté és e helyen ma-

gin az %f és 3; parciilis derivéltak (totalisan) differencié.lhaték.
) Ebben az esetben az (x 'Y, } helyen léteznek az gi és g; filggvé-

nyekiek x és y szerinti parcié.lisai tehft az (x 'Yy )helyen léteznek az
2% 2% 2% 9%

1

2.2 ¥y axdy Py

f(x,y) fuggvénynek misodrendi

parcidlis derivéltjai.
‘A fentihez hasonléan, az f(x,y) filggvényt az (xo,yo) helyen hirom-

szor differenciflhaténak mondjuk, ha annak kérnyezetében kétszer diffe-
rencilhat6, és masodrendii parcislisai e helyen differencislhaték. Ehhez
hasonléan értelmezziik a négyszeri, Stszdri, stb. differenciflhatéssgot.
E fogalmakat konnyd n- v4Rtozos filggvény esetére is stvinni.
b) Kétszer differenciflhat6 fiiggvény mésodrendi parciﬁlis derivélt]ai
kozott a kivetkez6 nevezeotes kapesolat 4ll fenn:

‘Tétel. (Young tétele)
Ha i(x,y) 2z (x ,y) helyen kétszer differenciﬁlhaté akkor

R
259 39 (2L )

“E tételre mir utaltunk a 29. fe]ezet egy‘.lk példajanil.)
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Bizonyitis
Tekintsiik az

f(xo +h,yO +h) -f(x0 +h,yo) - ;t'r(xo,y0 +hy +f(x0,yo)>= D(h) .

~ kifejezést. Megmutatjuk, hogy h-=0 esetén

2, 7
egyrészt Do) [—2 .f‘ , méisrészt
h2 C; ax '
-V Ry
o' Yo
. » 7]
D(h) 2%,
2 -
h axay
o - (xo’.yo)

és ezzel egyszersmind AllitAsunkat is igazoljuk.

Vezess'iik be az

7\
Fx) =fix,y_-+h) - f(x,y)
0 0 .
Yot#t T S
filggvényt. L&thatd, hogy I i
|| !
_ P |
Dth) = F(x_+h) -F(x) . . | .
o o Yo _______1:__1'_.____‘{___._
Ha h elég kicsiny, akkor a ' I :
40. &bréan lathatsé négyszig L Il ! !
beleesik az (x ,y ) helynek 1A Kar
abba a k6rnyez%tége, amely- : M 0
ben f(x,y) egyszer differen— ' 40. fbra

cislhaté. Ekkor az F(x) fligg-
vény is differencidlhaté X, és xo+h kzitt, mégpedig

F’ (x) =Bl§‘:| h —[———gi]
x,y ) .y )

- Alkalmazva‘'a f{x) fliggvényre a Lagrange-féle kzépériéktstelt:

D) = Fix #) ~ Fix ) = F' (x_+Hn)h=

- (|91 21

- - 2X - ? X 7 h !

| (xyr Py ) (x,+dhy ) |
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ahol - 0< ¥'<1. Azonbana
feltételezett differencidlhatésiga folytdn

2t ] _
9% (x0+19'h', y, )

2% |
{a > ] .h+<51197h+£2h-l,.

:

ahol

él’ 62’ 63—.0 H]

2f . _ '
3% fliggvénynek az (xo,yo)' helyen

. 2 :
l;%:—j] + [:3 fz:] : . Yh o+
gy L0 gy

2%

ha

Bx} - —,5;] +[32f2:| neg
(x + b,y ) vy LOx"de .y

h—3 (h-=0 esetén 0<=-19'-<>I*‘ miatt

&h is 0-hoz tart). Igy tehat

2L
D(h)—{[axJ(k ,y)+[
Q"o

2%¢

|

azf} .19’h+

2f |

bt €. Phe € h-[—-—]"‘ -
3y3x:l(xo,yo). 1 N (x ¥,

L, - ,
_ |9 Pn-& Fnin =
2x% lx ,y) 5
[o M 1 ] .
v 2
) [9 fj +£1L9'+éz "‘5'3‘9' hz ,
2,2
7))
azaz

+€ Peb - &P,
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sha h-=0, a_kkor valéban

D(h) __[azf :|
2 2 ‘
h a.v x | (x,y)

G{y) = f(xo+h. v - f(xo, )

Bevezetve a

jelslést, 14thatd, hogy
D) = G(yo +h) - G(yo) )

és ebbdl kiindulva az eldbbiekhez egészen hasonlé médon igazolhatd a

D) ’[’Bzf }
n”  |9xdy (%5}

relicié. Ezzel tételiinket igazoltulk.

Annak elegendd feltételeként, hogy az f(x,y) fﬂggvény un. vegyes mé~
sodrendii parciélis derivaltjai az (xo, yo) helyen megegyezzenek egyméssal:

[_’J_Ef__} [ﬁg_]
Oy Ix e,y L%y Jey)

més tétel is kimoﬁdhaté.
Az elobb bebizonyitoit tételbol kivetkezik az al4dbbi 4llitas:

Ha az f(x,y) fliggvénynek az elsC és mdsodrendii parcidlisai léteznek az
(xo, yo.) hely kornyezetéhen .8s magin e helyen folyionosak, akkor az adott

helven vett misodrendii vegyes parciflisok megegyeznek egyméissal.

MegjegyzendS, hogy a vegyes masodrendii parcidlis derivaltaknak
az (x_,y ) helyen valé megegyezéséhez méar az is elegendS, ha csupfn
a vegyes misodrendii parciilis derivaltak folytonosak ezen a helyen .

c)-Az el6bb igazolt tétel segitségével kinnyen beldthats az aldbbi 4lli-
tis: , '

Ha egy f(xl, ey xn)_ fiiggvény Vaiameiy helyen r-szer differenciilhatd,

akkor a kérdéses helyen f (xl, PN xn) r-edrendil parciilis derivéiltjaiban

az egyes viltozdk szerinti derivilisok sorrendje tetszés szerint felcserél -
hets.
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Igy pl. ha a hiromviltozfs f(x ¥, z) f‘tiggvény az (x 1Y Z ) helyen
négyszer differenciflhat6, akkor itt

% 4
az azayax 3z9x9z9y .

Ekkor ugyanis £(z,y,z} a kérdéses hely kérnyezetében kétszer dif-

32f 22f
ferenciflhaté, s igy e hely kornyezetében = .

3 3
Ugyanezen kﬁrnyez_etben természetesen It = 1

20ydx  92dxdy
of

ugyanitt —-,a-— hAromszori (s igy annsl inkibb ketszerl) differenciflhatdsiga
3

% _ 9%

azdxay 9x9zdy

miatt Ez az (xo, Yo zo} hely kirnyezetében ér-.

. 4
: 27t
vényes, ezért magin az (x ,y .,z ) helyen nyilvin ————— =
oo 02029ydx
4
= —'—a—f—-— , amint 4llitotfuk. Hasonl6é okoskod4ssal élhetiink minden -
329xdzdy ,

egyes sz6bajovd esetben.

d) Az egyszer differenciflhat6 tobbvaliozos fliggvények differencidljinak
(els8 differencifljsnak) mintsjar a célszerii bevezetini az r-szer differencifl-
haté fiiggvények r-edik differenciljinak fogalmit. Tekintsik az egyszerii-
ség kedvéért a hdromviltozés f(x,y, ) fliggvényt Ennek az (x.y, z) hely-
hez tartozé (elsd) differencidljan a

#), L 8
[" wyn L9 ey L9%ley

kiféjezést értettilk. Tekintsitk ezt régzitett h,k, £ mellett mint x,y,z fdég-
vényét: ennek differencialjit (ugyarazon h,k, 8 megvéltozﬁsok mellett) az
fix,y,2) ftiggvény méigodik dlfferenciﬁljﬁnak nevezzik &s d i -fel jelvliiik:
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22 2, 2 , 2 :
e Py, 2% 2% s S SN x WO

h+ — k + £yh+ ( . ht= .
r % _ axgy Pz 2yax ayz 'ayaz
2 2 2
PRPRNC. SR it SR Sy SV
az ax azay 3z2
2% o 2% % 2 %4 2% 2% ,2
= ho+2 hk k” +2 hé+2 ¥4 £
X I Y M TR T Mot X M &

A fentihez hasonlsan, ha a d°f mésodik differenciflban a h,k £ megvélto-
zhsokat rogzitjilk, és x,y,z -t tekintjillk viltozénak d2f differencifiljat
(amennyiben 1étezik) f harmadik differencidljinak nevezzik és d3f fel
jelsljiik. Ehhez hasonl6an torténik a magasabbrendii differencidlok értel-
mezése. .

Tétel

Ha i(x,y,z) az (x ,¥ »% ) helyen r -szer differenc15,lhat6 akkor e °
helven létezik a d'f r-ediﬁ dﬁferenciﬂ is, éspedig ugy nyerhetd, hogy az

xh +yk +z €

polinomot r-edik hatvinyra emeljiik s aztdn a kapott kifejezés minden egyes
tagjiban x,y,z hatvényait f mellé irjuk derivicids indexként (itt ui. a
parcidlis deriviltak jellésére a jobb é.ttekmthetdség miatt az

21

fx = = indexes jeldlést célszerl haszndlni; a tétel értelmében tehit pl.

3 2 s )
x yz helyett £ z -t irunk), é&s e parciilis derivéltakat az (xo,yo, zo)

helyen vessziik.

Az 8llit4s teljes indukeidval bizonyithaté A bizonyitis részletezésére
itt nem tériink ki.

Kétvaltozds fliggvény magasabbrendd differencifljait ennélfogva a két-
tagu kifejezések hatvinyait megadé binomidlis tétel mintdjira szdmithatjuk -
I

r
dixy = J () f U

=0 i X e ’Ey"‘r’l,
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Konnyii beldtni, hogy ehhez hasonldan akfirhfny véaltozés fliggvény
r -edik differencifljgban a fiiggetlen valtozok megviltozédsait egyiitivéve
r -edik hatvdnyon tartalmazé szorzatok sllnak, melyeknek egyiitthatsi a
fiiggvény r-edrendii parciélisa_itél bizonyos dllandé (a vizsgalt fiiggvénytsl,
a vizsgilt helytSl és a vizsghlt megviltozdsoktsl fliggetlen, csupdn az r-t5l
és a viltozdk szamAtol fliggh) szorzékban killonbdznek. ;
) A magasabbrendil differencislok egyik fontos alkalmazisa a kovetkez8 -
(megint hdromviltozés fiiggvényre szoritkozunk):
Tekintsiik a t viltozd

F(t) = f(x4th, y+tk, z4t £)

filggvényét rogzitett x,y,z,h,k, £ mellett. Ha f(x,y,z) az (x+th, yHk, z# /)
helyen r-szer differenciilhatd, akkor F(t) a { helyen r-szer differen-
cidlhats, éspedig

FO ¢y = dVf(xath, yak, 24t £)

{az utobbi jel8lés arra utal, hogy a d"f -ben szerepld parcidlis derivaliak
értéke az (x+th,y+k,z+#£) helyen veends).

Ezen fllitdsunk is teljes indukeciéval bizonyithats. r =1 esetén

£ b [’af

F' () =[—'§; —:a"; . k+

] (x+th, ytk, z4# £) ] (x+th, y+k, z+ £)

91

+ = £
[gz ] (z4th, yHk, 2+ £)

keivel. Ha aztén az 4llitds valamely r-re igaz, akkor r+l -re is igaz,

hiszen F(r)(t) = d'f miatt F (t) ugy nyerhet8, hogy drf minden
tagjat t szerint derivéljuk, ez pedig azt jelenti, hogy X,y,z szerinti
parcidligaikat képezzik, ezeknek az (x+th, y+tk,z+ £) helyen vett
értékeit rendre h,k,£ -lel szorozzuk és a kagott tagokat &sszeadjuk.
f-et 4llitjak el6, amint °

]
|
!
I
|
t
P
I
F
]
3
F
i
1
|
I
! s ez csakugyan df értéke a parciilisoknak a jelzeit helyen vett érté-
!
]
! {r+l)
i
i
i
1
|
|
|
I
]
I
[

Ezek a 1épések azonban dTf -bSl éppen art
illitottuk. .
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33. A TOBBVALTOZOS TAYLOR-FORMULA

A 24. fejezetben littuk, hogy ha az egyviltozds f(x) fliggvénya 0
és x szimok kizotti intervallumban (m+i)-szer differencidlhats, akkor
van 0 és x kidzott olyan f hely, hogy

£ X, (@) £ o+
k! @+1)!

f(x) =
k=0 -

A fenti képletet neveztiik Taylor-formulénak a Lagrange-féle alakban irt
- maradéktaggal.
E képlet a kivetkez8képpen vihetd 4t tsbbvaltozss fiiggvényekre:

Tétel
Ha_ f(x),. .., X)) (r+1) -szer differencifihat az (500X ) €8
' (x1 +h1-. ces ,xn+hn) pontokat 5sszekot6 egyenesdarab pontjaiban, akkor

f(xl-:-hl,. .o ,xn-ihn) - f(xl,.. . ,xn) =

2 ’ T
d f(xl,...,xn) d f(xl,...,xn)

=df(x1,...,xn)+ a0 +... + 1 +

r+l,
d f(x1+19'h1,...,xn+19’hn)

(r+1)!

£

ahol 0<t9’<1..'
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Bizonyitis
Legyen

F(t) = f(x1-|—th1, x +h ) 5

F() (r+l) -szer differenciflhatéa 03t=51 intervallumban, - éspedig
a k -adik differenciil fogalma szerint:

F(k)_(t) = dkf(x1 ghl,. ,xn-_l-fhn) .

Alkalmazzuk F(t) -re a kozonséges egyviliozos Taylor—képletet:

et " | - gln)
LF () =TF(0) + Flml t+ 'Fg) P+ _E_r_'(QL_ £+

!

{r+l)
+ F—‘-——(ﬁ)—‘ 1;r+1 , 0< P < t,
(r+) ! ,

ill. specidlisan t=1 esetén

{r) {r+1)

_ F'(0) . F'(0). Fl0) . B ()
Fl)y=F({0) + 11 + 21 +a0 +, oy + )1 )
ahol 0< PR

Beirva ide F (0) értéket:

. dfx ,...,xn)
= X))+ -
f(x1+hl, eee ,xn-lhn) f(xl,. e n) +

1!

2 T e r+l
a8 500 X)) 4iE,...x)  d f(xl'u}hl,...xn+z9'hn)

* 21 Foeee ¥ r! S (T K

7 és ez éppen az 4allitdst adi-
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Kétviltozds f(x,y) fliggvényre a Taylor-formulanak kezdGtagjait részlete-
sen is kiirjuk az aldbbiakban:

. 2 2 2
2 91 1927t 2 ot 9t 2
fix+h,yik) = f(x,y) +5— h+=5— k+—(—=h" +2 hk + ky+
?x 2y 21" 3.2 ayax 'ayz
3 3 3 A3
%(% h3+3——-2—2£—~h2k+3 —?——L—é—hk2+ 9f3 K 4
" O0x 9x"dy 2x2y 9y
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34. TOBBVALTOZOS SZELSOERTEK

a) Az egyvé.ltozés fuggvenyek mintdjira adhaté meg valamely kétvé.lto-
zés f(x,y) fliggvény (x A ) pontbeli lokilis szélsdértékeinek definicidia.

Definicid

Az f(x,y) fliggvénynek az (xo,yo) helyen maximuma (minimuma) van,

ha van az (xo,yo) pontnak olyan kérnyezete, melynek minden (x,y) helyén

T

fx,y) £ £ ,,)

-
ﬁmd)—ﬂ%JQL

A maximum és minimum k&z6s neve s2élsGérték.
Hasonlé definicié adhat6é valamely f(x,, ... ,xn) n-viltozds fliggvény

7 x

(a1 a } pontbeli szélsbértékeire.

Tobbvéltozos fiiggvénynél is gondosan meg kell kiilonb6ztetnlink egy-
mastél a maximum (minimum) &s a valamely halma: on felvett maximalis
(minima4lis) fliggvényérték fogalm4st. Itt is igaz azonban nyilvanval6an az,
nogy ha pl. f(x,y) az E halmazon felvett maximélis (minimilis) fiiggvény-
értékét az E halmaznak egy belsé (x 'Yy ) pontjsban veszi fel, akkor ott
f(x, y)-nak egyszersmind maximuma ° (mlmmuma) is van. Az alsbbiakban
a maximum- és minimumhelyek felkutatdsira szolgils eljdrisokkal fogunk
foglalkozni.

b) Az egyviltozds fiiggvényekhez hasonldan érvényes a kovetkezs tétel,
amit egyszeriiség kedvéért nem tetszleges n-véltozds, hanem csak hd-
romviltozds fiiggvényekre mondunk ki:

Tétel
Ha az f(x,y,z) flggvénynek az (xo,yo, zo) helyen szélsGériéke van,

akkor e helyen elsOrendii paréiélisai - amennyiben 18teznek —~ zérusok:
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B, BB

(xo,yo.zo) (xo,yo.zo) (xo.yo, zo)

Bizonyitds

Legyen ugyanis f(x,y,z) -nekaz (x ,y ,z ) helyen pl. maximuma.
 Vilagos, hogy a rigzitett y 6s z melléit ®adSds f(x,y ,z ) figgvény-
nek az x= X, helyen ugyanesak maximuma van, ezért deriviltja ott
zérussal egyenld:

e W
—_—| = =0.
‘ dx' . )&_=xo O {xo’yo'zo)

Hasonl6an 14thaté be z és x, ill. x &s y rogzitésével, hogy f(x,y,z)
¥y és z szerinti parcidlisai is zérussal egyenlSk az (x ,y ,z )} helyen.
Egy tobbvéltozés fliggvény y 0o 0
szélsbértékeinek felkeresése vé- A
gett tehat meg kell keresniink azo~
kat a helyeket, -ahol a fiiggvény el-
sOrendil parcislisai egyidejiileg & ,V2=2 X
eltiinnek, Az els8rendii parcidlisok “q”
eltiinése azonban csak szikséges, e
de korfnisem elégséges igltstele > y =2p/r
amnak, hogy a vizsgilt helyen a ¥ ¥ ,
fiiggvénynek szélsSértéke legyen. + RN .+
E tényt a kivetkezo feladattal S
(Peano példdja) is megvil4githatjuk. + -
Vizsgiljuk meg az : *

+

x|

fix,y) = ’{yz—zp'x) (y2—2qx), 0<p<yg 41, 4bra

figgvényt a (0,0) hely kbrnyezetében. Amint az a 41, 4brardl is 15thaté az
egész XY sikon értelmezett fliggvény az y% = 2px &3 y2=2qx parabola-
ivek pontjaiban 0 értéket, a két parabolaiv k&zstt fekvS pontok halmazsn
{(x,y}: x>0, ,2px<lyi< 2qx} negativ értékeket, az XY sik tobbi pont-
jéban pozitiv értéket vesz fel. A (0,0) pont tetszSlegesen kicsiny sugaru
kornyezetében pozitiv, negativ és zérus értékeket is felvesz tehdt, és mivel
£(0,0) = 0, a {0, 0) pontban a filggvénynek nincs szé&lsbértéke.
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Ennek ellenére teljesiil azonban z szélsGérték l1étezésének szikséges
feltétele:

(21 2

3—}{} = [(—Zpy Hpqx—qu2+4pqx}] =0.
- 0,0 =~ {0,0)

%l = E2y3—4qu+2y3-4pxy):l = 0.

L % ko, 0) (0,0}

E példin még azt is bemutathatjuk, hogy helytelen volna azt 4llitanunk, hogy
f(x,y) -nak az {xo,yo) helyen szélsdértéke van, ha az (xo, yo) ponton dt- -

haladé tetszdleges egyenesek mentén vizsgéilva a fiiggvényt, az (xo, yo)
pontban szélsGérték adédik, Az

fx,y) = (y-2p%) (v'~2ax)

fiiggvény ugyanis az
x = at, {a¥ 0},

y = bt
egyenletrendszerti egyenes pontjaihoz az
F = f(at,bt) = (bztz—zpat) (b2t2—2qat) = tszzt—Zpa) (bzt'—an)

fiiggvényértékeket rendeli. Ez ut6bbi fiiggvényiinknek a és b tetszlleges

értéke melleit szélsGértéke van a t = 0 helyen, mert

g%:‘ = 2t(b2t—2pa) (bzt—?..qa) +t2b2(2b2—2qa-2pa) =0, ha t=0,
sz 2 2 2.2 42
B 2(b"t-2pa) (b t-2qa) + 4ib (2b” t-2ga-2pa) +2b t ,

dt

2
[g-—f-‘—:l = 8pqa2 >0,
dt?
=0

vagyis a F(t) figgvénynek a (0,0) helyen minimuma van. Mint méar elSbb
beldttuk, az f(x,y) fiiggvénynek azonban nincs gzélsbértéke a (0,0) helyen.:
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Csup4n a tobbvéltozés szélsbérték 16tezésének szilkséges feltétele se-
gitségével is meg tudunk azonban gyakran oldani sz8lsGértékszamitasi fel-
adatokat. '

Pl. hatfirozzuk meg, hogy az adott keriiletii hAromszdgek kizill melyik
hiromszignek maximélis a terlilete. )

A hiromszdg oldalait x, y, z-vel jeldlve tehdit

(1) ‘ : x+y+z = 2p

adott, &s nyilvéin

0 £x%p,
(%) o £ySp,
X +y=p.
A hiromszog teriilete’
@ - T=\pp-% ®- (-2

ahol p a hiromszog fél kerilletének mérészdma (Heron képlete).

(1) -b8l z-t kifejezve &s (2) -be behelyettesitve a hdromszdg terii-
letét a kbvetkezd kétvaltozds fiiggvény szolgiltatja:

3 ";F =\ p(p-x) (P-y) (x+y-p)
Y

A (%) feltételek értelmében a (3)
filggvény értelmezési tartomdnya:

P R ' N
M={ 3 :0 SxZp, pxZyEp). M

(Az M halmaz pontjait a 42. sbrén \
szemléltettiik. ) M hatdrdna T
filggvény mindeniitt zérus, M belsd _ -
pontjaiban pozitiv, igy maximumit ¥ X

- folytonos fiiggvény 1évén - az M 42, dbra :

zArt halmaz belsejében kell, hogy

felvegye. (28. fejezet, Weierstrass- tétel.) E pontban T X és y szerinti
parcidlis deriviltjainak értéke szilkségképpen zérus, nézzilk meg tehat,

mely pontokban teljesiil ez a feltétel:
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~p(p-y}(x+y-p} + p{p-x)(p—~

2\ plp—x) (p-y) x+y-p) .

— _~P(p-X) (x+y-p) +P(O-X)(p-y) -
< 2\/pEx){p-y) x+y-p) ’

E két parcidlis derivilt eltiinik, ha

ol ‘coln)
. |1 L

~P(P-y) (x+y-p-p+x) = 0,
ill. |
~P(p-x) {x+y-p-p+y) =0 .

Mivel p#0, (p-y)#0, (p-x)#0, ezen tényezdkkel rividithetimk, s igy
arra az eredményre jutunk, hogy T parcislis derivalijai csak akkor tiin-
heinek el, ha

2Xx+y-2p=0,

X +2y-2p=0,

azaz, ha

Az (1) bsszefiiggés értelmében ez azt jelenti, hogy ekkor

vagyis az egyenld kerilletii hiromsztgek kozstt az egyenlBoldalu 2 maxim4-
lis teriiletii.

‘¢) Tobbvéiltozds filggvény szélsfértékének 16tezésére elégséges fel- -
tételt a fliggvény mésodik differencifljinak vizsgilatival adhatunk, Ezt
egyszeriiség- kedvéért hiromvaltozos fiiggvényre részletezziik.

fx,y,2) -mé,sodik differencislja

2 2 2 2
9°f B2 z’af hk+’2fk2+29f

22 kAR Dadn

a%i(x,y,2) = e+

22 2 }
+ 2 f’kf+_af 82,

|
!
b
b
|
!
t
|
|
|
|
|
|
|
|
t
|
|
l
! 20y 95

|
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ahol a parciflisok az (x,y,z) helyen veendSk. Ha az (X,y,z) helyet
rogzitjiike, és a h, k, £ megviltozdsokat viltoztatjuk, akkor a mésodik
differencial ezeknek homogén mésodfoku fiiggvényeként, kyvadratikus
alakjaként 411 el8. A szélsfértskek felkeresésénél ennek a kvadratikus

_ alaknak az el8jel-viszonyai jatszanak szerepet. Az el§jel=viszonyok

alapjén a kvadratikus alakok a kivetkezGképpen osztilyozhaték:
. v :

.2 2 2
{(#) Fh,k €)= auh +2a12hk+a22}< +2a13h€+2a23k £+a33 €

kvadratikus alak a {0,0,0) helyen mindig a 0 értéket veszi fel,ezért
a tovébbiakban ezt a helyet figyelmen kivill hagyjuk.

Definicis
Az F(;k, €) kvadratikus alak pozitiv definit, ha értéke birmely

(h,k, £) helyen pozitiv; _ .
Fh,k, £ ) negativ definit, ha értéke minden (h,k, £') helyen negativ,

"F(h,k,£ ) indefinit, ha felvesz pozitiv értékeket is, negativ. értékeket is,
.F(h,k, £) pozitiv ill. negativ szemidefinit, ha nem vesz fel negativ ill.

pozitiv ériékeket, de a 0 é&rtéket felveszi (H. a (0,0,0) helytdl kiilon-
b52z8 helyen). )

Be lehet bizonyitani (a bizonyitdsra itt nem tériink ki) , hogy-a ()
alak ezen osztilyozdsa szempontjibdl a (» ) kvadratikus alak egyiitt-
hat6ibsl alkotott

11 212 13
291 %9 393
231 232 233

‘métrix sarokaldetermindnsait kell. megvizsgilnunk. Ha az .

11 32 P13
a a
11 12 a.z1 a22 a23 ,
L all’ a a ’
21 22 a31 a32 9.33

sorozatban csupa pozitiv szdm 411, akkor F(h,k, £ ) pozitiv definit, ha
e sorozatban felvaltva pozitiv és negativ szAmok 4linak, akkor F(,k,2)
negativ definit. Ha a fenti sorozat Zérussal végz6dik és a métrix f64tl6n’
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nyugvéd legmagasabbrendii el nem tiin8 aldetermindnsati (igy nevezziik az
olyan aldetermininsokat, amelyeknek f64tl6ja az egész determindns 6~
4tl6j4ban fekszik) koziil valamelyik pozitiv, ill. negativ definit alaknak
determinénsa, akkor F(h,k,’8) pozitiv, ill.negativ szemidefinit. Ha,
végiil a felsorolt lehet&ségek egyike sem teljesill, akkor F(h,k, £)°
indefinit. : ‘ ' '

Tétel -

Haaz f(%,y,2) fiiggvény az (x ,y Z ) helyen kétszer differen-

cialhaté és e helyen elsdrendii parcislis derwalt]al zérussal egyenlOk,
akkor
ha az (xo,yo,zo) helyen a d f(xo,yo,zo) mﬁsodik differenciél pozitiv

definit, akkor f(x,y,2) -nek a vizsgilt helyen minimuma van;
ha dzf(xo, Yo zo) -negativ definit, akkor f(x,y,z)-nek maximuma van;

2 . .
ha d f(xo,yo, zo) indefinit, akkor_ f(x,y,z)-nek az (xo,yo, zo) helyen

nincs szélsdértéke,
A tétel bizonyitdsdra nem térink ki.
Pl." keressiik meg a kivetkezd filggvény szélsoérték—helyeit-

6;(2 .

Bz, 3) = (x2ay2-1)2 -

El8szér megvizsgéljuk, hogy hol teljesii a széls6érték létezésének
szilkséges feltétele:

%f_ = 2a2ay? - 1) 2x - 12x = dx(x4y” -4) = 0

—Bf—= 2(x2+y.2 -1) 2y =4y (x2+y2;i-)- =0,
Ay _
azaz .
Aizx(x2 + y2 -4) =0,

4y(x2 +y2 -1} = 0.
Ezen egyenletrendszert kielégitﬁ értékrendszerek:.

(=0, ¥=0) , (=0, y= 1), (=12, ¥°0) .

Annak megvizsgélésé.fa, hogy ezen helyek koziil hol van széladértek, és
ez milyen természetii, f(x,y) misodtendii parcidlis derivaltjait kell

kiszdmitanunk:
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,9'21.

— 4 +yP—d) + 852,

e
2 ]
% - ;
. = 8xy . .
ayax - . i
2
l—f— = 4(x2+y2-1) + 8y2 .
ayZ . .

A misodik differencidl matrixa:

2% 2%

’axz ' ?y ax

2% 2%
\ ,ayax ayz

Vizsghljuk meg-e matrixot a sz6bajoves helyeken: -

o -16 0 A sarokaldeterminfinsok soro-
1 {0,0) . | zata:
¢ - 1, -16, 464,
~tehét-negativ.definit, (0,0)-ban
maximum van.
\ A sarckaldetermininsok sorozata:
-12 0 .
2o (0, +1) ' ) i 1, ~-12, -98,
: { 0 8 tehit indefinit, a (0, +1) helyeken
--nincs szélsGérték. .
_ (33 -0 ) 4& sarokaldeterminfinsok sorozatd
8% (2,00 | , 1, 32, 384,
L O° 12 | ient pozitiv definit, a (+2,0)

helyexen m:mmum van,

Osszefoglalva tehit az f(x,y) fdggvénynek a (0,0) helyen maximuma,
a (42,0 helyeken minimuma van.
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35. IMPLICIT FUGGVENY

a) A Matematika 1/1. jegyzet 22. fejezetében emlitettikk mir, hogy az
y viltoz6t, mint az x véltozd fliggvényét megadhatjuk ugy, hogy megadunk
egy képletet, mellyel x ismeretében y-t kiszémithatjuk. PL

. y.=5x2-xsin2x+3

ilyen'un. explicit ftigg’vény.
Megadhatjuk azonba.n az X és y kozti kapcsolatot egy

. F,y)=0

alaku egyenl$ség alakjéban is; valamely x -hez azaz y érték tartozik,
mely az adott x-szel egyiitt az F(x,y) =0 egyenloseget kielégiti. Iiyen un.
implicit fliggvénye y az x—nek pl. ha .

-3y+2=0,

vagy x—yey=0.

Gyakran az implicit alakban megadott fuggvenyt explicit alakra lehet hozni
pl. az

x2 -3y +2=0
egyenlséghil o Xy
. K y= —-T-' .

Az x~-Yy e’ =0 egyenletbdl azonban nem sikerill y -t x fliggvényeként k.ép—1
lettel kifejezni, s6t az sem vildgos kozvetlentil, hogy mely x értékekhez
lehet az egyenletet kielégits y-t taldlni, s hogy egy x értékhez egy vagy
tobb y érték tartozik-e. Az utdbbi esetben az egyenlettel nem egy, hanem
tobbértékil figgvényt definisltunk.
Hasonld a helyzet akkor, ha az x

., X valtozdknak egy ¥y fﬂgg-
n
vényét egy

1"

b(xl,xz,. e ,xn.y) =0
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alaku egyenletiel definisljuk. Itt is csak abban az esetben beszéihetiink vaké~
ban egy filggvény értelmezésérdl, ha a szébajovd (x,..., x) értékrend-

szerekhez (esetleg tovibbi megszoritisok kikitése mellett) egy s csak egy
y érték tartozik, amely az egyenletet kielégiti. Tovébbi kérdes azutfn az,
hogy az igy definidlt implicit filggvény folytonos-e.differenciilhaté-e, hogyan
lehet parcislis deriviltjait kiszdmitani, sth, '

b) A most felvetett kérdésekre az aldbbi tétel ad vilaszt (a tételt n=2-re
fogalmaztuk meg, de tetszésszerinti szdmu véltozd esetén is hasonlé tétel
érvényes):

Tétel

Legyen J a siknak valamely nyilt halmaza, Inyilt intervalium, és
xYEJ, u€l esetén F(x,y, u) az (%, ¥, u) helyen folytonos figgvény,

tovabb4 [ %F ] “#0.
u
x,y,u)

Legyen H azon (x,y) € J pontok halmaza, melyekhez taldlhat6 olyan
u € I, hogy Fix,y,u) =0. Ekkor

1° minden (x,y) € H ponthoz egyetlen u & I tartozik, melyre
F(x,y,u) =0, legyenez u= ®(x,y} ;

2° H nyilt, és ¢p folytonos H-n;
3° ha(x,y) € H és F(x,y,u) az (x,y, (x,y)) helyen r-szer differen-
cidlhatd, akkor ¢ (x,y) az (x,y) helyen r-szer differencislhatd;
ha (x, y) € H, f(x,y,u} r-szer differencidlhaté az (x,y, (x,¥)
hely kérnyezetében és e helyen r-edrendii parcidlis derivéltjai foly-
tonosak akkor (O(x, y)' r-edrendii parciilis deriviltjai is folytonosak
az (x,y) helyen.
A tétel bizonyitisara itt nem térink ki.
¢) Ha mér tudjuk, hogy az F(x,y,u) =0 egyenletbdl u kifejezésével
nyert u= ¢ (x,y) fiiggvény differencidlhaté, akkor parcidlis deriviltjai-
nak meghatirozisa a kovetkezS mnédon térténhetik:

Minthogy

(%) - F&,7.e& ) =0

40

az (x ,yl) hely kornyezetében fekvS valamennyi (x,y) helyen, azért ( * )

azonosgig, vagyis mindkét oldaldt x és y szerint parciélisan denvélva -
{(a tobbviltozds l4ncszabilyt alkalmazva):
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2F "9F  QJu _
Ax 1+?u 2z 0

oF 9F  Ju _
| | 3 7 .1+ Tu 3}' =0,
és innen 5 - 9F 5 9F
u_ 9¥Y _  2x . du _ 2% 2y
9 9x  IE Jy Iy IF
du 2u
Speciﬁlisan F(x,y:=0 esetében,-az.egyenletbdl y kifejezésével: nyert.
P (x) fuggvény differenciflhatdsfga esetében '

oF
,_dy _ 9x
V7 TT 2R
2y

Péld4ul az §
Fix,u).=x -ue =0

egyenlet teljesdl az x=0, uv=0 helyen, az Fix,u) filggvény mindeniitt-dif~
ferencidlliat6 és a vizsgélt helyen 9 |:-e -~ue ] =

u=0 u-—O

=-1#0, tovibbd F-nek 'akérhényadik parcifilis deriviltjai is folytonosak. -
Ezért az x=0 hely kbrnyezetében u kifejezhets ebbdl az egyenlethtl, mint -

x -nek folytonos u = P(x) fiiggvénye, s ez a figgvény az x = 0 hely kérnye-
zetében differencidlhats. Ennek a fdgg'vénynek a derivé.lt]a az emlitett x=0 .
helyen igy szdmithat6 ki:

- AF - ,
du]  _|_2x. ] I S -1
dx x=0 %z _ o ue”
x=0 . B x=0

u=0 - u=0

-Az itt kbvetett el;ér&st szokéis: az imphcit fliggvény differenclé,lési gzahi-
zé.nak nevezni.
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36. A KETTOS INTEGRAL FOGALMA

a) Ha a P{ pontban, melynek koordinAitai (xi,yi, z‘i), az mi témeget

helyezzﬁk el (i=1,2,...,n), akkor e pontrendszer sulypontja az a P pont
lesz, melynek koordindtai:
n

n n

i§1 m,X, 7__;1 m,¥; 1§1 m,
X5~ n » ¥gT Tn I S
=1 =1 =1

A széml4lskban szerepld tsszegek a pontrendszer YZ, XZ, XY sikokra
vonatkozé sztatikai (vagy mésképp elsOrendii) nyomatékai.

Ha a fentf pontrendszer specidlisan az XY sikban helyezkedik el, ak-
kor sulypontjinak z koordinitija nyilvan zérus (zS =0), a sulypont x és y
koordindtijit pedig

n n
Z mx, Z m.y
- i=1 i1 - i=1 i
*g n ’ ¥Ys© T
Z m, Z m,
i=1 i=1

szolgél_ta'tja, ahol m, a Pi(xi,.yi) pontban elhelyezett témeg, a szimlé-

16kban 4116 5sszegek pedig a pontrendszer ¥, ill. X tengelyre vonatkozé
sztatikai nyomatékai.

Folytonos eloszl4su sikidom sulypontjinak meghatiroz4sinél az elSb-
biek figyelembevételével a kivetkezGképpen jirhatunk el:

Osazuk fel a sikidomot kicsiny részekre és egyesitsilk az egyes kis
részek tomegét a részecske egy tetszéleges pontjiban. Képezzilk az igy
nyert pontrendszer sulypontjinak koordinitiit, majd keressik ezeknek

hatdirértékst, amikor a felosztist "minden hatdron tul finomitjuk" (a sikidom
ezen felosztisokkal nyert részeinek 4tmérdi zérushoz tartanak).
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Ha a sikidom homogén, azaz egyenl§ teriiletii részeiben egyenls tomegek
foglaltatnak, s egységnyi terilletil részében § tomeg foglaltatik, akkor az
1 —edik rész kivdlagztott pontjanak koordinatait ( Fo 2 J) -vel jeldlve, a
kbzelitd pontrendszer sztatikai nyomatéka 1

M = 1§1 Si9Y > Mx='Z AT

i=1

ahol i:i jelenti az i -edik rész teriiletét.

Sikidomunk sulypontjdnak meghatirozisinoz tehit a

n n
lim Z ?}' &4 -6s lim Z Q’Ziti
i=1 i=1

' hatrértékek ismerete szilkséges, ha a felosztdst minden hatdron tul fino~
mitjuk.

Homogén sikidom Y, jll. X tengelyre vonatkozé tehetetlenségi
(misodrendil) nyomatékinak kiszimit4s4n4dl hasoniéképpen jirhatunk el.
Az el8bbi mint4jdra megalkotott kbzelits pontrendszernek megfelels tehe-
tetlenségi nyomatékai: '

- n

n
2 }fg»t, m. lgl'zfgati .

=1
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8 most ezen Ysszegek hatirértékét kell minden hatdron tul finomods felosz-
" tds-porozat esetén meghatiroznunk:

n
o= lim Z} Pt, . O =lim glvgfgti

i=1

Harmadik példaként szdmitsuk ki azon test kibtartalm4t, melyet alulrsl
az XY siknak egy T idoma, oldalrSl az ezt hatdrols gbrbére emelt Z ten~
gellyel parhuzamos alkotéju hengerfeliilet, felillrél a z = f(x,y) felilletnek a
kérdéses idom feletti része hatdrol. {z=f(x,y) legyen folytonos, ha (x,y) € T).

Ha az idomot részekre oszt~ 7 A
juk és az egyes részek f5lé olyan
hengereket emeliink, melyeknek .
magagsiga £(x, y)-nak az illetd i
részbeli legkisebb m,, ill. leg-
nagyobb M, értéke, = akkor a
keresett ki Ltartalom az elsd al-
kalommal kapott hengerek kib-
tartalmainak Ssszege és a méso-
dik alkalommal kapott hengerek

kébtartalmainak Ssszege kizé _ o
ealk, azaz d : h 4
44, fbra
A n
Z mt SKE 2 M t,
=1 - i=1

Ha a felosztds minden hat4ron tul valé finomitisdnsl a két sszeg kozos ha-
tArértékhez tart, akkor K is ezzel a hatdrértskkel egyenls:

n
K=1lim Z m, ti =1im Z Mi t,
i=1 i=1

b) Mindhﬁrom példsban arrél volt sz6, hogy az XY siknak egy idom4it
részekre osztottuk: minden egyes rész t, teriiletét megszoroztuk egy
f(x,y) fliggvénynek az illetd rész egy P, pontjiban felvett értékével,
majd ezeket a szorzatokat Ysszegeztilk. Az~ igy nyert Ssszegek hatdrértékét
kellett azutéin meghatiroznunk, mikor az idom felosztdsét "minden hatdron
tul finomitoftuk™.
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Az els0 feladatban az f(x, y) fiilggvény szerepét a o x, ill.. ey a
misodikban a ® x? , 1l Qy a harmadikban a fellilet egyenletében
szerepld f(x,y) filggvény ]étszotta '

SzembetiinG ezeknek a feladatdknak az egyvaltozds fliggvény infegral-
jénak fogalméval valé rokonsdguk. A killénbség csak az, hogy ott egy in-
tervallum részintervallumai &s azoknak hosszusdgai szerepeltek, ittvi-
szont egy idom részidomai és azoknak teriiletei. Eppen azért, mert az itt
fellépS hatdrértékek egy kétviltozds fiiggvénnyel 4llnak kapcsolatban, és
hasonlé jellegiiek, mint az egyvéltozss fliggvény integréljat szolgsltats ha-
tdrérték, az ilyen hatirértéket kettds integrilnak nevezziik.

Fellépnek még tobbviltozds, elsSsorban hiromvaltozés fiiggvényekkel
kapcsolatos hasonlé hatérerték-feladatok is. Tyenkor tobbszoros integral -
r6]l beszéliink,

Az alfbbiakban a kettfs integrdlok elméletével fogunk részletesebben
~ foglalkozni, a harmas integrilokra vonatkozd analdég eredményeket csak
kozoljiik, Vizsgilatainkat a sikbeli ponthalmazok teriiletének értelmezésé-
vel fogjuk kezdeni, hiszen eldbbi példdink mindegyikében egy-egy XY sik-
beli ponthalmaz (idom) szerepelt, melyet részekre osztottunk, majd az
egyes kis részek teriiletének mérdszamarol beszéltink, anélkiil, hogy pon-
tosan értelmeztiik volna, hogy ez mit jelent. .
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37. PONTHALMAZ TERULETE

A tovibbiakban négyszdgnek mindig a koordinitatengelyekkel pirhu-~
zamos oldalu téglalapot fogunk nevezni.

A négyszig terilletét — az elemi geometrigb6l ismert médon - két szom-~
szédos oldala mérészadmainak szerzata adia meg.

Definici6_’

. K&t ponthalmaz egymisba pem nyul6, ha nincs ktzos belsd pontjuk.

Definicis

Valamely korl&tos A sikbeli penthalmaz kiils8 terilletén az A -t befedd
négysrogek T, teriileteibdl alkotott Ssszeg alsé hatérat értjik.
Az A halmaz Kkiilsé terilletét igy jeloljik: tk(A) .

Deofinicié

Valamely korlstos A sikbeli ponthalmaz belsd terilletén az A -ban
foglalt pAronként egymisba nem nyulé négyszogek t teriileteibl alkotott
-sszeg fels6 hatarst értjik.

Az A halmaz belsd teriilletét igy jeldliitk: t {A).

Az itt dfiniflt kills§ &s belad teriilet a kévetkezt tulajdonsigoklal bir:

1° LA = 6w,
n
n
2° tk(lij AyE i§1 t(a) .

-
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Definici6

A korlitos sikbeli A ponthalmaz mérhetd teriiletii, ha kiils8 &s bels&
teriiletg megegyezik egymissal. FEkkor A {eriilete:

HA) = bt (A) =t (4) .

Bel4ithats, hogy a négyszﬁg az itt megadott definici6 &rtelmében is mér-
hetd teriiletil, és t(N) teriilete egyenl8 N (elemi) terilletével.
E definiciébdl kozvetleniil adédnak az al4bbi 4llitdsok:

I _Allitds
Az A sikbeli ponthalmazt zérus terilletinek mondjuk, ha tetsz8leges.

€ >0 -hoz talflhaté véges szfimu nSgyszbg, melyek A -t egyuttvéve befedik,
és terilloteik Usgzege kisebb, mint &£ .

o Allitds

‘Zérus teriiletii ponthalmaz minden része is zérus teriletil;

HI. Allitds

YVéges szfiru zérus torilletil ponthalmaz egyesitése is zérus terilietil;
véges szfimu pontbél 4116 halmaz zérus teriiletli.

A tételben kimondott Allitdsok a definici6b6l azonnal kovetkeznek. A har-
madik Allitdshoz annyit kivinunk csak megjegyezni, hogy mivel az egyetlen
pontb6l 4116 halmaz nyllvan zéxrus terilletd, ez az 4llitds a mésodik Allitds~
b6l mér kovetkezik.

I, Tétel

Ha f(x) folytonos az [a,b] intervallumban, akkor az y = f(x) (a S x%h)
egyenletii giirbe zérus terilletii.

Bizonyitis ,
Adott £> 0-hoz f(x) egyenletes folytonosséga miatt tallhats olyan
&§>o, hogy [a,b]-nek 4 -n§l kisebb tévolsfigu X’ és x" helyefre
[f(x’) - fx")<&

[ —
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Kégzitsiik el [a,b]— ~-nek egy J a4l finomabb felosztis4t, s legyen az
[xi-_l,xi] részintervallumban f(x) legkisebb, ill. legnagyobb értéke

m,, i11. Mi . Jeldljitkk Ni -vel az

] SEy=
g TESE MTYEM
koordin4taju pontok Altal alkotott négysziget. (45. sbra)
Y
Ak-
Ay

|
|
|

. FI N -
Ay Ay A}
45. dbra

YVil4gos, hogy az .N i négyszdgek a gorbét befedik, s terilletlik Gsszege

n n .
L Mem)exox, )<E Y k%, )= & (b-a),
el I A B S G 1

|
|
|
1
|
i
I
|
1
i
I
|
)
|
t
|
|
|
|
|
1
1
1
|
i
|
|
|
|
I
|
1
i
I
1
|
|
)
I
]
|
I
|
|
|
1
|
|
]
)

ez pedig & -nal egyiitt tetsz8legesen kicsiny.

H. TFétel

Az A sikbell ponthalmaz akkor és csak akkor mérhet§ terilletil, ha
korldtos, &g hatirpontjainak H halmaza (A hatira) zérus teriiletil:

tH) =0.

A fenti tétel bizonyltdsshoz bevezetiink egy - a kés(')'bbiekben sokszor hasz-
nélt - fogalmat, valamely négyszdg négyszdgricsos felosztisinak fogalmait,
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Definicié

Valamely N négyszdg koordinitatengelyekre vetett vetiﬂetéi lezyenek -
8z a®xSb 63 ¢Zy=d _intervallumok. Ezen intervallumokat felosztva az.

a=x < <... <X, ,<X~<...<X =h
o= %1 11 =% n-

CTY < Yy eee <Y 1<V Cerat ym=.d

osztépontokkal részekre, az x = X (=1, ..., n-1) ég y= Yy (=1,...,m~1)

osztévonalak az N népgyszig egy négyszigricsos feloszifsit szolghltatidk, _
az Nik = [(x, ¥): X 4 2x= Xy Y Sy= yk} paronként egymisba nem

nyulé rész-négyszigekre.

Rétérve z tétel bizonyitdséira tegyiik fel eldszbr, hogy az A halmaz
mérhetd teriiletii, Ekkor tetszOleges pozitiv £ mellett taldlhats véges

szému N’l, ..., N’ négyszdg, amelyek egyiittvéve befedik A-t és
amelyekreé - P :

L4 £

It < tA) + .

: i 2

=1

Misrészt taldlhatSk olyan Ni‘, cees Na paronként egymésba nem nyul6
négyszdgek, amelyek mind A-ban fekszenek és amelyekre

n
Yt > HA) -—g—- X
)

Iegyen N olyan négyszég, amely a befedd N’ négyszigek mind-
egyikét tartaimazza. Fekiessink a N; és N' ~négyszitgek mind-
egyikének oldalain 4t egyeneseket, &s” tekintsilk ezeknek az N négy-
szégbe es8 szakaszait., Vildgos, hogy ezek az egyenes szakaszok a-N
négyszdg egy négyszdgricsos felosztdssnak osztévonalai, és hogy
ezen négyszogricsos felosztis bormely négyszige vagy része egy
adott N; 1. N'j' négyszdgnek, vagy nem nyulik abba bele. Ebb&l

kévetkezik, hogy a négyszdgraicsos felosziis ama négyszigeinek,
amelyek valamelylk N’ -nek részei, de egylk N' -be sem nyulnak
bele, teriiletbsszege kisebb, mint & . Azt Allitjuk mérmost,
hogy az utéhbi. ricsnégyszogek befedik A hatfrt, amivel £ >0 tet-

I
i
i
1
|
3
]
4
}
t
¥
!
]
1
1
1
1
|
1
]
[
I
|
|
i
!
|
i
i
i
I
|
|
i
|
|
|
i
I
|
|
|
!
l o
: szOleges volta miatt a feltétel szilkségesaége igazolva lesz.
I

[}
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Valéban, ha A egy hatdrpontja egyik rdcsnégyszignek belsejébe .
esik, akkor ez a ricsnégyszig biztosan tartalmaz A-ba es0 pontot is;
83 A -ba nem es8 pontot is, tehdt benne van az A -t befedd N’ négy-
gzbgek kozil legaldbb az egylkben, és nem nyulhat bele az A-ban fog—
lalt N:'i' négyszigek egyikébe sem.

Ha A -nak egy hatdrpontja két ricsnégyszig kibzis oldal-szaka~
széra esik, de ennek nem végpontja, akkor e két rdcsnégyszig egyesi~ '
tésében van A-hoz tartozé pont is, A -hoz nem tartozd pont is, és leg-
al4bb 2z egyikben van mindkét féle pont, hiszen a négyszogek tartalmaz-
nak egy kézos oldal-szakaszt. Ez mutatja, hogy a kérdéses hatirpontot
tartalmazé két récsnégyszognek legalibb egylke része egy N ’i négy~-
szignek, és nem nyulik bele egyetlen N’ -be sem.

Hasonléan 14thats be, .hogy ha A egy hatirpontja négy récs—
négyszog kozos csucspontja, akkor e négy ricsnégyszog koziil legaldbb
av egyik része valamelyik N i -nek, és nem nyulik bele egyetien N%‘-—be
sem,

Ezzel az 4llit4s elsb felét igazoltuk.

Tegyilk fol most megforditva, hogy A korlitos és hatfra zérus
terilletil, Ekkor birmely pozitiv £ mellett taldlhat6 véges szdmu

N,...,N  négyszbg, amelyek A hatfrt egyittvéve befedik, és
amelyekre ’
m
() J ot <E.
=1

Legyen ismét N egy négyszdg, amely belsejében tartalmazza b.z A
hglmazt 6s az N, négysztgek mindegyikét. Fektessiink az N, - négy-
gzdgek oldalain ~ 4t egyeneseket. Ezeknek N-be esd szakaszalf ismét

- egy négyszogricsos felosztisit szolgiltatjdk az N négyszignek, és

ismét az a helyzet, hogy ennek a félosztasnak birmely ricsnégyszige
vagy része egy N, négyszognek, vagy abba nem is nyulik bele. .
Jelsliitkk N¥ ..., Ng -vel a négyszogricsos felosztisnak teljesen

A-ba es0 récsnégyszigeit. Vildgos, hogy
9 <
(%%) 3 t(Na') =t ).
i §
MAsrészt az Ni‘ és Ny négyszogek egyilttvéve befedlk az A halmazt,

ha ugyanis egy ricsnégyszig tartalmazza A-nak legaldbb egy pontjit, de
nem foglaltatik teljesen A-ban, (azaz tartalmaz A-hoz nem tartozo
pontot ig), akkor az A-hoz tagrtozé .68 A-hoz nem tartozé pontjit dsz-
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bsszekots szakasznak - kinnyen bel4thatan - tartalmaznia kell A-nak
legalabb egy hatarpontjat, és igy az 1lletd ré.csnégyszog valamely Nk
négyszéghen foglaltaﬁk Eszerint

q m- ‘
o) vmE L owame Loy

=1 L

A (#), (#%) &8 (* »x) egyenlStlenségbdl konnyen ad6dik, hogy .

LW -t <L,

]
|
]
I
I
i
]
¥
I
|
{
]
1
]
!
I
|
]
|
|
§
| , .
| ami £>0 tetszbleges volta miatt azt mutatja, hogy t, (A)=t, (4) és
1 lgy A mérhet§ teriiletil, ' :

] .

Mérhet§ teriilletil (r'dvidenﬁ mérhetd) halmazokrsl a kivetkez§ Allitisock
mondhat(_ik ki:

1° Ha A €8 B mérhetf , akkor

AlUB, aANB, & a-B

o I8 mérhet, , ' ' '
2° Ha A 6 B mérhetb és A é5 B nem nyulik egymésba, akkor

tA U B) = t(A) +:t(B) .
3° Ha A 6s B mérhetS§6s AC B, akkor
ta) = t(B)
(Megjegyezzik, hogy 2 B halmaz mérhetbségébo’l ﬁltﬂ&ba.n nem kdvetkezik
még az A C B halmdz mérhetSsége. Pl. az N -{ x,yp 0551, 05y=1
egyaégnégyzet pontjaibsl 4116 halmaz nyilvan mérhetd, terillete: t(N) =1 ,

az N egységnégyzet racionilis koordinat4ju pontjainak ‘A ha.lmaza. azon—~
ban mér nem mérhetd, mert tk(A) =1, tb(A} =0,)

4° Ha A-} R A2, cee ,An p&ronként egym&sb% nem nyulé mérhet8

ponthalmazok, akkor egyesitésilk: A= i&'{ A, s mérhet8, és
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n

tA) = Z t(Ai) .
i=1

Ut6bbi 4llitdsunk kovetkezménye, hogy ha egy mérhet§ teriilletdl halmazt
véges szimu mérhet§ terilletil halmazra bontunk fel, melyeknek pironként
nincs kozos belsS pontjuk, akkor az eredeti halmaz terillete egyenld azon
mérhet§ terilletii részhalmazok terifletsnck bsszegével, amelyekre az ere-
deti halmazt felbontottuk,
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38. A KETTOS INTEGRAL DEFINICIOJA

a) Legyen f(x,y) & mérhet§ terilletii XY sikbeli A pomthalmazon ér—
telmezett korlatos filggvény.

Definicio

Az A haimaz felosztissn értjilk az A halmaz véges sok pironként
egymisba nem nyuls, mérhetd Ai részhalmarok egyesitéseként vals el-
Allitasét: : .

n
A=U a .
.

‘Vilasszunk minden Ai részhalmazban egy Pi pontot: Pi koordini-

tait Jelotjik ( f,,7,) -vel.

Definici6

Az A

feleld Pi(f £ 721) kozbillsS helyen vett f(Pi) =f(f . n N értékeinek szor-
zataibdl alkotott

résrhalmazok t(Ai) teriiletének és az f(x,y) fiiggvény meg-

n
6= L '
g o 7 us. fp2p€ A

sszegot integr:i_ljﬁze}_itﬁ taszegnek nevezzik,

Definicié

A mérhetd terillet A halmaznsk felosztssst J -nfl finomabbnak ne-
vezzilk, ha mindegyik A részhalmaz Stmérdie kisebb a > 0 szfimndl.
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Korl4tos ponthalmaz (tartomény) -4tmér8jének defimciéjét a 27. fejezet~
- ben adtuk meg.

Konnyen bel4thaté, hogy ha a felosztis J -nil finomabb, akkor minden
A, részhalmaz lefedhetS egy 2d -n4l kisebb 4tméréjii korlemezzel, vagyis
minden A;-re t(A)< d 2 7 . Megforditva azonban t(A,) Kcsinységsbbl a

felosztis finomsdga nem kovetkezik.

Definici6

A mérhetl terilletii A halmaz felosztisainak egy sorozatit minden ha-
tﬁron tul fmomodénak mondjuk, ha minden 4> 0 szimhoz tal4thaté olyan
m , hogy m2 m esetén az m -edik felosztss J° —nél finomabb.
A fenti defimc?ok birtokdban - ugy, amint azt az egyviltozés fliggvé-
nyeknél tettilk ~ megadhatjuk a korldtos f(x,y) figgvény mérhet§ terilletii
A sikbeli ponthalmazra vonatkozé kettSs integraljénak, ill. fix,y) A -ra
valé integrilhatdsdganak definici6jat.

Definicié

A korldtos f(x,y) fliggvényt integrilhaténak mondjuk a mérhet§ terii-
. letii A halmazon, ha van olyan 1 szim, amelvhez az A halmaz minden
hatéron tul finomodé felosztdsainak gorozata esetén, a kizbiillsd P, helyek
- birmilyen megvilasztfisa mellett az integralkszelits osszegek gorozata tart:

im & = L,

Eztuz 1 siﬁmot az  f(x,y) filggvény A -ra vonatkozé kettfs integrilja-

nak nevezziik és igy jelﬁljiik:
= ff f(x, y) dx dy.
A

Az egyvéltoz6s fiiggvényeknél kizolt definicidkhoz és tételekhez hasonls de-
finiciSk adhatSk meg és tételek bizonyithaték be kétviltozds fiiggvények és
azok integréljaival kapcsolathan:
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L _Tétel

Az f(x,y) figgvénynek akkor és csakis akkor létezik a mérhetﬁ terifletii
A halmazra vonatkozd kettds mteg‘ré.‘ga, ha létezik egy otyan I szfim,
amelytSl f(x,y) 6 Integralkozelitd Ssszegei a kizbiilsd P helyek megvi~
lasztisatol] fiiggetleniil tetszbleg_e_g_en Kcsiny £> 0 -nil kevi esebbel térnek e},
‘mihelyt A felogztisa alkalmas & -psl finomabb. Ekkor

- f
- I= Jff(x,y) dx dy .
* A

Definicié

Amérhetfi terilleti A halmaz A= U A felosztdsinil akorlétos

fx,¥) fﬁggvénv értékeinek alsé, ill. felsblhaté.rét az egyes A részhalma~

zokon mi m. i -vel jelGlve az

n

s= Z m1 t(Ai)
.=

dsszeget az adott felosztiphoz tartozs aisé sszegnek, az

8= Z M t(Ai)

i=1

ospzeget pedig az adott felosztishoz tartbz& fels8 tsszegnek nevezziik,:
(A 38. fejezetben a kettGs integrsl fogalménak bevezetésére szolgalé
harmadik példsban ilyen alsé ili. fels§ Gsszegek szerepeltek ).

II. Tétel

f(x,y) akkor és cgak aklror inteprilhats a miérhetd terilletii A halimazon,
ha }étezik egy olyan I szfim, amelvyill az algs és felst Usszegek totszble—
ges kicsiny &> 0-nél kevesebbel térnek el, mihelyt a feloszifig alkalmag

J=nil finomabb
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A kétvéltozds f(x,y) fliggvény A -n vals integrilhatssdgdra olyan
tétel is kimondhatd, amelyben az I = f f f(x,y) dx dy érték nem szerepel.
LA

Ehhez azonban szilkkséges kétviltozss filggvény adott halmazon valé oszcil ~
laci6jat, i1l. a halmaz feloszifsdhoz tartozé oszcilliciss tsszegét definisl-
nunk. -

Definicis
n
A mérhet0 terifletii A halmaz A= () Ai felosztdsfndl jelslie

. 1 7
fx, ¥ Ai -beli értékeinek felsd hatdrit Mi’ aled hatarai .. Ekkor

f(x,y) ingadozisa, oszeilldcibja az Ai halmazon

= -m 2=
Oi_Mi mi o,

n :
0= ) o a
i
i=1 :

az A halmaz szébanforgs felosztdsshoz tartozé oszcilifciss Ssszeg.

1Ii, Tétel

f(x,y) akkor 8s csak akkor integrilkaté az A halmazon, ha minden
&> 0 -hoz talflhats olyan 450, hogy 4" -nil finomabb felosztis esetén (1<F,

IV. Télel .

£(x,y) akkor és csak akkor integrilhaté az A halmazon, ha minden
£>0 -hoz talslhats olyan felosztds, hogy e felosztishoz tartozd oszeillbciss
osszegre fermill: N < £ . ,

Az egyviltozds fliggvényekhez hasonléan a kétvéltozds integralhatd fiigg-
vényeknek kivetkez f6bb oszidlyait emlitjilk meg:
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V. Tétel

Ha 'f(x,y) folytonos a mérh§t6 terilletii zirt A halmazon, akkor ott
integgélhaté.

Bizonyitds

Az A halmazon a feltételezett zfrtsag miatt f(x,y) egyenletesen foly-
tonos (28. fejezet), azaz minden pozitiv & -hoz taldlhats olyan &> 0, hogy
PE A, Q€ A, PQ<{ esetén |f(P) - f(Q) |<£. Ha tehst A -nak valamely
¢ -nsl fingmabb felosztdsst tekintjiik, akkor e felosztds egyes A; rész-

“halmazaiban f(x,y) oszcill4cidia legfeljebb &£ , vagyis ilyen felosztdshoz
tartozs {1 oszcillicids Ssszeg:

n

D=3 ota )<5Z HA) = £ ta) ,
=1 i=1

ez pedig tetszllegesen kicsiny, ha & elég kicsi. A IV, Tétel érteimében
tehit f(x ¥y} az A halmazon integrilhats.

A tétel 4ltaldnositdsshoz - mint az egyvéltoz6s fdggvényeknél most iz
néhéiny megjegyzésre van sziikségiink,

I Allitss

Ha_f(x,y) integrilhaté A -n 88 BC A mérhetd teriiletii, akkor
f(x,y) B -n is integrélhatd. )

II. Allitss

Ha f(x,y) integrilhat6 A-nég B -p, akkor (AU B) -nis integré.l— .
haté . &5 ha még A és B nem nyulik egymisba, akkor

ff f(x,y)¢X'dy'=]‘[f{x,y)dxdy+f f(x,y) dx dy .
AUB A B
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. Allitds.

Ha f(x,y) integrilhatd A -n, A<N, N négyszdg, és (N - A) -n
f(x,y} =0, akkor f{x,y) integrilhatd N -en is és

ﬂ ix,y) dx dy=ﬁ f(x,y) dz dy .
A N

VI Tétel
Ha f(x,y) korldtos a mérhetd terilletii A halmazon és A valamely

zérus terilletii B reszhalmazfinak elhagyiséval visszamaradé A-B hal-
mazon folytonos, akkor integralhaté az A halmazon.
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3%, A KETTOS INTEGRAL TULAJDONSAGAI £S KISZAMITASA

a) A kettSs integral definici6jabél kozvetlenill adédnak alsbbi tulajdon~
sAgai: '

I Ha f(x,y) integralhaté A -n, akkor ugyanott c.f(x.y)is_integral-
haté és '

ff c.f(x,yydxdy=c¢c fff(x,y)dxdy.
A A

IL Ha {(x,y) és g(x,y) integrfilhatd A -n, akkor ugyanoit
fx,y) +8&, v fx,y. sx ¥y |f(x,y) | is integrilhats és

ﬂ f(x, y)48(x, ) dx dy=f[f(x,y) dx dy + [fg(x,y)dx dy ,
A A A

IH f(x,y) dx dy | S f[gf(x,y)ldxdy .
A A

II. Ha f(x,y) és g(x,y)_integrilhaté A -n, és f(x,y) ‘—<'g(x,y), aldzorx

j/ f(x,y) dx dy = [/ g(x,y) dx dy .
A A

Utdbbi 4llitdgunkbol kizvetleniil adsdik az integrilszimitds un. kozép-
értékiétele kettls integrilok esetében:

IV. Ha f(x,y) integrithatd A -n, akkor {(x,y) A-beli algé hatdrit
m -mel, felsS hatdrit M -mel jeldive (f(x,y) korl4tos a mérhetS teriileti
A halmazon):

m t(A) éfff(x,y)dxdyémum.
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b) A kettfs integrailok kiszAmit4sAat egyviltozés fiiggvények integralji-
nak kiszdmitisara vezetjiik vissza.

Tegyiik fel eloszor, hogy f(x ¥y) az N négyszigben
N = {(x \iE asxs b cEys d} ) integralhats.

Tétel

Ha f(x,y) az N négyszigben és c= y £4d esetén rogzitett y mel-
lett csupé.n x filgevényeként tekintve [a,b] -ben integralhats, akkor a

b
gy = / f(x,y)dx

, a
integrdl, mint y filggvénye [c,d]-ben integrslhats és

d ' _
] g£(y) dy=fj fix,y) dx dy .
c N

Bizonyitis
Készitsikk el az [a,b] és [c,d] intervallumok egy felosztisst:

{*) a=xo<x1<...<xi_l<x-i<'... <)‘{n=b’
(**):_ €Y <Yy <Yy < V<o <ym=d;
az X =X, (t=1,...,n-1) és y= e k=1, ..., m-l) oszté vonalak-

kal, ekkor az N négyszog egy négyszogrécsos felosztaséra jutunk.
Legyen tovabbs

yk_1§?zk=<=yk, k=1, ..., m.
A tételben definiflt g(y) fﬂggvénynek a (» #) . felosztishoz tartozd mteg-

rilkbzelitt tsszege: - m

s Gy )
o =1 k" ¥k “k-1
ahol g(_'zk) igy irhat6:
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b n 1
g7, = f g dx = L [ f& ) dx
A 1=1 %,

s
=X,

A négyszidgricsos felosztissal nyert Nik = {(x, y) X 1 £x ;

Vel s v g yk} négyszogben f(x,y) fiiggvényértékeinek alsd hatérat

m, -val, felsd hatdrit pedig Mik -val jeldlve, az Nik négyszigben |

= <
my, =05, ) = My

is igy
X,
1
m, . (X, =X )éf fix, 7 dxE M, (x,-X, ,)
k73 -1 1y ki -1
X
. i-1 -
azaz
n < < n
Lo omplex ) 5 oe(7y) R Lo My bex )
i=1 i=1
tehét
an n < m <
I omox-x )3y, S ) By )
=1 =1 ik¥i “i-1" Yk “k-1 =1 ¥k “k-1

m n
=L L My &7 9) Ve )
k=1 =l

Ha a [c,-d] és [a,b:l intervallumok felosztdsit minden hatéron tul fino-
mitjuk(@mikoris az N négyszog felosztdsa is minden hatéron tul finorhul},
akkor a bal- és jobboldali tsszegek, mint f(x,y) alsé és felad Gsszegel a

f(x,y) dx dy integrilhoz tartanak, tehat'a g(y) fiiggvény fenti integrél-

kiszelith Gsszege is ehhez tart. g(y) tehdt valdban integrdlhatd [c,d ] -ben
és integrilja a kettOs integril értékét adja:
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L)) gf(x,y)dxdwf g dy=f (f f(x,y) dx)} dy.
a

[¢] .c

g(y) explicit alakjinak beirfsival nyert képletiink érvényes tehét, ha a bal-
oldali kett8s integral s a jobboldali bels§ integril c=y= £d esetén létezik.
Ezzel 4llitdsunkat igazoltuk.

Roviden azt mondhatjuk, hogy a kettSs integral kiszdmitisat vissza-
vezettilk két egyszeres integril kiszdmitissra, vagy mésképp, a kettls
integrilt kétszeres integrills alakitottuk at.

A fenti képlet jobboldaldnak jeldlésére még més, zfrdjel nélkifli jels-
1ések is hasznilatosak:

d b d b
f f(x,y)dxdy=ff f(x,y)dxdy=ff f(x,y) dx dy ,
N . c a

y¢ xa

d b
[ dy f'f(x,y‘) dx .
c’ a-

E15bbi tételiinkben x és y szerepét felcserélve nyerjiik:

illetve

d :

, _ .
(2) ff fix,y)dx dy = f (f f(x,y) dx) dy,
, i A

c

ha a baloldali integrsl és a jobboldali belss integrsl aSxSb esetén
1étezik,
_ Ha f(x,y) az N négyszogben folytonos, akkor az (1) és (2) képlet
is alkalmazhaté N-beli kettSs integraljsnak kisz&mitissra.

Ha f(x,y) N-re vonatkozd integraljanak kiszAmitfisdra az (1) és {2
képlet is hasznélhaté, akkor ez azt jelenti, hogy az ad6d6 kétszeres integ-
rélokban az integrélis sorrendje felcserélhetd:

fff(x,y) dx dy =f (j fx, y) dX) dy =/, (/ fx, y)dy) dx .
N c a a ¢
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Ez a szabély azonban csak négyszogtartomanyokra érvényes.
Pl, jelentse N a , 25xS 2, 1= y= 3. négysziget. Ekkor

) = x° +4y

ﬂ f(xy)dxdy—J (x -!-4y)dxdy=[ (] (x Hy)dy)dx

esetén

N x=-2 y=1
2 3 -2
= f [ xzy +-‘-‘%—-— :i dx = f (3x2+18—(x2+2))dx =
x==2 y=1 X=-2 :
2 ) 2 2 3 2
= f (2x°+16) dx = 4 f (x-+8)dx = 4 [——3— + 8x] =
x==2 x=0 x=0
_ 32
=64 + 5 A 74,67
Més.részt', elfszdr x szerint integrilva:
3 2
2 ( 2 ) 4o =
x“Hy)dxdy= : (X H4y)dx/ dy =
N ‘ = x=-2
3 - 2 , 3 3 \
=2 j j (X 44y)dx |dy =2 j [—— +4yx:] dy =
3
y=1 x=0- y=1 ] x=0
2783
=2 f (— +8y) dy =16 f (—+y)dy 16 [‘év"l“lz"] =
y=1 y=1 , y=1
: 9 1 16 .
=16 (L+5 -5 -3 )—80— 3 74,67
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Néha megkonnyiti N négyszigtartoméinyokra VOnatkozé kettGs integ--
rilok kiszdmitisat az aldbbi tétel: '

Tétel
Ha f(x) _integrilhatd az [5, b] g(y) pediga ]:c d]mtervallumban

akkor f(x). g(y) is integralhaté az N *{(x,y) afx8h, cEy= d}
négyszogben és

b
ﬂ f(x) . g_(y)dxdy=f f(x)dx . f g{y) dy .
N c

a

A tétel bizonyitisa nem nehéz, itt azonban nem részletezziik.
PL. N={(x,y): 05x%1, 1§y§2} esetében

1 2

]f e dx dy = Jf ex.e-ydxdy= J exdy'. J e_ydy =
N N

x=0 =1

=1y (e —e =1-

@ [to

N
-

Miel&tt sltalanosssghban ratérnénk bizonybs ‘mérhetd teriiletii A hal-
mazokon integrélhaté f(x,v) fiiggvény kettSs integraljsnak kiszdmitissara
két nevezetes fogalmat kell bevezetniink:

Definicié

Legyen fl(x) &s 1 (x) az [a,b] intervallumban folytonos fiigovény,
: -

és legyen itt fl(x) E fz(x) . Ekkor az aSxSp, fl(x) Sy g fz(x)

egyenlStiensézeknek eleget tev0 pontok halmazit X tengelyre nézve nor-
- méaltartomanynak nevezzik és igy jeloljik:

.= [y aSxsh, f60 Sy SL]
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Konnyen beldthatd, hogy ekkor a folytonos fl(x) és fz(x) gorbék
a £xEp szakasza, valamint (az esetleg pontti fajuld) x=1a , 1'1'(3) £y=
St 2(a) és x=b, f{ (b) 'y = £t (b) egyenesdarabok az NX ponthalmaz

hatdrat adjk, a 37, fe]ezetben kimondott tételek érteimében e hatir zérus
teriiletii, és igy N, mérhet§ teriiletii halmaz.

YA

46, adbra

Teljesen hasonlé az Y tengelyre nézve norméltartoméiny definicisja:

Definicid

Legyen gl(Y) és g z(y) a [c d]mtervallumban folvtonc;is filggvény,
és Iegyen itt gl(y) g,)(y) Ekkor

acfysq, gl(y)Bx g,y

y=d  egyenlStlenségeknek eleget tevd
pontok halmazit Y tengelyre
nézve normiltartomsinynak ne-
‘vezziik és igy jeloljitk:

N - { x ) oSy%d, 8y <.'v)‘-‘-x§gzty)}-

A Az N tartoménynil elmon-
47, gbra’ dottakhoz hasonléan 14that6 be,
hogy Ny mérhett teriileti halmaz.
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 Tétel

Ha f(x,y) az_ Nx ={y:2Sx 3, 1 EyE fz(x)} X tengely
felol nézve normiltartominyban folytonosg fliggvény, akkor

o b fZ(X)
.ﬂ f{x,y) dx dy = ] ( - fix,y) dy] dx .
N .
X .

x=a | y=f, (x)

Bizonyitis :

Mivel az N_ tartomény definici6jdbsl foly6an £ (x) és f,(x) [a,]-ben
folytonosak, felveazik [a,b] -ben legkiaebb, ill. legnagyob% fiiggvényér-
tékiket. f. (x} [a,b] —beli legkisebb ériékét jelsljik m-mel, fz(x) [a,b] -beli
legnagyob?:'a értékét pedig M-mel,

Tekintsiik most azt a F(x,y) tiggvényt, amelyet az

N= {(x, y:aSxs2p, mSy = M} négyszigtartomanyban a kvetkezd-
képpen értelmeziink: )

fx,y), ha (xy € N_,
Fx,y) = _
0, , ha  (xy € N-N_.

A négyszigtartomanyra vonatkozd kettSs integral kiszamitdsirsl mondottak
és az itt megadott definicié értelmében (¥ (x,y) integréilhatd i4sd a 38. fe-
jezetben III. Allit4s):

[I{ fx,y) dx dy = ﬂ Fix,y) dx dy = U Fix,y)dxdy =

N N
X X

li
N—

b s M b o[ fa)
l ] F(k,y)dy]dx = / ] Fix,y)dy [dx. =

X=2 \y=m x=a ﬁl(x)
b fz(x)

= fix,y)dy |dx ,
=a \yt &

amit bizonyitani akartunk.
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Most igazolt dilitdsunk tehdt azt mondja ki, hogy X tengelyre nézve
lorméltartomény esetében elGszér y szerint kell integrilni rogzitett x
mellett a hatdrol6 gorbék 4dltal megadott véltozs y=f 1(x) és y= fz(x)

hatirok kiz6tt, majd az integréldssal nyert, csupin x-t61 fiiggl fiiggvényt
az dllandd x=a és x=Db hatirok kiztt integralva nyerjik

f(x,y) dx dy értékét,
X
Az itt kovetett okoskoddshoz teljesen hasonldan 14thaté be az aldbbi
tétel:

Tétel

Ha f(x,y) az N = { &y xSysaq, g, =x= gzty)J Y tengely
feldl nézve normiltartomfinyban folytonos, akkor

d
| wpaay - |

Ny y=c x=81(y)

8,9
f(x, yydx ]dy .

Y tengelyre nézve normiltartominy esetében tehit eldszbr x szerint kell

integrdlni régzitett y mellett a hatfrol6 gbrbék 4ltal megadott valtoz6

x=g.(y) és x=g (y) hatdrok kézott, majd az integréldssal nyert, csupin

y-t61" {fiiggd fliggvenyt az 4llandé y=c¢ és y=d hatfrok kozott integralva

nyerjiik f[ f(x,y) dx dy értékét. ’
N

y

Példak:

1° Legyen f{x,y) =3x - yz, az integral pedig vonatkozzék a 48, sbrén
ldthaté N trapézalaku tartoményra.

YA
/
2L~
=y
BT
-6 J A

48. Sbra
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Az N -et hatdrols gorbék egyenlete:

y=0, y= +2,

PR

illetve x=0, x=3.

N az X tengely feldl tekinthetS norméltartom4nynak:

3 §+2
2 3 2
Jj Bx-y)dxdy= j [ f {3x-y )dy]dx =
N x=0 y=0
3 ) 3
3 3 2 1. x 3
= j 3xy—-"v—3— dx=j (x+6x-§(‘5+2))dx
x=0 y=0 0
3
X 4
3 G +2
= | X 2_1 3 = =9
3 +3x 3 . 1 ” 19,75
"3 0
i 4
2° Legyen f(x,y) = sin (y-x) , az a P
integril pedig vonatkozzék a 49. 4brén - 4 = 2 7
lathat6 P(0,0),P,(2,-1), P,(3,0) csues- A
pontu A hiromszogtartoményra. Az A-~t T Py
hatérol6 egyenesek egyenlete:
49. abra

— x —
y=-73 ., azaz X = -2y,

y=x~-3, azaz x=y+3,

illetve

A az Y tengely fell normiltartoménynak tekinthetd.
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y=-1

f f sin (y-x) dx dy = j L éin(y—x) dx]dy
._.,..2y

J [cos(y—x)] dy = f {cos 3 - cos 3y} dy =
y=-1 x=-2y -1

R

o
=l}. cos 3_—112}1} =co8 3 - 5in 3 ~ -1,087.

: _ 8° Legyen f(x,y) ='3r2-i-2x-3, .
y \ az integriciés tartominy pedig az -
y=\K és y= -;5 egyenletii gbr-
bék 4ltal bezfirt B tartomainy.
E tartoméinyt célszeritbbaz Y
tengely feldl tekinteni normsltar-
toménynsak (bir az X tengely
feldl nézve is az), igy ugyanis
elkerillhetjik a tortkitevfs hat-
- vényokkal vald szfmolést. Az in-
50. dbra tegraciés tartoményt hatdrolé =~ |
’ gbrbék egyenlete:

x>= y2 , x=3y,
illetve :

(ti. az x= yz és x =38y egyenletii g5rbék metszéspontjainak ordinitii,
mivel ezekre y2 =3y, vy=0 és8 y=3). Igy

ﬂ (yP42x-8)dx dy = j [ J e (yz‘_+2x-3)'dedy =
B : y=0

. 3y
= f [y2x+x2—3x:| 9 j (3y +9y —9y-(y +y -3y )) dy =
y0 . A x=y 0 )
5
X
-5

Y
4 2 _
= j (-2y +3y° 12y 2-oy)dy= |:-2 +3 14— +ay° -9 lz—:L =,..=31,05.
0
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-¢) Egyszeres integrilok kiszdmitdssndl fontos segédeszkiz volt a
helyettesités médszere. Ennek lényege abban 4llott, hogy az
b
I f(x) dx integrél kiszfAmitdsgihoz az x véltozé helyett az u] u viltozot
S .
. vezettilk be, amely x-szel az x = (u) kapcsolatban 4llott, megéllapitot~
tuk, hogy u milyen (x,g3) intervallumot fut be, mialatt x az (a,b) in-
tervallumot futja be, s az adoit integrilt az

B

b
J fx) dx = J f(¢o(u)) 99’(11) du
a X _

képlettel dtalakitottuk, Attranszforméltuk.
Hasonld tehetS t6bbszords integrilokkal is. Ha pl. az

] f f(x,y) dx dy
As

- kettds integral értékét akarjuk kiszdmitani, bevezethetlink x és y helyett
'~ uj u és v véaltoz6kat, melyek x-szel és y -nal az

x =@,V , y = Ylu,v)

kapesolatban 4llnak, e gillapitjuk, hogy az UV siknak mely A halmazit
kell az {u,v} poninak befutnia, hogy a megfeleld (x,y) pont az XY sikban
az A’ halmazt befussa, s az adott integralt egy, az u és v véaltozdk sze-
rint az A halmazra kiterjesztett integrélld alakitjuk 4t. Ekozben f(x,y) '
helyébe f (¢p(u,v), @, v)) -t kell irnunk, ‘de kérdéses, hogy mit kell
dx dy helyébe tenniink, azaz hogy mi felel meg az egyviltozés x = (P{u)
helyettesités alkalméval végzett (') -val valé szorzésnak,

El6sz6r azzal a speciflis esettel foglalkozunk, amikor f(x,y)=1,
vagyis amikor

Jj 1. dxdy = t(4A’).
A’
Tiyenkor tehét a feladat a koévetkezd: az UV sik A halmazit az

X =@u,v) , y=(,U(u,V)V

képletekkel megadott leképezés (transzformicid) az XY sik A’ halmazi
ba viszi 4t l‘;(A’ az A halmaz képe). Mekkora A’ teriilete?
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Abban a speciilis esetben, amikor- ©u,v) €s (u,v) linedris figg-
vények, azayz . . : )

X=an +bv +¢,

@) y=du’+ev+f;

akkor az #ltaluk megadott leképezés egyenest egyenesbe, pirhuzamos
egyeneseket pirhuzamos egyenesekbe visz 4, UV sikbeli paralelogram-
mék XY sikbeli paralelogrammékba mennek 4t és a Po(uo,v },

Pl (ul’vl)’ P2(u2,v2) csucspontu t teriiletii hiromszog, - vflamint a
transzformaciéval nyert Po(xo,yo) , Pl(xl,yl), P 5 (x2, yz) . ¢sucspontu
t' tertlletii hdromszdgek teriilete kiszott a

a b
t'=

1ld e

r sszefiiggés 4ll fenn (14sd Matematika 1/1. jegyzet 16. fejezet).
Mivel azonban (3) -b6l (x = Plu,v), y= @u,v)

0= 22,Y) ' b = 2P, V) . g=2¥uv) , e=3'~l’(ui,v) ’
u dv P . 9w
az - '
2% 2¢¥ .
a b Jdu - dv - 3
4 - ‘ = ——M% = 4@V
e 2¢  9¥ | .y
Zu v :

jélﬁlgssel a specidlis (3) transzformicié esetében eredményiinket igy is
kimondhatjuk:

t(A’) = Hi.dxdy = ”A(u,v}ldu dv .
A A S

Be lehet bizonyitani, hogy ez a képlet bizonyos kik&tése mellett nem-
csak-a speciélis (3) alatti linedris transzformscié esetében igaz, pontosab~
ban szélva, az alsbbi tételt mondhatjuk ki: '
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Tétel

Legyen A az UV sik mérhett"i terilletid halmaza, a_ ¢o(u,v) 88 { (u,V)
filggvények pedig legyenck elsbrendil parciflisaikkal egylitt egzy A -~tés A
hatédrit tartaimaz6 G nyilt halmazon folytonosak, tovabbd az

=P, y= SU(U V)

leképezésnél A kiilonb5zG belsS pontjai az XY sik kiilénboz8 pontjaiba .
menjenek 4t. Ekkor A -nak A’ képe is mérhet§ teriileti halmaz, és

HA’) = ” 1A @, vldudv ,
A

ahol
2 5L 32

4 dL¥) _| du v
“. Awv 5 ¥ v
: . du av

Altalfnossighan az f(x,y) figgvény A’ halmazra vonatkozd kettds integ-
raljanak transzformécidjdra most mir az aldbbi tétel mondhats ki:
Tétel

Az elSbbi tétel feltételei melloatt, ha (fix,y) az A’ halmazon korlé.tos
és mtegrélhaté fliggvény, akkor

,g, fix,y) dx dy= y-f(gp(u.w.gu(u.v)) IA(u,-v) | du dv.

A tétel bizonyitdsira itt nem tériink ki.

A fenti integrdl-transzformdéciés képleteket leggyakrabban un. poldr-
koordinftis transzformécional hasznbljuk. Ha ui. az fix,y) fliggvény A’
tartoményra vonatkoz6 kettSs integraljat kell kiszdmitanunk, és az A’ -
hatdrolé gtrbék egyenletét

'r=r1(go), r=ry(¢) ,
P, p=p

polirkoordinitis egyenleitel adhatjuk meg, -akkor az
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x=@(r, ¢w)=rcos ¢,
y=¥ (@, p)=rsing

transzforméiciét alkalmazva az rl(go) és rz(;o) figgvényekfox , ﬂ]‘
beli folytonossigit feltételezve

JJ f(x;y) dx dy = ” f(r cosg, r sing) lA(r,gp) ldr de =
A’ : A

cosp -~ raing

f:(r cos ¢ ,r sing) dr de =

sing rcos @

{5)

> b

f(r cos@, rsing) r drdg.

Az 51, &bréan lathat6 A’ tartomény ekkor az r,psik A tartoményfinak
képe; A a ¢ tengely feldl nézve normaltartomany (52. dbra).

y}} Az (5) alatti specidlis polar-

koordin&tis transzformicis kép-
letét kizvetleniil.is konnyen le
lehet vezetni,

A

Py =190

51. Abra
X
7|
| r=ryy)
e
==

'\%-\MW/ 3

52, abra 7
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Példsk

1° SzAmitsuk kia z= x° - y° figgvénynek az 53. Abrén 15thaté M
koreikktartomanyra vonatkozs kettSs integrsljit. Az M tartoményt ha-

tarold gorbék polarkoordindiis egyenlete:

r=0,r=2 @=0,@= —Zl ,
Y\
S 2 A
53. 4bra

tehat poldrkoordinitds transzformiciéndl az Mrkﬁrcikktartomény az r, @
sikban fekvG a fenti hatdrokkal megadott N négyszogtartominynak képe:

IJ (xz-yz)dx dy = ” (rzcoszga -rzsinzgp Yrdr de¢ =
N

a Vi
g 2 ry
f . J p 2
= . T co8 2¢dr- d50= [ 2 cos 2¢L dtp =
©=0 " r=0 ' P=0 0
Vi
7 :
= 4 / co8 2g0d¢=4[’—s§%?—:] =2 . I
0

P=0
2° Szémitsuk ki a z = xy fiiggvénynek az 54. fbrén 14thaté M tarto-

méinyra vonatkozd kettGs integriljit.
Az M tartoményt hatdrold gérbék poldrkoordinitéis egyenlete (Thales

tétele &rtelmében)

- 3563 -



r=0, r$4cosga,

~
P=0, ¢=-,

Y

s\

£ n‘#c/ A\

f i - (WA Y

[ o

T |

2 4 X
54, abra

azaz az r,¢sikban a fenti gorbékkel hatirolt tartoményt B-vel jeldlve

”Xdedy= ”rcostprsingardrdcp =
B

M
N I
2 4 cosc,g . 4 cosg
= J [J r singcosdr [dp= [4 singocosgajll de=
=0 ‘r=0 P=0 =0
T T
2

) ,
. 8
= 64 J singcos p dgp= 64 I:“’S i ] =32 » 10,6m.
8
P=0
3° Kettss integril segitségével szimithatd ki az aldbbi egyszeres

improprius integral:
. + &

{Ezzel az integrillal a vélésziniiségszémitﬁs‘ alkalmazdsai sorfn fogunk a

‘kés6bbiekben talilkozni. )
Az improprius integral definiciéja alapjin ugyanis

T2
I=lim l g™t

Dwt oo
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tehdt az integrdcids valtozét egyszer x-szel, egyszer y-nal jelblve:

, _ n_ xz B 2 n n xz -xz
I =lim J e ax. J oY dy =lim J‘ J e dy dx
fleteo 0 B=tooy=0 y=0

a négyszbgtartominyra vonatkozd specidlis kettfs integriloknak két egy-
szeres integrél szorzatdvi vald 4talakitdsdrél sz6ls e fejezetben tdrgyalt
tétel értelmében. Az 55. 4bra értelmében akkor egyszersmind

2n 2n

) 22
I° = lim J J e ¥ dxay,
n=+%oh P

Y1
 2n ve
nk W
) )
7”7 n X
55, Abra

és ha az sbrabeli negyedkorlemezt K_-nel jeloljiik, akkor
‘ ]

n n
<2 2 < ” o fznzn_xz__z »
] e Y axdy S e —ydxdyéiie Y dxdy,
00 - K
n
tehat egyszersmind

X2
I2 = lim e’ v dxdy .

n+ico

n
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Polérkoordindtékat bevezetve nyerjili:
T
—x2 2 2 _ 1‘|2 ~
e ™ 7 dxdy = f e rdr_dqo=-‘;L
K , 0o 0

~ 2
¥ -4n
12=lim~——(1—e )=

n-—+°n4

végeredményben tehit kiszdmitands integralunk:

+oo
I = -u2U'—-—fr
5

0
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40. HARMAS INTEGRAL

a) A kettGs integral elméletének mintdjhra épithetd fel a hdrmas integ-
ral elmélete is. A kivetkezSkben csupin védzoljuk ennek gondolatmenetét.

Nevezzilk roviden téglénak a koordindtatengelyekkel pirhuzamos élii
hasébot (paralelepipedont). Ennek térfogata - az elemi geometrisbsl ismert
médon - harom egy ¢suecsban Gsszefuté élének (ill. az 8lek hosszusigit meg-
add szdmoknak) szorzatival egyenld.

Valamely korldtos térbeli A ponthalmaz kiilsé kbtartalma (V, (A) } az

A -t lefedd téglak térfogataibdl alkotott Gsszeg alsé hatdra: A belss kobtar-

talma (V, (A)) az A-ban foglalt pironként egyméisba nem nyul6 téglik tér-
fogata1bolbalkotott bsszeg felss hatira.

Valamely korlitos A térbeli ponthalmaz mérhetd kobtartalmu (mér-
hetd), ha kiilsG &s bels$ kobtartalma megegyezik egyméssal: :

Via) = Vk(A) = Vb(A) .

Egy térbeli halmaz zérus kibtartalmuo (V(A) = 0), ha adott £ > 0-hoz
taldlhat6é véges szdmu tégla, melyeknek kibtartalmai egyiittvéve ¢ -nil
kisebbek, s a halmazt lefedik.

Ha A az XY sik korlitos és zfrt halmaza, és z = f(x,y) A -ban foly-
tonos fiiggvény, akkor a z=f(x,y) felillet A feletti része zérus kobtartalmu.

Ugyancsak zérus kbtartalmu az olyan korldtos halmaz, melynek vetii-
lete az XY sikon zérus teriiletii.

Korlétos halmaz akkor és csak akkor mérhetd kibtartalmu, ha hatdra
zérus kbtartalmu.

A mérhetS A térbeli ponthalmaz felosztiséan itt is az A halmaz véges
sok pironként egymésba nem nyulé mérhetd kobtartalmu A részhalmazok
egyesitéseként vals el84llitdsst értjik. E felosztds & -n&1’ finomabb, ha
az A részhalmazok Atmérdi valamennyien kisebbek a 4> 0 sz4mn4l
(ekkor minden A részhalmaz lefedhetd 2 J -nél kisebb 4tmér&jii gsmb-
bel).

Ha f(x,y,z} a mérhetS A térbeli Bonthalmazon értelmezett korlitos

figgvény, akkor az A halmaz A = U A feloszt4s4nsl
1
PAfTs f) €A/G=1,2,....n) melletta
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n n

6= [ f(Pi)V(Pi)= 1=Zl f(fi’qi’*_{i) 'V(Pi)

i=1

tsszeget integrailkizelitd Ssszegnek nevezzilk,

Az A halmaz felosztdsainak egy sorozatfit minden hatéron tul fino-
modonak mondjuk, ha minden &> 0 szdmhoz tal4thaté olyan m , hogy
m= m0 esetén az m -edik felosztds 4 -nél finomabb.

E fogaimak elSbbrebocsétisa utfn a kivetkez8képpen adhatjuk meg a
mérhetd A halmazon értelmezett korldtos f(x,y,z) filggvény integrilhaté-
saginak, ill. f(x,y,z} A -ra vonatkoz6 hidrmas integriljinak definici6jat:

Definicid

A korlitos f(x,y,z) fliggvényt integrilhaténak mondjuk a mérhetd kob-
tartalmu A halmazon, ha van olyan I szim, amelyhez az A halmaz min-
den hatiron ful finomedd felosztisainak birmely sorozata esetén a kizbiilsd
P. helyek bdrmilyen megvilasztisa mellett az integralktzelit Ssszegek
sorozata fart:

limb=1,

Ezt az 1 szimot az f(x,y,z) fiiggvény A -ra vonatkozo hérmas integril-
idnak nevezzilk és igy jeloljiik:

I =" “J f(x,y,2) dx dy dz .
)/ N

A kétviltozos fliggvények kettds integraljival kapcsolatban elmondottak -
hoz hasonléan vezetheto be az f(x,y,z) filggvénynek az A halmaz felosztd-
‘saihoz tartozd alsé és felsd, valamint oszeillaciés 8sszegének fogalma.
Ezek felhaszndldsfval az ottaniakkal analég tételek mondhatSk ki, amelyek
szilkséges és elégséges feltételt adnak arra nézve, hogy mikor integralhats
ix,y,z) az A halmazon. Itt is bebizonyithats, hogy a mérhetd zdrt A
halmazon folytonos, ill. az A valamely zérus kibtartalmu B részhalma-
zénak elhagyésdval visszamaradé A-B halmazon folytonos f(x,y,z) fligg-
vény A -n integrilhaté. '

A hirmas integrdl is bir a ketts integrilnak a 39. fejezetben felsorolt
I -IV. tulajdonsdgdval. Ezek részletes kiirisira-sem tériink ki tehdt.

A héirmas integralok kiszdmitdssval kapcsolatban a kivatkezdket mond-
hatjuk: ‘
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Tegyiik fel eloszor hogy f(x, 2 Z) a ‘T téglén

(T"{(x Y, Z): aSxs b c—y =4, e=z-f}) mtegrélhato AT tégla
XY sikra vetett vetiilete: ny {(x, y:aZxSh; cSys d} , 7 ten-

gelyre vetett vetillete pedig az [e,f ] intervallum.

Tétel

Ha fix,y,2) mtegrélhaté T —ben és rogzitett (x,y) € N esetén
16tezik az LA

£
J i(z,y,2) dz
]

integ_z;-ﬁl, akkor
. f
”J f(=,y,2) dx dy dz = H f f(x,vy,z) dz ]dx dy ,
T N -3

Xy
ha viszont rigzitett z mellett e s Z 2 f eseién 1étezik az
H i(x,y,2) dx dy integril, akkor
N

JJJ’f(X,y,i)dxdydz = J
T ®

Xy

[JJ f(x,y,Z)dxdy]dz.

N
Xy

A tétel a megfelel§ kétvaltozds fiiggvényre és kettds integralra vonat-
kozd tételhez hasonlé médon igazolhats (39. fejezet).

Hagonld illitdsok érvényesek persze a koordinatik szerepének felzse~
rélésével is.

Ha az itt szerepld kettds mtegré.lok is kétszeres mtegrélokké. alakit- .
haték, akkor T—[(x Y, Z): as x= b c§y d e§z=f} esetén
végil is a kivetkezd addédik:

f.Tff(x,y,z)dxdydz =} f[

S

i
[f f(x, y,z) dz ] dy |dx .
c ‘e _

Itt is lehetséges az integ-rﬁlé.st més sorrendben elvégezni.

- 859 ~



Definicié

Legyen f_(x,y) és fz(x y) az XY sik merheto teriiletii z4rt A halma-
zfn folytonos ~fligpvény; legyen ugyamtt f X, 9) = =f (x y). Ekkor a

H= [(x v,2Z): (X, V) € A; fl(x, y) z3f (x y)} ponthalmazt XY sikra
nézve normiltartominynak névezziik,

Konnyen beldthat, hogy H mérhetd kobtartalmu halmaz.

A koordinitik szerepének felcserélésével hasonld definicié adhat) az
YZ, ill. ZX sikra nézve normdiltartominyra nézve.

Térbeli (pl. XY sikra nézve) normailtartominyon folytonos f(x,y:,z)
fliggvény integraljdnak kiszdmitdsdval kapcsolatban a kivetkez$ tétel mond-
haté ki:

Tétel

Ha f(x,y,% 2 H={ &y, 2: () € A fl(x,y)ézéfz(x,y)} Xy

sikra pézve normiliartoméinyon folytonos fiiggvény, akkor

fo0e,3)
Hj f(x,y,2) dxdydz = ” “ f(x,y,z)dz ]dx dy .
H z=t, (x, 3

A tétel a kétviltozds fliggvényekre és ketiSs integrdlokra vonatkozd meg-
feleld tételhez hasonldan bizonyithatd be.

Hirmas integrilok transzformicidjaval kapcsolatban a ‘kévetkezs tétel
mondhatd kit

Tétel

Legyen A az UVW {ér mérhetf kibtartalmu halmaza, az f(u,v,w),
glu,v,w), hiu,v,w) filggvények pedig legyenek elsdrendii parcidlisaikkal
egyiitt egy A -t és A hatfrit tartalmaz6 G nyilt halmazon folytonos fiigg-
vények, tovabbi az

x = flu,v,w),
{*) y = glu,v,w),
z = h(u,v,w)

leképezésnél A killsnbdzd belsS pontjai az XYZ tér killsnbozd pontiaiba
menjenek it. Ekkor A -naka (* ) transzformdciéval adédd A’ képe is
mérhetd kobtartalmu halmaz, és ha F(x,y,z) 2z A’ halmazon korlitos és
integrailhaté fliggvény, akkor
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JJJ Fix,y,z) dx dy dz =
A!

= J” F(f(u,v,w), g,v,w), h(u,v, w)) |4 @,v,w) |dudvdw,
A

ghol A{u,v,w) jelentése:

2
Afuvw) = '—g%%'*%f

g o o
SRR S
g o ol

Hirmas integrilokmak leggyakrabban un. gdmbi koordinitis transzfor-
méciéja fordul els. Ha ugyanis valamely F(x,y,z) fiiggvénynek olyan A’
halmazra vonatkoz6 hirmas integril jit kell kiszémitanunk, amely A’ hal-
mazt hatdrols felilleteknek gimbi koordinitis egyenlete egyszeriien felirhatd,
akkor ha az

r sin 19’(:05 L,

Fa
]

r sind sin¢p,

o
I

r COSJ’

gombi koordinitis transzforméiciénil az A’ integrdcids tartomény az
r,19',cp tér A tartoményinak képe, mivel

sinz9‘coscpr costh cosp-r sind sing
% = sindisingr cosdsing rsindcose | =
cos 1 -r sinb Y
= cos&[rzsmﬂ'cos&(coszgo +sin2<p )] +
s rsind [ rsin®d (cos%p +sin’g)] =
= r? sind(cos®d + sin” ) = rZ sin
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JH F{x,y,z) dxdydz =
A

”J F(rsim?'cosgo,réiﬁrﬁsingo , TCOS z9r)rzsin19’dr do dgo .
A

Megemlitjilk még a hirmas integrilok hengerkoordindtis transzfor-
méci6jat. E transzforméci6t akkor célszeri alkalmazni, amikor valamely
-F(x,y,z) fliggvénynek olyan A’ halmazra vonatkoz6 hdrmas integraljit .
‘kell kiszdmitanunk, amely A’ halmazt hatiirolé felilletek pl. specidlis
helyzetii kupfeliiletek, 2z tengelyii forgasfelilletek, vagy egyenes kirhen-
gerek. A hengerkoordindtis transzformécié képletei (14sd Matematika I/I
6. feJezet)

L—I‘COS;@,

¥y =r sing,
Z=z,
azaz
cosp—~rsing 0
2 (x,v,2) - singg r cdsgo 0 =r (coszgo -isinztp)—-'r,
g(r,go,z) 0 0 . 1
azaz '

”J F(x,y,2) dx dydz =

UJ F(rcos g, rsih;o, z) r.dr de dz .
A’ ’

A

Példdk.
1° Szsmitsuk kiaz f(x,y,2)= xyz\/z_ fliggvénynek a -

[(x y,z) =12 x=2, 0=y = 3, 1= z§4}, téglara vonatkozé har-
mas integraljat: -
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x==1\y=0 " z=1
2 3 3 2
2 4 343
L e L) o
3 3 : 3 |}
o g x=-1 19=0

2°  Hatirozzuk meg az f(x,y,2) = 2x -y + z fliggvénynek a

= —xz—y2+4 és z=0 felilletekkel hatirclt H tartoméinyra vonatkozé

hirmas mbegré.ljﬁt

A m==x -y2+4 egyenletii felilet Z ten-
gelyil forgisparaboloid, H vetillete az XY si-
kon az A= {(x, ¥ x2+y2 = 4] tartomény
(66. dbra} célszerii lesz tehét integrilunkat
hengerkoordinitikra transzformélni:

56. dbra

2
T

QJ <2X-y%z) dx dy dz = JJ

A Z=

{2recos¢p —fsingp+zir dz 1dr de

y

2- ~r +4
2 2 . z =

= JJ |:2r cos@z-r singpz+r —-2—-] dr de =

A z=0

, ~ .

ot it 4.2 4 2 ro-groaler L

= J J {~2r "+8r )cosqp—(-r Hr)sing +————;—-———— dp | dr =

r=0 =0 :

6
(r°-8r° +16r) dr = [—’—’é—-

]
N
Do IH
O

~ 32

32
= I (—=-32+ = ==
( 3 32) 3
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A z viltozd szerinti integrailis elvégzése utfn az A integrécids tartomény
az r, ¢ koordinitarendszerben négyszigtartoménynak adédott, igy a két-
szeres integrilis sordn az integrilds sorrendjét felcserélhetiiik. A <2 v&l-
toz6 szerint azért volt célszeriibb -eldszdr integralnunk, mert ezen integ-
ralds soré.n {6bb tag kiesett, igy szimitdsunk egyszeritisbtdstt.

3° Szamitsuk ki az f(x,y,z) = xyz flggvénynek a kezdGpont koriili egy-

ségsugaru gbmb elsd nyolcaddra, pontosabban a

2
H= [(x, y,z}: x>0, y>0, z>0, x2+y2+z 2 1} halmazra kiterjesz-

tett integraljat.
" Az integrilt célszerii gombl koordinitas transzforméci6val Atalakitani:

T J'f

1
J}JIJ xyz dx dy dz =191_2[ J [ J rosino i costl sing cosg erdgodﬁt

=0 =0 ‘r=0

6 3 1
[L— sin 1Lg"00319‘sirxgpc:oe‘, J dJ’ de =

1)
<=
9 Je—rolx
)
é',;"“NI*}

6 r=0
z T
2 2 2
= % J l:sm 19’ cos19‘ sngp :] dt9"‘ 1z J smsz}’cos&dﬁe
P=p =0 =0

5

4 2
i [____sin é}_] .1
12 4 0 48 -

{A gbmbi koordindtis transzformécis utén a H halmaz a r,'&’ s P térben
tégla-tartoményba ment 4t, igy az egyes valtoz6k szerint tetsz6leges sor-

rendben integralhattunk. )
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41, TERULET £S KOBTARTALOMSZAMITAS .

a) A 12, fejezetben l4ttuk, hogy annak az idomnak a terilletét, amelyet
az y=1f(x) figgvénygsrbe a=a &8 x=b_ abszcisszik kizbtt] darabja,
_ o o

az X tengely ugyanezen abszcisszik koztti darabja, tovibbd az x=a
és x= bo egyeneseknek az X tengelytdl a fliggvénygtrbéig terjeds

(esetleg pontta fajuld) azakaszai haté.roinak {az un. girbe alatti terilletet) ,
amennyiben f(x) &0 &s folytonos [a .boj-ban. a

o
b
: o
1) T= J f(x) dx
. » , )
o
integril szolgiltatja, o
Ha az idomot hatirolé gdrbe egyeniete
x = x(f),
X = y(t) ) o= t= ﬁ

paraméteres egyenletrendszerrel van megadva, a gorbe alatt] tériﬂétet
yit) és x'({t) [o& . ,5]i-beli folytonossfgst feltételezve) a

_ (o 4
(&) : T =J yit) x’ () dt

integral szolgiltatja. , 7 :

Az r=f(¢p) egyenletii girbe, valaminta o= .& ¥ =43
egyenlettl félegyeneseknék a gorbéig terjedd szakaszat Qital hatarott ©
idom terifletét (r=f (¢p) folytenossdgit [0(0_, /30]-ban feltételezve) a

Ao
. _1 2, .
6] T-—an f(p)de

integr4l szolgiltatja. : X
o - 365 -



A teriletszamitasra itt felirt (1), & (3) képlet azonban egy kizds
képletbS]l szdrmaztathaté, Az (1) képlet annak 2z idomnak adja meg a terii-
letét, melyet a kivetkezS ponthalmazzal adhatunk meg:

a={ &y a, =xZb, 05ySfm} . A (3 keplet esetsben a

B= { (r,): o §qz§ﬁo , 0 s f( qo)} ponthalm'azna.k adiuk meg

a mértékét. A mérhets terilletii A, ill. B ponthalmaz teriiletének méré-
8zimat azonban a kettds integral definici6ja alapjan ﬂ dxdy, ill
A

H dkdy szolgiltatja, vagyis
B

b

b - 60 i
- L [ Ppap- ]
(x)dx = dx dy ; 5 f (;O)dgo- dx dy .
B
25 A Xo -

Val6ban, az elsG kettSs integralt kétszeres integralls dtalakitva és az A X :
tengely fel5l nézve norméltartomfnyon elSszdér y szerint integrilva &pp az -
(1) , mésodik kettds integrilunkat pedig polirkoordiné.té._s trangzformfcitval

a H rdrd¢ intégrélba étirive, majd r szerint integrédlva, a vissza-
. BTI
maradd integril épp a (3) Integralt adja.
A (2) képletet az (1) képletb8l egyszerii helyettesitéssel nyertiik,
A mérhetd teriiletii C tartoméany teriiletének mérészamat szolgsitats

4) , T = H dx dy
C
képlet alkatmazhat6 a legfltalinosabb esetben tetszbleges helyzetil idomok

teriiletének kiszAmitssdra.

Pl Az y=x" 6s y=-2x+3 gorbék ltal hatdrolt C halmas tori-
letének mér8szima, mivel a két grbe metszéspontjsnak abszcisszdi: -

x2=-2x+3,

x2+2x-3 =0,
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-2+ \[FHZ 1

1
3

(-2x43-x2)dx = [—-xz + 3% - —"—] =143 -2_ (<9 -9 49)=
3 |, 3

%
:[oc_..ﬂt-l

b) Ha A az XY sik mérhetd teriiletii halmaza, f(x,y) A -ban kor-
14tos és folytonos filggvény és A -ban f(x, y) =0, akkor a tér azon H
ponthalmaza, melyre

H={ =y.2): (x,y)EA, 0 §z§f(x,y2}

| mérhets kibtartalmu, és kibtartalma

(5 V(H) = jj fix,y)dx dy .
A

A 36. fejezetben a kett8s integral fogalméaval kapesolatban utaltunk mér
arra, hogy a kettSs integrsl geometriai jelentésénél fogva specidlis helyzetii
testek térfogatinak meghatirozisfra is szolgilhat. Az ott csak nagy voni-
sokban kdzdlt gondolatmenetet nem kivanjuk itt részletesen megismételni.
Az (5) képletel inkdbb egy sltaldnosabb képletbdl fogjuk speciilis esetként
levezeini.

A hirmas integrial defm1c16]éb61 knnyen kovetkezik, hogy a mérhetd
kitbtartalmu A ponthalmaz kdbtartalménak mér&szdma:

) Ve ”J i dxdydz.
A
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Ha specidlisan A az XY sik fel8l nézve norméltartomsny (H épp ilyen
tartomény volt), elSszor rogzitett (x.y) mellett z szerint integrilva:

, f(x,y) £z, y) .
V(H) = U“ 1. dz]dx dy = H [2] dxdy = _U f(x, y)dxdy
CUA Mz=D A z=0 :

adédik, vagyis valSban az (5) képletre jutottunk. :
Altalénosabb volta miatt természetesen a (6) képletet lesz célszeriibb
térfogatszamitisi képletként megjegyezniink,

PElAUl & z=xC4yo-2 68 z=-x"—y 46 felilletek 4ltal hatfrolt test tér—
fogatdnak mérGszdma, mivel ezen testnek az XY sikra valé vetiilletst

hatfirol6 gorbe az

x2+y2—2 = ~x2—y2-|56 y
ilt,
2x2 + Zyz =8, -
azaz 2 9
X +y =4
egyenletit kérvonal:
: _ ~-X -yz-l{i :
V(H) = m 1. dxdydz = “ [ I 1.dz -]dxdy =
H A zexPaylen

2

2 2 \ -
e A 2 .2
[z] dx dy = (-2x“-2y° 48) dx dy .
A Z=X +y2-2 A .

Az ad6d6 kettSs integralt célszeri lesz polarkoordi.né.tﬁs transzformdci6val
kiszidmitani: ;

2 2%
V(B) = f [f {~2r +8)r d;o]dr 2 J (—-21' +8r) dr =
=0 \e¢=0 _ 0
4 2 . 2
= 47 |- F— 44 T =45 (~448) = 167
4 2 0
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Az x2+x2 =1 alapkorii, Z tengellyel pirhuzamos alkotdju és az
3(2+z2 =1 alapkdrii, X tengellyel pirhuzamos alkotéju hengerek kbzés B

részének kibtartalma:
2
Vi-y

V(B) = Uj 1. dxdydz = ﬂ[ I\/l_? dz]dxdy=2 ﬁmdxdy._

]

Mivel a B halmaz XY sikra valé vetiilete az A—{(x y): x2+y2 £ 1]
halmaz, ezt az Y tengely feldl tekintve norméltartomanynak:

5 .

1 1-y 1 2
V(B)= 2 [ J J \/1-3,{2 dx]dy= 2 J [ 1-y :, dy“
y=-1 x=-\1-y2 x=-1 x=\1 —y

1
3 1
2 . 2(1-y2)dy=2[2y—2x§—] =—1—§—
-1 d-1

(Ennél a feladaindl az A halmazra vonatkozé kettds integral kiszdmitdsa
sorédn a poldrkoordinitds transzformécié nem egyszeriisitette volna a szi-
moléist, célszeriibb volt az integréilandé fiiggvény miatt az A halmazt Y
tengely feldl norméltartoménynak tekintve a derékszdgii koordinitik szerint
integrélni. )

c) Az A mérhetd kibtartalmu ponthalmazon legyen megadva egy inho-
mogén témegeloszlds. Ez azt jelenti, hogy A minden mérhetS kibtartalmu
B részéhez meg van adva a benne foglalt témeg m(B) mérdszama.

Azt mondjuk, hogy a tomegeloszlis siirlisége a P pontban $
birmely A -ban foglalt mérhetl és pozitiv kSbtartalmu B, halmazokbol
4116 sorozatra, valahinyszor P € Bi és Bi 4tmérdcje 3,——-0 , mind-

m(B.} '
amnnyiszor —V—(Els— {(a térfogateloszlisnak a Bi halmazon vett 4tlagos

i
sliriisége) ¢ -hoz tart. E @ szim a P ponttal vAltozhat, jeldljik mint
P fliggvényét © (P) -vel, és tegyiik fel, hogy ez az A halmaz minden pont-
jdban 1étezik és P -nek folytonos fliggvénye.

E @(P)= Q(x,y,2) fliggvény ismeretében a tér A ponthalmazinak
pontjaibol 4116 test tomegét akarjuk meghatirozni (a testrSl nem tesszilk
fel, hogy homogén).
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Az A halmazt véges sok mérhetS kibtartalmu pironként egymiésba
nem nyuld Ai részhalmazra osztva fel, minden egyes Ai halmazban je-

18ljink ki egy Pi pontot. Az Ai részhalmaz pontjaibdl 4116 test tomege
kozelitdleg ¢ (Pi)V(Ai), {ahol SO(Pi) jelenti a test Q (x,y,2) térfogati
slirliségének Pi pontbeli értékét). Ha Ai AtmérSje mAr elég kicsiny,
-@(Pi)V(Ai) jéxllc'dzelitéssel adja meg az Ai halmaz pontjaibdl 4116 test
tomegét. ;1 9 (P) V(A) azombana Q(x,y,z) figgvény A hal-

mazra vonatkoz6 hirmas integrilidnak egy integralkszelits Osszege, vagyis
az A halmaz felosztdsait minden hatiron tul finomitva, a megfeleld

n i{
> @ (RYV(a) Beszegek J,JJ @ (x,7,2) dx dy dz -hez tartanak.
i= '

Meg lehet mutatni, hogy ekdzben a fenti kozelitésnél elkivetett hiba
Q(X, y,z) folytonossiga esetén zérushoz tart, azaz

M = \UJ?(X,Y,Z) dxdy dz.
A

A homogén test témegére ad6ds képlet a mostanibsl a homogenitas esetén

azonosan 4llandd g) sﬁrﬁségfﬁggvény kiemelésével adodik (M =@V (A)).
Pl.a ¢= x2yz gliriiségii és A = [(x,y,z): y>0, z>0; 2 +yz-|z2 gl}

halmaz pontjaibél 4116 test tomege:

% 71
M = J[JJ xzyz dxdydz= &zL?Jo[io rssm4&cos&cos2¢psingodr]dcpdﬂ=

I r
=#j f —1? sm419’coér9005250smgpdfp]d1ﬂ'=
=0 P=0
3 5]
o | L gt -cos’@ _2 | _sind | _ _2_
_'9’;[’ 7 gin 19’cosz9’ 3 j|ga= di9‘— 21 l: 5 :10 = 105 -
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~ Sikidom esetében a @(x,y) terilleti siiriiség hasonléképpen definisl-
hat6, és a lemezszerii test témege is hasonldképpen szémithats:

M= _U ?(x,y) dx dy
B

ahol tehdt M a sik B ponthalmazanak pontjaibsl 4116 test tdmege. Ha a
test homogén a fenti képletbdl a @ 4llandS az integrél jele elé kiemelhetd
(M =Pt(B)).

- 371 -



42. SULYPONTSZAMITAS

a} A kettSs integral bevezetésénél emlitett els8 példa mintijéra egy -
homogén rektifikdlhaté gérbedarab sulypontjit a kivetkezSképpen ériel -
mezzik: a gbrbedarabot részekre osztjuk, egy-egy rész tdmegét annak egy -
pontjdban egyesitjik, s az igy nyert pontrendszer sulypontjinak keressiik :
a hatdrhelyzetét, ill. a sulypont koordinAtdinak hatirértékét, midén a fel-
osztis minden hatdron tul finomodik.

Ha egy sikgorbét ugy adunk meg, hogy paraméternek a gérbe egy rog-
zitett pontjatdl szdmitott ivhosszusigot vilasztjuk:

x =x(g) , y=yls) ,

akkor a girbe eg‘ységnyi hosszusigu darabjinak tdmegét ¢ -val jeltlve,
s a gbrbét az

X =8 «8,<...<8, <8, <...=8 =
0 o 1 i-1 i n ﬁo

paraméterértékii pontokkal felosztva, egyesitsiik az i-edik rész tbmegét
arész O ; paraméterértéki pontjdban. A nyert pontrendszernek az Y
tengelyre vonatkozé sztatikai nyomatéka:

n
3 QX(fi}(si-si_l) ,

i=1

s innen, a felosztdst minden hatiron tul finomitva adédik, hogy -

o
1) My = \J'.S)x(s) ds
Olo

HasonlSan nyerhetS, hogy az X tengelyre vonatkozd sziatikai nyomaték:
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Be

(2) Mx = f 9.,y(s)fds~ ,
’ Xo

s igy a sulypont koordin#tii (a vizsgélt gorbedarab tomegét M-mel jeltlve)
60 Bl

M ng(s)'ds M j ey(s)ds
3  x =L == =X %
5T M B v Y57 TM Ae

j pds .[ pds
do °(o

Feltevésiink érielmében azonban a gbrbedarab homogén, igy linedris siirii-
sége, ¢, 4lland6, kiemelhetS tehdt az integréljel elé. Igy tehdt (3)-ban 2
lehetséges egyszeriisitéseket elvégezve adédik:

o 7 A,
7 ) f X(S)ds f y(s) ds
) ds ds
da . Xo

Ha a paraméter nem az ivhosszusig, hanem valamely mis t viliozd,
akkor (feltéve, hogy x'(t) és y’'(t) folytonosak) a t viltozdét az elSbbi
képletekbe bevezetve, mivel - mint ismeretes (13. fejezet) -

t
f \/ o @’ @) d,

t
o]

i

sl

azaz

ds

b \[ewnliem?

~ a (4) képletekbe az uj t viltoz6t begelyettesitve adodik:

f Ko S dt f <\ 6 1) sy 1) at
S B
X, = [}
s B 3
. ] 2 ]
L o [NVeobeo®
) g ds ” 2 ‘2
' f yit) g dt f v o 02y @2 at
= . - o
yS - I - )

]
ds N 2 3 2
i —dt J‘;\/(X ®) +(y () dt

dt !
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ahol & é&s /3 azokat a hatdrokat jelentik, melyek kozstt t a vizsgilt gérbe-
darab befutdsakor viltozik. '

. Ha speciilisan a paraméter t=x, az (5) képletek még tovibb egysze-

riisddnek, ekkor ugyanis:
T A1y’ 09 dx yeoV 1y (0% ax
V 14y’ )% ax

X = a

s ./ 5
f 1Hy' (x) dx
a

ahol a és b azokat a hatdrokat jelentik, melyek kozott x a vizsgilt gor-
bedarab befutdsakor viltozik.

Példul 2 homogén y =ch x lancgorbe 0= x Sa darabjénak sulypontja,
mivel

a
a
T x\/1+sh2xdx=j x ch x dx =[:xshx:| - j shxdx =
0 ¢

0 0

(6)

» YS=

P o T

=,,, ={asha-cha=+1),

4 a
f ch x\/ 1 +sh2xdx=f chzxdx=j chax+l dx =
0 0 .

| 0 2
sh 2a a
- "( 4 + 3 ) 4
a
2
f\/1+sh xdx = j chxdx = ... =s8h a,
0 0
a (6) képletekbe vals behelyettesitéssel:
_ 1 1
7% tha sh a
1
Ys=3oha+ T,
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b) Alljon a vizsgdlt homogén lemezszerii test az N sikbeli ponthalmaz
pontjaibsl. E test sulypontjdnak koordin4tdi - amint az a kettSs integral
fogalméanak bevezetésénél felirt integralkszelitd dsszegekbfl adédik - a ki-
vetkez§ kettSs integralok hényadosaként adSdnak: -

M ﬁ ¢ xdxdy M Jﬁ[gydxdy

= Y = = X =

o TV 8 M o TN

Itt M a lemezszerii test tbmege, My’ ill. MX atest Y, ill. X ten-

gelyre vonatkozé sztatikai nyomatéka, © a test 4llandS teriileti siiriisége,
kiemelve tehit az integrél jele elé (7) még igy is felirhat6:

| xaxay | vaxay
" e N _ N

S TM) ' s T(N)

Példaul az 57. 4brdn 14thaté parabolaszelet sulypontjinak koordin4tsi,
mivel (a test homogenit4isit feltételezziik)

Yi y=x
/1 yVx
4 7 =¥
57. abra
- 1
T(Q) = ﬂ dxdy = I (VE-®dx=...= 2,
N 0

x=0 “y=x X~
3
= | (x2 -xDdx=... =—L
) | 15



1 VX

[row L1 oo LIS o

x=0 y=x

1
12 °

il
I
SRES

I

]
[=))

e

1§

a (8) képletbe behelyettesitve a sulypoﬁt koordinatii:

- 6 .2
% 16 5

I §
S 2"

: 5
’ YsT 12

Ha a vizsgflt lemezszerii test nem homogén, teriileti siiriisége 9 x,7),
akkor a test tomege —~ mint az elSbbi fejezetben 14ttuk —

M = “ ?(x,y) dx dy ,
N

az Y és X tengelyre vonatkozé sztatikai nyomatékok pedig konnyen belit-
hatdan: . i ’ '

My= JJ?(_x,y)xdxdy, Mx= Jﬁ[f(x,y)ydxdy .

Ezek ismeretében a test sulypontjinak koordinft4i:

M M
-t =X
M . 7s M

Xg

Szamitsuk ki pl. az 58. abra
szerinti hiromsziglap sulypontjfnak :
koordinitéit ha teriilleti siiriiségéta -
\ Q (x,y) = xy fiiggvény adja meg. '

. A szimmetriaviszonyok figyelembevé-
N - telével adddik, hogy a sulypontnak a
test szimmetriatengelyébe, az y =x
/ X egyenesbe kell esnie, azaz

58, dbra ’ XS = Yg
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Elég tehdt a sulypontnak csupén egylk koordintajat kiszdmitanunk.

1 1-x 1
2 91-x
M= H?(x,y) dzdy = j [ , xydy]dx= J E: 12—- Cdx =
N - y=(} .

x=0 x=0 =0 .
1 2
J - (1% 1
= X dx = = —_—
0 2 24 )
’ pooLE 1 9 2 '1-x
M= ¢ (x,y) xdxdy= f f x ydy dx=f Ec 12-] dx=
¥ N x=0 *y=0 x=0 =0
f1 ' - - »
_1 f 2. 2 . 1
=9 x (1-x) dx=... 60 *
0
tehit 7 M
x =y = —Y_ -2 _ 2
s~ s M 60 5 °

¢) A sikidomolmal kivetett okoskoddshoz hasonléan adédik, hogy egy
mérhetd térbeli D ponthalmaz pontjaib6l 4116 test sulypontjinak koordind-
t4i, amennyiben siiriisége ¢©(x,y,2z} és a test YZ, -XZ, XY sikra
vonatkoz6 sztatikai nyomatékdtpedig M _, M_, M- , témegét M-mel
jeloljilk: L yEox X

| .M- g J!j[ é(x:jr,‘Z) ‘)t'dxdydz .

x = 4% = '
® . [é/ @ (x,y,z) dx dy dz
.- M fg f (x,y,2) ydxdydz
9 . XZ |
S /é/@(x,y_,z)dxdydz
M ﬁf 0 (x,y,2) z dxdy @
, ——xy _ D U
s™ M

jj]f(x,y,i}dxdydz
b
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Ha a test homogén, akkor © dlland6, kiemelhetS az integrsl jele elé és
egyszerilsithetlink vele, igy a (9) képletek ekkor leegyszeriistdnek.

Példsul a kezdSpont koriili R sugaru homogén gomb els6 nyolcadinak.
sulypontja a szimmetria-tengelyben fekszik, azaz

¥ ¥ %

a gomb nyolcaddnak térfogata:ismert, igy csup4n egy, pl. az M nyo-
matékot kell kiszimitanunk: - yz

_9'[”‘ xdxdydz =P f[f rsm&'cosgor smz?fdrdﬁ»d¢=

DH -

I

=90' A (,ojo J r sin 19’cos¢dr]dgod19'-

=0

o~

7

f sin’$ cos dg ]d9»=

I
‘/o
mlm'p
<o
%‘-—--.,ma}
T

P=0
7y 7 T
2 —
4 2 4
=§>.§T J' ‘I:sin219’ smgpl d,9.=s) % f -00821.9' ad =
#=0 =0 o
7
2
=9_Bi[_l9’_ 212_2_19-_] _ ®ler
4 2 4 Fo 16
o7
M
x = -JE 16 _ 3 R
5 M 3.~ 8
_4R Q7
24



43. TEHETETLENSEGI NYOMATEK KISZAMITASA

Mint mir emlitettiik egy véges szdmu pontbsl 4115 pontrendszer tehe-
tetlenségi (mdsodrendii) nyomatékat valamely egyenesre nézve a

) n
(%) 2 m, T
i=1

tsszeg adja meg, ahol m, az i~edik pontban elhelyezett témeg, T pedig

a kérdéses pont tdvolsiga azon egyenestSl, amelyre a tehetetlenségi nyoma-
tékot vonatkoztatjuk. Ha r, az i-edik pontnak egy Q pontisl vals tdvol-
sfiga, akkor () a pontrendszer Q-ra vonatkozsé un. centrflis nyomatékat
adja meg.

Pontrendszer tehetetlenségi ill. centrélis nyomaték4bél folytonos anyag-
eloszlasu gorbék, sikidomok vagy testek tehetetienségi nyomatékira az el6z8
fejezetbeli okoskodéshoz egészen hasonlé mdédon térhetiink 4t. Ugyancsak az
ottaniakhoz hasonlé mddon kaphatsk meg a kivetkezd képletek: '

a} Az

x = x(t) , y=yt) (xZt

£

A)

egyenletrendszerrel megadott homogén gbrbedarab Y tengelyre vonatkoz6
tehetetlenségi nyomatéka (x'(t) és y’(t) folytonossdgit feltételezve) a
linedris siiriiséget @ -val jelslve:

4
M g, = fgvx(t)z Ve o +y of a ;
y [+.4

az X tengelyre vonatkozé tehetetlenségi n&omaték:

8
@ 6, = [ evo*Vxwhwa® as
o4

a Z tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomaték:
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s
@ 8,= [ont® 0% Vxw?ryo® a
(o4
Példbul az
x=Rcost , y=Rsint, 03t227

kiorvonal Y tengelyre vonatkozé tehetetlenségl nyomatéka a homogenité.st
feltételezve:

2 F T
é I’=§3 f R cos t Jstmzt-l-chos tdt= fR j ALicos2t dat =
Y 7% 0 2

2
~ R R-'
RJ’ISJ —2 M —-—2 K

il
Il
Lfb
=
\_)m
1]

.ahol M -mel a kdrvonal tomegét jelsltiik,
b) A p teriileti siiriiségii homogén test (mely az N gikbeli mérheto
ponthaimaz pontjaibsl 4l1) X tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka:

e - [orae .
N
Y tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka:

= j:[;ffxz'dxdy ,

Z tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka:

2 2 .
@z=‘gf>(x +y )y dxdy .

Példaul:

10 Hatérozzuk meg az y = \/_ parabola, az x=a és y =0 - egyene--
-sek 4ltal bezirt homogén test X tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyoma-
tékat:
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‘a ¥X

L, N L £
—9([[:; dxdy—ff[f ydy]dx=50f [-‘év"‘:! dx.=
x=0 \y=0 x=0 y=0
a 3 5 3
__ﬁ’_f 2,28 2 _2 2 oa_1
= 73 | x dx= 15 a’ =3 a 95—5Ma,

ahol M az idom tbmegét jelenti.

2° Hatéirézzuk meg az XY sikban a kezdSpont koriili R sugaru ho-
mogén kiorlap Y tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatékat:

fffx dx dy = y,f {f rcos-godr]dgo

2F 4 R 4 27
. r_ R licos 24 ~
‘ [4 cos cp:l dp=0 4 f — 5 dp=... =
(=0 r=0 0
1 2 2~ 1 .2
= = = R
f’ R"R Jlg) 4 M,

ashol M jelenti a kirlap tomegét. .
30 Szdmitsuk ki az XY sikban a kezdGpont korili R sugaru homogén
korlap Z tengelyre vonatkozé tehetetienségi nyomatékit:

. 2T
2 2 . 3
= ff?(x +y )dx dy =@ J [f T dr]d5o= ve. =
N P=0 *r=0 '
R4 1 2 2_ 1 2
= —— 0= = T = - ]
e 27 ¢ RT R =5 MR,

ahol M a korlap témege.

¢) A térbeli mérheté D ponthalmaz pontjaibél 4116 ¢ (x,y,2) siiri-
ségil test X, Y, Z tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka kiinnyen
belédthaté médon:
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8y = fé/ e (x,9,2) (v +2) dx.dy dz ,
9 = ME’ ®.3,2) (2" +5) dxdy dz ,
D
{
Qz = .Jg] @ %,¥,2) (x2 +y2) dx dy dz .

Ha a vizsgélt test hornogén, akkor a § siiriiség dlland6 és kiemelhet§
az integrél jel elé.

Pl.a z=4-x" -y és z=0 felilletek &ltal bezart homogén test 2
tengelyre vonatkoz6 tehetetlenségi nyomatéka (az integral kisz&mitissnal
hengerkoordinitis transzforméci6t alkalmazva)

4l

T
Bz= _gj?(x2+y2) dx dy dz =s> L{[{-fo radz‘]drdgo =
» v tz=

.2 25 ?
. 3 _] L= f r . 3 2
= rz = { r {(4-r )dr p =
¢ 5! dr dp Jord (@-rdr | ag =
N z=0 =0 by=g

¥
4 8 2
=07 4 — L S = 9 15 -~ )= =%
¢ E4 GJ do 2‘}0(-0 3) 3?
r=0

Az eidbhiehicz Lasonldan beldthats. hogy a mérhetd D> iérbeli pont-

halmaz p-ntisit’l Al}2 P (x.y,z) siiriiségil test un. centralis maésodrendii
nyomaték:u:

f P
ﬁ/:j g:v x,¥,2) (xz-i-yd-i-zz} dx dy dz .
D
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Példaul a kezdSpont kérifli R sugaru homogén gmb elsO nyolcaddnak

T

fz ' r4sint9’dr]dgod19'=
ga=o

B

centrilis mé.éodrendii nyomatéka:
r

=2

Y ]]j (x2+y2+z2) dx dydz =
D 19'=0

¥
. 5
~
4 _/ sim9' dry' = %.’)— -'Z—go
=0 .
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44, PARAMETERES INTEGRALOK
4

a) Tekintsiik az
fix,t) dt

X

integralf, ahol f(x,t} adott kétviltozds fliggvény. Az integril természete-
sen filgg x -nek megvilasztasitol, az x -nek fliggvénye:
' 4

=

F(x} = / f(x,t) ét .
o

Az ilyen mddon megadott fiiggvényt nevezik paraméteres integrilnak,

szen integrilban x a paraméter,
Iiyen paraméteres integril 1ép fel példaul egy ketifs integrilnak két-

szeres integrilld vald atalakitdsakor; a belss integrilban az egyik viltozd
szerint kell integrdlnunk, & mésik véltozd a paraméter. Az ilyen paramé-
teres integralok néhény tulajdonsdgdval fogunk az al@bbiakban foglalkozni.

Tétel
Ha f{x,t) folytonos az N={(x,t): agxgb, otétéﬁ] négy-
széghen, akkor - ' 4 :

F(x} _'-'f f(x,t) dt
X :

folytonos az _a =x %) intervallumban,
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Plzonyitss s B
F(x+h) - F(x) =j f(x+h,t)dt -j f(x,t)dt =
(o4

s

= f (fx+h, 1) - £(x, 1)) dt 5

f(x,t) N -beli egyenletes folytonossdga miat{ azonban tetszoleges
adott &> 0 -hoz van olyan §> 0, hogy [f(x+h,t) - f(x,t)] <& , ha-
csak (x,t) € N, (x+h,t) E Nés | n}<d;, azaz

ﬁ :
|F(xsh) - F(x) | & flf(xm,t) -fx,t 1 dt S £(B-a) s
o

haceak a Sx & b, a= £x+hs)b és Ihl<é”. Azc‘,>0 szam tetszé-
leges volta miait ez az 4llit4st ad)a

—— . —— i ——— i A (" e e T T = ] T T ——

Tétel

Ha f(x,t) és 2 folytonos az N={(x,y):a5x%h, o« £t 3
_— 2x ( t)

L négyszogben, akkor F(x) = f f(x,t) dt differenciflhat6 az a xZb
intervallumban és

5

U - B : 2f ,
F(x)—dxff(x,t)dt—/[x](xﬂ dt .

o

Ezt a nevezetes szabilyt szoktdk a paraméteres integril differencialési
szabéilyfnak nevezni. Roviden ugy fogalmazhatd meg, hogy az integrélds
és a paraméter szerinti differencidlds miiveletének sorrendje - a tett fel-
tevések mellett - felcseréllietd.

Bizonyitis

i

|

| . :

i Az 4llit4s igazoldséra meg kell mutatnunk, hogy h-=0 esetén
! . B

I B

|

|

F(cth) - Fix) [ 9 ] G
: h 9x 1) '
~ -385- A



A Lagrange-féle kiizépértéktétel szerint
B A

Fixh) ~F(x)  _ | feh,t) ~f(x,8) . _ [’af
" h f h - dt= ax 4 dt,
(x+h, 1)

ahol 0 < 19’< 1. A g—f— filggvény egyenletes folytonossiga miatt ,

azonba.n tetszOleges adott &£ > 0 -hoz tal&lhat6 olyan d°> 0, hogy ha a
8z6bajévé helyek N-be esnek, akkor

2] 3]

(x+[9'h, t) (x,t)
Emnélfogva h—=0 esefén

F (x-+h) —F(x) f 91" l lf _of _[_g_g_} Jdt
(x,t) (x+19’h t) L%z, ¢

S E(B- 0‘) y
és ezeén utbbbi egyenlStlenséghbl & tetszbleges volta miatt Allitdsunk
adddik,

<&, hacsak |n[<d.

£

I
|
I
i
!
|
!
I
I
[
|
I
}
!
|
t
I
i
I
I
!
i
I
|
|
I
|
|
{
!
I
|
|
!
!
!
I
I
1

Tétel

Ha f(x,t) folytonogaz N= {(x, y) a Sxs b, £t éﬁ} négyszigben,
akkor

b b B Ji . b ’
f F(x) dx=f[ff(x,t) dt]dx =/ [/ f(x, tydx ]dt
a o X ta

Mas szavakkal, a tett feltevések mellett a két integréilis sorrendje felcse—
rélhetd.
Tekintettel ugyanis f(x,t) folytonosségsra az

ff f(x,t) dx dt
N
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kettOs integral létezik, s igy a kettSs integrilnak kétszeres integralls valé
Atalakitiséira vonatkoz6 szabfly értelmében ugyanez az értéke az allitott
egyenlGségben szereplé mindkét integrilnak. Vilsgos, hogy hasonls 4llit-
hatd, valahdnyszor a kettSs integrél 1étezik, és a kétszeres integrilokban
fellépb belsd integrailok a bennikk szerepld paraméter minden szébajsvs ér-
téke mellett 1&teznek.

b) Hasonld meggondolisok aikalmazhaték abban az esetben is, mikor
egy paraméteres integral tébb paramétert is tartalmaz. Két paraméterre
és folytonos fiiggvényekre szoritkozva példéul a kovetkezot mondhat]uk'

Ha f(x,y,t) folytonosaz aSx%h, c¢SySd, XZt=B  egyenlbt-
lenségekkel jellemzett T ponthalmazon, akkor a

B
F(x,9) =] f(x,y, 1) dt
x < < < <
fligpvény folytonos kéiviltozds fiiggvényaz a=x=b, c=y=d négy-
szOgon, Ha még [—%}f;] is folytonos T -n, akkor 1étezik az
(X! y, t) a F
elfbbi nédgyszog minden pontjdban az ZPE parciilis derivilt,
éspedig 5 =z,
oF of
[ 2x ~J 2% di
&y & ¥,

Az el8z8 eredmények minden nehézség nélkiil dtvihetSk olyan tSbbszo-
ris integrdlokra, melyekben az integralands fliggvény még egy paramétert
is tartalmaz. A kovetkezd tételeket az egyszeriiség kedvéért kettfs integri-
lokra fogalmazzuk meg, a bizonyitisok ugyanazok mint egyszeres paramé-
teres integrélok esetén, :

Legyen A az ST sik mérhetS teriiletii zért halmaza, s ]elentse H az
x,8,t valtozdk terének azon halmazait, amelynek pont]a1ra afx%p és
(s,)€ A. A H halmaz korlstos és zirt.

Tétel

Ha f(x,s,t) folytonos, akkor

- Fx) = jf i(x, s,t)-ds &t
A

. :-?3—87 -



folytonos a=x=b esetén. Ha még l;—g—x-f—] ( ) s folytonos H -n,
X, 8,t

akkor F(x) differenciflhatd a=xSb mellett, mépgpedig

F (%) = j—x— _gf(x,s,tjyds-dt= JZ [%] ds dt. .

{x,s,1)

Végill - ismét f(x,s,t) H -nvalé folytonosssgit feltéve -

b b | b |
f Fxydx = f(jf fix,s,tids dt/dx = ff(f f(x,s,’t)dja _ds dt.
a a A Aa

Ilyen paraméteres integrilok a matematika egy- az alkalmazfsok
. szempontj4bdl igen érdekes - fejezetében, a varifcidoszémitisban szerepel-
nek. ’ : :
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45. EGYPARAMETERES VEKTOR-SKALARFUGGVENYEK

a) Definici$

Egyparaméieres vektor-gkal irfiiggvénynek olyan utasitést neveziink,
amely a valés szdmok bizonyos P, részhalmazfnak minden eleméhez egy
vektorokbdl 4116 R halmaz meghaltﬁrozott elemét rendeli. A P, halmazt
a fiiggvény értelmezési tartoményinak, az R halmazt pedig a fiiggvény
értélkkészletének nevezzilkk. A P. halmaz elemeit t-vel, az R halmaz
elemeit T-rel jeltlve, fiiggvénykapesolatunk igy irhats:

r=r{t) , vagy T=V{).

A t skalar fiiggetlen valtoz6t paraméternek szoktuk nevezni.
Az R halmaz elemei (T(t) ér-

tékkészletének elemei) felfoghaték, 7 J

mint egy derékszdgli koordindta—

rendszer kezdGpontjshsél kiinduld

helyzetvektorok, s mint ilyeneket

a koordinidtarendszerben 8sszefe-

vOikre bontva:

f;s f’ (t) k —
T =xi +yj + 2K = x(t)T + y(t)] + z(i.;)T{' , ' Z(zg_@
amibdl a fliggvénykapesolatot més- X(E)Z ‘) y
képp megado: _
x=x{t , . /X J/ 7 }}' -
y=yt . 59. fbra
7 = z(t)

un. paraméteres egyenletrendszer adjdik.

Szemléltetni az egyparaméteres vektor-skalarfiiggvényeket ugy tudjuk,
hogy a fliggetlen viltozd szdbajovs értékeihez tartozd T vektorokat a tér
valamely fix pontjibdl mint helyzetvektorokat mérjiik fel; e vekiorok tér-
beli pontokhoz mutatnak, e pontok 6sszessége, ill. az ezeken atfektetett
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térgorbe, lesz az egyparaméteres vekior-skalarfiiggvény képe. Megforditva,
egy térgbrbe (specidlisan sikgtrbe) egyenleiét egyparaméteres vektor-ska-
l4rfiiggvénnyel, ill. a koordindtarendszer megadfsa utdn a megfelels para-
méteres egyenletrendszerrel adhatjuk meg.

Ha egy sikgdrbe egyenletéi sikeriil olyan paraméteres egyenletrend-
szerrel megadni, melyben a t paraméter éppen az x derékszbgii koor-
dinita, akkor ez a paraméteres megadis megegyezik a gbrbe derékszogu
koordinitis egyenletével {Lasd 12. fejezet.)

Adott-v = v11 +v2] +v3k vektorral parhuzamos, az ro = x01 + yoj-l—zok
helyvektorral jellemzett Po(xo, Yy zo) ponton Athaladé egyenes egyenlete

(Matematika I/1. jegyzet 9. fejezet 7° ) az

T=T +iv
(2]

vektor-gkalarfliggvénnyel, vagy az

= +tv, ,
X xo 1
y=y0+tv2 ,
=zo+tv3

paraméteres egyenletrendszerrel adhaté meg. A t paraméter abszolut
értékének jelentése itt -
F-% |
Hel= —=—
iv|

specidlisan, ha V egységvektor (ekkor V =coscx T+cos BJ+cos } K):
-5,

tehdt az ¥ helyzetvektoru un. futé pont, és a fix r helyzetvektoru Po
pont tdvolsagit adja meg.

Ha a t paraméter az id8t jelsli, a mozgd pont pily4jit megadd
T =T(t) fliggvénykapesolatot mozgisegyenletnek nevezziilk. Ha példdul egy
ponta Z tengelj} korill egyenletes forgdst végez és kiozben a Z tengellyel
pirhuzamosan egyenletesen emelkedik, akkor un. kozinséges csavarvonal
keletkezik. Ennek egyenletét, a keresett mozgisegyenletet, a kivetkezOkép-
pen irhatjuk fels :
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A mozgd pont vetillete az XY
sikban egyenletes forgist végez vala-
mely R sugaru 0(0,0) kézéppontu
kor kerliletén, vagyis a mozgd pont
T helyzetvektoranak vetilletvektora
az XY sikra:

Fl(t)=Rcos tT+Rsint j ,

s mivel feltev8siink értelmében a
mozgd pont a2 Z tengellyel pirhuza-
mosan egyenletesen emelkedik, a
pont helyzetvektora:

+ 60. &bra
T =?1(t) +ctk=Rcosti+Rsintj+etk,

ill. a megfeleld paraméteres egyenletrendszert felirva:

x=Rcos t,
y=Rsint ,
z=ct.
Példdul az R =2 sugaru, Z tengellyel pirhuzamos alkotéju Z tengelyre

szimmetrikus egyenes korhengerre irt egységnyi menetemelkedésii kiszbn~
séges csavarvonal egyenlete:

F=2cost—i+25int-1:+-i;vﬁ,
. ¥ on

il a paraméterés egyenletrendszer:

x=2cos t,
y=2sin t,
ot
Z= z.ﬁ".

b) Definigid

Azt mondjuk, hogy az T({t) egyparaméteres vektof-ska.l&rfiiggv_ény hé.,—
t4rértéke a to paraméterértékii pontban @ , jelben: '
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thmf T(t) =2, vagy r()-=a, i -t esetén, ha tetszdleges &£ >0-hoz
megadhato olyan "> 0, hogy '

|Ttt) -2 |< &, valahfnyszor 0< |t - t0|< &

Konnyen bel4thaté, hogy amennyiben az a hatdrérték létezik, ¥(t) koor-
dindtdinak is van hatdrértéke t-——t esetén, és e hatirértékek épp a
megfeleld koordindtii, és megforditva, ha T(t) koordinitdinak van hatir-
srtéke t——t esetén, akkor T(t) -nek is van hatirértéke, és e hatdrér-
t8k koordinatai F{t) megfeleld koordindtiinak hatdrértékével egyeznek
meg.

Definicid

Azt mondjuk, hogy  T(t) 2 to paraméterértékii pontban folytonos,
ha oit értelmezve van, véges hatdrértéke is 1étezik, és ez megegyezik he~
lyettesitési ért€kével: 1lim #() = T'(to) .

t=t
0

Mis szavakkal: r(t) folytonos a to paraméterii pontban, ha tetgz8-
legesen kicsiny £ > 0-hoz megadhaté ~ olyan §>0, hogy

|Tew) - et ) <€,

valahényszor
' It - tol <& .

A formulsk részletes kiirdséval itt is adédik, hogy az Tri{t) -F(to) -0

reldcié egyenértékii az x(t) —x(to)—-—o, y{t) -y(tO) -0, =z(t) -z(to)—>0

reldcitk egyidejil fennélldsdval, s ezen dllitdsunk megforditisa is érvé-
nyes, vagyis T(t) folytonossfgabol kooxfdinatziinak folytonossaga kivet-
kezik, és viszont.

¢} A derivilt fogalmét egyparaméteres vektor-skalérfuggvenyekre a kovet-
kezGképpen vihetjiik &t

Az T(t) fiiggvény differenciflhatd a to paramétérii pontban,ha a to

és £+ At paraméterii pontokhoz tartozd kiilonbségi hdnyadosnak van véges

hatdrériéke At—=0 esetében. E hatirérték r(t) d1fferenc1ﬁ.lh5nyadosa a
t parameteru pontban:
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lim

?(tb + At -~ E(to) . &5 ]
=rit) =|—7
At>0

At 0 dt

Az T(t) filggvény to—heli differencidlhinyadosinak (derivéltjinak) jelslé~
sére az egyviltozds y = f(x) skaldr-skaldrfiiggvényeknél bevezetett jelo-
1ést hagznéaltuk.

Az egyviltozés skalar-skalarfiiggvényekhez hasonld tételt mondhatunk ki
egyparaméteres-vektor-skalarfiiggvényekre:

Tétel

Az T = r{t) fiiggvény akkor és csakis akkor differenciflhaté a t para-
méterii pontban, ha a to és to'-!- At paraméterii pontokhoz tartozd meg-

véltozésa a kovetkezd alnkban irhatd:

Tt +AY - F(t) =2t +EAt, ahol |El=0, ha At-—=0

Ekkor .
a= r(to) .

A differencidlhanyados definici6jabdl kévetkezik annak geometriai je~
lentése: f(tq) # 0 megadja az T(f) egyenletil térgdrbe t paraméteril
pontjiban az érint§ irdnyst (a kiilonbségi hinyados a to 3 to + At

paraméterii pontokat tsazekstd hur-vektor, At =0 esetében ez a to—
beli érintdvektorhoz tart).

Az T(t) derivédlt-vektornak fizikai jelentést is adhatunk. Ha az T(t)
fiiggvény egy pont mozgésit irja le, azaz t dz id6 mérdszama, akkor
Tt + At) ~T(t) __AT

At = At 24t

At-nek hinyadosa, azaz az Atlagos sebesség-vektor. Ennek hatirériéke
At-=0 esetén a sebességvektor,

A mozgb pont helyzetvektoranak idd szerinti deriviltja teh4t a pont se—
bességének vektorit adja meg, ennek a vekiorpak az irdnya.a pédlya drintl-
jének irdnydval egyezik meg. .

A T(t) sebesség-vektornak a t idS szetinti deriviltja, T(t), a gyor-
sulfs-vektor. .

A differenciflhaté T(t) egyparaméteres vektor-skalérfiiggvényt a
derékszdgii koordinftarendszerben koordinAtai segitségével irva fel:

T) = x(t)1 + yt)j + z(t) k adédik:

1d6ksz alatti elmozduldsvektornak és
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L2 ]]

ar _dx -  dy - dz — 2 TasTal T
at —at T ta Itg o M T exisyies k.

Differencislhaté egyparamé'teres véktor-skalirfuggvény koordinit4i is dif-
ferenciélhaté fiiggvények tehdt, és ezen 4llitds megforditdsa is nyilvanva-~

16an érvényes.
Példaul az

r(t) R cos t1+RsmtJ +ct k
egyenletil kbzonséges csavarvonal érintS-vektora:
T(t)=-Rsinti+Rcostj+c k .

Ez az érinté a csavarvonal minden pontjiban a Z tengellyel azonos szdget
zfr be, mert

r c
T = y
l__l- \/ stm2t+R.zcos 21:+c2 \/Pz 2

ésez t -tol nem fiigg.
Konnyi belédtni, hogy az ismert differencisldsi szabslyok egyparamé-

teres vektor-skalarfiiggvényre is érvényben maradnak:

k

1° c:lt(r +F2)=—(;15-?1+—qd?§2 ,

2° —g—tﬁ"r r) =% gt Tyt T, c:lt Ty
3° (u.7) —'f—g%m‘:;: ,

4° 4 Fuoy = £ 4

5° —dd—- (;1x;2)=-%t- ;1)-{;24.;1){%1;_;2'

Példdul a méisodik szabalyt alkalmazva

»-s|-

(r )= (r.r) FT+TY =2 T
#sszhangban az ismert szabéllyal.
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Az el8bbi tételbSl kovetkezik az aldbbi allitds:
Ha r(t)_differencilhatd, akkor folytonos is. Ezen 4llitds megforditisa
altaldban nem érvényes.

Az egyviltozés fliggvény differencidljdhoz hasonldéan definisljuk az
r(t) filggvény differencialjit (dr) a t0 és to + At helyekhez tartozd

valddi fliggvénymegviltozds {6régzeként:

dr = r(to) At

d) Valamely folytonos térgérbedarabot rektifikalhaténak mondunk,
hogyha a gbrbedarabon osztépontokat véve fel és azokat a befutds sorrend-
jében egyenes darabokkal Saszekodtve. az igy nyert hurpoligonok hosszuséga
korl4tos. : '

Ha az T(f) egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvénnyel megadott egyen—
letii gbrbedarab befutdsakor a t paraméter az o értéktdl a B értékig no-
vekszik és a felvett osztdpontok az

X = =
tS S <t < <t B

paraméterériékeknek felelnek meg, akkor a beirt tortvonal hosszisiga:

kZ=1 |7t =Tt ) -

Ha a gorbedarab rektifikilhats, akkor — amint azt a 13. fejezetben sik-
gorbék esetére részletesen tirgyaltuk - a felosztis minden hatdron tul
torténd finomitdsakor (max (tk—tk_l] —~0 esetén) a beirt tértvonalak

hosszusiga meghatdrozott véges hatirértékhez, a gorbedarab ivhosszusi-
géhoz tart: T
n .

lim § [r¢)-TE, )| = s .
o T T T

Ha az T(t) fiiggvény 'f’(t) Iderivéltja az [cx; 5_] -~paraméterinterval-
lumban folytonos fliggvény, akkor

AT=F) -7ty ) ~ &F =T ) 6t )

-’

ugyhogy
n j1

) E e -Fe |3 B T 0] -t )
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Az utobbi 5sszeg azonban nem més, mint az | r(f)| fiiggvény egy integral-
kozelitl sszege s vagyis a felosztds minden hatdron tul valé finomitdsansl

az Osszeg az ‘Ll T|dt integralhoz tart. A 13. fejezetben részletezeit ~

moédon be lehet bizonyitani, hogy a (%) Bsszefiiggésben szerepls két Ssszeg
eltérése a felosziis minden hatiron tul t5rténé finomitisakor a tett feltevé-
sek mellett zérushoz tart, azaz

3 ,
f |F@w| at= f \/:E(t)2+§(t)2 +2@° dt.
(>

o]
Képletiinkb8l z(t) = 0 esetében adédik az XY s;kba.n fekv6 x = x(b),
y = y({t) paraméteres egyenletrendszerrel adott o £¢s /3 gorbedarab iv-
hosszuséginak kordbban mér levezetett képlete.
Példaul az

r{t) =Rcosti+Rsintj+ect k

csavarvonal egy menetének hosszusdga:

27i ) 2
= f \/(-R gin t)z + (R cos 1:)2 + c2 dt = f RZ-H:2 dt =
0

= ZE'UVR2+02.

Az T(t) folytonosan differencidlhaté egyparaméteres vektorskaldr-
filggvénnyel megadott gbrbe t)0 paraméteril régzitett pontjatsl a valtozs
t paraméterii pontjdig terjedd gorbeiv hosszusiga a fenti képlet értelmében:

t

s(t) = f |Te0 | at.

t
0

L)

Az s(t) fiiggvény t szerinti differenciélhényadosa tehat:

=T

Ha a vizsgélt gorbedarabon |T(t)| #0, akkor |T(t)| >0, ésigyaz
s(t) fliggvény szigoruan monoton ndvekv. Van tehit egyértékil inverz fiigg~
vénye: t=1i(s) , més széval a { paraméter kifejezhetd az s 1Vhosszus$g
segitségével,
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Elméleti vizsgilatokban sokszdt igen célszerii az s ivhosszusfigot az
egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvénybe fiiggetlen viltozoként (paraméter—

ként) bevezeini a térgirbe quenletének felirdséndl:
T(t) = T(t(s)).

Az T =T(t) fliggvénybe az ivhosszusfigot vezetve be paraméterként a
t=t(s) osszefiiggés segitségével, az ivhosszusig, mint paraméter szerinti

els6 derivilt-vektor:

Lrgey = 4 - S I .1
dt ds = ds ds [r]
dt

az bssietett figgvény differencidldsi szabslyinak (4°) és az inverz filgg-
vény differencisldsi szakily4nak alkalmazdsfval. Ez a vektor pArhuzamos
az T vektorral (az T() egyenletii gbrbe érintd-vektordval) és egységnyl
gbszolut értékil, azért az érint8 irdnyiba mutatdé egységvektornak, rividen
&rintl egységvektornak nevezzilk. Az s ivhosszusig szerinti deriviltat
vesszbvel jelolve, a t# s paraméter szerintl derivilt jeltlésre (a mér

korabban bevezetett) pontot tartva meg:

. ar

;==.9_r_.__ F _ 4t
as- Il Ig‘_l

dt

Definici6

Valamely térgérbe érintd egységvektora ivhosszusig szerinti deri-
véltjinak abszolut értékét a térgorbe gorbliletének-nevezzilk,

(E derivilt nagységa az érinté eg'ységvektor 1vhosszusé,ghoz viszonyi-
tott viltoz4si sebességét méri.)

A gbrbilletet g -vel )elolve'

d

g “|-gs

= |.‘i‘.1!1
Ha a térgorbe egyenlete T =T{t) , t# s eg‘yenlettel van megadvé, gor-
billetét a kivetkezdképpen szédmithatjuk ki: ' .

|Fx

M

8%

%

(F. itt.a t paraméter szerinti mésodik derivilt-vektort jelenti).
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id%dtd

- ___q___ -4 _r 1
™= Tl T Bl e Fla

zqap

Mivel |F ’ = (.i %) » az bsszetett filggvény differenciﬁlési szabilyat
alkalmazva:
-3

e

a1 =, 1 = 2,
-7 (FrFep EH T 26 -

(FE.TD) -TE. 1)

=l

ugyanis i - 7. A zirdjelben 4116 kifejezésre a kifejtési
tételt (Matematika I/1. jegyzet 9. fejezet 6) alkalmazva adddik

s

=L, = —|:1|4 G G5 -t by = TEEED
rl™ -

és mivel az T és (rxT) vekiorok egymésra merSlegesek

el
Kl

bl

R

. *

|fxfi

=
rl

g—|—"|—- - rxr - : ’
I-F [#[* 1P

an:it bizonyitani akartunk,
Speciflisan az XY sikban fekvé sikgdrbe esetében, ha annak egyenletét az
X=x,

y = (=)

paraméteres egyenletrendszerrel, ill. y =f(x) egyenlettel adhatjuk meg

r=ad+fx7T,
T=T +®7,
>?=> ") T,
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1 j k 1
fx¥= o ot o =-mk, Ilrla+@e3? |
1 f’ 0
azaz

fl‘

g= T8~

2.2

e

E képletet mir a2 Matematika I/1. jegyzet 39. fejezetében levezettiik;
ez az érték az y~=f(x) egyenlettel megadott gbrbe simulé kire sugaréinak
reciprok értékeként adbédott. Sikgdrbe gorbilletét a simuld kdr sugarinak
reciprok értékeként definigdltuk. Most megadott dltaldnosabb definiciénkbol
speciilis esetként ad6dik tehdt a sikgbrbékre kordbban nyert ezen eredmé-
nyiink,

PlL. az

r=Rcos ti+RsintJ+ctk

kiozinséges csavarvonal gorbiilete, mivel

=-Rsint + Reost] + ¢ Kk,

e

el

=-Rcosti - Rsintj,

i j &
rTxT= -Recost ~-Rsint 0 [=-cRsintiwcRcost]+
~Rsgint Rcost c

- ¥ r? (~cos 2t -sinzt) ,

v

-1
- \/cszgsinzt + coszt1 s R4 - \/ csz + R4

g

/o2, 2 . 2 28 2 2 '
(VR (sm’ +coszt)+c2)3 (\/R +c)?

és ez az érték t -tf] nem fiigg, vagyis a csavarvonal girbiilete 4llands.

2_
Az F"=-g;-'f"=d;
ds

r" merdleges T’ -re; ugyanis egyrészt

vekiorrsl a kivetkezbket mondhatjuk:
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d ~ =—,_ 4d ;=2 _d
ds'(i:'r)— ds ™|

misrészt
’ ._.... r o =;|r =? T R =—onn §
ds(i".,r)r.r+r.:r72r.r .

és ez utobbl skaldris szorzat 2érus voltabsl kovetkez1k az " és 1’ vek-
tor fllitott merdlegessége.

F" 4ltaldban nem egységvektor, az r' vektor irfinydba mutaté egységvek-
tort n -nel jeldlve

™ = gn.

- Definicid

Valamely térgidrbe fonormélls eg‘ységyektorénak az n= T"I' vektort
nevezziik.

Definic_ié

Valamely térgorbe adott pontjabeli érintd egységvektoran és fénormélis

egységvektoran itfektetett sikot a gbrbe adott pontbeli simul6sikjdnak ne-
Valamely r=T(t) egyenlettel megadott térgbrbe simulésikjiban fek-

. 2_
szik az T = %T vektor. ‘Mivel ugyams
dt
-, ds
r=r — ,
azért - dt o
2 ds 2 ., d%
r=1" ( ) +r’ >
' dt

tehéat r felbonthatd egy r" és egy T’ irényu komponensre, amiVel alli-
tdsunkat igazoltuk,

Ha t az id6t Jelenti akkor fenti eredménytink értelméb n az Tt gyor-
‘sulds-vektort az T’ érintd egységvektor iré.nyé.ba mutatd —— dt -nagységu
tangenciéhs komponensre (a.hol v= —&E lr’ az un. pélyasebesség mérd-
szima) ésaz T’ =gih egyenllség figyeiembevételével g v I normilis
-Arfinyu komponensre lehetett bontani.
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Definici6

Egy térgtrbe adott P pontbeli simul6kére azon kir hatirhelyzete,
amelya P ponton és a,tgrgﬁrbe tovdbbi két pontjdn halad 4t, ha e tov4bbi
két ponttal %P ponthez konvergalunk,

Bebizonyitl?até, hogy a Po pontbeli simulékisr kézéppontja a P0 ~bo6l

kiindulé n fSnormilis irdnyu félegyenesen fekszik, és a simuls kér sugara,
az un. gorbiileti suglr, a térgirbe P -beli gérbilletének reciprok értékével
egyenld. . ©

E18bbi feladatunkban tehézt az T gyorsulds-vektor norméilis irényu

komponensének nagysfga Y alakban is felirhats, ahol § a gorbilleti
sughr. §

A Matematika I/1. jegyzet 39. fejezetében megadott definicié a simulé
kér most megadott definiciéj4bdl specislis esetként adsdik.

Definicis

Valamely térgorbe adott pontbeli érint6 egységvektoranak és fOnormélis

egységvektorinak vektoridlis szorzatit binormilis egységvektornak nevez-
ziik.
A binormélis egységvektort igy jelsljiik:

b=1"x1.

Definicié

Valamely térgbrbe adott pontjshoz tartozé érintd egységvektor, fonor-
méilis egységvektor és binormailis egységvektor dltal kifeszitett triédert az
r’', n,'d hirmast, kisérd tridédernek nevezziik,

Sokszor célszerii megéllapitanunk valamely térgsrbérdl, hogy specid-
lisan nem sikgérbe-e. Sikgtrbe esetében a gbrbe benne fekszik birmely
pontjdhoz tartozé simulé sikban, felirva tehdt valamely gérbeponthoz a si-
muld sik egyenletét, ezt a térgdrbe pontjainak azonosan ki kell eldgitenie.

Térgbrbe esetében a simuldsik 4ltaldban pontrdl-pontra viltoztatja a
helyzetét. A simuldsik normilis egységvektorinak (a binormélis egység-
vektornak) véltozdsi sebességével mérhetjilk a simulésik helyzetviltozta-
tdsdnak mértékét, vagy mds szavakkal azt, hogy a térgbrbe mennyire tér el
a sikgbrbétsl,

Belathats, hogy

d _r xT" -tE
ds |¥ x1"] ’
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ahol n a f8normilis egységvektor, a t skalirt pedig a gbrbe adott pont-"
beli torziéjanak nevezzilik. Ponttal a paraméter szerinti deriviliat jeldlve,
beldthatd, hogy a torzid

rrr
- wi2
rXxr

. Kopnyen igazolhatd, hogy a kizbnséges csavarvonal torzidja allands.
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. 46. KETPARAMETERES VEKTOR-SKALARFUGGVENYEK

a) Definicié

Kétparaméteres vektor-skaldrfiiggvénynek olyan utasitist neveziink,
amely az UV paramétersik bizonyos A ponthalmazdnak minden eleméhez
egy vektorokbsl 4116 R halmaz meghatfirozott elemét rendeli.

Az A halmazt a fiiggvény értelmezési tartomanyénak, az R halmazt
a fiiggvény értékkészletének nevezziik.

Az A halmaz elemeit, az UV paramétersik pontjait, azok alkalmas
koordinitarendszerbeli koordindtdival (u,v)-vel adva meg, a fitgg8 valtozd
értékét r-rel jelolve, fiiggvénykapcsolatunk igy irhatd:

T =T(u,v), vagy- T =38(u,v)

Az T fiiggetlen viltozs vektorokat egy derékszégii XYZ koordindtarend-
szerben helyzetvektorokmak fogva fel, &és azokat bsszetevBkre bontva, T
koordindtai is fiiggenek nyilvan . u és v-t5l;

r=xi+yj +zk = x(u, VI +y ;] +zw,vEk,

fiiggvénykapcsol atunkat tehat a kivetkezd parameteres egyenletrendszerrel
helyettesithetjiik:

X =.x{u,v),
¥y = y(u,v),
z =_z(u,v} '

Szemlélteini egy kétparaméteres vektor-skaldrfiiggvényt a kivetkezGkép-
pen tudunk. Az u és v paraméterek szdbajovl értékeibdl alkotott rendezett
(u, v} szﬁmpﬁrokat dbrazoljuk az UV sikban felvett derékszogii koordinsta-
rendszerben. Az igy nyert A ponthalmazhoz rendel az T(u,v) fiiggvény
térbeli pontokat, az A ponthalmaz pontjaibsl 4115 sikrészt leképezi kizonyos
térbeli pontokb3l 4115 ponthalmazra. Ez utsbbi ponthalmaz - az A sikbeli
ponthalmaz képe - 4ltaldban egy feliiletdarab pontjaib5l 4115 halmaz, rividen
feliilet.
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Y

61. dbra

Megforditva, felilletek egyenletét 4ltaldban kétparaméteres vektor-skaldr-~
fliggvénnyel adhatjuk meg. Errél a megadésrdl azutdn konnyii 4ttérni a para-
méteres egyenletrendszerrel torténd megaddsra.

Ha specidlisan az u és v paraméterek megegyeznek az x és y de-
rékszogii koordindtskkal, a felillet egyenletét megadd paraméteres egyenlet-
rendszer azonos lesz a feliilet egyenletének kétviltozos fliggvénnyel vald

megadigaval.

X = u,

y = v, il T =ul +v] + £, VK =xi +yj +fx,pk

z = f{u,v)
megegyezik a

z = f(x, ¥
megadassal.
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Legkinnyebben forgisfeliiletek, henger és kupfeliiletek egyenletét tud-
juk kétparaméteres vektor-skaldrfiiggvénnyel megadni.

1° Forgassuk meg az XZ sikban az
f(w) ,

X

il

Z

paraméteres egyenletrendszerrel
megadott gbrbét (az un. meridisn~

gorbét) a Z tengely koriil. A nyert .

forgésfelillet egyenlete, egyik para-
méternek a meridifngtrbe egyenlet-
rendszerében szerepld u paramé-
tert, misiknak az elfordulis v
8z6gét (a forgisfelillethez mutatsd
helyzetvektor XY sikra vetett
vetiiletvektorénak az 1 egységvek-
torral bezirt szgét) valasziva

{62. dbra): '

x = f(u) cos v,
y=1() sinv,

z=glu) ,
i

T =f(u)cos vT +f(u) sin v] +gu) &k

PL. a 63. &bré4n 14thaté x = 3 + 2 cos {,

glu)

W

F {7

62. abra

z = 2 gint egyenletrendszerii

kbrvonalnak Z tengely koriili forgatdsival el84116 forgdsfeliiletnek (torus)

paraméteres egyenletrendszere:

X=(3+2cost)cosv,

y=‘(3 +2cost) smv,

z=2sgint,
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A
\_

A R sugaru gombfelillet egyenlete, paramétereknek a 64. dbrédn bejelslt
u és v s#igeket vilasztva:

3 k2cost X

63. fdbra 64. dbra

]
x=R sin u cos v,

y=Rsinusinv,

z=Rcosu. ~ (0SuSF, 05vEam,

2% Csusztassunk végig
egy T =T () egyparaméte-
res vektorskaldrfiiggvénnyel
megadott egyenletii térgorbén
(un. vezérgérbén) egy a vek-
torral pArhuzamos alkotst;
az igy szdrmazé felillet hen-
gerfeliilet (65. 4bra), mely-
nek egyenlete:

65, aueca T= Fl(t) +Aa
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{(a paramétereket t és A -val jelsltilk), ill. paraméteres egyenlet-
rendszere: ‘
x=x() +ia,
¢
y=y,t0 +Aa,,

z=z1(t) +A Ay s
(a=a11 +a2] +a3k) .
Pl. az y= v vezérgorbéjii, a =31 +47+5k vektorral pirhuzamos

alkotdju hengerfelillet paraméteres egyenletrendszere a paramétereket u
és’ v -vel jelGlve:

X = u-+3v,
y = u2 4-4v,
z = 5v.

3° Az T=T, () vezérgdrbéji kup-
felillet egyenlete, ha a kupfeliilet csucsét
a ¢ vektorral adjuk meg:

r=T W AC-T ) L,

{66. 4bra).
9 9 66. ébra
Példdul az x~ +4y =1 vezdrgbrbéji
C(1,3,6) csucspontu kupfeliilet paraméteres ’egyenietrendszere (a vezér-
gorbe paraméteres egyenletrendszere:

1
X cost, y=§_sin t)

cost + A (l-cost),

X
-1 . i

y= 7 sint+ A3 5 Sin t) ,

z = 6A .

Mis példaként a Z tengelyre mersleges egyenes végpontjdnak a Z
tengelyen torténd egyenletes végigesusztatdsdval és kbzben az egyenes Z
tengely koriili egyenletes forgatisdval el6allé csavarfelillet paraméteres
elGallitdsa:
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T = ru,vy) =ucoswvi+usinwvi+c vk,
2< < 2
ahol -a =u=a és - o< y< + oo (67. dbra).

Z b) A hatirériék és folytonosséig fo-
galmét kétparaméteres vektor-skalirfiigg-
vényekre éppen ugy vihetjilk 4t, mint egy-
paraméteresekre.

Definici6

Azt mondjuk, hogy az T =T (u,v)
kétparaméteres vektor-gkaldrfiigevény
hatérértéke a P0 = (uo, vo) paraméteril

pontban b

limr(,v)=b, ill. limr(P)=b,

-1 P-=-P
o 0

V-V
[+]

67. dbra

ha tetszdleges & > 0 -hoz megé.dhaté olyan >0, hogy

| rw,v) -b | < £, valahinyszor 0 <ﬁ’o =\/(u—uo}2+(v—vo)2 <8

Ekkor T(u,v) koordinifdi is tartanak b megfeleld koordinitdihoz, és
dllitdsunk megforditdsa is-digaz.

Definicid
Azt mondjuk, hogy az T(u,v) = T(P) '_kétparaméteres vektor-skalarfiigg-
vény a Po = {uo,vo) paraméteril pontban folytonos, ha oft értelmezve van,

van véges hatdrériéke €s ez megegyezik ¥ (u,v) P -beli helyettesitssi értéké-

vel: lim T{P)=7(P )
P-—P

Mig szavakkal, T(u,v)=T(P) folytonos a Po = (u ,vo) pontban,
ha tetszoleges kicsiny &£ > 0-hoz megadhats olyan §>0, hogy

|T(P) - ¥(P ) | <&, valahdnyszor PP <4
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Ez azt jelenti, hogy T(u,v) “akkor &s csak akkor folytonos az {u ,v ) he-
lyen, ha koordinAtdi ugyanoit u &s v-nek folytonos fiiggvényei.
c) Ha rogzitett v==v0 mellett 1étezik az F(u,v ) vektorskalarfiiggvény

u viltozs szerinti derivditvekiora az u'= uo helyen, akkor ezt a vektort az
r(u,v) kétparaméteres vektorskaldrfliggvény u szerinti parciflis derivalt-

vektorinak nevezzﬁk az (u v ) helyen. Hasonldképpen, ha rigzitett u-—u0

mellett képezzik r(u ,V) v szerint deriviltvektordtia v=v_ helyen, ext T(u,v) Vv
szerintlparméhsderivé.ltvektorénaknevezzuk az (u v ) ﬁelyen E parciélis

deriviltvekiorokat a tobbviltozds filggvényeknél hevezetett jeldléssel jelsl-
jik; az T(u,v) figgvény parcidlis derivéldsa koordinAtsnként torténik:

dTw,v) _ Ix(u,v) Te dy(u,v) T, Dz(u, v
1 du J du

du 2u

'ar(u,v). _ 3x(u,v) T+ ’axguzvg T azgu,v) "
B v 3 v

v v

22r(u v) ’a_zf(u,v) Bzf(u,v)
W W 243y

A mésodik parcidlis deriviliak:

2-
————-L'—-)—-a ; LI értelmezése hasonléképpen torténik. Koordinitikra bontdssal
v

igazolhat6, hogy az

9 r(u,v) s azf{u,v)
v du dudv

(u0= vo) -beli folytonossdga esetén e ponthan a fenti vegyes mésodrendii par~

parciilis derivalt-vektorok

cidlis derivalt-vekiorok megegyeznek egyméssal.

Definici6

_Ag F(u, v) . kétparaméteres vektor-skaldrfiiggvény di’fferenciélhatc‘) az -
u, VY paraméterii pontban, ha a Po = (uo,vo) 88 P=(yV)

pontokhoz tartozd megviltozisa a kivetkezd alakban irhat5 fel:

(%) Ar=T{1,V) - T ;v ) ='8_.(u—u;)) +b (v=v ) + & 1(u-uo)+}f V=¥ )
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ahol |£_1|_§_s_|22[+0 -hoz tart, ha Aﬁ=u—1jo £ Av=v—v_a 0 -hoz

tartanak. a és_ b az T(u,v) fiiggvény (u_,v ) ponthoz tartozd parcidlis
A o © ,
derivélt-vektorai:

— r(u,vo) - r(uo,vo) ) l:gf(u’v) ] ’
U-=-u U=, " u ,v)
0
F(uov) -T(u , vo} 9z
% = lim "o _ [___r_(u)_}
V=\p ?_vo v u,v)

Bebizonyithatd, hogy ha egy (uo,vo) pontban az ¥(u,v) filggvény u, ill.

v szerinti parciilis derivaltvektorai folytonosak, akkor ¥(u,v) e pontban
differencidlhaté.
Az T{u,v) (= )—ban fehrt megviltozdsinak {6része, a kétparaméteres

vektor-skalArfiiggvény differencidlja (dr) :
oF
Au + [Bv Av .

&=§Au+EAv=[af] |
( (w,:vy)

du
>V )
oo
Ha az T =7(u,v) fliggvénytcsak az u=u(t), v=v(t) fiiggvénykap-
csolattal jellemzett pontokban vizsgaljuk, akkor az igy nyert
T =T{u(t), v(t)) egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvény egy, az T(u,V)
egyenlettel jellemzett fellileten futd gorbe egyenletét szolgiltatja. Ezen
gorbe vizsgilatfhoz sziikséges els6 derivalt értékét az Ssszetett fiiggvény
differenciél 4si szabalya segitségével hatérozhatjuk meg:

df(u), v)) _ JF du

dt du _dt

E szabélyt az g:‘ és g E parciflis deriviltvektorok folytonosgfiginak

<I‘>f

dv
{(* %) TR

és az u(f), v{t) fiiggvények differenciidlhatésiginak kikttése mellett

koordinitikra trténé kiirdssal a tobbvéiltozds Bsszetett fiiggvény differen-
cidldsi szabdlyinak alkalmazdsival igazolhatjuk.
A (# %) formuldb6l kiclvashatd, hogy a felilleten fuid gdrbék érintbi

mind a ’%Il'] és ?az vektorok éltal kifeszitett sikban fekiisznek

(feltéve, hogy a vizsgilt pontban e két parc1é.hs derivalt~vektor nem par-
huzamos egymaéssal).
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Definicit

Az T=r(u, v) kétparaméteres vektor—skalé.rfugg“vénnyel megadott
felillethez az ,ro = r(uo, v ) helyzetvektoru pontban illeszkedt érmtosuknak

az adott ponton 4thaladé és.az [%i] . &8s [ gr ]
‘ u,v )
oo

wdvg

vektorok 4ltal kifeszitett sikot nevezziik, E sik normélisa, az un. felilleti

- normilis: ‘
— [2x : ar :
- [a“l v) * [Ev ]( vy
Yoo Yo Vo

Fenti definiciénkban mindvégig feltettilk, hogy T(u,v) parcislis derivalt-
vektorai az {(u ,v ) pontban 1éteznek, és nem parhuzamosak egym:issal

Mint léthatg az elobb definiilt feliileti normélis irdnyitdsa az u és v
paraméterek sorrendjének felcserélésével ellenkezlre véltozik, tehit nem
a feliilet belgd sajitsdgaival, csupin elS4llitdsdnak médjbval fiigg dssze.

Példik

A 68, 4bran l4thaté gémb és henger metszésvonalaként definiflt
Viviani-féle gérbe egyenletét a gbmb

T=T{u,v)=Rsinucosvi+Rsimusinvj+Rcosuk

68. adbra
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egyenletébdl a e

i
y=—- -u

ol

tsszefiiggéssel adhatjuk meg. A szokott médon a paramétert t-vel jeltlve
az

u=t,

T
2
tsszefilggés alapjn a Viviani—féle gérbe egyenlete:

v= -t

7

T =T(d(t), v(t)) =R sin { cos (-% )T +R sin t sin (—E’--t) T+

+Rcos tE=R sint 1 +R sin t cos ti+Rcostk.
Szamitsuk ki a gbrbe gtrbiiletét a t =0 paraméterii (azaz (0, 0,R)) pontban.
ri)=2Rsintcosti+R {coszt-sinzt) j-Rsintk=

=Rein2i+Rcos 2t -Raintk,

() =2Rcos 2t T-2Rsin 2t - Reostk,
Ti0) =R7 ,
[ro)l=r,

r@o)=2RT1-RE,

i 7
T{0) x T(0) =. 2R 0 -R ‘=+R2T+2R2, k
0 R 0
vagyls 7
. Foxiol _Vsr® _ v5
g . 3 3 R
(0) | R
2° Az

r=r(u,v)=Rsinucosvi+Rsinusinvj+Rcosuk

7 egyenlettel megadott gbmbfeliilet felilletinormalisa:
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| T ; ;
%: x %: =| Rcosudcosv Rcosusinv -Rainu

-Rsinusinv  Rsinucosv 0

2 - 2 - 2 -
=R sinzu cos=vi+stin usinvj+R sinucosuk =
=R sinuT{,v .

L4that6 tehdt, hogy a feliileti normalis az T(u,v) vektorral padrhuzamos,
azaz e szémoldshdl is leclvashaté az a jol ismert tény, hogy a gémbfelillet
érintdsikjai a sugdrra merdlegesen helyezkednek el. :
Ha egy feliilet egyenletét a z = f(x,y) alakban 4llitottuk elS, akkor mi-
vel ezen elfillitdst masképp az

X = u,
y=v,
= f(u,v)

paraméteres egyenletrendszerrel, ill. az
r=r(u,v)=ul+vi+fu,v) k
alakban is felirhatjuk, a feliileti normilis a k'c‘wetkezb’kéﬁpén adédik:

i j k
__ 2% _ 3% _ 2 1 9 =~ 9f - ¢
nf- auxav— 1 Oau = - aui- VJ+k’
91
M

illetve visszatérve az u =x, v=y, f(u,v) ={(x,y) =2z jeldlésre:

2z = Dz
n—'?: LT 2y

F+k.

Példdul a z = xy felillet (hiperbolikus paraboloid) esetében a felilleti nor-
méalis: : o

- _‘_a_z__'_-.-_ ?Z-——=_.—_ - .
n 2x‘1 ,ay1+k yi-xj+k..

- 413 -



A feliilethez az x=2, y"3 z=2.3=6 pontban illeszkedS érint8sik egyenlete
tehdt (n(2’3,6) -31 27 + k) :
-3(x-2) - 2 (§-8) + (z-6) = 0 ,

azaz -3x -2y +z+6=0.

Altalﬁnossé.gban a z=f(x,y) egyenletii felillethez az x*xo, y-y
z—f(x 1Y, } = N pontban illeszkedS érintSsik egyenlete:

- [%i] (x-—xo) - 1};3-5-] (y-yo) + (z-zo) =0. .
o] o}

d) Egy felilletdarab felszinének meghatdrozésa a gorbedarab hosszu-
sdganak kiszadmitisira emlékeztetd feladat. KézenfekvS tehdt arra gondol-
nunk, hogy a feliiletdarab felszinét a felilletdarabba beirt poliéderfeliiletek
segitségével értelmezziik. Ennek kivitelezése a kivetkezOképpen tortén-
hetne:

Allitsuk el§ a vizsgilt
feliiletdarabot T = r(u,v)
kétparaméteres vektor-ska~
larfiggvénnyel, a felilletdarab
pontjai feleljenek meg az UV
paramétersik A halmaziban
fekv8 pontoknak. Boritsuk le
az UV sikot egy hdromszo-
gekbdl 4116 halszattal. Sze-
meljilk ki a hdlézatnak egy
olyan hiromszigét, melynek
csucsai A -hoz tartoznak és
keressilk meg a feliiletnek e
hirom csucspontnak megfeleld
pontjat. Ez a hirom feliileti
pont egy hidromsziget hatiroz
meg (amely esetleg egyenessé,
vagy egyetlen ponttd is elfa-
julhat). Elkészitve az bsszes
A -ba es8 csucsu halézati hé-
romszigeknek ilymdédon megfelel6 hiromsziglapokat, azok egyiitivéve egy,
a felliletdarabba beirt poliéderfelilletet adnak. Az ivhosszuség kisz&miti-
s4n4l kivetett okoskodés mint4jira azt virhatnank mirmost, hogy ha a pa-~
métersik A halmazét leboritd hiromszdges hilézatot minden hatdron tul

- 414 -
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finomitjuk, akkor az ezekhez az eldbbi médon rendelt polidderfelilletek fel~
szinei az A halmazra és az T(u,v) fliggvényre tett bizonyos megkitések
mellett egy hatdrériékhez konvergélnak, és ezt a hatdrértéket tekinthetnénk
a felilletdarab felszinének. Konnyil azonban példdt mutatnunk arra, hogy a
felszin fogalma ilyen egyszerii médon nem értelmezhetS. A fenti okoskoddst
kivetve ugyanis pl. egy kiorhengerpaldstba beirt poliéderfeliiletekbdl készit-
het akdrmilyen nagy hatdrériékhez, vagy akir végtelenhez tarts felszinil
sorozat. Ezt mutatja be H. A Schwarz hires példéija.

Tekintsiik az

x=Rcos u, y=Rsgihu, z=v,

05uyf7, o0EvEn

fél-hengerpalastot. Jelentsenek n és m pozitiv egész szfimokat, és
tekintsiik a fél-hengerpaldsinak azon PI;_ pontjait, amelyek az

u=——, v=— (i=0,1,...,0n; k=0,1,...,m)

paraméterértékekhez, és azon . Qli{ pontjait, amelyek az

(21-1) 7 . ’
= DI GDh o k=L2,....m)
2n 2m

paraméterértékekhez tartoznak. Képezziik ezekbdl a pontokbdl mint
szigpontokbdl a

li’ak k-1 ph-1 ok k (i=1,2,...,n; k=1,2,...,m)

1-1 1-1
vaélamint a

k k _k k-1 k k . ]
(2) Pi Qi_Qi+1’ Pi : Qi Qi+1 {i<1,2,...,n-1; k=1,2,...,m)
tovibb4 a

: k-1 _k _k k-1 _k k
{3) Po PO Ql s Pn Pn Qn (k=1,2,...,n)

hiaromsziégeket (70. és 71. &bra). E hiromsziglapok a fél-hengerpaldst-
feliletbe beirt poliéderfeliiletet alkotnak. mwco &s n-oo esetén
az UV paramétersik fent megkonstruilt hiromszoges hildzata minden
h?.tﬁron tul finomodik, ill. a feliiletbe beirt hiromsziglapok maximaélis

e e e e e e e e e e e e e T ——— — ——— T T —— ——— T o o Yy " T —— o
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S

- ,70, dbra

NN
N
Q 0

oldala is 0 -hoz tart. Megmutatjuk, hogy
e hiromszoglapokbfl 4116 poliéder-felille- -
tek felszine nem fart meghatirozott véges
hatiarértékhez, - |
A (3) alatti hdromszgek terilletdsz-

szege nyilvan 0 - hoz tart, mivel a

Pk'-1 Pk , valamint a Pk—1 Pk,
0 0 n !

oldalak &sszege a henger dllandé h ma-
gassfigit adja meg, ezeket tehit a hatdr-
érték szdmitisa szempontjibsl nem is
szilkséges tekintetbe venniink. -

)
>
.

]
]
|
I
]
|
I
]
I
t
|
I
I
|
'
I
I

i
i hosszabbitisa e kort S -ben. Ekkor R a
i

v
A% AT
71. abra

Az (1) és (2) alatt felirt hAromszsgek
egyenldszaruak és egybevagdk, szdmuk
[2no + 2(n-1)] m = (4n-2)m. Szémitsuk ki egy
ilyen haromszog pl. (a felsd indexet az egy-

szeriibb irdsméd miatt elhagyva) a Pi- 1 PiQi;

hiromszig (72. 4bra) teriiletét. Legyen a Pi‘
pontokat tartalmazd kor kézéppontja 0, :

0-b6l a P, , P oldalra bocséatott merdle--

ges talppontja R, és messe 5_130 ‘meg-

Pi-l P oldal felez6pontja,
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tehit mivel Q P "Q P azért R @, a P,

- = _h_
magassiga, tové.?})é. ROSQist == és 1S om
Pi-l 0 Pi4; = —1;—, azért

— i
ORO =R cos o
és igy . 7

azaz

Q hiromszig
Minthogy

R @ \/{R R cos ——) H(o)? \/43 sin” —— + (52

—~
Mivel azonbana P,_ P, oldal fele PR =R sin 2 a P_,PQ,
i-17i i 2n
hiromszog teriilete:
o T 2 .4 K h .2
TPi—lpiQiA—Rsm on 4R “sin ™ +(2m)

Ennélfogva az (1) és (2) alatti hAromszigek an terillettsszege

o~

H 24

T A2
(4) F (4n—2)m R sin 4R s . 4n + ( om ¢,

nm 2n

Megmutatjuk, hogy attdl fiiggSen, hogy n és m milyen kapcsolat-
ban 411 egyméssal vagyis a hengerfeliileten felvett pirhuzamos kdrok
tavolsdga és a kiirdkon felvett osztépontok kizotti ivek hosszusiga mi-

lyen tsszefiiggésben 41l egyméissal, n-= oo és m—=o<
killsnbszd véges, ill. végtelen hatdrértékhez tarthat

1 ha m=cn, ahol ¢ 4llandd (4)-b6l

esetében F
nm

sin I 2 sin-j’; 2
P2 oo o 2n \ |72 R 4n 2 7 « h)2
nm- 4n e T 4 7 4n 2¢’ ’

Z2n 4n

tehit n-—=— &= esetén (amikor egyszersmind m-= o)

F _—= 25 cR -~ =R% n,
nm 2¢

ami a félhenger-palist fel szinének ismert képletével egyezik.
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2° ha m=cn2, ahol ¢ 4llandé (4) -Gl

. T - T_ 4
S Tl % | b 2
nm 4n T M i Hoe ) o

6s ez 2 ¢ konstans alkalmas megvilasztdsdval tetszGleges 4 Rh-nil
nagyobb véges értéket felvehet.

3° ha m=n3, {4) ~bol

[ rad vl 2
B p o 'R sin—~ 2R sin® <= 21 4 |7 B3
4n-2 “nm- 2n 4n Va . 4
T 2n " 4n )

‘vagyis n-= oo esetében (ekkor egyszersmind m-=c<)

F —— D
nm ’

A beirt poliéder felszinének teh4t a felosztdsok ilyen médon torténd
finomitdsa mellett nincs meghatirozott véges hatidrértéke.

A bevezetSben emlitett médszerrel élve azonban a felilletdarab felszinének
mérdszéamira jutunk, ha a paramétersik A halmazit leboritd hiromsziges
hélézat minden hatdron tul vals finomitdsat ugy végezziik, hogy kbzhen az
Usszes haldzati hiromszogeknek valamennyi szége egy # -nél kisebb kor-
14t alatt maradjon (vagyis a hiromszdgek ne laposodjanak el minden hatiron
tul, amint azt a Schwarz-féle példa 2° és 3° esetében tették). Bebizo-
nyithaté ugyanis & kovetkezd tétel:

Tétel

Legyen A az UV siknak mérhetd teriiletii halmaza, s az T(u,V) fiigg-
vény legyen elsdrendii parcidlisaival egyiitt folytonos egy az A -tés A
hatarpontjait tartalmazé G nyilt halmazon. Ha az UV .-siknak elkészitjitk
egy minden hatdron tul finomod5 hiromgziges haldzat-sorozatit, s ebben az
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osszes hiromszigek szbgei egy 7 -nél kisebb korlst alatt maradnak, akkor
az A -ba esS csucsu hiromszdgeknek megfelelS hiromszoglapokbsl 4116
beirt poliéderfelifletek felszinei meghatirozott hatdrértékhez tartanak, mely-

- nek értéke:
3],
du (u,v) v {u,V)

. Ezen kett8s integralt tekintjilk a kérdéses felilletdarab felszinének (a fel-

szin mérdszdmsanak). E tételt nem bizonyitjuk, VAzlatosan megmutatjuk
azonban, hogy alkalmas, specidlisan vélasztott hiromszoges halézat esetén,
az Allitott alaku integril adddik hatarérték gyanant.

" Készitsiink el ugyanis az UV sik A halmazin egy olyan héromszoges
halézatot, amely egy negyszogré,cs négyszogeinek egyik Atlojukkal torténd
felezésiikkel keletkezik (ezen hdromszdgrics minden egyes hiromszige
derékszogii, s igy a hiromszégek

du dv.

szogei biztosan 4 -nél kisebb kor- 4 N e
14t alatt maradnak). A h#ldzat egy =
tetsz6legesen kivilasztott hdrom- yprav £-Z
szbgének csucsal legyenek
v p---
P (u,v)), P’i(ui+ Au,vi) , B T T ™ ! T
I O O O
Pl(u, v+ Av) . LU Grdy . &

73. dbra
vagyis a hdromszdg oldalai |Au| és 'A v| hosszuséguak, a héromszog
teriilete '

At, >= IAU]-IAV| .
i -2

A hiromszdg esucspontjainak mégfelelb’ pontok a feliileten az

r{u,,v,) =T, T +Au,v) =1 T, v,.+Av)=1"
,v)=r,, (14,11) { (1’1'A) ;

vektorokkal jellemezhetfk, vagyis a PiP’iP'i' hiromszdgnek megfeleld

poliéderlap olyan hiromszig, melynek élvektorai:

| T, =F(u.+Au,v,)-?(u,,v.) = [gf] Au+0+21 Avdd =

il
- (ul.,vi)
55 a

(u V)

- 419 ~



=

- = _ _ AT~ —
ro= r(ui,vi+Av) - r(ui,vi) =0 + [,av] Av+0 +£2AV x

(ui,vi)
.~ | 2T
(u,,v,)
1 1

az T(u,v) fiiggvény differencidlhatésdiga miatt, ami a tételben tett felte-
vésekbSl kivetkezik. Iy médon tehit a felilletbe beirt hiromsziglapok te-

rillete kizelitSleg
] ol B, &
[U:LU V)Aux[fav} av 9 {u,,v,) o (uv
iti i i )

(ui,v )

= -IAuI | Av]

ahol 1
EIA“’ |Av| =

a paramétersikban felvett Pi’ P’i P'i' hiromszsdg terlilete. A felilletbe be-
irt poliéderlapok teriiletének vsszege tehit kozelitOleg

B
Ik vy L vy

Ha mérmost az UV paramétersikban felvett héromszoges hilézatot min-
den hatdron tul finomitjuk (a tételben tett kikitések mellett) a fenti Gsszeg a

[, - ]

kettSs integralhoz tart. Kimutathats, hogy a kbzelitéseknél elkovetett hiba
a tételben tett kikotések mellett a zérushoz tart, ugyhogy a vizsgilt felli-
letdarab felszinére az

-J B, B
90 vy LV,

At .

1

du dv

{u,v})

du dv

érték adodik.
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Tétel

A felilletdarab most definiflt felszine megfélelc’i feltételek mellett fiig—

getlen a felilletet elG4llit6 paraméterek vilasztasatol.

Bizonyitds -

Tegyiik fel, hogy a felilletdarabot T =T(u,v) egyenlettel Allitot-
tuk el8, és legyenek az uj paraméterek g8 és t. Legyenek tovabbi az
u(s.t) és v(s,t) fliggvények az ST sik mérhetS terilleti B halmazit
és annak hatirpontjait tartalmaz6 bizonyos nyilt halmazon elsGrendii
parciilisaikkal egylitt folytonosak, és vigye 4t az

7 u=u(s, ), v =vi{s,t)

fiiggvények &ltal 16tesitett leképezés a B halmaszt au UV sik A hal-

.....

feleljenek meg. Be fogjuk latni, hogy ekkor

2% 9% _II% ar
g) u X v | “g, ds * Dt

ahol a baloldali integralban a parciflis derivéltak u és v, a jobbol-
daliban pedig s és t fliggvényel.
Valdban a tett feltevések mellett

]

ds dt,

~ 421

? (8. 1)

or __9dr _du . or v
s Ju Js ov ds
9F _ 9T 2w 9T v
Pt du 9t t Tdv ot
tehit
9r  o9r _ 9r = dr ( 2u v _ 2v Ju )
Ps * 9t QJu > dv '“Fs 9t Js ot
és igy a 39. fejezetben bevezetett jeltiéssel
97 _ 3r|_|2% = F Bmﬂ)l
7s X Ot 2u * av| 4



ugyhogy az éllitott egyenlGség jobboldalan 4116 integral a baloldalibél a
kettds integrilok transzformicidéjira vonatkozd képlet alkalmazdsival
adodik.

Altalsban, ha a feliilet egyenletét z = f(x,y) alakban adjuk meg, akkor
~ mint azt e fejezetben a c} pontban littuk -~ x és y -t vilasziva paramé-
ternek: (r = xi +yJ + f(x, Yk}

0F _ 9F __ 9f . A< &
2x * Wy x dy ) ’
s igy az XY sik A tartoménya feletti feliletdarab felszine:

_ 2 D2
F—{J\Zax)-ﬂﬁy) +1§xdy.

Példak

(o] - - N s . . ol b
1 Az r=r{u,v)=Rginucos Vi+Rsinusinvj+Rcosuk

S_r"

egyenletil gémbfieliilet (0 Susd , @ EySay ) felszine, mivel

9F _ _oF

D X v =Rsinu(Rsinucosvi+Rsginusinvj+Rcosuk)

(l4sd a ¢) pontbell sz‘ﬁmollést), és igg"

9F ’ai»_z.\/.zz 2 .2 2
/au X av =R Sl u sin HCOSV‘i‘Sm".‘.uSmV’!'COS u=

= R2 sin u\/sinzu-l-coszu = stin u,

25 7 27 -
2 . 2
F=R j [ smudu]dv =R J I:-cos u] dv =
v=0 "u=0 . =0 u=
29
= 2R? | av=4R%7.
20 A z =xy felillet azon részének felszine, melynek vetiilete az XY

sikon az x2+y.2 = R2 kiérlemez a kivetkezSképpen nyerheto:
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A ) pontbeli példaban végzett szdmoldst felhaszndlva, ill. a z=f(x,y)
alakban megadott felilletek felszinszamitisi képletét kbzvetleniil alkalmazva:

I
F= Ji[ Jy2+x2+1 dxdy , =ahol T= { =,y x2+y2 B R.z}

Kettds integrdlunk kiszdmitdisa végett polarkoordinitis transzformécist

- alkalmazva 3
2. R o 2 3 R
F= ‘[ [ f \Jr2+1 rd ] de = f[——(z—ﬂgL—jl dgp =
P=0 ~ r=0 . P=0 25 -~ r=0
= %ﬁr\}(Rzﬂ}?’
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47, SKALAR-VEKTORFUGGVENYEK

a) Definici6

A gkalAr-vektorfiiggvény olyan utasitis, amely bizonyos vekiorokbdl
4l16 R halmaz elemeihez a valds szdmok bizonyos P részhalmazinak -
egy-egy meghatirozott elemét rendeli.

A fliggetlen vAltozd vektorokat T-rel, a skaldr fliggl v4ltozd értékeket
u vagy @ -vel jeldlve, fliggvénykapcsolatunk formalisan igy irhats:

u=u@, vagy @=¢ ®

Az R halmazt az u(f) fliggvény értelmezési tartoményé.nakj a P halmazta |
fiiggvény értékkészletének nevezziik, '

Az u(F) skaldr-vektorfliggvényrdl legjobban ugy alkothatunk magunknak
képet, ha a fliggetlen viltozd vektorokat a tér egy rigzitett pontjabsl mint
helyzetvektorokat felmérjilkk. Akkor az egyes vektorokhoz rendelt fliggvény~
értékeket a vektorok végpontjaihoz rendelhetjilk hozzd, ugyhogy végered-
ményhen a térnek, vagy a tér egy részének pontjaihoz rendel az ilyen fiigg—
vény szimértékeket. Ebben a felfogisban szokds a skaldr-vektorfliggvényt
skaldrtérnek, vagy skalirmezOnek nevezni. Skaldrteret nyeriink pl. ha a
tér pontjaihoz fliggvényértékként az ott uralkoddé hdmérséklet,potencisl, vagy
nyomis értékét rendeljiik hozzAa.

Skalé.r-vektorfuggvennyel irhatb le pl. az egységnyi elektrosziatikai
tltés potencidltere: = I—r—l— ,.ahol T a t6ltés pontjibdl mutaté vektort
jelent. 3
A skalar-vektorfliggvényeket azonban mésképp is jellemezhetjikk. A fiig~
getlen viltozé T vektorokat ugyanis pl. egy XYZ derékszogii koordinita-
rendszerben GsszetevBkre bontva, T, és ezen 4t az u fliggs viltozd értéke
is fiiggni fog T koordin4tditél, x,y és z-t6l, azaz

u=ux,y,2) .
Az u = u(F) skalar-vektorfiiggvény tehdt hdrom skaldr viltozd skallr
fiiggvényeként, hdromvaltozos fiiggvényként is felfoghaté. Megforditva, min-
den u=u(x,y,z) hiromviltozés skaldr-skaldrfiiggvény ugy foghats fel, mint
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r=x +yT+'zF ivalamilyegp u(f) skaldr-vektdrfiiggvénye. A tobbviltozés
skalfr-skalirfiiggvények tehit valamennyien tirgyalhaték volnénak speciélis
skaldr-vekiorfiiggvényként (z = f(x,y) sikvektor skalir fiiggvényeként,

y= f(xl. Kpsee s ,xn) az 1 - dimenziés T = x131 + xz'é2 +... +xn€n (|3i|=1)
vektor skaldr fiiggvényeként).
Pl, az 9
u = {r)

skalsr-vektorfiiggvény igy is irhaté:
2 2 2
u=x"+y-+z° ,
az egységnyl pontszeril elektrosztatikus tsités potencislterét elS4llitd

¢= 1

| 7|

fiiggvény pedig igy is megadhatd:

Pt .
\/ x2+y2+z

Szemléltetni a skaldr-vektorfiiggvényeket kzvetleniil nem tudjuk. Sok-
szor 8rdekes azonban azt megillapitani, milyen t&rbeli pontokhoz rendel a
skaldr-vektorfiiggvény azonos szdmértéket (a tér mely pontjaiban lesz pl. a
hémérsékiet, potencidl vagy nyoméis ugyanaz az dllands). Ezen pontok 6sz-
szessége, ill. az ezeken 4thalads felillet neve: a skaldrtér szintfeliilete,
vagy nivofeliflete. Hasonldképpen, ha u(f) -ben F sikvektor, akkor u{¥)=c
az un. nivogdrbék egyenlete. Az elSbb felirt skaldrterek szintfeliiletei
koncentrikus gombfelilletek, melyeknek egyenlete:

-

(?)2 = ¢, azaz x2+3:r2+z2= e,
il. _
1 _ 1 _ -1
I Ei =c, AzZRzZ \/-2_—— '22 C, ill. x +y 4z 2
- X"y 4z c

b} Definicid

Az u(T) skaldr-vektorfliggvény hatirértéke az T helyzetvekioru
pontban A; '

lim u{@ = A ,
TT
o
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ha tetsz8legesen kicsiny E> 0-hoz megadhatt olyan 4> o, hogy

lu@ - Al < &, valahfnyszor 0< lz-F < &
Az u(r) gkaldr-vektorfiiggvény folytonos az ¥ helyzetvektoru pontban, ha
ott értelmezyn van, vanvéges hatdrériéke is, 65 oz megegyezik az u(f )
helvyettesitési értékkel.
Més szavakkal: u(f) folytonos az r helyzetvektoru pontban, ha tet-
szblegesen kicsiny &> 0-hoz megadhaté olyan "> 0, hogy

u(f)—u(f)!<£, valshényszor |F-F | < d .
0 - (o]

E definiciékat tulajdonképpen a 28. fejezetben mér elmondottuk, azzal
a killdnbséggel, hogy ott vektorok helyett pontokrsl beszéltiink (az T hely-
zetvektoru pontot P-vel, az r helyzetvektorut P -lal, a vizsgilt fiigg-
vényt f£(¥) helyett £(P) ~vel jélsltiik).

c) A tobbviltozés skaldr- skaldrfilggvények mintéjara adhatjuk meg a
skalar-vektorfiliggvények differencidlhatésdginak definici6jst.

Definicis

Az u=u(f) skaldr-vekiorfiiggvény differencidlhats az 'r‘0 helyzet-
vektoru pontban, ha a filgpvény i:o és Fo + AT helyzetvektoru pontokhoz

tartoz6 megvé.ltozéé‘a a kivetkezd alakban irhat6 fel:

() Au -—;u(?0+A'f') —u(Fo)= AT+ EAT

ahol 1&l~=o0, ha |AF|—~—0. Az ZAT férésst differencilnak nevez-
ziik 6s du-val jeldljik, !

Konnyii beldtni, hogy ha van ilyen @ vektor, akkor csak egy lehet,
ugyhogy az u(r) skaldrtér és az T helyzetvektoru pont megaddsaval &
egyértelmiien meg van hatdrozva. Ezt az & vektort nevezzik a szdbanforgs
u(r) skalartér r -hoz tartoz6 deriviliveltoranak, vagy gradiensének.

Jeldlésge: .
a= [d_ ] —[grad u(i")]_

o o
A skaldr-vektorfilggvények difierencislhinyadoséit néha a -qgf- szim-
bolummal is jeldljik (a grad u{¥) jeldlés az dlialdnosabb}, bdr az u{r)
fiiggvény differencidlhdnyadosit nem értelmezhetjiik az egyvéltozds skalar-
skalérfliggvények mintfjira a killdnbségi hdnyzdos hatirértékeként, hiszen
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az u(F) fliggvény esetében = fiiggetlen valtozd megvaltozésa AT vektor,
a vektorral valé osztis miiveletét pedig nem érielmeztiik.

A grad u(¥) vektor koordinitiinak meghatérozdsira a kivetkezSképpen
juthatunk el:

A (%) képletben szerepld vekiorokat bontsuk fel az XYZ derékszogil
koordinitarendszerben a tengelyek irdnyiba mutatd komponensek tsszegére:

r=xi +yj + zk,
Ar =Axi +Ay] +Azk

r = xol + yOJ + zoﬁ' ,

- - - -

=3.11+a2j+ak
T=eT+6T+EX.
éli+ézj+é3k

E vektorckat a () képlethe behelyettesztve és a kijeldlt miiveleteket ol-
végezve adbdik:

Au=a1 Ax + aZAy +a3Az +£14x+£.2,3y+£3 Az,

(% %)

ahol 61, 62, (‘,3-—0 , ha Ax, Ay, Az ~=0.

Mésrészt azonban, ha az u(x,y,z) fiiggvény differencidlhaté, akkor
- amint azt a 29. fejezetben dltaldnossigban n - viltozés fiiggvény esetére
allitottuk - az u(x,y, z) fiiggvény (xo,yo, zo) és (x0+A X, y0+Ay, Zo+ Az)

helyekhez tartozé megviltozdsa, amit ( % »)-ban roviden A u-val jelsltiink:

o usf2] O aefB]
(xo,yo,zo) (xo,yo.zo)
+ I:—a-g-] Az + &_Ax+& Ay+€_ Az
2z 1 p8Y ¥Cg
(xo,yo,zo) ,

alakban irhaté, ahol él’ 62, £3 — 0, ha Ax, Ay,Az—~0 .,
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A(# %) és (# %w) képletekbll adédik teh4t, hogy

a =—"3u-

1 _'§x_ *
» (xo.yb,zo) :

L _[2u]

2 2y !
d -(XO,YO,ZO)
_[2u]

a3 L 2z ’

(x o' Yo' 2 0)

azaz a (#*) Osszefiiggésben szerepld a = [gradu(?)}r vektor,
: o

[grad u@ | =[§;‘] T+
o (xo,yo,zo)

+[9u .
9y (_x 1Y 0 % )

+
r_l

ZJ yZ)

Egy u(¥) skaldrtér deriviltjinak, a grad u vektornak koordinitai tehat
az u(x,y,z} fliggvénynek az egyes koordinitik szerinti parcialis deriviltjai,
A tobbviltozis fliggvények differencidlhatésdgara elmondott feltételek-
bl kivetkezik, hogy az u(r) skaldr-vektorfliggvény differenciflbatéségshoz,
vagyis a grad u vektor 1étezéséhez az u(x,y,z) filggvény x,y és z sze-
rinti parciilis deriviltjainak létezése csak szilkséges, de nem elégséges
feltétel. Ha azonban e parcidlis derivéltak folytonosak is, akkor ebbdl méir
u(x,y, z} = u(r} differenciilhatésiga, s igy grad u létezése is kovetkezik.
Pl. az :

: 1 :
2 2 2
Vx"+y "

fiiggvény a P(0,0,0) pont kivételével differencidlhats, és

=

uT) = i

]



gra.du=»—%—%?+—%3 ]T+—%—"1£T< =

X - —

\/ RN "\/ " 24=y2+zz)3 \[ 2ﬂzﬂ2)3

Kénnyii igazolni az u(f) fiiggvény esetében az ©sszeg, szorzat diffe-
rencisl4si szabdlyanak, ill. az 8sszetett fiiggvény differenciflisi szabalyé-
nak megfeleld kiovetkezt szabdlyokat:

o — _ - -
1 grad(ul(r) + uz(ﬂ) = grad ul(r) + grad uz(r) .

2 grad (u, @) u, @) = v, @) grad u,@ +u @ grad v, @,

3° grad £(u(T)) =_d_%(l_1]_1)_ . grad u(r) ,
od_ .o - -, dF
4 —EE- u{Tr(t)) = grad u(r). 3t

ahol a legutolsd szabdlyban a szorzds skaldris szorzédst jelent.

Pl. a 4° szabilyt igy igazolhatjuk:

Ha a t valtoz6t megvéltoztatjuk At -vel, akkor T(t) megviltozik
T(t+ At) - T(t) = AT -rel, s ennek kovetkeztében u(f) megvéltozik
(u(T+ AT) -u(™) = Au -val. A dlfferenmélhatoség értelmezése szermt a
differencialhaté u(T) fuggvény megvéltozésa

Au=grad u AT +E8 7, ahol !é!—»o, ha |AF|—0.

Tehét '
Bu _ AT + AT

At =grad u At é A

o+

Ha azonban At —=0 , akkor a szerepld fiiggvények differencidlhatésagat
feltételezve :

Au  du AT

Flmo,
AT a0 AL —-—dt , |AF|-=0, tehit |&|-=
és igy
du  _ - dr
a eradu G

amint azt illitottuk.
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Ez ut6bbi szabdly a gradiens fogalmit a kovetkezd szemléletes modon
vildgitia meg: fektessiink a tér egy P_pontj4n 4t kiilonbsz8 gorbéket, eze-
ket jellemezzilk ¥= F(s) alaku egyenle%tel (vagyis a gdrbék egyenletében az
ivhosszuségot vilasszuk paraméternek). Vizsgaljuk meg, hogy a P ponthdl
az egyik ilyen gtirbe mentén haladva, mennyi lesz az u(r) skalértég vailto-
zdsi sebessége. Ha a kiszemelt gbrbén As szakaszt futottunk be, akkor
ezen a szakaszon a skaldr-vektorfiiggvény 4tlagos vilioz4si sebessége

= rAss — , ennek hatérértéke pedig. As—0 esetén, a —o-3 SS

differenciflhinyados az u(¥) fliggvénynek, a P0 pontban a kiszemelt grbe
iranydiban vett viltoz4si sebesseget adja meg. =~ A 4° szabily szerint

azonban ‘
[durs :l l-grad u] [_d_r_] =]:grad u]. 'E ,
P ds
0 . P

P
0 o
ahol € -vel jeldltik a kérdéses gérbe P _ pontbeli érintd egységvek-
torat. Az u{¥) skalir-vektorfiiggvénynek © tehst a P pontban az &
érintd egységvektoru gérbe mentén vett véltozé.s1 sebessége - a gkalér-
vektorfiggvény € 1ré.nyment1 derivaltja -

[:grad u:l .e .
: P
o}
{Ezen eredményiinkkel megegyezd - bar ilyen szabatosan még meg nem fogal~
mazott - eredményre jutottunk mar a tobbviltozos fliggvények differencifl- |
szAmitdsinak tirgyalisakor a 31. fejezetben.)

Az u(r} skaldr-vektorfiiggvény véltozfsi sebeaségét (ill. irdnymenti
deriviltjat) 2 P_ pontban kiilonbdz6 irdnyokban vizsgilva lathatd, hogy az
eredményt szol§éltat6 skaldris szorzat két tényezdjének abszolut értéke
mindig ugyanaz (i_Egrad uJP l , ilL. &)= 1}, csupén a két vektor 4ltal

kizbezirt szbg valtozik, Maximalis ekkor lesz tehét a véltozasi sebesség
értékét szolgiltats skaldris szorzat értéke, ha € pirhuzamos a
[grad u:IP vektorral, vagyis a gradiens vektor irdnyiban lesz maximilis

a skalﬁr—v%ktorfﬁggvény véltozasi sebessége. Ezen maximalis viliozasi se-
besség nagysiga:

[gradu] [radui] igradu

Eoy tetszoieges Po pontban képezve tehdt grad u értékét ez /I/rény 88 nagy-
s4g szerint megadja az  u(f) skalar-vektorfiiggvény P pdntbeh maximé-
lis valtozdsi sebességét.

P
0
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Miasrészt geometriai jelentést is adhatunk a gradiens vektornak., Te-
kintsiik ugyanis az u(F) skaldrtér P _ ponton itfektetett szintfeliiletét.
Ennek egyenlete legyen u(f) = C. © Tekintsiink most olyan gtrbéket,
amelyek e szintfeliileten fekiisznek (kielégitik a szintfeliilet egyenletét) és
4thaladnak a P0~ponton. Adjuk meg e girbék egyenletét az ivhosszusiggal,
mint paraméterrel: fi = fi(s) . Ezen gbrbékre is

uEE) = C,

vagyis :

du(r,(s)
ds

0.

Mivel azonban az elSbb elmondottak értelmében

d u (T, {s)) '
[——?1——] = I:g'rad u] e. ,
8 p Po i

0

ahol €, jelenti az i-edik giérbe P0 pontbeli érintd egységvektorit, két
'a‘sszeff}ggésiink egybevetésével adddik:

[grad,u]P ’éi =0

[¢]

minden, a Po ponton Athalad5 és a

szintfelilleten fekvd gérbére. Ha tehit
Egrad u:| nem zérusvektior, akkor

P
o

utsbbi Bsszefliggésiink értelmében mers-
legesnek kell lennie az 'éi vektorokra,
ugyhogy ezek a vektorok (a vizsgilt
gorbék érintd egységvektoral) mind egy 74, dbra
sikban, a szintfeliilet P -beli érintGsikjiban
fekiisznek, &s e siknak °© [grad u]P a normélisa.

0

Ecgrad u]P megadja teh4t az u(r) skalartér F‘0 ponton Athalad’

szintfeliiletéhez a P0 pontban illeszkedd érintdsik normélisat.
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Két eredményiinket 5sszesitve még a kivetkezGt mondhatjuk:
Az u(r) skaldr-vektorfilggvény maximaélis valtozasi sebességének
1rénya egy P pontban mindig merdleges a skaldrtér P ponton Athaladd

szintfel Liletérg

Példaul a ¢ =
I;I
potencidltér esetében

T

lzF

ennek irfinya tehdt megegyezik T irénydval (radidlis iradnyu). A skalériér
szintfeliiletei koncentrikus gémbfeliilletek, ezeknek grad ¢ valSban a

normélisit adja meg. A potencidltér maximélis valtozasi sebességének
1

[P

grad ¢p= -

nagységa: | grad ¢ ]=
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48. VEKTOR-VEKTORFUGGVENYEK; TENZOROK

a) ’
Definicid

Vektor-vektorfiiggvénynek olyan utasitdst neveziink, amely egy vekto-
rokbél 4116 P halmaz elemeihez rendeli egy mésik, szintén vektorokbol
gj_é R halmaz . 8gy-egy meghatirozoit elemét.

A fiiggetlen v4ltoz6 vektorokat T -rel, a fiigg valtozd vektorokat
v -vel jeldlve, fiiggvénykapcsolatunk formalisan igy irhatd fel:

v = V(i‘}.

E fliggvénynek a fent értelmezett P halmaz (F € P) értelmezési tar-
toménya, R pedig (v € R) értékkészlete.

Az T fiiggetlen véltozé vektorokat a tér egy fix pontjabsl mutatsé hely-
zetvektoroknak fogva fel, mivel a helyzetvektorok a tér pontjaiba mutatnak,
azt is mondhatjuk, hogy a Vv = v({T} fiiggvénykapcsolat a tér ezen pontjaihoz
rendel vektorokat. Ilyen értelemben szoktunk vektor-vektorfiiggvény helyett
vektortérrl, vagy sikvektorok esetében vektormezdrdl beszélni.

Hyen tér pl. az egységnyi t5liés dltal 1étesitett elektrosztatikus tér,
melyngl a tér pontjaihoz az ott uralkods térerSsséget rendeljiik hozz4.

Ezt a teret - fix pontnak az egységnyl pontszerii tsltés helyét vdlasziva - az

1
R
vektor-vektorfiiggvény irja le. A fix pontban elhelyezett egységnyi toltés

ugyanis az T helyzetvekioru P pontban levd 41 toltést akkora erdvel ta-
szitja, melynek abszolut értéke a két tiltés tavolssginak négyzetével for-

)

E=

o]

ditva arinyos: |E [= (az arfnyossagi tényezdt 1-nek vessziik),

-_— 2 ?
Izl .
iranya pedig a fix pontot az T helyzetvektoru P ponttal 5sszekots egyer

nesen a fix pontts] tdvolods irfnyba mutat. Ezen irdnyba mutats egység-

vektor: -i;—l , vagyis a vektorteret valéban az E = 5 liiggvény irja le.
T
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Példaképpen megemlitjilk mée az un. sebességi vektorteret, melyet
ugy nyeriink, hogy a tér pontjaihoz a pillanatnyilag ott tartdzkeds téliés,
folyadékrészecske, tomegpont sebességvektorat rendeljilk, Oyen vektor-

e -vel) ‘w szbgsebességgel forgd merev test sebességi vektortere:

v=wEexT)=CcxT,

ahol T a forgistengely fix pontjdbsl mutatdé helyzet-
vektor, €= we pedig a szogsebesség vektora. (Az
T helyzetvektoru részecske sebessége merSleges
ugyanis az e és r vektorokra; nagysédga pedig w -val
és a részecske forgdstengelytSl mért |e x T |tdvol-
sdgédval ardnyos (75. 4bra).)

Egy XYZ derékszogii koordinatarendszerben a

76. dbra v =vr)

vektor-vektorfliggvénynek mind 2 filgg6, mind a fiiggetlen viltozdjht 6ssze-
tevdire bontva az )

=i

=xi+y] +zk ,

V=XT+Yj]+2Zk

jelsléssel, mivel X, Y, Z nyilvin x, y, z fliggvénye, a v =v(r) vektor-
vektorfiiggvényt az XYZ derékszigii koordinitarendszerben még a kivet-
kez8 paraméteres egyenletrendszerrel is megadhatjuk:

X = Xx,y,2; ,
Y

1

Yx,v,2)
Z = Z(x,y,2) .
Szokds még a Vv ftiiggh viltozd vektor koordinitdit igy is jeldlni:
v=vi+vj+v k.
X y z ~

r

-3
F .
fiiggvényt, az egységnyi toltést az 0(0,0,0) pontban véve fel a kivetkezd
egyenletrendszerrel adhatjuk meg:

Pé&lddul az egységnyi toltés elektrosztatikus terét leiré E =
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X

E =
x (\/(;2 + y2 +z )3
¥
E = s
y (\/x2 + y? + 22)3

'z

B, = /2 2 383
WV +y +2)

Szemléltetni egy vekiorteret kizvetleniil nem tudunk. Sokszor célszerii
megvizsgédlni azokat a gbrbéket, melyeknek érint8i a vektortér sltal a gor-
bepontokhoz rendelt vektor irdnyfba mutatnak, Ezeket a gorbéket trajekis-
ridknak nevezziik.

Példiul az E elektrosztatikus erStér trajektérisi az origébst kiinduls
félegyenesek,

. A végtelen hosszu vezetd migneses terét a

-, clexT

ClexTl2

vektorfliggvény irja le, ahol & jelenti a vezetd irinyaba mutat) egységvek-
tort. A vezetSta Z tengelyben véve fel, s a vektorteret csaka z =0 sikban
vizsgalva adddik:
c 1(-yi + xj )
2 2
X +y

‘7:

Ennek a vektortérnek (vektormezdnek) trajektdridi az origd kérlfli koncentri-
kus kérok, mert e kirsk érintéi mindig mer&legesek az T = xT + 7] vektor-
ral megadhatd sugarakra. Valdban T ({az (x,¥y) ponton dthaladé 00, 0) kt-
zéppontu korvonal (x,y) pontjdba mutaté sugir iranyat megads vektor) és ¥
(az (x,y) ponton dthalads 0{0,0) kézéppontu kirvonal (x,y) pontjéhoz tar-
tozé érint0 irény4t megads vektor) skalbris szorzata zérus:
3 01 .
VE 4+ ¥ = 5T yx +xy) =0,
X 4y

A trajektoridk segitségével csak a vizsgélt vektortdr iranyardl tudunk
szemléletes képet atkotni. A vektortér irdnyfnak és nagysiginak szem-
léletes leirdsira az un. erSvonalrendszer fogalmét szokds bevezetni. ,
Az erdvoualak trajektsrisk, melyeknek glirisége megadja a vektortér nagy-
saght, Ezen azt értjik, hogy a tér egy P pontjén dthalads erSvonal érin-
t8jének irdnybba mutat a v(r) vektorfiiggVény 4ltal e ponthoz rendelt ?('fo)
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vektor, mig a P pontban a V(r ) vektorra merdlegesen felvett egységnyi
teriileti 31kdarabon dthaladb ervonalszém v ) | -kel egyenld.

Kiilsn, részletesebben kivinunk az alsbbiakban foglalkozni a vektor-vek-
torfiiggvények egy speciilis osztdlydval.

Definicié

A homogén linedris vektor-vektorfiiggvényeket tenzoroknak nevezzilk,
A V(¥) vektortdr homogén linedris, ha .

Y(er) =c V() , (c 4llandd),
V(F +T o) =V(F ) +V(i~') .

Homogén linedris fiiggvény volt az y= cx egyvaltozis skalér-skalérfuggveny
az T =7t egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvény, az u=3ar skalér-vektor—
fiiggvény. Homogén linedris vektor-vektorfiiggvények pl. :

- - - = - . =2
v=ecer, V=CcXxr, v=grad r

A tenzorokat 4ltalfban nagy betiikkel jelsljik: A, Vi az A tenzor
4ltal az T vektorhoz rendelt vektort pedig A r -rel fogjuk jeldlni,

Egy A tenzor megaddsihoz az sziikséges, hogy tudjuk, milyen vekto-
rokat feleltet meg a felvett XYZ derékszigil koordindtarendszer I, j, k egy-
ségvektorainak. Ha 3’

a
) - _ _ _ 11
Ai=ga =a i+a_j+a k= a

1”21 T TP 21 /
‘ 31

o - - _ / 12
A]=a2-a 1+a23+a k=

12 32 292 |
32 |
L o B 18
Ak= 2 =a,,l + g23] +aga k= a9
33

a Matematika I/1. jegyzet 11. fejezetében a métrixszAmitas bevezetésénél
emlitett jelsléasel, akkor a homogén linedris tulajdonsdg miatt r=xi+yjizk
mellett - 436 -



L 11 12 13
Ar= k=
r=x Al yA]+zA X a1 | TV 350 + 2z 259
31 %32 %33
allx +a.12y +a132 au a12 a13 x\
= ap X T o,y + 2,9Z 8o 250 89g / -y /
g1 % T g ¥ + 2597 831 %33 g3 z

a matrixok §sszeaddsdnak és szorzdsinak a Matematika I/1. jegyzet 12,
fejezetében definislt miivelete értelmében.
Az a, ik (i=1,2,3, k=1,2,3) sz&mokbsl alkotott

11 12 13
291 299 23
321 %32 P33

métrixot az X fenzor métrixfinak nevezzik a valasziott XV7Z derékszogii
koordinitarendszerben. Mis koordinitarendszer vélasztisinil a métrix
elemei dltaldban megvéltoznak, a f84tl5ban 4113 elemek Ssszege:

T e %3

azonban fliggetlen a koordinitarendszer megvalasztissitsl. Ezt az értéket a
tenzor skalir-invaridnsdnak nevezzitk. (Ezt nem bizenyitjuk. ) »

A tenzorok fontos tipusai a szimmetrikus és antimetrikus tenzorok.
A szimmetrikus tenzorok métrixdban a f64ti6ra nézve szimmetrikus hely-
zetil elemek megegyeznek egymassal: s, =1,2,3; k=1,2,8).
Az antimetrikus tenzorok mdtrixdban a ]§0ﬁtlkban csupa 0 4ll, a f64t16ra
nézve szimmetrikus helyzetii elemek pedig egymastsl csak eldjelben kiilsn-

biznek: aik— - aki 1=1,2,3,; k=1,2,3)., Ha A antimetrikus tenzor,

akkor van olyan & vektor, hogy AT=&xT; ezena vektortaz A tenzor
vektor-invaridnsinak nevezziik. Ennek igazoldsara itt nem tériink ki. Igaz
tovabba, hogy minden A lenzor egyértelmiien felbonthatd egy szimmetrikus
A és egy antimetrikus Aa tenzor Usszegére. E tenzorok métrixai, a ké-
zottikk fenndlls kapesolat egyidejii feltlintetésével:




11 12 13
%1 a2 Pag ] 7
\ 331 %3g 3
2y, 21979 31313 \ . 497 13 %31
9 2 2 2
821891 . 2931830 . B2 o 23 %39
2 22 2 2 2
2157831 29373, . 2317%13  %327%3 .
g 2 33 2 2

2]
v
b

Gl
™
-

o)
"
=

vagyis a tenzor mitrixa;

I
o)
i

i j
% o
1 0
i i
% g
0 1
P
Cl 02
0 0
7

/o e

ff 0

| s

\'Cz 1
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oo'
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A tenzor m&trix4abol 1athatd, hogy ez a C tenzor antimetrikus.

Erdekes alkalmazisként megemlitjilk az un., tehetetlenségi tenzort,
amelyre a kivetkezd meggondoldssal jutunk.

Adott tengely koriil forgd véges sok'anyagi pontbsl 4116 merev pontrend-
szer impulzusat

Z m, T =Z mi(ExFi)
i

il .
: i

adja meg, ahol m, az anyagi pontrendszer i-edik pontjinak tSmege,
¢ 2 szigsebesség vektora (C = w €, ahol w a szogsebesség n: zy-
shgit, € pedig a forgistengely irdnydba mutatd egységvektort jelenti),
"~ T, a forgédstengelyen fekvS orig6bdl az anyagi pontrendszer i-edik
pontjdba mutatd helyzetvektor.

A pontrendszer impulzusmomentuma (impulzus nyomatéka)

M=) mT x (GxF
i'i { 1)’

i

ill. a kifejtési tétel (Matematika I/1. jegyzet 9. fejezet) alkalmazdsé
val

m=2 m (38 - F0)F)
1

Az m vekior ¢C-ben homogén linedris, tehit c-hdl egy T tenzor
alkalmazdsdval nyerhetd: _

m=T ¢.
MielStta T tenzor métrlxénak elemeit fehrnénk vizsgdliuk meg a
kovetkezo kifejezéseket:

-.’—=Z. Cir -= .——:-z L:zE’
c.Tc m, c:(ri X ri) Z ml(c xri) ri m.T,

i i i

ahol \E a mozgé.m energiit jelenti (az atalakitdsok sordn alkalmaztuk -
az 1_’1 =c X r , ill. avegyes szorzatokra érvényes ¢ r r =

= c(ri X ri) = (— c X ri) ri osszefuggest). E16bbi eredmenyunket ac

szogsebesség-vektor helyett a ¢ irényabé. mutaté e egységvektorra
alkalmazva (T = (€}
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——— e ey ——

Tl

.Te =Z mié'[i:i X (é'x?i)]'—_'
_ i

e - o2 2
Z m, (exri) (exri) ——Z mi(gxri) = Z midi
i

i i

adédik, ahol di a pontrendszer i-edik pontjdnak a forgdstengelytSl
mért tAvolsagit jelsli. ElSbbi eredményiikkel 6sszekapcsolva nyerjik:

[ - =  _ _ —_—— o 5
2E = ¢. Te=we, Tcue=w2 e. Te =w Z m.d’f
: iti

és igy Z midzi a pontrendszer tehetetlenségi nyomatéka. Ezért
i
nevezzilk a T tenzort tehetetlenségi tenzornak.
A fenti Osszefiiggés egyébként a mozgisi energia j6l ismen

cuz
e

E=

b =

képletét adja, ahol I_ -vel a forgistengelyre vonatkozé tehetetlenségi
nyomatékot jeltltiik. .

Felirvaa T tehetetlenségi tenzor matrixdnak elemeit, léathats,
hogy a f64tléban 4116 elemek a koordinitatengelyekre vonatkoz5 tehe-
tetienségi nyomatékok, a ttbbi elem pedig az un. devidcids nyomaté-
kokat szolgdltatja; a tenzor maga szimmetrikus. Az elSbb felirt

e. T E'=_Té. képlet alkalmazédsaként ad5dik ugyanis:

oty =3 TI=1 . =k Tk=1,



és hasonlSképpen

tehit r—I‘- méatrixa:

b)
Definici6

A V=7(r) vektor-vektorfiiggvény hatirértéke az ¥ helyzetvektoru
ponthan & : °
limv{@) = a,
T—T
0

ha tetszlleges kiesiny &> 0 -hoz megadhatd olyan d > 0, hogy

|v@ -al <é, valahényszor 0< IF—FOIQY:

Ekkor v koordin&tii is tartanak & megfelels koordindtiihoz, és viszont.

Definicid

A v =7v{r) vekior-vektorfiigpvény folytonos az T ‘helyzetvekioru
pontban, ha ott értelmezve van, véges hatirértéke. is l%t'ezik, és

lim v{) =V(1—'0)
Tk,

Ez mis szbval annyit jelent, hogy ha v{r)} folytonos az ?0 helyzetvektoru
ponthan, akkor tetszbleges kicsiny &£ > 0-hoz megadhaté olyan 4> 0,hogy

ve - {r‘(i-"o) l< &, valahdnyszor |F-T |< d-
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¥(r} akkor és csakis akkor folytonos az FG helyzetvektoru Po pontbhan,

ha koordindtdi: X(x,y,z), Y{X,y,2), Z(X,¥,2) folytonosak P ~ban.

Egy nyilt A ponthalmaz pontjaiban akkor monajuk 2 v(r) vekfor-vektor-
fliggvényt folytonosnak, ha minden P € A ponthoz mutats ¥ helyzetvek-
torra ¥(r) folyionos. Ekkor myilvan ¥ koordinitéi is folytonosak az A
halmazon,

)

A V=7V(r) vektor-vektorfiigevényt differencislhatsnak mondjuk az 128
helyzetvektoru pontban, ha e ponthoz elép kbzeli T + AT helyzetvekiora
helyekre a fiiggvény mdgviltozasa a kivetkenl alakban irhats:

A?=F(50+A?) -?;50) = BAAT +EAT ,

ahol A és E tenzor; az E tenzor elemei AT — 0 esetén zérushoz
" fartanak, az A tenzor pedig = AT-t8l fliggetlen. Az A tenzorta V(@) .
vektor-vektorfliggvény T helyhes tartozd derivilttenzordnak, az AAT
vektort a  V{r) fﬁggvény?iiffereneiéljénak nevezzik., @v=AAT.)
Egy deréksziigii koordindtarendszerben az r és v vektorokat koordi-
n4taik segitségével felirva egyszeriien adédik az A derivélttenzor méitrixa:
Legyen

=Xi+Y]+2Zk r=xi *yj+zk,

-

=] <}

R RS AR zok, Ar =Axl +Ayi +Azk .
Az X®, YO , 2@ skaldr-vektorfiiggvények differencislhatésiga
miatl: _
By =V +AT) -V(r )= [Xiro+A.r) - X(r O)] i+ [:’ (r0+A {)*Y(ro)} I+

, +[z(f0 +AT) - zﬁ-‘o)] k = ([graa X]F AR+
(o]

+ [grad Y]i_.o OAF)j+ [grad z]foAf)Tw (E_‘ ARTHE ADTHE, BT

2X 2x 29X

A x ,/611 £ ¢ fAx

’c)_)x dy %z 12 13
- a4 Y 4Y
1T 9x Oy 2z Ay W Eoyy Epp Eag i DY >

2z . 7z 2z
L dx dy 2z

VR %,
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ahol tehdt az A derivilitenzor métrixa:

2X | ?x 2X
ox Ty Oz

1 Y v 2Y

9% 7y dz
\ 2z 2z 9z
dx 9y 2z

amelyben a parcidlis derivaltakat az f helyzetvektoru (x 1Y 02 ) helyen
kell venniink, &8s az (f = E 1 +cf ] + £ k (i=1,2,3 vektorok koordi-
nataibol képezett

‘11 512 513
521 622 623
£31 632 633
métrix minden eleme zérushoz tart, ha |AF¥}—0.
Pl. az
7= r _ _x+y]+ K

| 5

\/'z_‘z_zs
(Vx +y +z)

vektor-vektorfilggvény derivilitenzorinak mairixa, mivel

2X X _ 1 3x2 _ —2x2-i-v2+zz_
Px i f8 - TN 25
7% a&_wgm%s rvhkqwgwaa h&%w%mas ngwgmﬂ
J X . 0 X _ 3xy

; “ 2 2 23 2 ’
93 v Mi""Y*_“Z) ( X+y Fz)
?,X - a - Ixz
Dz Q= ?\/ wy 2 23 ( x2.+y2+zz )5

, ,.
65 mivel X -b8l Y = —~———-1-———- , il Y b6l Z= e
_ x2+sz-z?)3 A /x“z'w' 202 )3
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cilllikus cserével nyerhetG (vagyis X,y,z helyére rendre y,z,x, ill. z,x,y-t
irva), Y, és Z parcidlisait a fenti parcislis deriviliakbs! kizvetleniil fel-
irva, a derivilttenzor métrixa:

2.2 2 '

2% +y +zZ -3xy ~3X%
: 2 2 25 - 2 2 258 2 2 25
(\/x-i-y-Pz)V (\/x+y+z) (V' 4y +2)
. -3yx »—212+zz+x2 ~3yz
2 2 25 2 2 925 ‘/ 2 2 25
x4y 42 ' (Vx 1y +z') (Vx 4y 427}
~3%X -3zy -222+}(2+x2

\ /x2+y2+z2)5 ( X2+y2+zz)5_ 0 /x2+y2_'[_z2)5

A métrixb6l kiolvashaté hogy az E =
szimmetrikus tenzer. I?]s

A derivilttenzor fogalménak szemléletes tartalmat is adhatunk, Erre
azonban késObbi tdrgyaldsaink sor4n tériink csak ki.

vektortér derivilttenzora
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" 49.. VONALMENTI INTEGRAL. POTENCIAL

a) Tegyiik fel, hogy egy u(f) skalértér a tér egy tartoményinak min-
den pontjdban differencidlhaté. Ekkor gradiense az egyes T helyzetvektoru
pontokban 4ltaldban més és mAs lesz; rendeljiik hozz4 az T helyzetvektoru
ponthoz a grad u.= V vektornak itteni értékét. Iy médon a kérdéses tarto-
ményban értelmezett V(T) vektor-vektorfiiggvényre jutunk. A vektorterek
koziil altaldban azok a legegyszeribbbek, amelyek ilyen médon, egy u(T)
skalartér gradienseként szdrmaztathatSk, azaz melyekre '

@) = grad uf@ .

Léini fogjuk, hogy nem minden vektortér ilyen. Fontos ezért az a kér-
dés, hogy egy megadott V(r) vektortérr&l miként lehet eldonteni, hogy
gradiens-tere-e valamely u(f) skaldriérnek, és ha igen, miként lehet ezt
az u(T) skaldrteret elfsllitani. Az olyan @ (T) skalirteret, amelynek
(-1)-szeresének (tehita - @ (T) =u(f) skaldrtérnek) a ¥(F) vektortér a
gradiense, a V(¥) vektortér potencidljinak nevezik A kérdés tehit ugy is
fogalmazhats, van-e egy adott ¥(F) vektortérnek potencidlja, &s ha igen,
hogyan lehet V(I¥ ismeretében ezt a potenciilt meghatirozni.

: Minthogy koordinitikra bontva

Ju:, 2u., duc
XI

grad(-@).=gradu=2 +9y 7+ ’sz’
azért a grad (- q_')_) =grad u =7V egyenldség igy irhats:
Qu

’a .
9 —X(X Y,Z) » %Y”Y(X Y,Z). fa = Z(X .V,Z) 3

ahol v=Xi +Yj+ 7k .

Az eldbbi kérdés teh4t igy is megfogalmazhat) hogyan lehet fehsmerm,
hogy adott X{x,y,z), Y(x,y,2) Z{x,y, 2} fliggvények azonosak-e valamilyen
ufx,y,z) filiggvény parcidlis deriviltjaival, és ha igen, hogyan lehet ezt a
fliggvényt megkeresni. 4

Ez a feladat ahhoz hasonld, amikor egy adott f(x) fiiggvényrdl azt kér-
dezziik, hogy differenciilhfnyadosa-e valamilyen F(x) fiiggvénynek, és ha
igen, hogyan lehet ezt a F(r) fiiggvényt f(x) ismeretében meghatirozni.
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ludjuk, ha f(x) folytonos, akkor mindig vannak flyen F(x) fiiggvények
{f(x)-nek vannak primitiv fiiggvényei) és ezek f(x) 1smeretében az
X

F(x)=J fydt+ ¢
.
képlet alapjin hatdrozhatSk meg. A potencisl meghatirozdsanak kérdése is
egy bizonyos tipusu integrsl kiszdmitdssval megoldhaté feladat.

Ezen integrilfogalom elSkészitéseként foglalkozzunk a kovetkezo fel-
adat megolddsdval.

b) Képzeljiink el egy erSteret, amelyben a tér valamely pontjiban elhe-
lyezett tomegpontira meghatédrozott nagysédgu és ir4nyu, esetleg pontrgl -
pontra viltoz6 erd hat. A témegpont mozogjon egy adott gbrbedarab mentén,
Kérdés, hogy mekkora munkit végez ekbzben az erStér.

Ha a pont palyédja egyenesvonalu és a red hat6 er8 mozgis kizben &llands,
akkor a végzett munka mér&szamat az elmozduldsvektor és az erbvekior ska-
léris szorzata szolgiliatja: L =P. (b-a) .

Ha a pent péalydja nem egyenesvonalu és a red haté er8 mozgis kézben
valtozik, akkor a kivetkezGképp kaphatjuk meg a végzett munka kizelits ér-
tékét. A pont palydjat részekre osztjuk, az egyes részeket a megfelelo hu-~
rokkal pétoljuk és a pontra hatd erft e hurok mentén sllandénak tekintjiik.
Az i-edik részben a hurvektort AT r ~vel, a hur mentén 4llandénak tekin-
tett erdt P -vel jeldlve, ezen a részen a végzett munka kizelitd értéke
L x P, Ar1 . Az egész vizsgilt gbrbedarab mentén végzett munka kizelitd
értdke az egyes részeken vett munkék kozelito értékének Ssszege:

Minél kisebb részekre osztotiuk a girbét, a gérbére és az erStérre tett bi-
zonyos kiktések melleit, anngl jobban fogja megkotzeliteni ez az dsszeg a
keresett munka valédi értékét, ugyhogy ez a munka végiil is a szoban forgs
Osszeg hatdrértékeként adsdik.

A most alkalmazott gondolatmenet altalanositdsaként a kivetkezd defi-
niciéra jutunk.

Definicid

Legyen I egy rektifikdlhaté gbrbedarab, v=V(r) pedig az L gdrbe
pontjaiban folytonos vektortér. Osszuk fel az L gorbét oszibpontokkal ré-.
szekre. Ezen osztdpontokhoz mutatd helyzetvektorok legyenek a befutés sor-

rendjében:
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a=r, f,...,T
0’ 1; ’

ahol tehdt a = 50 a gorbedarab
kezdGpontjdhoz, b='i-n a grbe -
darab végpontjihoz mutatd

. helyzetvektor. Legyen g, 2 p:b'rbe-_
darab i-edik részének valamely
pontjfhoz mutatd helyzetvekior.
Az L. gbrbe birmely minden ha-
tiron tul finomodé felosztidsaihoz
ilymédon képezett

G=r7, |

n

() L WEYET, ) =

n

= L Vig) 47, 76. bra

i=1

osszegek a felosztdstol fiipgetleniil bizonyithatéan egy hatirértékhez konver-
gélnak, amelyet a v{T) vektor-vektorfilgovény skaldrértékii vonalmenti in-
tegrilifnak neveziink és igy jeldliink:

f v () dr .

L

Az 1, gtrbe minden hatdron tul finomods felosztdsain olyan felosztésokat
értiink, amelyekben a grbén felvett osztépontok szdménak nsvekedésével
egylitt:a két-két osztbpont kgzotti gbrbeivek hosszusiga is 0-hoz tart,
(max A si——O) .

Bevezet( feladatunkra visszatérve, ha V(r) er8tér, akkor j vit) dr

' L

.az erStér 4ltal az L gérbe mentén valé mozgatdskor végzett munkit je-
lenti.

¢) A most értelmezett gbrbementi integral a kivetkezd kdnnyen iga-
zolhaté tulajdonsigokkal rendelkezik:

o — — - - - — — - p— — —

1 f (v {r) +v_(r) dr=f v_(r) dr +f v (rydr.
L 1 2 L 1 3 2

2° f cHP dF=c f ¥ dr.

L L
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Ha -L- jelenti az L gorbedarabot ellénkez irdnyban tértérd befutis
mellett, akkor '

3° J?(F)d§=-f?(f) dr .

-L L

4

>

———

"é_
- 77. Abra

Ha az L 1 giirbedara_.b végpontja és az 1., gorbedarab kezddpontja egybe-

2 ‘
esnek, és (L1 + L2' y-vel jeldljitk a két gérbe egym&shoz valo fiizésével ke-
letkez8 gorbét, akkor

4° f V(@ dr = ,/ V(@) dr + ,f V(D) dr .

L1+L2 L1 Lz

78. abra

. Megjegyezzilk még, hogyhaaz T &s a ¥ vektort koordindtdkkal adjuk
meg: _ - _
' r=xi+yj+zk, v=Xi+7Vj+2Zk,

akkor a v(r) vektorfiiggvény skaldrértékii vonalmenti integréljsnak ()
integr4lkozelitd tsszegeiben a skaldris szorzést elvégezve

n n
f?(?)d?=1im L WE)AT =lim ) (X(p)Ax+Y(F)AY +
L 1 =1

+Z(§5i)Azi)= {Tde +Ydy + Zdz

adédik, Ilymoédon tehdta v(r) vektor-vektorfiiggvény I gdrbe menti ska-
larértékii vonalmenti integraljinak egy mésik szokésos jeldlésére juthatunk.
: , ! : -
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d) Vulamely grbementi integral kiszdmitdsa a kivetkezSképpen t5rté-
nik:

Legyen az L gorbedarab egyenlete paraméteres alakban megadva:
T=T@), X2t2 3. Tegyiik fel tovahbs, hogy T(t) folytonos az [ex,B]
intervallumban (ekkor az L gbrbe biztosan rektifikdlhatd), v(f) pedig
legyen folytonos az L gitrbe pontjaiban, Az f V(r) dr integrsl egy ko-

zelitd bsszege: : L
n

£1 VE, ) OF,

Ha azonban T(i) (a feltétel értelmében) differencilhats, akkor

A I‘i - I‘i _ ri—l - r(ti) - r(ti-l) = r(ti-l +Ati) - I‘(ti_l) =

=r(t, ) At +EAL mE ) At

ti -vel jeldive az f-i helyzetvektoru ponthoz tartozs paraméterértéket.

A fenti integralkizelits 6sszeg tehdt kizelitfleg a

n n
gl VE, ) Tt ) At = igl VEE_ ) T ) At

6sszeggel egyenlG. Az utébbi Ssszeg azonban a felosztis minden hatiron
tul val6 finomitdsakor (azaz wmax Ati —~0 esetén) az

B
f . V(E() T(t) dt
X

kozonséges valbs skalfrviltozés integrilhoz tart, s meg lehet mutatni,
hogy a teit feltevések mellett a kiszelitéseknél elkivetett hiba is zérushoz

tart, tehat: B
f vy dr = f V(EM) T dt .
L X

Ha tehat az L gorbe egyenlete folytonosan differencislhats egypara-
méteres vektor-skal4rfiiggvénnyel van megadva, akkor a gérbementi integ-
rél kiszdmitisa egy ktzonséges integral kiszdmitisira vezethetd vissza.
Az utohbi integralt koordinitik segitségével is felirhatjuk:

- 449 -



f Xdx +Ydx +Zdz =

B L
= f LX'(x(t),y(t), 2 () XEHT (x(E),F D2 TR HZE) ¥ (1), 20 E2() } dat ,
ol . ’ )
vagy rovidebben B
f Xdx + Ydy + Zdz = f (Xx+ Yy + 2z) dt.
L X
Példsk
1°  SzAmiteuk ki a
v = 2r

vektortérnek az
- = - e t -
r—cost1fsmt1+-—-——2f k (9

e
A

o
=

1 !

egységnyi menetemelkedésii kozénséges csavarvonal menti integraljat a gor-
bét nsvekedd paraméterértékek mentén befutva.

Mivel 1

r=—sint1+cqs-tj+—§j—,r- k

2%
|
f ¥(¥)dr = f 27 dF = {2cos t(-sint) + 2sintcos t + -%r _g-lf ydt =

L L 0

-~
[ 9 :lz 7
. _ L t _
=5 |5 "V
20 Kiszdmitandé a 2% 0
Y. 2 4) |
41 . »
T= 62y T4y T
o 2 < < ..
vektormez8 y=x (0 =x=2) gbrbe mentén
vett vonalmenti integrilja a gorbét nsvekvd
x~-ek irinyiban befutva.
% -et tekintve paraméternek a fenti gérbe
o - egyenlete a kivetkez8 egyparaméteres vektor-
2 X - skalarfiiggvénnyel adhat5 meg:
79. &bra b 'r-=xi—+x2T ,
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azaz

r=1+2xg ,

és igy a keresett-vonalmenti integral:

2 2
f Y(E) dr = j TE)F®) dx =, f [(xz-z(x2)21‘+x2(x2)j”}(f+2xi)dx =
L x=0 0 '
" 3 5 6 12
2 4 .5 X X x| _ ’_
=f (x -2x +2x)dx—‘-‘[3.-—2 5 + 2 6 :Iﬂ—...—11,2.

3%, a 2° példaban szerepld V(r) fiiggvénynek az ott megadott L
gbrbe kezdS és végpontjat 5sszekdtd L’ egyenesszakasz mentén vett vo-
 nalmenti integrélja,-mivel a (0,0) és (2,4) pontokat sszekitd egyenes
egyenlete az . ’

T=(Tdht (0St51) (azaz x=2t, y=4t)
egyparaméteres vektor-skaldrfliggvénnyel adhat6 meg, Azaz

=21 +4j ,

S )

1
f V@ df = [ VE apEna

l-_{4t2-32t2)T+16t.3]’J (2iH43) dt =
r 6 - o

; .
= [ oetearde =4 14t 16t | | 7 8| _ 8
0 3 4 |, 374 |, 3

A 79, 4brén 14thats, hogy azonos kezdd és végpont mellett két kiilon-
boz8 gorbén integraltuk a V(F) figgvényt. Az integrilok értéke killonbszd-
nek adodott. '

3° Szamitsuk ki a

v = (3xy-®)i + (xy2 —yiz)T +XyzZ K

vektor-vektorfiiggvénynek a 80. dbrén l4that tSrtvonal mentén vett vonal-
menti integraljat. Az dbra jeltléseit hasznélva, nyilvén

f W@ a =] o+ f V(ﬂdf+,f T@AF .
L1+L2+L3- L1 L2 L3
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7

4
/aifv’aﬂ
Lz
Lr
Z, (34)
fl(X) =xi,
1—‘1(x) =1

T,y =37 +Y],

172 =

3

§3(z) = 81 + 4§ + zk,

ro(z) =

k

<!

Az Ll, L2' L3

szok egyenletét célszerii ugy fel-
irni, hogy abban x, y ill. z-t
vilasztjulk paraméternek:

egyenesszaka-

80, dbra

(az x paraméter szerinti derivél- .
tat ponttal jeltlve), '

(az y paraméter szerinti derivii-
tat ponttal jeltlve), :

{a z paraméter szerinti deriviltat
pontial jelslve).

Az integril méarmost igen egyszeriien szAmithats ki:

-

L_ﬁb‘l

N

o ———at

virydr = f [(3.;{. 0-x)1-+(x. 02-0.02).0+x.0.0.0]dx +
x=0

[(3. 3.y-3). 043. vo-y. 0%.143.v. 0. o] dy +
0

|:(3'. 3. 4-3). 043. 42—4. zz). 043. 4. z. 1] dz =

4
-x dx + j
0

=0

3y2dy +

i2zdz=... = 209,5.
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Az ilyen tipusu vonalmenti integrélokat - tekintettel a sok kies§ tagra - az
itt kizolt elsO 16pés elhagydsaval, kizvetleniil az x, y, ill. z szerinti
integrilok felirisival szoktuk meghatirozni.

e) Vizsgiljuk meg, milyen kapesolat van a potencisl keresésének prob-
1éméja és a gorbementi integril fogalma kzott,

Tegyitk fel, hogy a folytonos V(r) vektortér egy T tartoméinyban po-
tenciilos, azaz )

grad (- @()) = grad u(r) =v(7)

Megmutatjuk, hogy ekkor a v(r) vektor-vektorfiiggvény T-be es§ L gbrbe
menti integrél ja igen egyszeriien szaAmithats ki.

Tegyik fel egyszeriiség kedvéért, hogy ax L gbrbe paraméteres eld-
sllitdsa T=T() (x=t= B) ésitt T(t) folytonos. Ekkor

g 6 |
f Y@ dr = f F@E) T dt = / grad u T(t) dt .
L - b - 2

Mivel azonban . -
grad u@) . r(p =—<SLO

a Newton-Leibniz formulat alkalmazva:

3
- ¥l
f Y@ dr =f ‘—i—‘ﬂ;—@—— dat = [uﬁ(t)ﬂ = u(F( B)) - uE(e( ) =
L ol .

o

= u(b) - u{a)

ahol 2 =T(x) az L gérbe kezddpontjsnak, b= T( ) pedig végpontjanak
helyvektora . E szabély megfelel a hatarozott integrdlnak a primitiv fiiggvény
segitségével tirténd kisszimitisira vonatkozd Newton-Leibniz-féle szabdly-
nak,

Kimutathatd, hogy ez a 5zabdly akkor is érvényes, ha az T(t) 18tezésére
és folytonossdgira tett kikttést elejtjilk. A szabdlybdl kiolvashatd, hogy az -
integral értéke csak a kezdd és végponttsl fiigg, magitsl az uttsl figgetlen.

Eredményiinket a ¢ (T) potenci dlfiiggvénnyel kifejezve (u(f) = - @(T))
adidik: .

j I = P@ - 2E)
s
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Mivel az f v(r) dr integril, amennyiben ¥(r) erdtér, az @ helyvektoru
3 _

ponttdl a b helyvekforu pontig az L gorbe mentién haladva végzett munkit
jelenti, e munka nagysigit az u(f} skaldr- :
tér nivekedésével, ill. a ¢ (f) potencidl~ °
fiiggvény cstkkenésével mértik, Mivel az
energia megmaradisanak trvénye értel-
mében az erétér pozitiv munkit csak ugy
végezhet, hogy helyzeti energidja cstk-
ken, a @(F) skaldriér, a potencidl, a
helyzeti energiit méri.

Ha az 1, gtrbe zirt, azaz ha vég-
. pontja a kezdSpontjdval egybeesik (a =b),
81. &bra - - akkor

f virydr = fgrad u@ dr=ua) -u(@ =0.
L L

A kivetkez8 4llitist fogalmazhatjuk meg tehit:
Ahhoz, hogy egy V(r) veliortérnek legyen potenciflja, egy T tartomé.ny—
ban szitkséges, hogy birmely zirt T-ben futd gorbe menten vett integrilja
zérus legyen,
Megmutatjuk, hogy ezen allitdisban megfogalmazott feltétel elégsépes is.
Legyen ugyanis V(r) egy olyan vektortér, mely a tér egy adott tarto-
ménydban folytonos és az abban haladd bdrmely zirt gbrbe mentén vett in-
tegralja. zérus. Vegyiink fel ebben a tartoményban egy & helyzetvektoru
pontot, és kissiik 6ssze a valtozd T helyzetvektoru pontof 2 -val egy, a
tartoméanyban haladd uttal. Ha az
3 és T pontokat két kiilonb6z8 L 1

és L2 gorbével kitjik ossze, a

v{r) vektortérnek az. L_ &s L2

1
gorbék mentén vett integrilja egyezs:
f v(ridr = ] v(r)dr . _ 82. dbra
Ll L 9

Az L1 és L2 gorbe ugyanis egylitivéve zart girbét alkot, az ennek men-

tén vett integral pedig feltevésink értelmében zérus, azaz koribban mAar be-
vezetett jeldlésiinkkel
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f v(@ d§=/ v(r) dr + f v{T) d§=f V() d?-f (T} dr =0,

L, H-L,) L, -L, L, L,

ez pedig az alhtast adja.

Az ol8bbiek értelmében az a és T helyzetvektoru pontokat tsszekstd
L. gtrbe menti infegrélt jelslhetjiik az

T(F) dF

Fﬂllq‘“—‘-ﬁyﬂ

jellel, hiszen értéke valdéban csakaz a és T helyzetvektoru pontoktol
fligg, az azokat SsszekttS girbe valasztdsatsl fliggetlen,
Tekintsiik most az

r

(@) = f “¥(T) dr

a
képlettel értelmezett skaldrteret. Megmutatjuk, hogy
grad u(@) =v({) ,

azaz -u(f) = @(r) potencidlja a V(I) vektortérnek. _
Tekintsitk e célbb] az u(T} skalértér értékétegy T helyzetvektoru

pontban és e skalartér megviltozisat, ha az T vektort® AFO -lal véltoz~

tatjuk meg:
T +ATr '
0 o ‘
= f v(r) dr -
a

A jobboldali mésodik integ-
rélt szdmitsuk az 2 és ?o pon-

jfo

a

v{T) dF .

tokat 5sszekitd valamely L gor-
bén, az elsSt pedig azon a gdrbén,
mely L -bSlaz r 6s T + AT

: o o o
pontokat Bsszekitd egyenesdarab
hozzifilizésével keletkezik, Ez
utdbbi egyenesdarabot S ~sel je-
16lve, I_Lyilvlgn
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Au= f v(T) dT - f V(F) dT = / V(7) dT .
L4S L S
Az S egyenesdarab egy paraméteres eldillitdsa:

£

r=r +tAr,;, 0=t=1,
o] o ]
amibol ;r=A? ,
[0
tehét 1
f?(?)d;=f VE 4t AT)AT_dt.
o] [+ 0
s 0

Mivel azonban v(r} feltevésiink értelmében az fo helyzetvektoru pontban
folytonos, .

ir‘(i?o +1 AFO) =?(F0) + 7,

shol 7% (t) tetszBlegesen kicsiny, hacsak A'i"o mér elég kicsi.
Igy tehft

_ 1
/\7(5) dr = j V(T ) AT dt+f T AT dt =
0 v} )
b 0 0
1
=vir) Aro + f 7 (t) Aro dt.
0 .
Az utébbi integrdlra az integrilszémitis kbzépértékiételét alkalmazva:

1

7 r =7 T 1=C¢AF -]
f 71 Arodt—vz(z"),ﬂr-ol éArO ©
1] .
ahol |&l =0, ha 'lA;ol —=0. Végeredményiink tehst:

= V(T T EAT | £ h ¥ )
Au V(E ) Ar0+£Ar0, ahol |&]-=0, ha iAro

grad u({r} definici6éja értelmében ez azonban épp azt jelenti, hogy

>[grad u(ﬂ} T=F = v(:"i'—o) 1
amint azt Allitottuk. - . o
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Kimutattuk.téﬁé.t, ‘hogy ha a v(r) vektortérnek barmely zért gérbe
mentén vett integrélja zérus, akkor van potencidlja. Egy ilyen potenciflt

a n}éllett az
T
f V() dr
a

gbrbementi integral.
Vildgos, hogy u(¥) -rel egyiitt u(¥) + C is potencidlja a v(T) vektor-
Mé4s potenciél azonban nincs, mert

szolgiltat régzitett

térnek, ahol C tetszésszerinti 4llands.
~ha u (r) is egy potencléljaa v(T) vektortérnek, akkor

: gradu=Vv, g‘radu1=V
és igy .
- grad (u-w) =
1 -
jelolést, akkor

Ha teh4t bevezetjiik az u-uy =u,

grad u2=0.

Misrészt azonban

uz(f) - uz(ﬁ) =

ag
=
2
[
f=
|
1l
o
=]
5
i
[ =]

T helyen

ugyhogy barmely
Vuz(r) = uz(a) = C.

Vagyis : )
u'(iﬁ = u@ - v, =uf + C.

Osszefoglalva eredményeinket a kivetkezdt mondhatjuk-
A V=Y(r) vektortérnek akkor és csak akkor van potencifilia egy T tarto-

manyban, ha barmely [-ben futd zdrt gorbe mentén vett integrilja O,
Ha ez a feltétel teljesiil, akkor valamennyi potenciflt megadja az

u(F) = I dr +C

Sl
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képlet, ahol a rdpgzitett vektor, C tetszésszerinti 4llands &s az integral
az & és ¥ helyzetvekioru pontokat sszekttl tetszésszerinti T-ben futd
gorbe mentén szimitands.

Eredményiink konnyen értelmezhetd a kivetkezd meggondoldssal:

Ha egy er6tér fennéll energiafogyasztds nélkiil (pl. ilyen a graviticids,
vagy az elekirosztatikus tér), akkor barmely zirt gbrbén végzett munka,
azaz alkalmas jeloléssel @ V(r)dr zérus kell, hogy legyen, vagyis van
potencidl. Ha ugyanis volna olyan zért gérbe, melyre @AV (F) df # 0, akkor
ezen tBbbszor végigvezetve egy tomegpontot, tetszGlegesen nagy munkat
végeznénk energiafogyasztis nélkill, ami azonban az energia megmaradési-
nak tdrvényébe iitkozik. '

Felmeriil a kérdgs, hogy valamely konkréten, képlettel megadott vek-
torfér esetében, hogyan lehet felismerni, van-e potenciilja, hiszen azt el-
len8rizni, hogy minden zirt gbrbe mentén vett integral zérus-e, gyakorla- .
titag lehetetien. Jobban kezelhetd kritériumot kés8bb tudunk majd adni,
egyelére csak annyit tehetiink, hogy rogzitett T és véltozd T helyzet-
vektoru pontok kizstt lehetbleg egyszerii gérbe (4ltaldban a derékszbgii
koordindtarendszer tengelyeivel pirhuzamos egyenes-szakaszokbsl 6116 ut)
mentén integrilva 2 V(r) vekiorteret, az igy adsdé u(F) fiiggvényre meg-
nézziik, teljesiil-e a grad u = ¥(F) Gsszefiliggés. Ha igen, akkor -u=¢ a
v(r) vektortér potencidlja.

Pl. az elekirosztatikus tér esetében:

r xy.z

Y @, 0,00 )
X y Z
= / —_— dx-l—f ———Lwdsﬂf e
B 2 3 9 2 3 W2 2 237
oy (VE H040) y=0 (Vx 1y +0) =0 (X+y*z)r

ahol a méasodik integrdlban x , a harmadikban x és y paraméterként
(azaz az integrdlds sordn 4lland6ként) szerepel. Elvégezve az integrilést:

X s - y -3 z
u =[—-1-:| + 1 [:(x2+y2) 2 (-2)} +i I:(x2+y2+z2) 2 (-2{' Co=
X 1 2 - 2

0 0 .
1 1 1 1 : 1 1 '
=- =4l -+ = - + = - +1=
2 2 3 2
x X2+y x \/X2+y 4‘22 \/X2+y2 x2+y2+z
1
= . + 1
7]
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r3 , az egysépnyi tbltés elektrosztatikus
|

Mivel grad ( - TI:]"-!- )y =

all

terének potenciilia

@ =-u®) = =]

(Az integrdlds sorin nem indulhattunk ki a (0,0,0) pontbdl, mert ebben a
pontban E nem volt értelmezve. A (0,0,0) pont kivételével azonban a
fliggvény az egész térben értelmezve van, s igy E potenciilja az egész
térben (a (0,0,0) pontot kivéve) N

f) A V=7V vektor-vektorfiiggvény skaldrértékii vonalmenti integ-
rdljshoz teljesen hasonldéan értelmezhett a V(r) vektor-vektorfiiggvény L
gorbe menti vektor-értékii, ill. az u(r) skaldr-vektorfiiggvény vonalmenti
integréilja. Feltételezve ugyanis az L gorbe rektifikdlhatésagitf, az L
girbét ?i helyzetvektoru Pi pontokkal részekre osztva, az i-edik rész

valamely pontjihoz mutatd helyzetvektort -§i -vel jeldtve, L kezdS és
végpontjat A = Fo és b= En -nel adva meg
n n.

121 WP, ) x@FT,_ )= i§1 (5 ) x AT, = f V) % 4T

L
n n f
g;i W@y @F, )= 1=Z1 ?‘S’i’A”i‘“L u(F) dr

ahol az L gbdrbe minden hatdron tul finomodé felosztisaira e hatarértékek
biztosan 16teznek, ha Vv(r) és u(r) folytonosak.

Az integrilok kiszdmitdsa is a vektor-vektorfiggvények skaldrértékil
vonalmenti integriljinak kiszdmitisara szolghild utasitds szerint torténik,
Ha ugyanis L egyenletétaz T(t) (=t 3) folytonosan differencidlhato
egyparaméteres vektor-skaldrfiiggvénnyel adjuk meg, akkor az a = r(x),
b=r ( B3} jeldléssel:

/ V@ x df = | V(E@) x 1) dt,

L

'/ wE) dr=

L

u(T(i)) ?(t) dt .
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Az igy nyert valés, skaldr viltozdju integrélok integrslands fliggvénye
vektor, az integral értékét megad6 vektor koordingtdkra hontis ut4n tagon-
kénti integral4ssal nyerhetd. Vektor-vektorfilggvény vektorértékii vonal-
menti integréija 1ép fel a vezetd migneses terét megadé Biot-Savart-féle

térvényben: o
: r ~r
ﬁ(-; )= - f I -2 x dr
o 3 !
L

It |
o

ahol I a vezetSben folys 4ram intenzitisa, T a vezetS pontjaihoz mutatd
‘helyzet vektor. '

g) A vonalmenti integril fogalméival szoros kapesolatban 411 az integ-
rilfogalomnak egy méisik fltalAnositisa. Tekintsiink ebbdl a célbdl az
X tengely [a,b intervalluma mentén egy inhomogén tomegeloszlasu
pélest, amelynek tomegeloszlisirdl nem kbtjiik ki, hogy (vonalmenti)
suruséggel rendelkezzék, csupin azt tessziik fel, hogy minden
aSxZb mellett meg van adva a pélca [a x) intervallumbeli részébe
esd-tomeg x -t0F fiiggd m(x) mérSszama.

Szamitsuk ki a pilca Y tengelyre vonatkozd teheteflenségi nyomaték4t,
Emnek érdekében a pilcif a szokisos mddon részekre bontjuk, az

1 - a=Xx <,.,. <X, X< ...<X =b
o [»} 1-1< 1< n

osztipontokkal és egy~-egy rész tomegét ennek a résznek egy kiszemelt
pontjiban képzeljiik egyesitve. Az i-edik rész kiszemelt pontjinak
abszcisszijat f i -vél jeldlve az igy nyert kozelits pontrendszer Y
tengelyre vonatkozd tehetetlenségi nyomatéka

n
2
(%) igl £i [meg) —m(xi_l)].

hiszen az I:xi_l,’xi) intervallumban foglalt tomeg feltevésiink szerint

m(xi)—m(xi_l) . A felosztist a szokdsos értelemben minden hatéron tul
finomitva a (%) OUsszeg a pilca keresett tehetetlenségi nyomatékahoz
tart.

Az itt kbvetett gondolatmenetet dltaldnosabban megfogalmazva, le--
gyen egy [a,b] intervallumban egy f(x) és egy g(x) fliggvény meg-
adva, Képezziik az (1) felosztist és az i-edik részintervallumban vé-
lasszunk ki egy f ; helyet. Tekintsiik a

n
) L f(f)[g(x) stx,_y) |

i=1 .
- 460 ~



dsszeget. Ha a felosztds minden hatdron tul val6 finomitisakor ez az
dsezeg a feloszt4ssorozat és a kdzbens§ f helyek valasztisitol fig-
getlen véges hatdrértékhez tart, akkor ezt a

n

lim flf) g(x) gix, )
I VAAL -0 |

hatdrértéket az f(x) fiiggvény g(x) szerint vett Stieltjes integréljanak
nevezzik és igy jeloljitk:

b
f f(x) dglx)
a
2 2
Fenti példénk eszerint az I x dm(x) Stieltjes-integralhoz vere~
a

tett. (Az. hogy ebben az esethen a Stieltjes-integrail valSban létezik,
késdibbi « redményeinkbil kévetkezni fog. )
Abbol a ¢élbsl, hogy a Stieltjes-integral 1étezésére az alkalmazdsok
szempontjibol kellden 4ltaldnos feltételt adhassunk, a kivetkezo eine-
vezést vezetjik be:
Azt mondjuk, hogy g(x) az [a b:| intervallumban korlitos viltozasu
(korltos varicisju), ha az [a,b] intervallum minden lehetséges (1)
alaku felnsztisdnak mepfeleld

n
® L g - stx ) |

i=1

osszegek feliilrdl korldtos szidmhalmazt alkotnak. Nyenkor a (3) Gsz-

szegek felsd hatdrat a  g(x) fiigevény [a,b] intervallumbeli totdlis

varificidjanak nevezziik.
E fogalom felhasznil4isdval a kivetkezo egzisztencia-tétel mondhat’

ki:
Ha f(x) folytonos, g(x) pedig korlitos vAltozdsu az a,b] interval-

lumban, akkor az
b
f 1) dg)
a

Stieltjes-integril 1étezik.
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Bizonyitis

El8irt £> 0-hoz tekintsik Ea.,b] -nek olyan felosztisst, hogy
f(x) ingadozésa (oszclllé.cm]ai minden egyes rész intervallumban
& -nél kisebb legyen. Ezt a feloszté,st (1) -gyel jelslve készitsiink egy
misik felosztdst is, amely ebbdl uj osztépontok hozzavételével keletke~
zik. Mindkét felosztishoz tetszdleges kizbensd helyeket vélasziva je-
15ljiik  S-sel és S’ -vel a megfeleld két integrilkizelitd Ssszeget.
Ezeknek eltérését kivinjuk meghecsiilni. Tekintsiik ezért el8szor az
(1) felosztis i-edik részintervallumat, amelyhez a (2) alatti 8 6sz~
szeghen a

w fE ECARECRY

tag tartozik. A m&sodlk felosztdasnak [ 1 x]-be esd osztﬁpontjalt
jeloljiik az

(5) X, ., =u<.,.<u <uj.<...<u =X,

betilkkel. Az [ U ]mtervallum kiszemelt helyét "Z, -vel jelblve
az S° Osszeg ama tagjai, amelyek az (5) intervallumokhoz tartoznak:

r

® 2 1% [ew o)

=1
A (4) tag és a (6) r‘cs'sszeg koz6tti killonbség a’

[etepstr,_y) - T stapeuy_y |

=1
atalakitdis felhasznilasaval

(¢ ) [g(xi) -gix, ) T )[ (880, ):,=

1

= 2 [uggrc] o |-

=1
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Itt a feltevés folytan

ESPRECAIES:

tovabb4 a o o
: ) - g, =V
j;:_l | |g(u]) g(u}_1)| ;
jelBléssel

. . r
If‘f P I:g(xi)'-g(xi'—l)_]— Z:-l { ’Zj)[g(uj) - gl ) ]|§ &y,

Hasonléan jarva el az (1) felosztds tobbi részintervallumaval kapesolat-
ban végill is '

|s-s]2¢ Z V.2V,

ahol V -vel a g(x) fiiggvény [a b:l intervallumbeli toté.us variéciojét
jeloltilk. )

Ha most az a,b] intervallumnak két olyan felosztdsat tekintjik,
melyek mindegyikdneKk minden részintervalluméban kisebb az f(x) fiigg-
vény oszcilldcidja, mint & , akkor a két felosztis osztSpontjainak
egyesitésével nyert felosztist bevezetve és a megfeleld kézelitl ssze-
geket Sl’ , 88 8’ -vel jelilve '

|8, -8 =€V, |s,-s'|% &V,

s ley Isl-sz|é 2EV.

EbbSl most mér kénnyen kivetkezik, hogy ha Ea., b] felosztisainak egy
minden hatdron tul finomods sorozatét tekintjik, és a kizbensG helyek
valamilyen megvilasztisdval készitett kizelits sszegeket rendre )
Sl,S .. Jelsli, akkor az S1 Sz . szAmsorozat eleget tesz a
Cauchy-féle konvergencia~feltételnek. Valéban, adott &> 0-hoz f(x)
egyenletes folytonossiga miatt taldlhatd olyan 4> 0, hogy E b

& -nsl rovidebb részintervallumaiban f(x) oszcilliciéja & -nél ki-
sebb legyen, &s az n_ indexet ugy vilasztva, hogy n = 2 n esetén a
felosztds ¢ -ndl findmabb legyen, az elSbbi becslés ertelmeben

|sn—sm.|_— 2EV, .ha n,m Zn
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Eszerint minden hatiron tul finomodd felosztis-sorozathoz a kiszelits
Gsszegek konvergens sorozata tartozik. Ezek a sorozatok mindig ugyan-
ahhoz a hatirértékhez tartanak, mert ha k6t minden hatdron tul fino-
modb sorozat n-edik felosztdsgdhoz az S , ill. S° ©sszeg tartozik,
akkor a két felosztis-sorozathél felvaltva egy—eg%/ felosztfst véve,
ismét minden hatiron tul finomodé felosztds-sorozatot nyeriink, ugy-
hogy az ehhez tartozd kizelitl 5sszegek

Sl' Sl, Sz, Sz,....

. sorozata konvergens, ennek pedig az Sl,Sz, ... Ssorozat is, az

S’l, s POREE sorozat is részsorozata, igy limeszik is megegyezik.

Ezzel dllitdsunkat igazoltuk.

Egzisztencia-tételiink kénnyebb alkalmazdsa céljabol hasznosak a
kivetkezd észrevételek:
Monoton fiigevény korlitos valtozdsu
Valdban, ha g(x) pl. monoton névekvd [a,b]-ben, akkor barmely (1)
felosztisra .

o
iz=:1 |g(xi) -g(xi_l) !: g(b) - glay ,

igy ez az érték egyben g(x) totilis varifcibja is Ez,b] -ben. Ha
g(x) Aolytonos [a.b]-ben, differencislhats (a,b) -ben és g’ (x) kor-
18tos, akkor g(x)_ korlitos véltozdsu [2,b]-ben,

Valdban, ha a<x<b esetén [g’(x)| £ K, akkor a Lagrange-féle
kozépértéktstelt felhasznilva

n

n
_z; | ) gt _p) |= :él gt Jegx

=

n

K Z (e.-x, )= K(b-a)
=1 i i-1

A

Az T=T(M) =x( T+ yO] + 20k (x5t ) paraméteres elsalli-

tisu_folytonos gbrbedarab akkor és esak akkor rektifikdlhats, ha az
x({t), y{v. z{l) fiiggvények mindegvike korlétos valtozdsu Ex ) F,_‘J -ban.

. Valéban, ha a gorbe rektifikdlhat5, akkor barmely .

o = < ... < el < =
t0< t1 ti_1< ti< t ﬂ

- 464 -



e i e S o i it i i T o T T i e e

felosztdsra

n - a
L | st xt_p|¢ L |sep-re_p | s,
i=1 i=1

ahol s a gorbe ivhosszusfigit jeltli. Ez mutatja, hogy ekkor x(t)
korléatos valtozdsu, &s ugyanigy lehet y(f) és z(t) -re okoskodni.
Megforditva, ha x(t), y{t), z(t) korlitos viltozdsu [, ﬁ}—ban, és
totédlis varidcidéjuk rendre Vl’ V2, V3, akkor ’

n n

n
= = < ' _
1§1| T(t) - ¥ )7 El | x(t.i)r =t P | El |yitp-yit; )| +

+ )| atp-at,_ ]S VY, 4V,
=1 - -_

Kimutathatd; hogy ebbll a gbrbe rektifikilhatdsiga kovetkezik.

Az eddigiek alapjin kinnyen kapcsolatot 1étesithetiink a vonalmenti
integral fogalma, és a Stieltjes-integril fogalma kbzdtt. Legyen ugyan-
is az L rektifikdlhats (folytonos) gdrbe paraméteres elSallitdsa:

T=rm=x®OT +ym T+z0k.  (x 2tEH),
és az L mentén legyen megadva a folytonos

V=V{® = X(x,y 21 + Yx,y,2] + Zx,y,2) k
vbktor—vektprfiiggvény.: Az L gorbe felosztisat az

X = e <t 1< S T
t0< t1< ti-l‘, ti_< t 3
paraméterii pontokkal elkészitve, és az i-edik rész-iven kiszemelt
pontként a 7 paraméterii pontot vilasztva, a skaldrértékil vonalmenti
integral kizelits ssszege’
n

UL AN (B ) -
> VECT)) )T )

n ,
2 2 X 0, ¥ L 2D el x(t, D) +

=1
) :
+ 1§1' Yix( 'E),y( T, fi))(y(ti)-y(ti_ll)*'
.,-Z ~ ._
g 2T 2 TYNat)-att; ) -
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Kénnyii észrevenni, hogy a jobboldalon 41156 hirom 5sszeg az

p -
[ X, 309,200 850, j Yxt), y(0), 2)dylD,
5 e
o [z, v, 20) dz
=4

Stieltjes-integral kozelitd Osszege, és ezek az integrélok léteznek is,
mert feltételeink kovetkeztében az integrilands fliggvények folytonosak
az Ex s ﬁ] paraméter-intervallumban, az x(f), y(t), z({) fiiggvények
pedig ugyanitt korlatos véltozdsuak. )

Eszerint a tett feltevések mellett

f v(r) dr = fde+Ydy+Z_dz=
L ,

L
B 3
= j X(x(t), y(b), z(t)) dx(t) + f Y(x(t), y(), z(t) dy(t) +
o o

+ fZ(X(t), y(t), z(t)) dz(t) .
of

A kbzonséges integril tulajdonségaihoz hasonléan a Stieltjes-integril

kdvetkezd tulajdonsigait mondhatjuk ki:

Legyen f(x) folytonos, g(x) pedig korlitos viltozisu EJ.,'DJ -ben. Ekkor

b b
1° f e. £(x) dg(x) = ¢ f f(x) dg(x) , (¢ &llands).

2° Ha fxy="1 1(X)+ fg(x) és a jobboldali tagok is folytonosak ’-a,b]—ben,
akkor - ;

b b
f f(x) dg(x) = f £, (x) dglx) + f f,(x) dg(x) .
a

a

3° Ha gix) =g, (x}4g 2(x) , 68 a jobboldali tagok is korldtos véltozd-
suak [a,b]-ben, akkor

b b
£(x) dg(x) = J' £(xy dg, () + f Bx) dg,,(x) -
' a

T a a

~ 466 -



4° Ha Ea,,b] ~ben |f(x) ié M, és g(x) totilis varisciéja V, akkor

b
‘ j f(x) dg(x)

a

£ Mmv.

Az els§ harom 4llitds a definicid alapjan kﬁzvetleniil'igazolhaté, a ne-~
gyedik beldtisra a szokisos jelSlésekkel

R _
< 1=Z1 |'f(fi)]|g(xi)-g(xi_1) .

n
’12 f(f i)l:g:(xi) - g(xi_l)J
o .
tm ) |atx)-gx,_) [F mv,
j=

és hatiritmenettel az 4llitds adédik.
E tulajdonsigokbd] kinnyen kovetkeznek a vonalmenti integral
analog tulajdonsigai. '

" Ami a Stieltjes-integralok kiszdimitdsdt illeti, a ktvetkezd mondhatd:

Ha f{x) folytonos [a,b] -ben, ugyanitt g(x) is folytonos, tovabbi

. (a,b) -ben differencidlhaté s g’ (%) integralhatd, akkor

b b
f f(x) dg(x) = I f(x) g’ (x) dx .
a Coa ' )

Eszerint a mondott feltevések mellett a Stieltjes-integral kiszdmitisa
kbzonséges hatdrozott integrdl kiszdmitisira vezethetd vissza, még-
pedig a helyettesitéssel valé integrilis képletének mintdjara formélisan
ugy, hogy dg(x) helyett g’ (x) dx -et irunk.

Valdban, a szokdsos jeldlésekkel a Lagrange-féle kzépértéktétel sze~
rint '

glx) ~g(x,_)=g' (¢ ) x=x_))

alkalmas X1 és X; kizé es6 fi helyekre, és ugyanezeket vilasztva

a Stieltjes-integral kozelits osszegében kozbenst helyeknek

n n
igl f(fi)[g(xi?-g(xi_l)]= igl BE) 8 (F) 6% ) s
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amibd] a felosztds minden hatdron tul valé finomitdsaval az 4llit4s
adédik, mert feltevéseink folytdn mind a baloldali Stieltjes-integril,
mind a jobboldali Riemann-integral 1étezik.

A most bizonyitott stalakitisi képletbSl rogtén adédik a vektor-vektor-

filggvény skaldrértékil vonalmenti integrailjnak a paraméter szerinti

hatirozott integralls torténd atalakitisira vonatkozd koribban méar em-
litett képlet. .
Az itt részletezetthez hasonldan a

f w@ df, il f V@) x dF
L - L

vonalmenti integrélok is kifejezhet8k Stieltjes-integrslok segitségével.
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50. FELULETI INTEGRAL

a) Jelentse ;(;) egy dramlé folyadék sebességi vektorterét. (Ezen az
értends, hogy a tér F helyzetvekioru pontjihoz az oft tartézkods folyadék-
részecske sebesség-vektorit rendeljik, és igy 4ll el8 a vizsgilt vektortér. )
Szemeljlnk ki egy feliiletdarabot és prébaljuk meghatirozni, hogy egy adott
kicsiny At idSkézben mekkora térfogatu folyadékmennyiség 1ép 4t a ki-
szemelt feliiletdarabon. .

Tegylik fel elfszér, hogy a feliiletdarab
egy siklap, és a V(r) seBességvektor ird-
nya &s nagysiga a siklap minden pontjdban
azonos {(a vektortér homogén). Mmthogy a
v sebességil folyadékrészecske At id8 o
alatt v At vektorral megadhaté irfnyu _(V nat
és nagysdgu elmozdulist végez, azért a At
id6tartam alatt a vizsgilt siklapon 4flépett
folyadékrészecskék egy hasdbot fognak kitsl- 34, dbra
‘teni, melynek alapja a vizsgélt siklap, olda-
lainak élvekiora pedig v At. A keresett folyadékmennyiség térfogata
tehAt ezen hasib térfogatival lesz egyenld. Ha n ]elent1 a siklapra merd-
leges-egységvektort, akkor a hasig magassiga.

IFAtn)=13miAt,
8 igy a hasab térfog_ata ]
: : V= IWeltAat,
ahol f jelenti a viisgélt siklap teriiletét. Ha még abban is meg4llapodunk,.
hogy a siklapon az @ vektor irinydban 4tlépett folyadékmennyiség térfo-

gatat pozitiv eldjellel, az ellenkez6 irdnyban 4tlépettét pedig negativ el6-
jellel vesszilk szAmitdsba; akkor nyilvan az el8jeles térfogat

v=VRiA
lesz.
It kétféle roviditd jelslést is szokds bevezeini., Az egyik szerint, mivel I
kikdtésiink értelmében egységvektor, vh = V}r , ahol Fn jelentia ¥
vektor Tl irfnysdba esd vetilletét, és igy
' V= v, £ Dt
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M4srészi, bevezetve az f=1n vektort, amelynek irdnya a feliiletdarabra
mer&leges, nagységa a felilletdarab felszinével egyenid, adédik:

Vv =vf At.

Adott feliletdarabon At idS alatt dtdramlott folyadékmennyiség meg-
hatdrozdsa, ha a felilletdarab nem sik, és pontjaiban a v sebesség nem
4lland6, hanem a helyzetvektornak v(r) fiiggvénye, a ktvetkezOképpen
torténhetik:

E184llitjuk a vizsgélt felilletdarab egyenletét kétparaméteres vektor-
skalarfiiggvény, azaz ¥ =r(u,v) alakban. Az UV sik felilletdarabunknak '
megfelelS részében hiromsziges hilézatot készitiink - ugy, 'ahogy azt a ;
feliilet fel szinének kiszAmitdsanal tettiik, vigydzva arra, hogy a hiromszog
szogei egy 7 -nél kisebb korl4t alatt maradjanak - minden egyes hirom- g
szdg szogpontjainak megfeleld felilleti pontokon 4t hdromszoglapot fektetink-
4t, és ilyen médon egy, a kérdéses felilletdarabba beirt poliéderfelillethez -
jutunk. Az UV sik minden egyes hiromszogében vélasszunk ki egy pontot,
és a feliilet ennek megfeleld pontjshoz tartezd v{ 9 1) sebességvektort te-
kintsiik a megfeleld i-edik poliéderloploz tartezé 4llandé sebességnek. Ha
most a felilletdarabot az el8bbi m%. on ayert poliéderfeliilettel helyettesit-
jiikk, és a poliéderfelillet egyes hdromsziglapjain a sebeaséget a leirt médon
allandénak vessziik, akkor a keresett folyadékmennyiség kozelitd értékéill

n
Z v( ?i) Afi At
i=1

adédik, ahol A f az i-edik poliéderlapra merdleges, annak teriletével
egyenls nagysigu Vektort jelent.

Kimutathat6, hogy a v(r) ve1¢or~vektorfdggvenyre és a vizsgilt feli-
letre tett bizonyos kikitések mellett, ha a hiromszdges hilézatot a felszin-
szAmitisnal részletezett médon minden hatdron tul finomitjuk, akkor a '

n

T W6 AL
i=1

tsszeg meghatdrozott hatdrértékhez tart. Ezen hatirérték At-szerese
~adja meg a keresett folyadékmennyiség méroszimat.
b) Miel6tt az eldbbi példa megoldisa sordn kivetett okoskodast dlta-
15nosségban is megfogalmazndk, még egy fogalom bevezetése sziikséges.
(A mérhett felszinii felilletdarab fogalméval, ¥ =r(u,v) alaku egyenlettel
torténd megadis esetében a mérhetS felsziniiségre vonatkoz6 elégséges fel-
tétel kimonddsaval a 46. fejezetben mér foglalkoztunk. ) :
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Tegyilk fel, hogy a vizsgilt felillet minden pontjihoz fektethetd érint8sik,
&s az érintSsik normélis egységvektordnak két lehetséges irdnyitdsa koziil ki
lehet egyet vilasztani ugy, hogy az igy kapott feliileti normélis egységvektor
a felilleten folytonosan véltozik. Az ilyen feliile- -
teket iranyithat6 felilletelnek nevezzik, Kimu-
tathaté, hogy az irnyithaté felilletekbe beirt
elég finom poliéderfeliiletek is iranyithatdk,
abban az értelemben, hogy hiromszoglapjai-
kat el lehet 14tni egy-egy koriiljArési irdny-
nyal ugy, hogy a kizos éleket ellenkezs irdny-
ban, az esetleges perem-éleket pedig egymés-
hoz csatlakozd irdnyban jirjuk be (14sd 85, 5b-
ra).

Irdnyithaté felilletdarab pl. a gimbfelillet,

{folytonosan véltozd normélis pl. a kifelé mu-

" taté normdlis) tov4bba minden olyan feliilet,
amely kilcstndsen egyértelmii és mindkét iréinyban folytonos leképezéssel
{topologikus leképezéssel) a gombfelilletbe vihetd at.

Nem irfnyithat6 felliletdarab pl. az un. Moebhius-féle szalag. Erre a
felilletre a kivetkezGképpen juthatunk: az ABCD téglalappal megadhats
szalag CD oldal4t egyszeri 180%-0s elforgatds utin (egyszeri ""megesa-

varfis' utdn) illesszilk az AB
0 oldalhoz ugy, hogy az A csucs
{ \b\\\ //// \\// \\\ / T a C csuccsal, 2 B csues a D
/ csucecsal keriiljon fedésbe. Az
8—= ; igy nyert feliilet nyilvan nem
ironyithatd, pl. a 86, dbran be-
rajzolt hiromszitges hildzat-
nil az AB és CD éleka
Moebius-szalagon mint kzés
élek nem lesznek ellenkezd ird-
nyitdsuak, - '

/4 B —— ———

86, dbra

Definicid

Legyen V(r) az F mérhetS felszini, irfnyithato feliiletdarab pontjai-
ban folytonos vektor-vektorfiiggvény. Az F fejliletdarabba beirt, iranyit-
hatd poliéderfeliiletekhez tarfozd
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(#) Z v( Q)Af

tsszegeket képezve (ahol § -2z i-edik poliéderlapnak meg‘felek')’ feliilet-

darab valamelyik pontidhoz mutatd helyzetvektor, Af, pedig az i-edik
 poliéderlap teriiletével egyenlS nagysigu és megfeleld liré.nyxt;éusu normélis)
az F feliilet minden hatdron tul finomod6 felosztisaihoz, ezen Ssszegek
valamely sorozatinak hatiréridke (a teit feltevések mellett ez biztosan 16~
tezik és véges) a v(r) vektor-vektorfiiggvénynek az adott normélisirdnyi-
tis mellett az F felilletre képezelt skalérértekﬁ feluletment1 integrilija.
Ennek Jelolése'

h .
lim Z V(@‘_)A'f;=ff T(F) df .

F

Ha a () integrilkdzelitd Ssszeghen a fejézet elején méir bevezeteft
Vo = v, Jelolést hasznaljuk a tett kikttések mellett a kovetkezd eredményre

jufunk:
n

lim 5 vn(gi)A?f H vn'(f) daf,
T

=1

ahol az utébbi integrdlt a v (F) skal&r-vektorfiiggvény felszin szerinti
integréljdnak nevezzik, Ilyen felszin-szerinti integrdlok lépnek fel felii-
letdarabok els8 és m4sodréndii nyomatékainak, ill. sulypontjinak kisza-
mitdsdnsl ahol a képletek a 42, és 43, fejezetben kivetett ockoskodashoz
hasonlé gondolatmenettel adddnak.

Fenti eredményeink roviden ugy foglalhaték dssze, hogy egy V(r) vek-
tor-vektorfiiggvény adott B norméalis-irdnyitisu skalfrértékii felilletmenti
integrilja mindig 4talakithat6 V(r) ezen T normilis iranyu vetiiletének
" ugyanazon feliiletre vonatkozé felszin szerinti integriljdva. .

A V(@ vektor-vekiorfliggvény mérhetd felszinii, irdnyithats F felli-
letdarabra vonatKozé skalarértékii feliiletmenti integraljanak fizikai jelen-
tése a bevezetd példsban kovetett gondolatmenet megismétlésével adédéan
az F fellleten az idBegység alatt 4t16pS erdvonalszimot (fluxus) megadd
szamérték,

: ¢) Kdnnyen belé.thatﬁ, hogy az elObb értelmezett felilletmenti integril
a kivetkez0 tulajdonsigokkal rendelkezik:

- 472 -




3°Haaz F felilletdarabot két
részre bontjuk, s ezeket F 1 és sz-vel

jeloljik, F, F1 és F2 normélisfinak

eéyez(i iranyitdisa mellett

|

F F

1 F2

87. dbra

4° Ha -F jelenti az F felilletbdl a felilleti
pormélis irényitdsfnak ellenkeztre viltoztatisi~
val keletkezd irfnyitott feliiletet, akkor

H v(®) df = - H v(@) dt.
F 3

d) A folytonos v(r) vektorfliggvény irdnyit~
hat6, mérhetd felszinii F feliiletre vonatkozd
skalirértékil felilletmenti integraljanak kiszrmi-

88. 4bra tisa, ha a feliilet egyenletét r = r(u,v) alakban
adjuk meg, az UV paramétersik megfelelé A
halmazéra vonatkozé kettos integral k1szém1tés§ra vezethet$ vissza.

Létesitsiink ugyanis az A halmazon - ugy, mint azt a felszin kiszs-
mit4sanil a 46. fejezetben tettikk - hiromszdges héldzatot négyszégrics
négyszogeinek egyik 4t16jukkal valé kettéoszibga utjin. Ekkor a feliiletda~
rabba irt poliédérfeliilet megfeleld hiromszoglapjanak két élvektora

T = Tu - ~ | 2F
T —er(ui +Aui,vi) _r(ui,vi),,, u Au.,
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- - . [2E
riz—-r{ui,vi+Av_i)-r(ui,vi) _.___|:,av J( ) : Avi

és igy az i-edik poliéderlap teriiletével egyez8 nagysfgu normilis
x or Au, Av,

) v im0

13 i

(amennyiben a vektoriilis szorzat irfinya nem felelne meg a feliilet irAnyi-
tisinak, ugy az u és v paraméterek felcserélésével, vagy a fenti vek-
toridlis szorzat (-1)-gyel val6 beszorzéssval elérhetd, hogy a Af vek-
torok 1rény1t£sa megfelelS legyen). A ¥(r) vektor-vektorfuggvény F
felliletre vonatkoz6 skaldrértéki feliiletmenti infegraljinak egy alkalmas ko-
zelitd Ssszege tehit j6 kozelitéssel a

n

L oF 2F 1 -
Z V(I‘(Ui,Vi)) u ] X [9 J 2 A_uiAVi =
(ui.-vi) (ui, Vi)

i=1 —

-

n o e -
- e ar:] [’ar]
= Z VT, v,)) | = , t(A,)
747 | Qu @) v ©.,7.) i
i1 i’i

osszeg, ahol A az UV sikbeli A ponthalmaznak a hdrom sziges hélézat~
tal torténd felbontssa révén el64ll6 i-edik részhalmazit,. t(Ai)—vel pedig
ennek teriitetét jelsli.

Az UV sik ilyen hiromszoges hil6zattal t5rténd felosztisit minden
hatdron tul finomitva ez utébbi sszeg az

ff vy S5 25 @ av
A

2u v
kettSs integrilhoz tart. Kimutathat6, hogy az A halmaz A = U .Ai

) .
alaku minden haidron tul torténS finomod6 felosztdsainil az egyes Af,
vektorok kozelitésekor elkbvetett hibdk zérushoz tartanak, ugyhogy

végill is
, f! W & - fAf WFm B 2% aay,
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1 ! 1 i 1

u; Ué’?‘éd{' 174

89. 4bra
ahol ezen utébbi kettSs integralt +vagy - jellel kell venni aszerint, hogy

az gz x %fI vektor az F felillet irfnyitissnak megfelels, vagy az-

zel ellentett iranyunak adddik.
Ha az F feliilet egyenlete z =f(x,y) alakban van megadva, akkor
paraméternek x -et és y -t vilasziva, a 46. fejezetben részletezett médon
r(x,y) xi +yi i+ fix, Y X,
dr dr _ ’af-' f - T
2 % X Jy = ,ay j+k,

vagyis a N - _ _
v=X{(x,y,2)i+Y(x,y,2)] + Z(x,y,2)k

vektortérnek az ¥ felilletdarab mentén vett mtegré.lja haaz F feluletet
vgy irdnyitjuk, hogy 1 normahsé.ra pl. k=0 legyen

- - 9F OF
f... ” . ’- —— dx —
H v d -—‘ : v{r{x,y,z) T dy =

ff [—'X(X, ¥, f(X, Y)) % - Y(X, Yy, f(X, Y)) %"' Z(X' ¥, f(X, .V))]dXdY
A

ahol A jelenti az F feliileidarab vetiiletét az XY sikban, i
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Példak
1° SzAmitsukkia V() =T vektortének az

r=ginucosvi + sinusinvy + cosuk
< I < £~ o . o R .
=5 0=v=27) egyenletu félgbmbfeliilet menti skaldrériékii
fellletmenti mtegrél]ﬁt feltéve, hogy e felillet @ normélisdra nk 2 0.
Mint mér kordbban (46. fejezet) kisziAmitottuk

x 9% . 2 £

fau 2‘“—smuc:OSV1+s1nusmV]+smucosu k,

A

(0=u

0545 "
és ez a vektor az A={(u v)' =us o0SvSaey

jaihoz valSban olyan vektorokat rendel amelyek k -val hegyesszoget zAr-
nak be.

. I}[?E}dﬁ J;f Fdf=l£fﬁu,v) %z %: G dv =

halmaz pont-

= f f (sinucosvi+sinusinvj-}cosuEXsmzucosvf—Psmzusinv-j'+sinucosu1?)dudv =
A .

T 7

27 2 _ 25 32

’ . 3 2 .2 2 _ . L

= (sin ufcos” visin v)+sin u cos wydu dv = sinududv=

v=0 u=0 : v=0 u=0 :

2%

= f cdv=2%

v=0

2° SzAmitsuk ki a
v = xyl+ (x+2)] - 2y 2 k

vektortérnek a, "xy felulet azon darabja menti mtegré.ljﬁt amely az

A={xy: 05xE1, 0= £y Zx} XY sikbeli ponthalmaz felett fekszik,

lefelé mutatd (azaz a k 'vektorral tompaszoget bezird) feluletl normé4lis
mellett.
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A kivant irsnyitdsu feliileti normdlis: '

g — — — = =
T-k=yi+x-k,

y ] b )

'Br 2T 2z -

=

x?y A 1t

és igy a vektortér felilletmenti integrélja lefelé irsnyitott feliileti norm4lis
mellett

ff vdi= ff*-'(r(x,y))( x 2%) axdy =
9x ¥ By

= ff oyt + (x+xyﬁ - oy Ryi+x7-B ax dy =
A : .

3 3 2 .2
f (xy2+x2+x2y+2y2)dy dx = f (x 4 }':2}‘:+x2 E_ 9 ydx=
¢ 3 2 3
y=0 : x=0 -

1
- 5 5 L _ 5 _ _1
'-£(6x+3x)dx 6 T 12 12 -

e) A folytonos V(r) vektor-vektorfliggvény mérhetd felszinii, irdnyit-
haté F feliiletdarabra vonatkozd skaldrértékii feliletmenti integrélidhoz
hasonléan definiflhaté v(r) F-re vonatkozd vektorértékii, ill. a folytonos
OF) skaldr-vektorfiiggvény F-re vonatkozé felilletmenti integralja. Ab)
pontban hasznilt jeldlésekkel

n .
lim Z ( -f ff vr) x df ,

i=1

hmZ ¢(§2)Af ffcpr)df

i=1

ahol a hatarérték jelével azt jelsltikk, hogy az 'F felilletdarabba beirt min-
den hatéron tul finomodé poliéderlapos felosztdshoz tartozo integralkozelito
baszegek barmely sorozatinak hatdrértéke a definislandd mtegrél

Ezen integrilok kiszdmitésa az F felillei egyenletének T=T(,v)
alaku megadédsa esetén (az T feliilet pontjait az UV paramétersik A hal-
maz4nak pontjaihoz rendeljiik hozz4) szintén a skaldrértékil feliiletmenti
integralhoz hasonléan torténik: '
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fall

ﬂ wr) x df = ff VW, v) x (—%—
F A
ilL S o
Htp(f) df = jft:b(f(u.v)) %?u- x --%%) du dv,
r A .

feltéve, hogy %: X %:

‘iranyitisa az F feliileti normélissnak ird-

nyitdsdval egyezd (ha nem, ugy a ketts integrélt - elSjellel kell venniink).
Teljesen hasonlé médon lehet a V(r) vektor-vektorfliggvény, ill. a

¢ (r) skaldr-vektorfiiggvény ‘F felilletre vonatkozd felszm—szermtl integ-~

réljat is definiflni,

n

lim 2 ¥ 6 A1 =‘,g7(f) d,

i=1

lim Z ¢(§))Af= fftﬁ(r)df

i=1

ahol Af ]elent1 a feliitethe beirt pohéderfeldlet i-edik lapjﬁnak teriiletét. -
Az mtegré.l kiszémitfisa az F fel!ilet ¥ =7F(u,v}, (u,v) € A egyenlettel
torténd megaddsa esetén: :

-]Fl‘f V(T) df = J;fv(f(u,")) ’ ’g,u X %z ] éu dv,

fFf ¢ @) df = £f¢(f(u,v)) l“ﬁ';i . _%%_

a felszinszamitasnal tett feltevések mellett (46. fejezet). A skaldr-vektor-
fiiggvény felszin-szerinti integriljdra mir korabban utalést tettiink.

=

du dv,
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