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ELOSZO

Ez a jegyzet a Budapesti Muszaki Egyetem Villamosmérnski Karénak
hallgat6l szdmdéra készlilt és feltételezi, hogy az olvass ismeri a halmazal-
gebra, a val6s egyvéltozos és tbbv4ltozés analizis alapjait és a linedris
altgebra alapfogalmait,

A jegyzetben az clnevezéseket a megfelels sz6 vagy kifejezés aldhuzdss
val és a2 azt tartalmazé szbveggel értelmezzik.

Az irodalomjegyzékben a differenciilegyenletek irint mélyebben érdek
16d6 olvasoknak ajénlott mvek mellett azok a jegyzetek vannak felsorolva
amelyekb6l az alapokat megismerte a hallgat6, E miveket sorszdmmal adjut
meg és a szfvegben ezzel a sorszdmmal hivatkozunk r4juk.

A téeelek, fogalmak jobb megértését, itletve alkalmazdsit szolgélja
a Villamosmérntkl Kar Kéztinséges differencidlegyenletek ciml péidatéra,

Budapest, 1980
A szerz§
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JELOLESEK

x az A halmaz eleme,
az A és B halmazok direkt szorzata,

az n dimenziés eukiideszi tér, n=1, 2, ...,
egydimenzi6s nytlt intervallum,
egydimenzios nyilt vagy zdrt Intervallum,

az euklideszi tér vektora,

az euklideszi tér nyilt és Usszefuggl ponthalmaza, vagy tartomdénya,
az A val6s szdmhalmaz alsé hatdra,

az A val6s szdmhalmaz fels§ hatdra,

Az I intervallumon folytonos fuggvények halmaza,

az I intervallumon folytonosan differenciéthat6 fuggvények halmaza,
R-~R-be képez§ adott fuggvény, az x — P (x) jelolés rovid alakja,

R — R -be képez5 adott fuggvény, a t— P(t) jelolés rovid alakja,

olyan métrix, amelynek alk(t)' . k=1,2, ..., nelemei val4s egy-~

viltozés fuggvények, n 2 2,

le—th-he képezs adott fuggvény,

Rx R" — R"-be képezd adott fliggvény,

a differencidlegyenletekben szerepld yJR — IR-be képez§ ismeret-
len fuggvény,

a differencldlegyenlet rendszerekben szerepld x: R—TR"-be képezs
ismeretlen fliggvény,

a (Pl’ 'P2 fuggvények tivolsdga.






Elsé fejezet

ELSGRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. Alapfogalmak

A természeti torvények vizsgélata sordn felismerték, hogy az anyagi
vildgban lejitsz6dé mozgésokat, jelenségeket vagy folyamatokat fliggvényekkel
lehet leirni. A folyamatot meghatdroz6 térvény matematikai modellje,
amely szdmos idealizdlé feltétel és egyszerisités utdni absztrakcié eredmé-
nye, igen gyakran olyan egyenlet amelyben a folyamatot leir6 ismeretlen fiigg-
vény, annak ismeretlen derivdltja, illetve derivéltjai szerepelnek. Az ilyen
egyenleteket differencidlegyenleteknek nevezzikk. Ha az ismeretlen fuggvény
valés egyvéltozos, akkor kozonséges a differencidlegyenlet, ha val6s tobb
viltozds és az egyenletben a parciilis derivéltak szerepelnek, akkor parcid-
lis a differencidlegyenlet, Ebben a jegyzetben a kizonséges differencidlegyen-
letekkel foglalkozunk.

A kivetkezd példékkal illusztriljuk, hogy ¢y mechanikai és egy elektror
mos folyamatot meghatdroz6 torvény matematikai modellje kozinséges diffe -
rencidlegyenlet:

1.1. Példa. Egy egyenesen mozg6 pont helyzetének meghatirozédsa az s
ugynevezett ut-id§ fliggvénnyel térténik. Ha ismerjik a pont folytonos v sebes-
ségfiggvényét és a to =1 s idgpilllanatban, S, = 5 m helyzetét, akkor a sebes-

ség értelmezése szerint
s’=v; s{l) =5 -,

a mozgds matematikai modellje. Egy s fiiggvény akkor és csak akkor elégiti
ki a fenti fuggvényegyenletet, ha az v-nek primitiv fliggvénye, A primitiv
fuggvények kozott pontosan egy van amely az 1 s idSpillanatban az 5 m érté-
ket veszi fel, éspedig az

t
s(t)=5+‘( wWr)dT
1

osszefliggéssel adott ut-ids fuggvény.



1.2, Példa. Adort L0 induktivitdsu és Ro ochmos ellendlldsu dramkiérbe Uo

egyenfeszitltséget kapcsolunk. (1. dbra). Az i(t) 4ramerdsség idsben val6 val-
tozdsdt leiré fizikai tyrvény matematikai modellje az

di
L g * R 10 =

differenciilegyenlet. Amint azt a késébbiekben litni fogjuk az egyenletnek az

=]

.S,
U L
it} = --—+ ce ° . {ahol c tetszfle-
o

I ges valos szam), képlettel adott fligg-
u, — vénysereg birmely egyede "megoldisa™
- és més megolddsa nincs.
|_ R Az 1,2, Példdban szerepld fligg-
o vénysereg képlete valos c paramétert
tartalmaz. Az ilyen fliggvénysereg
"grafikonseregének" egyenlete az X, Y
— koordinidtarendszerben

1. ébra, y=¥Yxc, ceR

Y: H—=R, (x,c)€HcTR2 alaku,

Az olyan egyenletet, amely a ¢ val6s paraméter minden rogzitett érté-
kére egyetlen gorbét hatdroz meg egyparaméteres gorbeseregnek (vagy egy-
paraméteres gorbesereg egyenletének) nevezzik.

Az egyparaméteres girbeseregnek fontos szerepe van a miiszaki gya-
korlatban és gyakran sziikség van az ilyen gorleseres differenciilegyenletére.

Azt a kvzonséges differenciilegyenletet, amelyet valamely egyparamé-
teres gorbesereg minden egyede "kielégit”, a gorbesereg differencislegyenle-
tének nevezzik. Meghatdrozdsa ugy torténik, hogy az

y = Y(x,c}
y' = ‘P;(x,c)

egyenletrendszerhdl kikiszoboljuk a ¢ paramétert, A c paraméter kikiiszobs -
lésének elégséges feltétele valamely {x A ) € R~ pont elég kis k kirnyezeté-
hen a kivetkezd:
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‘)0 tH—- R, folytonosan differenciilhaté, H < IR2,

]
[}

Px . e

l]Oc (xo’ e # 0
(lasd [3] az implicit fliggvény létezésére vonatkozé elégséges feltételt.) Ek-
kor ugyanis az

y=Yx o

egyenlettel, (x, y) € K esetén, ¢ (x, y) "egyértelmien definidlt™ implicit fiigg-

vény és a “'gbrbesereg differenciilegyenlete™ a kovetkezg":
y' =9, coy) .

Ac:K— TR, fliggvény létezése szemléletesen azt jelenti, hogy a K kdrnyezet
minden (xo. yo) pontjin 4t egy és csak egy giirbe halad. Ha c, =€ (xo, yo), ak -

kor a gorbe egyenlete y = ‘? (x, co).

A kozbnséges differencidlegyentetet elsdrendiinek nevezzik, ha az isme-
retlen fiiggvény egyenletben szerepl§ legmagasabb rend derivéitja az elsé de-
rivilt, Az 1.1, és az 1.2, Példikban szerepld differencidlegyenletek elsdren-
diek és az elsd derivilt mindkettdbsi egyértelmilen kifejezhetd.

Az els@rendi differencidlegyenletet explicitnek nevezzik, ha az elsd
derivilt a tébbi viltozéval kifejezett. Legyen az f (x, y) valés kétvdltozés

fuggvény értelmezési tartoménya az < 1R2 tartomény, Az explicit differen-
cidlegyenletet a kbvetkezdképpen jeloljiik:

y=fx,y5 (x.pef .
Ha az elsé derivilt kifejezése nem lehetséges, esetleg azonos dtalaki-
tdsokkal sem, akkor az elsdrendi differencidlegyenlet implicit. Ennek szoka-
sos jeldlése:

F(x.y,y')=0

A kovetkezd példédban szerepld gorbesereg differencidlegyenlete impli-
cit.

11



1.3. Példa. Irjuk fel az

y=— ‘%' c>0 x&€ R

parabolasereg differencidlegyenletét,

MEGOLDAS. Az analizisbél fsmeretes, hogy a parabolasereg egyedei
nem metszik egymdst, azaz egyréttien fedik le a siknak azt a részét, amely
nem tartalmazza a nem negativ Y tengelyt. A parabolasereg differencislegyen-
fetét az

"

egyenletrendszerbdl a ¢ paraméter kikliszsbilésével nyerjlk, Ez a differen-
cidlegyenlet a kovetkezg:

2YY'=X(Y’2-1 ).
A differenciilegyenlet implicit elsérendu kbzonséges, Az y =§E - % . € L0,
x € R , parabolasereg differenciflegyenlete szintén ez az egyenlet,

Linedris az els6rendil differenciilegyeniet, ha olyan alaku vagy azonos
atalakitdsokkal olyan alakra hozhato, hogy a bal oldalon az ismeretlen fiigg -
vénynek és a deriviltfliggvénynek ismert fliggvényekkel képzetr linedris kom-
biniciéja 4ll, a jobb oldalon pedig ismert figgvény van, Az 1.1. és az 1,2, Pél-
déban szerepl§ két differencidlegyenlet explicit elsfrendii linedris.

A régebben megismert egyenletek . igy péld4ul az els3 és masodfoku egy-
ismeretienes egyenlet, az exponencidlis, a trigonometrikus egyenlet megolda-
sai szdmok voltak. A differencidlegyenletek megoldisai fliggvények, Ezt fo-
galmazzuk meg a kovetkezd definici6ban:

1.4. Definici6. Az
t] 2
v = fx,y), (x,7)ESTR?,
explicit elsérendii differencidlegyenletet megolddsédnak, vagy
megolddsfliggvényének nevezzik azta legaldbb egyszer differen-

cidlhats, P: R—>TR fiiggvényt, amelyre teljesiilnek a kovetkezs
feltérelek:

12




Y értelmezési tartomdnya valamely I intervallum,
x. Yoy e, x €L
¥’ (x) = £(x, ‘?-(x». x €L
Az (x, ¥ (x)) pontokkal képzett grafikon, azaz a
['= {(x,‘?(x))eszcmzz X € I}

ponthalmaz neve megolddsgiorbe vagy integrdlgiirbe. (A megolddsgsrbe egyen-
lete y = P 0.

1.5. Definicis. Az
. 2
y =f{x,y), (x.y)ELCR

differencidlegyenlet szinguldris megoldisdnak vagy egyensulyi
helyzetének nevezzik azt a P(x) = 500 alland6 fuggvényt, amelyre

f(x, 'PO) = 0, x € 1, azonossag teljesiil,

A szinguldris megoldds dllandé megoldisfiiggvénye a differencidlegyen-
tetnek, mert

d‘PO

dx

EOsf(x,‘Fo), xe€l.”

Egy differencidlegyenletnek 4ltaldban végtelen sok megolddsa van.
Egyetlen megolddsit partikuldris megolddsnak nevezzik.
Korébbi tanulmdnyaink alapjin azonnal meg tudjuk oldani az

¥y = f{x)

differencidlegyenletet, ahol f{x) valamely I intervallumon folytonos fiiggvény.
Az amalizishSl ismert ugyanis, hogy ha az x fliggetlen viltozé egy intervallu-
mon viltozik, akker azok és csak azok a fiiggvények tesznek eleget e differen-
cidlegyenletnek amelyek primitiv fiiggvényei‘az f(x) fuggvénynek, azaz
amelyek a

X

H= {y E‘,C1 (%) : v{x)= f f(ty dt + ¢, X x€7, c(—:TR}

X
(o]
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figgvényosztilynak elemei, A megoldisgtrbék egyetlen primitiv fliggvény gra-
fikonjinak "Y tengely irdnyu" eltoldsdval adhaték meg,
Kissé nehézkesebben ugyan, de az elgbbihez hasonl6an oldhatjuk meg az

y = fy)
differencidlegyenletet, ahol f(y) valamely 3'[ intervallumon folytonos figgvény
ésy' =f{y)#£0, y € J[. Ebben az esethen ugyanis, amint azt az analizisben
megismertik, az ismeretlen y(x) fuggvény deriviltfiiggvényének reciprokdval
felirhatjuk az y_l(x) inverz fuggvényre vonatkozé

dy’[ i 1

= 1 B
=yt ) x)

differencidlegyenletet, amelynek 8sszes megolddsit a

X
H, = {y'l€ clap:y =
X

0

1

—f—(t—," dt+c, XOE Jl, C€TR}

fuggvényosztily elemei adjik. Ha egy ilyen y-l fuggvény értékkészletér J -vel
jelsljik, akkor inverze, y az J intervallumon kielégiti az y* = f(y) differen-
cidlegyenletet,

Igy példdul az

*

2
y =l+y

diffefenciélegyenlet fix,y»=1+ y2 jobb oldala az jl = (~o0o, +00) interval-

lumon folytonos és sehol sem zérus, tehdt az inverz figgvényre vonatkoz6

ol 1

dx i+x2

differencidlegyenlet 6sszes megoldisa, X, = 0 vdlasztdssal, a

'f’-l(x)=arctgx.+c,. ceR ,

14



egyparaméteres fliggvénysereg. Ha példdul a ¢ = 0-hoz tartozé megoilisfiigg
vényt tekintjiik, akkor a (- %’r. %') értékkészleten mint értelmezési tartomé4--

nyon az eredetiy’ =1+ y2 differenciilegyenlet ¥ (x) = tg x megolddsfuggvé-
nyét kapjuk. Birmely rogzitett <, # 0 esetén a '

P(x) = tg (x-c ). - .‘;I-!- c0<x<%-+ €y

megolddsfuggvény egy ¥ hosszusigu intervallumon értelmezett. O
Geometriaflag is szemléltethetjik az

y' = f(x,y); (x,y)EQcikz

elsérendll explicit differencidlegyenlet megolddsalt. A tetszblegesen rogzitett
Po (xo. yo) € §2 pontot az f(xo. V)= y' (xo) irdnytangens értékkel egylitt a Po

ponthoz tartozé vonalelemnek nevezzikk. A vonalelemek "osszességét™ irdny-
mezdnek nevezzik. Az irdnymez3t ugy szemléltetjik, hogy minden kijeltlt
P(x,y) ponton 4t f(x,y) irdnytangensli kis egyenesszakaszt huzunk. Igy példdul
a 2. dbrin lathaté az

y=-5 >0

X
y
differencidlegyenlethez tartoz6 egy irdnymez3. Az irdnymezéhoz "illeszkeds"

gorbék, a megolddsgbrbék, az y = d rz-xz. x € {(0,1), 0<1 < oo egyeniettel
adott félkordk. A megoldisgorbék megrajzoldsdhoz hozzdsegit az f(x,y) =¢

egyparaméteres gorbesereg, (c az f(x,y) figgvény értékkészletének tet-
szdleges eleme) amelynek egyedei a szintvonalak, az ugynevezett izoklindk.
Rigzitett c -hez tartoz6 izoklina pontjaiban a megolddsgorbék érintginek

irdnytangense c -vel egyenld.
22
Ebben a példdban két girbesereg szerepel. Az y = Ur -x , r>0; ill=

veazy= - ::—( izoklinasereg. Differencidlegyenleteik, a pozitiv negyedsikon,
s y >0, illetve y'=¥, x>0.

A differencidlegyenletek jobb oldalai egymés negativ reciprokai. Ebb6l
ktvetkezik, hogy a negyedsikot egyrétiien lefeds negyedksrsereg és félegye-
nessereg egy-egy egyede a inetszéspontban “merglegesen metszi egymdst”
(azaz a met széspontban a gorbék érintéi merdlegesek egymdsra). Az olyan
gorbét amely az egyparaméteres girbesereg minden gorbéjét merdélegesen
metszi ortogondlis trajekt6ridnak nevezzik. Az

15



2, dbra

y= J{x, c},

‘P: H—R, (x,c) € H, folytonosan differencislhatg, gorbesereg ortogondlis
trajektéria serege az

y =YX

gorbesereg, ha Yfolytonosan differencidlhat6 val6s kétvaltoz6s fuggvény, to- ’
vabb4 minden (xo, ¢) € H ponthoz taldthat6 egy és csak egy k dlland6, amely-

- — 4 * -_— _———1 -
re "P(xo, c)= \if(xo, k) és ‘Px (xo, c)= \K( 3

Ha az y = ‘P (x,c) gorbesereg differencidlegyenlete

v =¥ ey,
és \P; sehol sem zérus akkor az y = Y (x,k) ortogonilis trajeklériasereg
differencidlegyenlete a kivetkezg:

v _ ____‘t_____
y P} O ety =

A gyakorlatban legtobbszir a differencidlegyenletnek adot: feltéreleket
kielégit§ megolddsait keressik. Ha f(x,y) az {2 tartomdnyon értelmezett fligg-
vény és P0 (xo, Y€ 50 tetszflegesen rijgzitett pont, akkor az

16



y = {x,y); yx)=v_

feladatot elsdrendi kezdetiérték feladatnak nevezzik, Az y(xo) =Y, egyenldség

a kezdeti feltérel, X ¥, 2 kezdetiértékek. Hyenkor a differencidlegyenletnek
azt a megoldisgorbéjét keressik, amely dthalad a Po (xo, yo} ponton, Gyakran
kell vilaszolnunk arra a kérdésre, hogy a kezdetiérték feladatnak van-e meg-
oldésa és hdny megolddsa van? Igy példiul az

y=sgx; y0)=20,

kezdetiérték feladatnak nincs megolddsa. Ha lenne, akkor az csak a sg x fligg-
vény integrildsdval nyerhetd és a

Px) = x+c hax > 0
c3 hax= 0
-x+c2 ha x < O

fuggvények kzlil vilaszthat6 ki, ¢,, ¢, ¢, € R. Mivel a fliggvények egyike
sem differencidlhat6 az x = 0 pontban, ezért nincs megoldis.
Az o

y =m’ . y(0) =0, Q=R?

kezdetiérték feladatnak viszont tobb megolddsa van. Hyenek példdul a ‘PIA(X)EO

szinguldris megoldis és a tdle kiiltnbozd megoldis:

X2

'Pz(x)= T hax >0
x2
T ha x <0

Vizsgdljuk meg tehdt, eldszor szemléletesen, mikor van a
y =Hx.y): yx )=y, .

kezdetiérték feladatnak valamely R ¢ R2 tartoményon egy és csak egy meg-
olddsa? A kérdés csak akkor semmitmonds ha nincs megoldids, Tegylk fel,
hogy van megoldds (esetleg t6bb -is). Képezzik a megoldisok értelmezési i -
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tervallumainak egyesitését és jeloljuk I-vel, A megoldisgiirbék pontjaibél 4116
halmazt jeloljiuk H-val, HC & . Ha minden ¢ € I 4llandéval felirt x= ¢
egyenesnek a H halmazzal csak egyetlen kzis pontja van, akkor a kezdeti-

érték feladatnak egy és csak egy megolddsa van. Ennek ellenkezgjét 14thatjuk
a 3, fbrfn, ahol az

y’=mz y(2)= 1

kezdetiéi1ték feladat megolddsait az xR 2 tartomdnyon vizsgdltuk és erd-
sebben kihs stuk a kUlnbzé )

2 : 2
X , X
= — > . = —— )

lP]L(x) T ha x 20; ‘Pz(x) 4+ ha x20

x2
0, ha x<0 "I ha x=<<0

megolddsok grafikonjait.
5




1.5, Definiciso, Az
y =1fx,y}; y(xo)=y0 '

kezdetiérték feladat az S2C 7R2 tartomdnyon egyértelmiien megold-
hat6, (egy és csak egy megolddsa van), ha létezik olyan

Yx, x €1

megoldds, hogy minden més

Yix), X E Il,

megoldédsra teljestilnek a kovetkezd feltételek:

Ll Yix) = Yx), x€y .

Az ilyen egyértelmiten létezl lP(x) megolddst teljes megolddsnak
nevezzik.

Az 1.5. Definici6 szerint a teljes megoldds leszikitéseit nem tekintjlk
ujabb megolddsoknak.

Altalsban megelégszlink azzal, hogy a kezdetiérték feladat megolddsanak
1étezését csak az X, pont valamely ¢ >0 sugaru kornyezetében igazoljuk.

1.6, Definicié. Az

y=1x,y) 3 yx) =Y,
) ) ,
kezdetiérték feladat az @< R” tartoményon lokilisan egyértel-
milen megoldhat6, ha létezik olyan ¥. (x) megoldis és oL >0
szam, hogy ‘P(x) értelmezési tartoménya tartalmazza az
(xO -K, xo+o<,) intervall_umot és minden mds\Y{x), x € Il meg-

olddsra igaz, hogy
Y =P, xe[(xo-oc, x ¢y N 11] :

"Az ityen P (x) megolddst lokdlisan egyértelml megolddsnak ne-
vezzik, -




Amint azt l4ttuk az

y' =\ﬁ}T: y(0) = 0, x.y)€ TR2 ,

feladatnak sem teljes, sem lok4lisan egyértelmii megolddsa nincs, viszont az

v ={iyl: y@=1, yemr?

kezdetiérték feladatnak van lokilisan egyértelmu megoldisa, mert az x = 2
pontnak létezik olyan X > 0 sugaru kirnyezete, amelyben ‘P(x) = i;— .
0<x< oo; az egyetlen megoldds. Az < szdm a jelen esetben 0 és 2 koziitt

bdrmely szdm lehet. E kezdetiérték feladatnak azonban teljes megolddsa
nincs, mert a lok4lisan egyértelmil megoldis x < 0 esetén tobbféleképpen ki-
terjeszthetd. :
Igaz viszont az
1.7, Tétel. Ha az §2 tartomdany tetszlegesen rogzitett pontjiban

létezik lokdlisan egyértelmii megoldds, akkor minden {x 0,y0)€S2
esetén az

y' = f(x,y): yix )=y,

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhate.

Bizonyitds. Az 4llitdst-indirekt médon igazoljuk. Tegyik fel, hogy van
olyan Po~(xo, yo)e ¢ pont, amelyre a kezdetiérték feladatnak legaldbb két

megolddsa van, Létezik tehit két olyan ¥ (x) és Y{x) megoldds, x€& Iésolyan
X € I hely, hogy

oY=y, e P # Yorp.

Az dltaldnossdg megszoritdsa nélkul feltehetjitk, hogy X >x0. Jeloljik 5 -vel

azon x pontoknak az als6 hatdrdt, amelyekre
xb< x<xl, és I \P(x) -\If(x)l>0.
A I \O(X) - VYix) ! fuggvény folytonossdgabol kovetkezik, hogy

\P(j)_ =‘Y(’§)
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ellenkezs esetben ugyanisa § > X, pontnak lenne olyan bal oldali krnyezete,

amelyben a | ‘P(x) - Yx) l figgvény szintén pozitiv értékeket venne fel, el-
lentmonddsban azzal, hogy § als6 hatédr,
Vdlasszuk meg az £720 szdmot ugy, hogy

E< x, - és (§-5.§+£)c1
teljesuljon. Ekkor

Y # Y ), xe(g. §+5).

és ezért az

y =iy y(§)= (5

kezdetiérték feladat nem oldhaté meg lokilisan egyértelmien, Ezzel az ellent
mond4ssal igazoltuk a tétele, O

Legyen f(x,y) az R C R 2 tartomdnyban értelmezett fuggvény és (Xo’y 0)
az tartomdny pontja. Az

y' = fx.y) s yx )=y,

kezdetiérték feladat valamely y = Y(x) egyenlettel adott megolddsgorbéjével
kapcsolatban megkérdezhetjik azt is, hogy végzddhet-e az Q tartomdny bel-
sejében? Ha nem végz8dhet (4. 4bra), akkor azt mondjuk, hogy az Q tario-
mény hatdritsl-hatdrdig halad. Pontosabban, valamely megoldisgtrbe az
tartomdny hatdrit6l-hatirfighalad (vagy hatiritél-hatiriig folytathatd),

ha az Q tartomény tetszdleges korldtos és zdrt Ac §2, részhalmazabsl,
amely az (x , y ) pontot belsejében tartalmazza, "kilép"”, azaz a megoldis-
gorbének van az xo-nél kisebb %, és az xo-nél nagyobb X, abszcissziju pont-

ja, amely nem tartozik az A halmazhoz,

A kivetkezd példaval azt illusztrdljuk, hogy a teljes megolddsgorbék is
végzddhetnek a tartomdny belsejében.

Legyen

fx.y)= [ 1 ha y >0, xeR .
-1 ha y<o0
, o 2
f(x,y) értelmezett Q=R -ben. Az

' ) - 2
y' =y vy )=y x yJER
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4, dbra

kezdetiérték feladatoknak Yo # 0 esetén a megolddsgbrbéi olyan félegyenesek,
amelyek az X tengelyen "végetérnek", Egyenleteik:

YEX+Y <X, Xy KX<+oor y >0, v, > 0
y=-x+ x0+yo, x0+y0<x<+oa; y <0, YO< 0.

Vo= 0 esetén nincs megoldéds.

(xo, yo) ='(1,1) esetén részletesen vizsgiljuk a feladatot, Ekkor y = x,
0< x<{e2,a megolddsgbrbe, Mivel a ‘P(x) = x megolddsra, az értelmezési
intervallum 0 végpontjiban teljestiil, hogy

lim P(x) =0
x>0
és az

T =ix.y): y(0) =0

kezdetiérték feladatnak nincs megolddsa, ezért az y = x, x > 0, megoldéds-

gorbe TRZ bels8 pontjdban, az origéban végzdidik.



2. Szétvilaszthaté viltozo6ju differencidlegyeniecek és az arra

visszavezethetd tipusok

Tegylk fel, hogy g(x} az Il , h(y) az I2 nyilt, nem szikségképpen korli-

tos intervallumon értelmezett valés egyviltozos fliggvény. A

dy _ ' : -
dx = g(x) b(Y): (X|Y) 511 X I2

differencidlegyenletet szétvilaszthaté viltoz6ju vagy szeparilhaté differencidl-
egyenletnek nevezzik, mert "jobb oldala®™ egy csak x-t6l és egy csak y-t6l
fuggd fugpvény szorzata.

Ha a h{y) = 0 egyenletnek van y = \Po 4lland6 megolddsa, akkor az a diffe-

rencidlegyenlet szinguldris megolddsa mert
\Po = 0= g h(P) .

Bebizonyitjuk, hogy a h(y) # 0, g, h € C°, feltételek teljesulése esetén
az I1 X 12 tartomdényon az

gy .
J hey) Ig(x)dx+C. CER,

implicit fuggvények megolddsok. (Ezeket a megolddsokat a differencidlegyen-
letbd] formélis szétvilasztissal, majd integrdldssal nyerjik. A formdlis
szétvilasztis:

dy _
@) = g(x) dx) .

2.1, Tétel. Ha g{x) az ll és hiy) az I2 nyilt intervallumon folyto-
nos és h(y) az 12 intervallum egyetlen pontjiban sem zérus, akkor
tetszdlegesen rogzitett (xo. yc')eli X {2 esetén, az§e = I1 X 12

tartomdnyon, az
y' = g(x) hy); vix )= ¥y

kezderiérték feladat egyérrelmden megoldhats. . A teljes megoldas
az ugynevezett
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y X

.
4( E&—)— = S g(li) du
y0 x0

integrilegyenlettel adott implicit nggvény. A megoldisgorbe az
I X I tartomany hatir4tél- hatﬁrﬁlghalad

Bizonzltés. A kezdetiérték feladat és az integrédlegyenlet ekvivalens,
Ezen a kivetkezdket értjlik: ha létezik a kezdetiérték feladatnak megoldésa,
akkor az kielégiti az integrdlegyenletet és forditva, az integrilegyenlet bir-
mely differencidihaté megolddsa kielégiti a kezdetiérték feladatot. Az ekvi-
valencia igazoldsdra tegyik fel, hogy ')Ol {x) megolddsa a kezdetiérték fel-
adatnak. Osszuk el a

d‘P(X)

=g h (PN YE)=y

C
xel I1

azonossdagot (ahol I, a \Pl (x) megoldds értelmezési tartomdnya), a zérustol
kiilsnbtzd h ( ‘Pl (x)) fuggvénnyel, majd integriljunk xo-tol x-ig és alkalmaz-
zukat= ‘]01 (v) helyettesitést. Ekxkor igaz, hogy
y=¥, & X ay (v
L = ! ! dv = g(u) du
h{t) h( ‘f’l ) dv ’
¥y X ’

o 0 . o

azaz lithatjuk, hogy \? 1(x) kielégiti az integrdlegyenletet. Forditva, az in-

tegrilegyenlet barmely differencidlhats ‘P(x), X €I‘k . megolddsa kielégiti a
kezdetiérték feladatot, mert ha az aldbbi azonossig igaz, azaz ha

\F(x) X
S de = S g(u) du, xé_[*cll.

h(t)

X
y0 o

akkor mindkét oldalt differencidlhatjuk és ‘P(xo) =Y, valamint
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1 ' =
il—(—‘P(x_)) \P (X) = g(x): X & f:

miatt Y (x) kielégiti a kezdetiérték feladatot.

Az ekvivalencia kovetkeztében elegend§ bizonyitani, hogy az integrdl-
egyenletnek van differencidlhat6 megolddsa. Vezesstk be a kovetkezd jelslé-
scket:

y X
H(y) = J ,f—(tt) ; Gx) = f gw) du
yO x0
t= inf H{y) 3 s= sup H{y) .
yel, yEL

A hiy) # 0 folytonos fliggvény integrilfiiggvényére, H(y)-ra teljesiilnek az
alahbi feltérelek: H(yO) = 0, H(y) szigoruan monoton, differencidlhaté és deri-

véltja sehol sem zérus. Ebbdl kivetkezik, hogy H(y) invertdlhatg, inverze

derivilhat6, tovdbb4 az is, hogy i < 0, (vagy -o9), és s > 0 (vagy too).
A g{x} fliggvény folytonossdgdbol kivetkezik, hogy a G(x) integrélfigg-

vénye differencidlhat6 és ebbdl G{x) folytonossdga nyilvinvals. Mivel

G(xo) = 0 és G(x) folytonos, ezért van Ii -nek olyan xo-at tartalmazé rész-

intervalluma amelynek barmely x helyén fenndll, hogy G{x) a H{y) figgvény
infiuma és supréuma kozé esik. Ezen részintervallumok koztil a maximdlisat
jeldl juk (¢, 3)-val. Ekkor tehit igaz a kovetkezd egyenlStlenség:

I<GE<s, ha  x€(X@B)CT.

Az egyenldtlenséget kielégitd G(x) értékeket a H(y) szigoruan monocton
és folytonos fiiggvény felveszi (s mindegyiket pontosan egyszer veszi fel),
mert ezek az értékek infinuma és suprémuma kozé esnek, azaz minden x-hez
létezik egy és csak egy lF(x) amelyre

H (Yx) = G(x), x €LY T,
" vagyis 50 (x) kielégiti az integrilegyenletet. Ebbd! az azonossdghél )
Yoo =1 G, x € AT,
kiovetkezik .és a H-1 o G differencidlhatésdgdbsl ‘F(x) differencidlhatésdga.
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Bizonyitottuk tehdt, hogy ‘P(x) az (o{,3) intervallumon, az integrilegyenletet
kielégit§ differencidlhat6 fuggvény. :
Végiil bebizonyitjuk, hogy\P(x), x € (e, 8). teljes megoldss és az
I, x 1, tartomdny hatdrdt6l-hatdraighalad. Mivel a Y(x) fuggvény (e, B) értel-

mezési tartomdny4t ugy vélssztotruk meg. hogy az integrilegyenlet birmely
més megolddsdnak értelmezési intervalluma része legven az (o(, ﬁ) interval-
lumnak és a kezdetiérték feladat minden megolddsa kielégiti az integrilegyen-
letet, ezért azok ‘)o(x)-el azonosak vagy annak leszlkitései. Ebbél azonban
mdr kovetkezik, hogy Y(x) a teljes megold4s,

-Azy= \P(x) megolddsgorbe hatiratél-hatdrdig 16 haladdsét is annak se-
gitségével sikerlil bebizonyitani, hogy (c¢.8 ) az a maximdlis intervallum
amelyben valamely fliggvény kielégitheti az integrilegyenletet. Vezessik be
a kovetkez§ jeloléseket:

Il ={a,b) ; 12= (c,d) .

Ha (oc,ﬁ ) = (a.b), akkor igaz az 4llitdsunk, ha nem, akkor azt igazoljuk,
hogy a megolddsgorbe azon pontjai, amelyek az értelmezési intervallumec( ,
illetve 8 végpontjaihoz elég kozeli abszcissza értékekhez tartoznak, tetszs-
legesen kizel kertlnek a téglalap vizszintes oldalajhoz. Ezt a kuvetkezgkép-
pen, indirekt mé6don, ildthatjuk be:

Az éltaldnossdg megszoritdsa nélkul tegyiik fel, hogy x < B <b

és a megolddsgbrbe a téglalap vizszintes oldaldhoz nem kerll tetszdlegesen
kozel, azaz van olyan <, és dI val6s szdm, hogy

c<cl<'f(x)\<_ (:l1 <d; x0<x<ﬁ> .

G(x) s H(y) fuggvények tulajdonsigait és kapcsolatdt fent ismertettiik és tudjuk,
hogy akkor

i<min Hfy)=i

£ Gx) gsi =max H(y) <s :
yE[cl,dl]

vEfe .d ]
1l x € [xo,p).

A G(x) fuggvény az egész (z, b} intervallumon folytonos és ezért ﬁ -ban is
az, tehdt

1

i<i, 6k <s; <5, x€[x .8).

miatt, G(ﬁ) tetszéleges kornyezetéhez taldlhat6 olyan S)G szdm, hogy
i<G6x) £s, X0€X<ﬁ+ S.
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Azon x értékekre azonban, amelyekre G(x), i és s kozé esik a \P(x} megoldads
értelmezve van, tehdt (e, ﬁ—l- g)-ban is, ellentmondédsban azzal, hogy (<. 3)
a teljes megoldds értelmezési tartomdnya. Az a <K < x_ esetben hasonlé

a bizonyitis.O °

2.2, Példa. Oldjuk meg az
v _ . ] _ 2
y —Ulyi ; yix ) =Y, x, ¥ )E R

kezdetiérték feladatot.

MEGOLDAS. Ha jro =0, akkor a \P(x) = 0 fuggvény szinguldris meg-

oldis, (A szinguldris megoldi< mellett 1étezhet nem szinguldris megoldds is.)
Ha Yo #0ésazy >0 i~ félsikra lesztkitjik a feladatot, akkor a

2.1, Tétel feltételei szerint

y X
SS‘L—=( du
Ve
Yo

0
a megoldds. Explicit alakja a kovetkezd:

X~X
0]

2
Y= (—3 +\’70), x," 2y, <x<t+ o0

(Az értelmezési tartomdnyt ugy dllapitottuk meg, hogy a felsg félsikon ma-
radjunk. )
Ha y0<0 és az y< 0 alsé félsikra szikitjik le a feladatot, akkor ott a

X-X
0

2 "
\P(x)=-( 5 + —Yo) " —-oo<x<xo+2 -y

o

megold4st kapjuk. A megolddsgorbéket a 3. 4brdn lathatjuk. 2
A 3. 4bra is segit megvildgitani, hogy a kezdetiérték feladatnak az R
tartoményon nincs teljes megolddsa, mert a felsg félsikrdl indulé birmely
megoldasgorbe balra az X tengellyel csakugy mint az alg6 félsik paraboldjaval
folytathat6é, ugyanis a paraboldk félérintdje az X tengely. Ha y0>0, vagy
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y0 < 0, akkor lokdlisan egyértelmii megoldis van, azonban ha ¥, = 0, akkor

a kezdetiérték feladatnak lokdlisan egyértelmil megolddsa nincs,
A kezdetiérték feladat megolddsdnak egyértelmlisége, az G tartoméiny
megvilasztdsin is mulhat, Igy példdul az

v 1yl Y=y, Q= {(x.y)emz: y>0} .

kezdetiérték feladatnak QEI -n teljes megolddsa az a

-X

: X
2
Yoo = (52 +y)°%, x,2 [y <x<+ oo

fliggvény, amely mir TRZ-n nem teljes megoldds, mert 2 -rél TRz-re tobb-
féleképpen kiterjeszthets. 1 .

A szétvilaszthat6 véltozéju differencidlegyenletre visszavezethetd tipu-~
sok kozil hirmat ismertetlink. Ezek a kivetkezdk:

y =1, x#0.

y =f(Ax+By+C), B#0, A, CETR.

A 1 x+B1 y+C

1 .2 2
Yy =f(4—5—=)B,+B_ #0,
AxtBoytC, " 1T g

A,B,CER; i=1, 2.
i it

Azy’ =1( 3—%), x # 0, alaku differencidlegyenletet 0-ad fokuan homogénnek

nevezzik, mert minden t # 0-ra igaz, hogy:

f(:—ii)=t°f(§)= (L.

o [

Azy' =f (%) differencidlegyenletet az

L
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helyettesitéssel, amelybsl y' = x u’ + u kbvetkezik, az u(x) ismeretlen fugg-
vényt tartalmazé

» _ f(u)-u
T x

u

szétvélaszthat6 viltoz6ju differenciilegyenletre vezethetjik vissza,
A 2,1, Tételbbl kivetkezik az

2.3. Té&ek Ha az f(u) fuggvény folytonos valamely (a,b) interval-
lumon és f(u) # u akkor az

Yo

X
L¢)

a< <b

egyenlStienséget kielégits X ¥, kezdetiérték kel adott
y =£(5); yx)=y 3 x#0
X o °

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoidhato, ‘P(x) megoldasdi
az

~3

v - fw)u -
u - X H u(xo)—

0
-—_ =
X Qo

=]

kezdetiérték feladat teljes “y{x) megoldésdval a kivetkez6képpen
adjuk meg:

P =x Y.

Azy =f(Ax+By+C); B#0, A, C € TR, alaku differencidlegyenletet
az

u=Ax+By+C

helyettesitéssel, amelybsl u’ = A + By’ kovetkezik, az u(x) ismeretlen filgg-
vényt tartalmaz6

u’ = A+ Bf(u)

szétvélaszthat6 viltoz6ju differencidlegyenletre vezethetjik vissza.
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A 2.1, tételbdl kivetkezik a

2.4. Tétel. Ha az f{u) figgvény folytonos valamely (a,b) interval-
lumon és A + Bf{u} # ¢, akkor az

a<Axo+Byo+C<b, B #0,
egyenldtlenséget kielégitd X ¥ kezdetiértékkel adott
y' = f{(Ax+By+C); y(xo) =Y,

kezdetiérték feladat egyértelmilen megoldhaté6. ‘P(x) megoldisat
az .

u' =A+Bf(u); u(xo)=Ax0+Byo+C=uo

kezdetiérték feladat \}/(x) teljes megolddsdval a kivetkezdképpen
adjuk meg:

\P(x) = __________V(x)-; x-C .
Alx + Bly + Cl

y' =£(
A2x+ B2y+C2

), B2+B§a£0.

Az 1

Ai’ Bi’ Ci € R, i= 1,2, differencidlegyenletet kzvetlenil az el5zd két tipusr

valamelyikére vezethetjlk vissza és csak azutdn szeparidlhatéra. Két esetet
kiilonboztetlink meg., A

d
ec A B #0
A, B

esetben az
Alx + BIY+ Cl =0

AX+By+Cy=0

egyenletekkel adott egyenesek metszik egymdst és a linedris egyenletrend-
szernek egy és csak egy megolddsa vna.
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Legyen ez (ao, bo)' Az
X=u+a
o

y=v+bo

helyettesitésekkel, az XY koordinitarendszer orig6jit, pdrhuzamos eltolds-
sal (ao, boj pontba helyeztikk 4t, Az uj UV koordindtarendszerben az ismeret-

len v(u) figgvényre felirhatjuk az eredeti differencidlegyenlettel ekvivalens

d_v= f(Aiu+Blv )
du A2u+Bzv

differencidlegyenletet amely 0-ad fokuan homogén. A

det Al B1 =0
A2 B2
AI Bl e A2 B2
esethen vagyaz — = ——=¢o( , vagyaz — = ——= ﬂ szdm létezik, (Ez
A2 B2 Al B1

utobbi példsul akkor ha B2+ B2 # 0 miatt B, # 0. Ekkor ugyanis A sem le-
het zérus, mnert ha A 1= 0, akkor a determindns csak akkor zérus, ha A_=0

2
de ekkor Al = A, = 0 miatt a differencidlegyenlet mdr szepardlhaté volt).

2
~Ha az ¢ szdm létezik, akkor az Al =0C A2 és Bl =0 82 helyettesitésekkel,

illetve a szdmldiéban és a nevezdben Azx + B2y + Cz-vel val6 osztissal, az

o(Cz-C1
Y =H{X- 77— =)
A 2x+B2¥ji-Cz

differenciilegyenietet kapjuk, amely a 2.4, Tételben szerepls differencidl-
egyenlettel azonos alaku, Haol nem, de {3 létezik, akkor az Az =3 Al
és 132 = ﬁ.B! helyettesitésekkel, illetve a szdmldléban és a nevezdben

Alx + Bly + C-vel val6 osztdssal az
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vt PCI -G, )

Alx+Bly+C1

differenciilegyenletet kapjuk, amely szintén a 2.4, Tételben szerepls diffe-
rencidlegyenlettel azonos alaku, tehit szeparidlhatéra visszavezethetd,

3. Explicit elsérendii linedris differencidlegyenletek és az arra
visszavezethetd Bermoulli-féle differencidlegyenlet

Legyenek g(x) és f(x) az 1 nyilt intervallumon értelmezett valés egyval-
tozés fliggvények. Tekintsik a

dy -
dx + g(x) y= f(x)

explicit elsdrendii linedris differencidlegyenletet,
Ha f(x) * 0, x€l, akkor a dtfferencialegyenlet inhomogen

dy
a'l-g(X)Y- 0.

az inhomogén differenciilegyenlethez tartozé homogén differencidlegyenletet.

Ez a differencidlegyenlet szétvilaszthat6 viltoz6ju. Segitségével, alkalmas

feltételek mellett, megoldhatjuk az inhomogén differencidlegyenletet is. En-
nek érdekében bebizonyitjuk a homogén differencidlegyenletre vonatkozé té-

telt:

3.1, Teétel. Ha g(x) folytoros az I intervallumban, akkor tetszd-
legesen rogzitett (§ M) ELx R esetén a

g}%+g(x)y=0. y(§}= n

kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhat6. A teljes megoldds:

X

-j‘ g{u) du
\f(x)= ne § . x €1.



‘ Rizonyitds. Ha tz >0 ésazy >0 felsd félsikra szikitjik le a feladatot,
akkor az .

y x
e o
[,

integrdlegyenletbdl nyerjuk a
X

-J g({u) du
Y= qe§

egyértelml megoldist, amely csak pozitiv értékeket vesz fel.

Ha 1 < 0 és az y < 0 als6 féisikra szikitjik le a feladatot, akkor az
egyértelmli megoldast ujra a fenti ‘P(x) jelenti, de most csak negativ értéke-
ket vesz fel.

Ha 1 = 0, akkor ‘P(x) = 0 szinguldris megoldis, Egyértelmilségét in-
direkt bizonyithatjuk. Tegyuk fel, hogy Y(x) az I1 intervallumon, II < I, a

— dy

ax = CEXYs ykx)=0, |

kezdetiérték feladatnak a ‘(x) = 0-t61 killonbozs megolddsa, Ekkor (x )= 0
és van olyan x, € I, hely, ahol \]V(xl) # 0. Ha példdul \V(xl) >0, akkor a

Q.IQ.
Bl ]

=gy, yx) =Y >0
kezdetiérték feladatnak X
- I g(u) du

X
Y= Yope !
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csak pozitiv értékeket felvevd megoldésa.\}f(x) = \P1 (x), hay >0 és

lim \Pl (x) # 0 ellentmond4sban azzal, hogy \f/(xoj = 0. Ebbdl kivetkezik,
x—>xo .

hogy a ‘P(x) = 0 szinguldris megoldds is egyértelmi, \V(xl) < 0 esetben ha-

sonlé a bizonyitds,
Osszefoglalva eredményeinket azt mondhatjuk, hogy a

X

-S g(u) du

Lf'(x)= fZef . x €1

-

képlettel adott fiiggvény tetszdlegesen rigziett ( § 12) €I1x R esetén a tel-
jes megoldés,
Az azonosan zérus megoldést trividlis megolddsnak nevezziik,

3.2, Kovetkezmény. Ha g(x) folytonos az I intervallumban és a

dy -
dx+g(x)y- 0

homogén differencidlegyenletnek egy nem triviilis megold4sa
Y(x), akkor az osszes megolddsa a c P(X); c€ER. x€1, egypa-
raméreres fuggvénysereggel adhaté meg.

Bizonyitds. Helyettesitéssel ellené’rizhetjlik, hogy minden ¢ ﬁo(x) alaku
figgvény megold_%’s. Foxditva, tetszdleges } (x) megolddsrél bebizonyitjuk,
hogy van olyanc¢” € R szdm, hogy YV (x) = c* ‘F(x):

A

W' (x) = - g(x) Yx), x€l

Y ) = -5V, x€]
azonossigokb6l a

Y’ 0 Yix) = - g P Wix)

V)P = - gx) Y Yex)
szorzdsck utdn kivondssal kapjuk, hogy
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V@Y - @Y =0 .

Ez az azonossig a differencidlhaté \‘]gg; » (P # 0, xe ) fuggvény derivile-

fliggvényének szdmlilsja, tehdt

YE. .
dx = -

Ebbél kovetkezik, hogy %Ig%% = c*, vagyis van olyan valés c* szdm, amellyel
#*
Yix=c Y x).

3.3. Definici6. A

d
Frgwy=0, gec,

explicit homogén linedris differencidlegyenlet 4ltaldnos megold4-
sdnak nevezzik a‘f’(x) nem trividlis megolddssal adott

cVfx), x€l, c€R
egyparaméteres flggvénysereget, vagy a
H= {c‘P(x):“P(x)f_g, x€1, CETR}
fuggvényhalmazt,
Térjink most vissza az inhomogén differencidlegyenlethez. A homogén
differenciilegyenlet valamely nem trivi4lis megolddsdnak felhaszndldsdval

az inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megolddsdt adjuk meg.

3.4, Tétel. Ha g{x) és £(x) folytonos fliggvények az I intervallu-
mon és yh(x) a homogén differencidlegyenlet egy nem trividlis

megolddsa, akkor van olyan folytonosan differencidlhaté p(x),
x € I filggvény, hogy a

dy -
ax T glx)y = x)

inhomogén differencidlegyenletnek partikuldris megoldédsa
yp(X) = p(x) y (x).
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Egy ilyen p(x) ftggvényt a kévetkezs integralial adhatunk meg:

X

- f(t)

p(x)-[ yh(t) de, X xel .
X

o]

Bizonyitds. Helyettesitsik be az inhomogén di’ fzrencidlegyenletbe az
Yo = p(x) y, (x) fuggvényt. A

p’ (%) y, (x) + p(x) y,"(X) + g(x) p(x) V) = f(x)

egyenletben a baloldali mdsodik és harmadik tagjdnak Usszege zérus, mert
yh(x) a homogén differencidlegyenlet megolddisa. Innen yh(x#() miatt

seoy _ H(x)
p (x)-yh(x) . XEI -

p’(x) folytonos filggvény az I intervallumon és az intervallum bdrmely rogzi-
tett x helyének felhasznildsdval

X
- f(r)
p(x) = J yh(t’ dt, xo. x€l .
X
0

egy meglelels fuggvény, O -
Mivel az yp(x) partikuléris megolddst ugy taldltuk meg, hogy a homogén

differencidlegyenlet ¢ yh(x) dltaldnos megolddsdban a ¢ 4llandé helyébe egy

~ismeretlen p(x) fuggvényt helyettesitettik, ezért ezt a megolddst keresé méd-
szert az dllandé varidldsdnak nevezzik.
Az eddig megismert fogalmakbosl és tételekbl mar egyszerilen kivetke-
zik a

3.5. Tétel, Ha g(x) és f(x) folytonos fliggvények az [ intervallumon
és

dy -
ax + g(x) y = f(x)

35



inhomogén differencislegyenietnek partikuliris megolddsa, yp(x),

x €1, akkor az Usszes megolddsa az

Yix) = yp(x)+c V¥ 0# y (x)EH, c € R.
egyparaméteres fliggvénysereggel adhat6 még.

Bizonyitis. Behelyettesitéssel ellengrizhetjik, hogy yp(x) +c yh(x)

minden ¢ € TR esetén megold4sa az inhomoagén differencidtegyenletnek, Ezt az
olvaséra bizzuk, Bebizonyitjuk, hogy birmely y(x) megolddshoz tatlilhat6

olyan c* valés szém, hogy y(x) = Yp(x)+ c* Y x). Az

y' (x) + g(x) y(x) = £(x),

¥ (x) + g{x) y' (x)=f(x)
p P
azonossdgok kivonisidval azt kapjuk, hogy

y(x) - yp(X))' + gx) (Y(X)-Yp(x)) =0 ,

vagyis y(x) - yp{x) megoldisa a homogén differenciilegyenletnek. A 3.2. K&-
vetkezmény miait van olyan c.je valés szam, hogy y{x) - yp(x) = c'x yh(x), ami-

vel allitdsunkat bebizonyitottuk,

3.6, Definicio. A
dy o
wtexy=1ix), g feC(h

inhomogén differencidlegyenlet iltalinos megolddsdnak nevezzik a

‘P(X) = yp(x}+ ¢ ¥(x), cER

egyparaméteres flggvénysereget, vagy a
Hy= {y,p(x)+c yh(x): c€E lR}

fiiggvényhalmazt, ahol y (x) az inhomogén differencidlegyenlet pa
- tikuldris megoldisa és y%(x) a megfelels homogén differncidlegycn

let nem trividlis megoldasa, 37



Az inhomogén differencidlegyenlethez tartozé kezdetiérték feladatra vo-
natkozik a kiévetkezd

3.7, Tétel. Ha g(x) és f(x) folytonos fliggvények az I intervallum -
ban, akkor tetszflegesen régzitett (xo,yo) €Ilx Reseténa

d
Gt B Y=y )=y

kezdetiérték feladat egyértelmilen megoldhat6. A teljes megoldis
a kbvetkezd fliggvény:

-G(x)

X
Y= e G, + I €0 e a0, xerL
X
[¢]

ahol X
Gix) = S g(u) du,
X

o

- Bizonyitds. Tekintsuk a homogén differencidlegyenlet nem triviidlis -
megolddsdnak az

- X
- § sw du
X
0
y(x)=e
fliggvényt. Amint azt a 3.4. Tételben ldttuk, cyh(x), ¢ 4llanddjdnak varijld-
sakor a

t
I g{u)du
X
X
p(X)=j ftye ° dt
X
0

fuggvényt kapjuk. Ezzel a partikuldris

X t
-J g(u) du I g(u) du
X y; X
Yp(X) =y, pix) = e © I ftye ©° de
X
o
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megoldist adhatjuk meg. Ha a 3.5. Tételben szereplS c valé szdmot Y, jelen-
ti, akkor ‘Pc(x) =¢ yh(x) + yp(x) alaku, tehit megolddsa az inhomogén diffe-
rencidlegyenlemnek, Behelyettesitéssel ellendrizhetjik, hogy \P(xo) =¥,

A Y (x) megoldis egyértelmiiségét indirekt médon lithatjuk be, Tegylk
fel, hogy Y(x) is megoldds. Ekkor Y (x) értelmezési tartominydn a
Yix) - ‘f'(x) # 0 fuggvény kielégiti az

gf+ gx)y=0ylx)=0

kezdetiérték feladatot ami ellentmond a 3.1, Tételnek, mert e kezdetiérték
feladat egyetlen megolddsa az azonosan zérus fllggvény.

3.8. Példa. Oldjuk meg az elss fejezet 1.2, Példdjdban felirt,

U
di Ro [}

it =

d L L ~
o o
inhomogén linedris differencidlegyenletet,

MEGOLDAS. Az inhomogén differencidlegyenlethez tartozé

a_ %o
dt L

i, t>0
o .

homogén differencidlegyenlet szepardilhats. Altaldnos megolddsa

t*‘|°==

Q

iH(t)=ce , c€R

Az tnhomogén differencidlegyentet partikuléris- megoldasa
U

0o
i{t)y=—,
P R,
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amelyet az 4lland6 varidldsdval hatiroztunk meg, Az sszes, vagyis dltaldnos
megoldisa a ktvetkezd:

R

.9
U L _
=i O+ ()==2+ce ., _cemw
p H R0
U
Acs=- ﬁE esetben, ldsd az 5. dbrit.
) 4]
i)}
Ro
e e
ZL
5, 4bra

Linedris differencidlegyenletre visszavezethet8, alkalmasan vilasztott
tartoményon, az ugynevezett Bernoulli-féle differencidlegyenlet:

A g(x} és h(x) fuggvények legyenek folytonosak valamely [ intervallum-
ban., Az

y' +g(x) y=hx)y*< , (XER, X #0,0C # 1)

differencidlegyenletet a H = { x.y)E 1R2 : XEL y>0 }tartoményon
Bernoulli-féle differencidlegyenletnek nevezzik.

A differencidlegyenlet megolddsdnak meghatirozdsst azért szikitettik
le a H ponthalmazra, mert az y >0 feltétel tetszdleges valés o, (c¢#£0,1)
esetén egységes tdrgyaldst tesz lehetSvé,

A Bernoulli-féle differencidlegyenlet, a H ponthalmazon, ekvivalens
egy linedris differencidlegyenlettel, azaz igaz a

3.9. Tétel. Az y(x) fuggvény akkor és csak akka megolddsa a
Bernoulli-féle differencidlegyenletnek, ha az
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1-0¢
u(x) = y{x)

fitggvény megolddsa az
u' + {1 -x)gx)u={ -0¢ hix)
linedris differencidlegyenletnek,

A tétel bizonyitdsit az olvaséra bizzuk, illetve a példatdrban kozoljuk,

4. Egzaket differencidlegyenletek és integrils tényezgk

Az elsdrendu differencia ~leteket gyakran adjuk meg valamely

R 2 tartoméanyon folytonos gix,y) és h(x'.y) figgvényekkel a kovetkezd alak -
ban:

g(x,y)dx + h(x,y)' dy=0¢ .

Ebben az egyenletben négy ismeretlen x,y, dx, dy szerepel, A differencial-
egyenlet ilyen megaddsdnak elfnyeit illusztrdlja a kovetkezd példa. —

4.1. Példa. Hatdrozzuk meg a kivetkezd ellipszissereg differencidlegyen-
letét:

;—x2+y2 =c¢c, ¢ >0,

MEGOLDAS. Az ellipszis sereg egyenletében egyik viltozénak sincs ki-
dy

tiintetett szerepe. Ha x szerint derivdlunk, akkor az x + 2y ol 0 implicit
differenciflegyenletet kapjuk, ha y szerint, akkor az implicit differenciil-
egyenlet alakja: x d_x+ 2y = 0, Ezekbdl négy explicit alakot kapunk a kvetkezg-
< dy

képpen:

9. X >0 illetve y< 0

a Tzy YO y

&x_ % i

- X x>0, illetve x < 0
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Az els6 két esetben a megolddsgtrbék a felsd, illetve also félsik félellipszised
és nem tartalmazzdk az X tengely pontjait. Az utols6 két esetben a jobb, illet-
ve bal félsik félellipszisel és nem tartalmazzdk az Y tengely pontjait. A 6. dbra
a c = 1 esetre vonatkozik. A teljes ellipszissereg tehdt egyik differencidl-
egyenlettel sem irhat6 le, jellemezhetd azonban a kisvetkezd négyismeretlenes
egyenlettel, mert az

xdx+2ydy=0, {x,y) €IR2,

e
y'vf‘z‘

X
f 1
b4 4
ﬂ
_ - —e— -
} .
x=V2-24% X==Y2-2y?
6. dbra

egyenlet megolddsa a fenti 4 differencidlegyenlet birmelyik megoldds fuggvé-
nye, ha megolddson minden olyan y(x), illetve x(y) fuiggvényt értunk, amelyek
a dy = y’ (x) dx, illetve a dx = x’ (y) dy differencidlokkal egyiitt kielégitik az
egyenletet. Ekkor ugyanis a

xdx+ 2y y'(x}dx =0, dx # 0,

illetve az

xx'(y) dy + 2y dy = 0, _ dy # 0
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egyenleteket oszthatjuk dx, illetve dy-nal és a fenti differencidlegyenleteket
kapjuk vissza, Azx dx+2ydy=0 egyenlet tehét 4 differencidlegyenletet je-
lent. A gyakorlatban erre nem utalunk és roviden csak differencislegyentetrdl
beszéllink. Az ellipsziseket geometriai értelemben vett megolddsgorbékenek
nevezzik,

A g(x ,y) és hix,y) fggvények legyenek folytonosak az Q tartomdnyon,
Azt mondjuk, hogy

g(x.y) dx+ h(x,y) dy = 0, ®NER,

differenciélegyenlet megolddsai \P(x), illetve W(y) ha kielégitik a
dy _
gx,y) +hx,y) 3 =0,

illetve a
dx
g(x,y) -CE+ hix,y)=0

implicit differencidlegyenleteket.
Minden olyan §2 1C €2 tartomdnyon ahol h(x,y) # 0, illetve olyan chg?_

tartomdnyon ahot g(x,y) # 0, explicit a differenciilegyenlet. Az & 1 nge 2

tartoményon ahol g{x,y) és h{x,y) nem zérus a

dy _ _ g&.y) . dx _ _h{x,y)

d h(uy) ° dy  elx.y)

differencidlegyenletek ekvivalensek és mivel jobb oldalaik egymés reciprokai,
ezért az inverz fliggvény derivildsi szabdlya szerint megfelels negolddsaik
egymiés inverzei. . -

Ha az (xo, yo) pontban g(xo,yo) = h(xo,yo) = 0, akkor az (xo. yo) pontot

szinguldris megolddsnak (pont megolddsnak, egyensulyi helyzetnek) nevézzik,

4,2. Definici6, Tegylik fel, hogy g{x,y) és h(x,y) folytonos
fuggvények az S2CR? tartomdényon. A

g(x,y)dx+ hi{x,y)dy= 0

differencidlegyenletet egzaktnak nevezzik, ha van olyan

F :TRZ-’ R, az & tartoményon folytonosan differencidlhaté
fiiggvény, hogy differenciilja
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dF = g(x,y) Ix+ h(x,y)dy ,
azaz amelyre teljes{il a kovetkezs:

F (x,y) = g(X-y);F;(a Y)=hix,y): x,.yER (x,¥)

Az F(x,y} fuggvényt az egzakt differencidlegyenlet g(x,y), h{x,y) fligg-
vénypirja primitiv fiiggvényének nevezzuk,

4.3. Tétel. Az egzakt differencidlegyenletnek Y(x), illetve Y (y)
akkor és csak akkor megolddsai, ha valamely Il, illetve 12

intervallumon differenciglhatok és

F(x,Y(x) = c x€l; F(Y(y).y) = ¢, YEL, -

ahol ¢ az F(x, y) fuggvény értékkészletébsl vett tetszdleges kons-
tans,

Bizonyitds, Tegyik fel, hogy ‘-P(x) differencidlhaté és -
Fx,Yx) = ¢, xel.

Differencidljuk az azonossdgot és haszniljuk fel, hogy a differencidlegyentet
egzakt, Azt kapjuk, hogy

Fe, P | Fex, Py afe _
R ay dx ' _
azaz
g Py + b Py, SEE g

tehdt ' (x) kielégiti a differenciilegyenletet.

Forditva, tegyik fel hogy ‘,p(x) megolddsa az egzakt differencidlegyen-
letnek, akkor a fenti lépéssorrend megforditisdval kovetkezik, hogy
F(x, P(x)) = ¢, tehdt P (x) kielégiti az F(x,y) = c egyenletet.

Hasonléan bizonyithaté a Y (y) megolddsfiggvényre vonatkoz6 illitds.

4.4. Példa, A 4.1, Példiban felirtuk az ellipszissereg differencisl-
egyenletét. Ez az i
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Xxdx+2ydy=0
differenciidlegyenlet egzakt és

2
X 2
Fix,y)= <ty .

A differencidlegyenlet megoldisa az

]

F(x,y)=%+y2=c, c>0,

egyenlettel adott minden differenciilhaté fliggvény, Ezek grafikonjaia "fél-
ellipszisek™. A geometriai értelemben vett megolddsgtrbék tehdt az ellipszisek.

4.5, Tétel. A g(x,y) és h(x,y) fuggvények legyenek folytonosan

differencidlhaték a D < R egyszeresen tsszefliggs tartoményon,
Ebben az esetben a

glx,y) dx + hix,y) dy = 0, .y)€D
differencidlegyenlet akkor és csak akkor egzakt, ha

. g;r(x.y) = h;(x,y) : (x,y) € D.

Rizonyitds, Képezzik a D egyszeresen gsszeflggs tartomdnyon a
¥(x) = glx,y) 1+ hix,y) J; r=(xy .

folytouosan differencislhat6 vektor-vektor fliggvényt. A vektoranalizis poten-
cijlelméleti részében bebizonyitottuk, hogy ebben az esetben a potencidl-
fiiggvény létezésének sziikséges és elégséges feltétele a vektor-vektor figg-
vény roticié mentessége,

Mivel a

gy(x,y) = hx(x,y). {X,y) €D,

feltétel éppen azt jelenti, hogy rot v(r) = 0, ezért a potencidlftiggvény a
g(x,y), hix,y) fliggvénypir F(x,y) primitiv fuggvénye.

A vektornalaizisbél tudjuk, hogy a potenciilftiggvény meghatdrozdsa
torténhet vonalintegraillal is. Ennek jelslése:
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{x,y) (x,y) € D.
¢ )= [ g(x,y) dx + hx,y) dy.
(xo'yo) (XO,YO) € D.

A vonalintegril fuggetlen az utt6l, Az integrilds dltaldban a két pontot Gssze-
k&td torsttvonalon torténik. A fenti feltételek mellett az fntegralftiggvény,
primitiv-flilggvény,
A kezdetiérték feladatra vonatkozik a
4.6. Tétel, Tegyuk fel, hogy a g(x.y) és hix,y) figgvények foly-
tonosan differencidlhaték a D egyszeresen tsszefliggs tartomd-
nyon, ahol gz(x,y) + h2(x,y) #0ésa

g(x,y)dx+ hix,y)dy = 0

differencidlegyenlet egzakt, Ekkor tetszdlegesen rogzitett
(xo,yo) € D és hix,y) # O esetén a

gx,y)dx+h{x,y)dy=0; yx )=y, .

kezdetiérték feladat (g(x,y) # 0 esetén pedig a

g{x,yydx+hix,y)dy=0; x(y0)=x0

kezdetiérték feladat lokdlisan egyértelmiien megoldhat6. A meg-
oldis az

F{x,y}= F(xo, yo)
egyenlettel adott implicit fiiggvény.

Bizonyitds. A 4.3. Tételb6l kovetkezik, hogy ha van megolddsa a kez-
detiérték feladatoknak, P (x), illetve Yy x€l, y € Iz. akkor taldlhat6

olyan ¥ valo szdm, hogy
Fx,Y(x) = o,
ilwerve

Tng s, i
FCYarvi= o .
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Az x= X, helyen lithat6, hogy c:iE = F(xo,yo), tehdt ha van megoldds, akkor az
az

F(a,y) = Flx,:¥)

egyenlettel adott implicit fuggvény. A megoldds létezése, az analizisben meg-
ismert implicit fuggvény létezésére vonatkozo elégséges feltétel alapjdn kovet-
kezik {lisd [3] }, mert az .

F(x,y) - F(xo,yo) =0

egyenlet F;(xo,yo) = h(x_o.yo) # 0 esetén az X pent valamely kdrnyezetében
Y (x) és az F;(xo,yo) =g (xo,yo) # 0 esetén az y pont kérnyezetében W {(y)

differencislhaté fuggvényt definiil.O

A differencislegyenletek tobbsége nem egzakt. Az esetek egy részehen
azonban talilunk olyan zérustél kulonbtz8 ju (x,y) folytonosan differenciilha -
16 kétviltozos -valos fliggvényt, amellyel megszorozzuk a differencidlegyen-
letet és a keletkez8, az eredetivel ekvivalens differencidlegyenlet mar egzakt.

Legyenek g(x,y), h(x,y) és A (x,y) folytonosan differenciilhaté fliggve-
nyek valamely D egyszeresen osszefliggl tartoméanyon. Tegytk fel, hogy
/u,(x,y) #0ésagx,y)dx+h(x,y)dy=0 /lL(x,y) # 0 fuggvénnyel valé he-
szorzés utdn keletkezett

/u(x,y) gix,y) dx+ /u(x.y) hix,y)dy=0

differencidlegyenlet egzakt akkor a At(X,y) fuggvényt integrilé tényezdneck
(vagy multiplikdtornak), nevezzik. A 4.5. Térel, szerint az egzakisdg szik-
séges és elégséges feltétele, hogy

a%(/dx,y) glx.y) = -g—; (/u(x.y) h(x,y)) .,
x,y) &€ D,

Ebbél kvetkezik, hogy a /,L(x.y) # fuggvény eleget tesz a

28, Om_ 400, Opm
/uay—rgé*;} /J_—a—;-rxax, (x.y) € D,

parcidlis differencidlegyenletnek, amelyet eddigi ismereteink alapjan tyen
4ltaldnos esetben nem tudunk megoldani. Lehetséges azenban, hogy az in
tegréils tényezd csak az egyik viltozétol fligg. lgy példdul a p(x) # O fnreprate
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tényezdre vonatkoz6 parcidlis differencidlegyenlet kozonséges differencisl-
egyenlet lehet ha h(x,y) # 0 és ha az

1 d/-‘-()(} _ g;(XfY) = h;(x'y)
) Tdx h(x.y}

egyenlet jobb oldaldn csak az x vdltoz6t6l fliggs fuggvény all.
A fenti gondolatmenetet kbvetve igazolhatjuk azt is, hogy a V (y) # 0
fuiggvény csak akkor integréilo tényezs, ha kieglégiti az

L —d—\)g)_ - h;(x:Y) - g;(X-Y)
V)  dy g(x.y)

elsérendi differencidlegyenletet, amelyben g(x,y) # 0 és az egyenlet jobb ol-
daldn csak az y véltozdtél fliges fuggvény 4ll.

A nem egzakt differencidlegyenletek tobbségéhez nincs egyetlen vilto-
z6t6 fliggd integrals tényezs. Néhany esetben integrils tényezdt dsszetett
fuggvényként

2 2
m(x+y); mE +y), mx-y), m(;—;)

alakban is kereshetlink. A kivetkez§ differencidlegyenletnek péld4ul
m(x.y) = xy integrilé tényezsje:

Gxy + 2y%) dx + (Bxy + 2x%) dy = 0 .

J. A Cauchy-Lipschitz-féle egzisztencia és unicitis tétel

Az el8z8 fejezetben olyan kezdetiérték feladatokkal foglalkoztunk ame-
lyekben a jobb oldalon szerepl§ f(x,y) fiiggvény "specidlis alaku" volt, Igy
példdul a szeparélhat6 esetben f(x,y) = g(x) h(y), a Bernoulli-féle differen-

cidlegyenletben f(x,y} = - g(x) y + h(x) y *

E ténynek alapvet§ szerepe volt ahban hogy a kezdetiérték feladatokat
integréldssal oldhattuk meg. A kezdetiérték feladatok nagy tobbsége azonban
nem oldhaté meg igy. Ezekben az esetekben valamilyen numerikus megoldds-
sal prébdtkozhatunk. Az irodalomjegyzék [ 5]-tel jelzett miivében taldlhatunk
ilyen numerikus megolddsi médszereket, Ott az is kideriil, hogy a numerikus
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moédszer alkalmazdsit meg kell el§zze a megoldds 1étezését és egyérielmi-
ségét igazol6 vizsgdlat, Ezért van nagy jelent§sége az itt tirgyalt egziszten-
cia és unicitds tételnek.

Ebben a fejezetben az

y' = i(x,y}; yix )=y

kezdetiérték feladat egyértelmil megoldhat6sdgira az f(x,y) fuggvény tulajdon-
sigaib6l kivetkeztetiink. Ilyen tulajdonsdgok példdul az £(x,y) fliggvény folyto-
nossdga és az aldbbiakban ismertetésre kerild Lipschitz-feltétel.

A Cauchy-Peano-féle egzrsztencw tétel szerint {l4sd {1]-ben), ha
f(x,y) folytonos valamely_QcTR tartomanyon és (xo, yo) € 62, akkor a kezde-

tiérték feladat megoldhats. Az egyérielmili megoldhat6sdg ebbjl nem kivet -
kezik,
Az els§ fejezet 2.2. Példdjdban lattuk, hogy az f(x,y) = | y|figgvény

mindentitt folytonos és minden (xo,yo) esetén igaz, hogy az y’ =ﬁy—j : y(xo) =
=y, kezdetiérték feladat megoldhats., Ez a példa azonban arra is rdvildgit,
hogy a megoldds egyértelmliségének a folytonossdg nem elégséges feltétele,
mert minden (xo. yo) € '{Rz esetén végtelen sok megoldds van.

Legyen f(x,y) folytonos valamely ¢ tartomdnyon és (xo.yo) € G2 -ban.

Vizsgiljuk meg milyen kovetkezménnyel jdr egylitt az ha az

= f{x,y) 3 yx )=y

kezdetiérték feladatnak tobb megolddsa van, Ennek érdekében bebizoayitjuk
az aldbbi tételt:

5.1, Térel, A kP(x) (x € I) fiiggvény akkor és csak akkor meg-.
dasa az

y' = f{x.y); y(xp) =¥,

kezdetiérték feladatnak, ha folytonos és kielégiti az

X

y=yo+f fe.y)dt,  (.y)ESR
X
o

integrilegyenletet (nsaz ha Y {(x) = + | fit, Y{hHd, t £€T).
Yo

X
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Bizonyitds. Tegyik fel, hogy ‘P(x) kielégiti az integrilegyenletet, Ez
azt jelenti, hogy van olyan I intervallum amelyen teljestilnek az aldbbi ktve- .
telmgnyek:

Y(x) folytonos, €D : &YENeEQ:
X

Yoo = Yo +( . Y ) dt; X s x €L
X
[

Mivel az integrandus folytonos, \P(x) differencidlhaté és az azonossdg diffe-
rencidldsdval a kidvetkezst kapjuk:

P = (P . xel.

Figyelembe véve még az x € I feltételt is, a. integrdlegyenletbél ‘F(xo)zyo

is kovetkezik és eredménylink éppen azt jelenti, hogy ‘]o(x) kielégiti a kezdeti-
érték feladatot,
Forditva: ha lP(x) megoldisa a kezdctiérték feladatnak, akkor

\P’(x) = f(x,'-P(x)) : y(x0)= v, x € 1,

és integrilds utdn

X

Y=y, + g ey a,  xet,
X
4]

az integrilegyenlet differenciilhat6 megolddsa.
Ezek utdn tegyik fel, hogy a '*FI (x) és ‘Pz(x) kilonbsz8 megoldisok ki-

elégitik a kezdetiérték feladatot és az I intervallum értelmezési tartomdnyaik
kozos része. Ekkor

P = Pox =y,

és az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjik, hogy van olyan X > X,
pont amelyre

kPl(xl) # ‘Pz(xl), x, € 1.
(Ldsd a 7, dbrat.)
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y=%lx)

y=%x)

o<
]

e —— — i A

!
|

‘Xo

N e e e e
p N

7. ébra

Legyen a § € [ pont alsg hatdra az dsszes olyan x pontoknak amelyekre tel-
jestl az

u(x) =I ‘Pl(x) - Soz(x) I>0, xel.

egyenlStlenség. Az u(x) fuggvény folytonossdgdb6l és u(x ) = 0-bél kivetke-
zik, hogy értéke a 5 helyen zérus. {Ellenkezd esetben 5 nem lehetne alsé
hatér).

Képezzik a v{x) = l f(x, '~P1 (x)) - f(x, \P 2(x))l folytonos filggvényt,
Vélasszunk pozitiv £ szdmot ugy, hogy _0'<E.<x1 —_§ teljestiljon és a

[§ ., £+ E] intervallumban vizsgaljuk a feladatot, -
Vezessik be a 'ﬂ (f) = 502( §) = l’l jelolést. Az eddigiekbdl kovetkezik,

hogy ‘]01 {x) és "P2(x) az
y = f(x,y); Y(§) =1

kezdetiérték feladat megolddsai és az 5.1. Tétel alapjdn az ezzel ekvivalens
integrilegyenletet is kielégitik, azaz

X X
\Pl(x)= fl+j £, Lf)l(.t)) de; Pz(x) =0+ f £, ‘Pz(t)) d .
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Képezzlik ezen egyenletek kulonbségének abszolut értékét és végezzink integ-

rélbecslést. A fenti jelslésekkel azt kapjuk, hogy
X

u(x) < g wod, xe[f.f+e].

Ebbgl az egyenlstlenségbsl, u{x) > 0, xe (E, §+£), miatt kvetkezik, hogy
a v(x) folytonos fiiggvénynek, amely felveszi . aximumnil a [5, §+ g_] inter-
vallumban és amelyre V(S) =0, p. maximuma van, Legyen g 2

(E.8+¢ ] intervailumnak egy olyan helye amelyben v(s)-nek maximuma
vdn, ‘Az integrilszdmitds kozépértéktétele és v( §) = 0 felhasznalisival,

u(x) < v(xe) £. x, X¢ €(§.§+ cc,],

kivetkezik. Ez az egyenlStlenség az X¢ pontban is igaz, azaz

vee) | forg - P g ) - B Py (g ) |
aleg) TR

1
> £ -
Eredménylink szemléletesen azt jelenti, hogy tobb megoldis esetén
az S tartomdnynak van egy olyan pontja, hogy annak birmilyen kémyezeté-

ben rogzitett x és véltozé y mellett Af tetszlegesen nagy lehet. Ezt foglal-
juk dssze az aldbbiakban:

5.2. Kévetkezmény. Ha a folytonos jobboldalu

y' = f(x,y) ; (x,y)eR

explicit, elsérendu differenc idlegyenletnek valamely (xo,yo)é:SZ

ponton 4t tobb megolddsgorbéje halad, akkor az &2 tartomanynak
van olyan (§, 7)) pontja, hogy annak bdrmilyen kérnyezetében
(amelyet aZ £ szdm tetsz8leges megvélasztisdval kaphatunk),
van két azonos abszcisszdju (x€, 'ﬂ(xe 0, (xa, ‘Pz(xé )} pontpar
amelyekre

|f(x5. Prxe 1 - fxg . Pylxg ) | g
[ lf}l(xf, ) - lP2(X£) , E :

{ é tetszdlegesen nagyra vdlaszthat6).

Az egyenldtienség kizdrdsa elégséges feltétele az egyértelmii
megoldhatésdgnak,
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Az egyenldtlenség kizdrdsa az

5.3. Definicié, Akkor mondjuk, hogy az f(x,y) folytonos fliggvény

azQdc mz tartomdnyon az y viltozéjdban kielégiti a lokdlis Lipschitz
feltételt, ha az tartomdny minden pontjéhoz tatldlhaté olyar Kc&2
ktrnyezet és olyan L> 0, kirnyezettdl fliggd Lipschitz-féle 4llands,
hogy minden

(x.y b (x.y,) € K
esetén, fenndll az

| ey - oy | < L] yy, |
egyenldtlenség.

Egységes a Lipschitz feltétel, ha az L Lipschitz-féle dllandé6 a
pontt6l, és a K kbrnyezettdl fiiggetlen,

A Lagrange -féle kozépérték tételbll kvetkezik az

5.4. Tétel. Ha az f{x,y) és az f;/(x,y) figevények folytonosak az Q2

tartomdnyban, akkor f(x,y) az y vdltozéjdban kielégiti a lokdlis
Lipschitz feltételt.

Bizonyitds., Legyen Po (xo,yo) € G2 , tetszélegesen rigzitett pont. Ve-
gyiink fel a P (xo, yo} pont koril egy olyan K kirnyezetet, amelynek K le-

zdrtja is része az @ tartomdnynak. Vezessik be a kiovetkezg jelslést:

(x,y)méx -IEI%(X’Y) I = M

A M>0 szdm létezése az | f}’((x.y) | tuggvény K-ban valé folytonossdgédbol
kivetkezik. Tegyik fel, hogy Pl (x.yl). Pz(x.yz) tetszdleges két pontja a X

karnyezetnek. Ekkor, a Lagrange-féle kzépérték tétel szerint, van olyan
je R,amelyre teljesill a kivetkezd egyenléség:

fxy)) - H0yy = £605) 0V 7KKy,

és ebbdl az, hogy
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|ty - ey | < My,
azaz az M = L Lipshcitz-féle dllandéval a lokdlis Lipschitz-feltétel teljesil. O

A kovetkezd példaval azt illusztrédljuk, hogy az f)',(x,y) parcidlis derviilt

létezése nem szlikséges a Lipschitz-feltétel teljestléséhez,

5.5. Példa, Igazoljuk, hogy az f (x,y) = sz + y2 fuggvény az y véltoz6-
jdban kielégiti az egységes Lipschitz-feltéeelt,

MEGOLDAS. A fuggvény y vdltoz6ja szerint parcidlisan nem derivilhats
az origéban. A 8. dbrin azonban lithatjuk, hogy minden P(x, yl} és P(x,yz)
pontban .

mert birmely hdromszig két oldaldnak kiilénbsége nem nagyobb a harmadik
oldalnial. A Lipschitz-féle dlland6: L =1,

by

(x, %)

(x, %)

N
Xy

8. dbra
A lokdlis Lipschitz-feltétel teljeslilésébgl mar kivetkezik az

5.6. Tétel. Tegyik fel, hogy az f(x,y) fuggvény folytonos az

Rc IR2 tartomdanyon és ott kielégiti az y vdltoz6jdban a lok4lis
Lipschitz-feltételt. Legyen (x Y, yaz tartomdny tetsz§legesen
rogzitett pontja. Ekkor az
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y' = Hxy) yx )=y,

kezdetiérték feladatnak legfeljebb egy megolddsa van,

A kovetkezgkben bebizonyitjuk, hogy az 5.6, Tétel feltételei mellett
léte .ik a megoldés.

5.7. Tétel. {Cauchy-Lipschitz-féle egzisztencia és unicitds tétel.)
Tegytk fel, hogy az f(x,y) fliggvény folytonos az{lc [R¢ tartomai-

nyon és ott kielégiti az y viltoz6jdban a lokélis Lipschitz-feltételt,
Legyen (xo, yo} az 62 tartomdny tetszflegsen rogzitett pontja, Az

a>0, b>0 szdmokat vdlasszuk meg ugy, hogy a
T= {‘(x,y) t]x —xo|<a, Iy -y0|<b}

téglalap T lezirtja is része legyen az (xo, ¥,) ponthoz tartozé

Lipschitz-féle K kérnyezetnek, amelyhez tartozé Lipschitz-féle
dllands L.
Vezesslik be a kévetkezd jeloléseket:

max f(x.y) =M, o= min (aT%) .
x.MET

Ekkor az
y = f(x,y): yx )=y,
kezdetiérték feladat egyértelmiien megoldhaté.

A teljes megoldds értelmezési tartomdnya tartalmazza az
(xo -5l x0 +p¢) intervallumot.,

Bizonyitds. A rekurziv formuldval képzett

Y@=y,

X

P o=y, + J f(t. Pn_l(t))d:,
X
4]

n=1,23,...; X E,(xo—o<, X +6&{),
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fuggvénysorozatrél beldtjuk, hogy egyenletesen konvergil és hatdrfiiggvényé-
r§l azt hogy a kezdetiérték feladat megolddsa.

Ezt az eljardst Picard-féle szukcessziv approximécisés médszernek,
vagy fokozatos kitizelitésnek nevezziik,

A bizonyitds els§ lépése: teljes indukcisval igazoljuk, hogy a fliggvény-
sorozat dltal definidlt flleo~ények grafikonjai T-ben haladnak. Nyilvdnvals,
hogy

hoy ey h’.yt\CT. ha |x-x0|<0{.
Tegylik fel, hog;
(x, an_l(x)) €T, ha | x-x [<e<,

Bikor f(x, ¢, (x)) létezik é&s |f(x, P (x)|<M miate

X

I\Pn(x) -y0| =|S £(t, "f]n_l(t)) dt[sM[x-xo ]<Mo<<b, tehét

X
[¢]

x, P neT, ha  [x-x_|<oC .
Mésodik lépésben: a ‘Pn(x) fuggvénysorozattal ekvivalens
o0
\PO(X) + kZ=1 (llok(x) - "Pk_l(x)), | x—xol < 5

fliggvénysor egyenletes és abszolut konvergencidjit igazoljuk, olyan poziriv
tagu majordns numerikus sor megaddsdval, amely !x—xo ] < o esetén majo-

rilja a fluggvénysort, azaz azt dllitjuk, hogy n >1 esetén

Ln| X-X |m
[

n_.n
M M L o
“Pn(") -‘Pn—l(x)l< T T <T Tmi
Ha n =1, akkor igaz az 4llitds, mert
Lo

x
I \Pl(x) -YO] = L‘[ f(t,y ) dt|< M] X=X k_h}_,ﬂ T
o
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Tegyik fel, hogy (n-1)-re igaz az dllitds és bizonyitsuk be n-re. Haszndljuk
a Lipschitz-feltételt a kisvetkezd képletben:

X
|f,00 - jo[=]] e £ -t 9, 0o al|<

X
8]

X
< }j{ L] Py @ - g0t |

0

Az indukcits feltétel szerint

X Ln-l IE'X In-I
M o
- < —_— <
| P o0-F _els LS o s
X .
o
n n
- M L Ix-xol M an(’n
ST nl <T Ta
Ezek utdn nyilvdnvalé, hogy az
M Lo
I Yo I + Z T k!

k=1

numerikus konvergens sor a figgvénysor majordns sora. Weierstrass tétele
szerint a figgvénysor és vele egylitt a filggvénysorozat, | XX | <o -ban

egyenletesen tart valamely LP(x) hatdrfiggvényhez. A ‘]0 (x} hatdrfuggvény

~ folytonos, mert a hozz4 egyenletesen konvergdlé flggvénysorozat elemei is
folytonosak voltak,

(x, LP(X)} €T, ] x-x0[<o(esetén,
mert minden rogzitett x-re (x, \P(x)), az (x, \P (x)) €T, pontsorczat hatr-
pontja, Ebbél és a Lipschitz feltételbdl kbvetkezik, hogy
| fx. “Fn(xn fx, Pxp | L ]\Pn(x; - t{?(x)|
n=11213:--. M IX'X0|<O<,
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azaz az, hogy f{x, LPﬂ(x))-—» f(x, ‘*P(x)), n— co , konvergencia is egyenle-

tes. Ekkor viszont a

X
Y(x) = lim ‘Pn(x)= tim (v, + j f(t, (Pn_l(t)) dt )
n—oco x

n—soo
0

hatdrérték képzésekor az integrilis és a limeszképzés felcserélhets és a
Y (x) fuggvény kielégitl a kivetkezd integrélegyenletet:

0 — o

X X
Yix) = y,+ j lim f (. lf)n-l(t)) dt=y + [ fe. Peya,
X X

o [s]

amely LP(x) folytonossdga miatt az 5,1. Tétel szerint ekvivalens a kezdetiérték
feladattal.

'R

N

N

R ———
| I N,

X-a x,mol

o

9. dbra

A megoldds egyértelmiisége az 5. 6. Tételbdl kovetkezik.
A 9, dbrin megfigyelhetjuk azt, hogy az o = min (a, —% ) szém ilyen

megaddsa, kovetkezménye volt az |y'(x)]El f(x, y (x))| < M feltételnek,
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mert e miatt a megolddsgirbe legkordbban (az dbra szerinti felvételben),
az X = % abszcisszdju pontban hagyhatja el a téglalapot,
Az (xo -0, X, +¢() intervallumban eldéllitott lokdlisan egyértelmi meg-

oldds létezésébdl, az 1,7, Térel szerint kivetkezik, hogy az egyértelmiien foly-
tathat$, azaz a teljes megoldis 1étezik. O
Végtl bebizonyitjuk a kvetkezd tételt:

5.8, Tétel. Az 5.7. Tétel feliételeinek megtartdsa esetén a kez-
deti érték feladat teljes megolddsgorbéje az &2 tartomény hatdrs -
t6l-hatdrdig halad.
Bizonyitds. Legyen kPl(x) az
y' = f(x,y) 3 Y(XO) =¥y
kezdetiérték feladat teljes megolddsa, Jeloljik ( ﬁi’ ﬂzj-vel az értelmezési

tartomdnydt, Legyen A C 2 az (xo, yo) pontot belsejében tartalmazé tetszg-

legesen rogzitett, korldtos és zart ponthalmaz. Tegyik fel, hogy az 4llitds-
sal ellentétben minden

x € (,Gl,pz) esetén  (x, ‘]ol(x)) €A,

azaz azt, hogy a teljes megolddsgirbe a korldtos és zdrt A ponthalmazban ma-
rad. Az 5.1. Tétel szerint

X
Y=y + g £, P @) dr
X
o
és ebbdl
Xk X&
| Pie - Prxp | =lg i, P e a [ i, P, |
X X
o) (¢

X X e[xo’ﬂz) .
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Amax | f(x,;] =M

A felhaszndldsdval a fentiekbd! kivetkezik, hogy

I P - lPi(x€)|<MA [ x|
X % €[x . B,

és ehhdl az, hogy létezik a lim \PI (x) hatdrériék.

X-)ﬁz

Terjesszlik ki a \Pl {x) fuggvényt adﬁz pontba is, Legyen

\Pl(ﬁ2) = lim \PI(X}'
x> 3,

2

Fzzel ‘Pl a (32 pontban balr6l folytonos és a [xo. [j’ 2] zdrt intervallum-
ban kielégiti az integrdlegyenletet, Ebbdl kivetkezik, hogy
Yl (B0 =1 By ¥ (By)- Az5.7. Tétel szerint az

kezdetiérték feladatnak szintén teljes megolddsa van és az, a pzpont jobb

oldali kornyezetében is értelmezett, Ha ennek a LP (x) megolddsnak az értei-
2
mezési tartoményit ('fl, ’fz)-vel jelsljuk, akkor a fentiekbdl kovetkezik,

hogy ’fz > ﬁz. Mivel k-Pz(x) egyértelmii megoldés és '~P i(ﬂz-[)) =
= f(/32, lP[ (ﬁ2)}._ ezért
\PI {x}), ha ﬁl < x \{ﬁz

Yix)=
LPz(x), ha p’zS X <'j;

folytonosan differencidlhaté megolddsa ax

y =fxys ykp)=vy .
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kezdetiérték feladatnak, ellentmonddsban azzal, hogy ﬁl . pz) a teljes meg-
oldis értelmezési tartomdanya.3

Az 5.7. Tétel bizonyitdsidban megismertik az ugynevezett Picard-féle
kozelitd eljirist, amellyel az

y' = Hnyrs y) =y,

kezdetiérték feladat teljes megolddsat tudjuk kozeliteni. Az eljirds lényege
az, hogy a kezdetiérték feladattal ekvivalens ¢

X
y=y, + K f(t, y(t))de
X
(4]

“integrdlegyenletbdl" rekurziv médon

L=y,

\?I =y + | f lPo(t)) de,

an(x) =y, + (t, \Pn_l(t)) dt, n€ IN,

Bty D D Ay 0

o
fliggvénysorozatot képeziink és mivel

Him LPn(x}‘ = ‘P(x)

n- oo

a teljes megoldds, ezért rogzitett k-ra LPk(X) a teljes megoldist kozelitd
fuggvény. Igy példdul az

y' =x-y; yo =1
kezdetiérték feladat esetén teljesitlnek az 5.7, Tétel feltételei és a
Y =x-1+2e ", —ocolx<oo,

teljes megoldédst kozelitd fiiggvények a kovetkezdk:
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. \PO(X) = 1,»

. X
‘Pi(x)=1+g(t-l)dt=l-x+;—x2,
0
¥ 12 2 1 3
\Pz(x)=1+ Xot-(l—t+it)dt=l-x+x g%,

{x)=1 -x+x2-lx3+—!—x4- ——l—xs
lP3 3 12 120 ©

‘P(x)-l —.x+x2—lx3-1--i—x4 - L x5
470 3 12 120

(x)=1 -‘x+x2—lx3+-l— x4 S8 x5+ L x6
\PS 3 12 60 720

A megoldds és a kozelit§ megolddsok ravildgitanak arra, hogy a szukcessziv

approximécicéval kapott ‘Pk(x) fiiggvények nem részletvsszegeia Y(x) meg-

olddst el§4llit6 hatvdnysornak. A gyakorlatban ez a tulajdonsdg szinte lehe-

tetlenné teszi a lim ‘Pk(x) hatdrfliggvény z4rt alaku megadédsit. Legfontosabb
ks oo

tanulsdgként azt is levonhatjuk, hogy a Picard-féle médszer alkalmazdsit

minden esetben meg kell, hogy elézze a teljes megoldds létezésének valami-

lyen médszerrel valé kimutatdsa, mert ha nincs megoldds, akkor a \Pk(x)

fliggvények semmit nem kizelitenek és ha tobb megoldds van akkor nem tud-
juk, hogy mire vonatkozik a “kbzelités™.

A most ismertetett kijzelité megolddsi médszer kilénbozik az aldbbi
diszkrét numerikus megolddsi médszert§l, A kivetkezékben az ugynevezert
Euler-médszerrel ismertetjilk meg az olvasdt.

Tegylik fel, hogy az

y =f(x.y); y(x0 =Y,

aezdetiérték feladatnak létezik ‘P(x; teljes megolddsa,

A feladat numerikus megolddsin azt értjuk, hogy véges sok X

¥=1,2,..., nhelyen meghatdrozzuk a '*P(xk)-hoz "elég ktzeli" értékeket

s megbecsiiljik az eltéréseket.
Legyen az [xo,xo +P]zdrt intervaltum a Y(x) teljes megoldds értel-
:nezési tartomdnyénak része. Vegytk fel az intervallumban az Xy
k=1, 2, ....n pontokat ugy, hogy az
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xo<xl< Xy eee <xm_l<xn =X +ﬁ

feltétel igaz legyen, (Gyakran egyenldkori felosztdst hasznilunk, ) Képezzik
szakaszonként az { (x) poligont a ktvetkez8képpen:

£(x)= Yo+ f(xo,yg} (x - xo), ha x e_['_xo,xl] ,
Lx)=v,,
A=y g + 80 e Ve ) &%), ha x€fx %]

)=y, k=1.2....m (10. &bra).

]
Y
Y 4——————— = -{(x
S y=t&)
2 4)
%" -
— -
% Xf Xz X3 X
PQ az infegraftgorbe

10, dbra

A most defini4lt poligont Euler-féle torott vonalnak nevezzik. A kezdeti-
érték feladatot Euler -médszerrel oldjuk meg, ha kiszdmitjuk az (xk,yk) szam -

pirokat. Az Euler médszer a legegyszeribb numerikus mddszer az ugyneve-
zett Runge-Kutta tipusu médszerek kozott. Az ilyen médszerek részletes

targyaldsat [ 5]-ben taldlhatjuk.
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Oldjuk meg Euler médszerrel a kivetkezs feladatot:

¥ o= f(x,y); y{0) =5,

fx.y)= (2y S“:{x . ha  x#0

2y . ha x=0.

A differencidlegyenlet széts dlaszthat6 viltoz6ju. A teljes megoldis létezése
a IL fejezer, .1, Tételébdl kovetkezik, de az

integrilegyenletbél lthatjuk, hogy a jobb oldali integril primitiv fiiggvényét
csak hatvdnysorral adhatjuk meg.

A kezdetiérték feladatot a {0,1] intervallumban Euler médszerrel
megoldottuk. Szdmitégéppel kaptuk a kivetkezd megoldést:

“ Ye
0.00000 5. 00000
0. 10000 6.10996
0. 20000 7.46110
0.30000 9. 09851
0. 40000 11.07276
0. 50000 13. 43938
0. 60000 16. 25802
0. 70000 19. 59099
0. 80000 23.50133
0. 90000 28. 05006
1. 00000 33.29294

A kuzelités abszolut hibdja kisebb mint 10_4. A hibaszdmitds képletét
[5]-ben taldljuk meg.
Végiil az
1 2
y' =f(x,y), YeQcecR

jelvlés ellentmonddsossdgival foglalkozunk. Ez az elientmondés az, hogy
ebben az egyenletben az ismeretleny : IR > R ésy’ : R— R fuggvények

jelikkel az f: R Z, R figgvény pedig f(x,y) értékével szerepel. A diffe-
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rencidlegyenletet azért jelsitikk ilyen formédban, mert ez eldsegitette az els§-
rendil differencidlegyentetek tipusainak felismerését és ezdltal a helyes meg-
olddsi médszer kivdlagztdsat. Igy példdul ha

f(x,y) = - gx) y + h(x), g. he ¢’ .

akkor a differencidlegyenlet explicit elsérendd inhomogén linedris.
A jelolésnek ezt az ellentmondisossigat csak ujabb fliggvények bevezeté-
sével sziintethetjilk meg. Egy lehetséges elképzelés a kovetkezd: adott az

f: R z, R fiiggvény és legyen az u: R— ]'Rz olyan fliggvény, amelynek koor -

dindtafiggvényeia { : R+ identikus leképezés, (8 (x) = x), és az ismeretlen
y figgvény. Ekkor a differencidlegyenlet a kovetkez6 alakban adhaté meg:

y  =fou=fo(8, yh
Az ‘]D: =R, differencidlhaté fuggvényt megolddsnak nevezzik, ha
Y m=fo® ) =6 ), Yon=

= i(x, . x €L
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Misodik fejezet

KOZONSEGES
) DIFFERENCIALEGYENLET-RENDSZEREK
ES MAGASABBRENDU DIFFERENCIALEGYENLETEK

1. Alapfogalmak, dtviteli elv. Hidnyos mdsodrendu
differencidlegyenletek

Koztnséges differenciilegyenlet rendszereknek egy olyan egyenletrend-
szert nevezlnk, amelyben ttbb ismeretlen differenciélhats valss egyviltozos
fitggvény és azok derivaltfuggvényei szerepelnek. Legyen n2>1 természetes

szdm és fl»'f2’ cees fn legyenek a kozbs 52 értelmezési tartomédnnyal rendelke-

z8 (1) vdltoz6s valss fliggvények. (< Rx ]Rn, pontjait jeloljuk

{t, S ,xn)~nel. A t véltoz6 szerinti differencifldst "fels6 - ™ jeldlje.

Az

X = fl(t. xl,xz,....xn)

=f2 {t, x,.x ,....xn)

%9 1'*2

-
-

xn = fn (t.xl,xz,...,xn)

egyenletfendszert Cauchy-féle normaét alaku elsgrendu explicit differencidl-
egyenlet rendszernek nevezziik, Vektoriilis alakja az x : IR—> JR"-be képezd
ismeretlen fiiggvényre vonatkozé6:

x=£(t.x) .

Az els6 fejezet végén ismertetett jelslésnek megfelelen az elsérendi expli-
cit differencidlegyenlet rendszer jelolése az ismeretlen

x:R—R ",
i(_ :R-—— '{Rn.
fiiggvényekkel és az ismert

f: R x R"—R",
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illetve az identikus leképezéssel a ki /etkezd:
x=fo0(8 x
Ha az f fuggvény a t viltozotol fuggetlen, akkor autonom a differencidlegyenlet
rendszer, Az elsdrendili explicit differencidlegyenletre és e differenciilegyen-
let rendszerre vonatkozé 4llitdsaink formai és tartalmi azonossdgot mutatnak.
Igy a megoldds értelmezése is hasonléan torténik.
1.1, Definici6. Az
. n
x=f(t.x}, (.Xx)EQ<Rx R,
differencidlegyenlet rendszer megoldisdnak nevezzik azt a leg-

alabb egyszer differenciilhaté __@:IR-—»]R I fiigovényt, amelyre tel-
jesiilnek a kiivetkezd feltételek:

Y értelmezési tartomdnya I intervallum,

« Yen e QcrxRN t e 1,
Yo=te. P telL

r={(t:f(t))€QcRxR“ ‘tE I}

ponthalmazt megoldisgbrbének vagy integrilgorbének nevezzik.
Az x vektorck n dimenzibs terében, a fdzistérben, a

T={f(t) ER: te€ 1} :

ponthalmazt pdlyagtrbének vagy fizistrajekt6ridnak nevezzik (I1. dbra).

1.2. Definicié. Az
= K60, 60 E€ QCRxR
differencidlegyenlet rendszer szinguldris megolddsdnak vagy

egyensulyi helyzetének nevezzik azt a kP(t)E\PO allands vektort
amelyre az’ - -

. ¥9r=0 rerl

azonossag teljesil.
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I[t, &bra

A szinguldris megoldds 4dllandé megolddsfuggvénye a differenciilegyenlet
rendszernek, mexrt

\f) 0 =g §°), tei.

Az irdnymezdt szemléltethetjik n = 2 esetén. Az S2 tartomdny

0
t.Xx
(G

o s 5 21142
1 x2) pontjaihoz huzott paraméteres elddllitisu

o o,
v=Al, fl(to.x XZ»

1 és f2 az f fuggvény két koordindta -

fliggvénye. Ekkor ugyanis a (t. ‘{J(t)} = {t, \PI {t), \Pz(t)), t € I megoldasgsrhe

ilyen paraméteres alakjdbél lathatjuk, hogy rogzitett ty helyen, az érinté-
vektor

irdnyvektoru egyenesszakasszal, ahol £

0

) ; o
(P e 0= (1 £ (6 ox]ox) e x] x00

0

Legyenek aik(t) és bi(t). i, k=1,2,..., naz | intervallumon ertelme-

zett valés fliggvények. Az
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X, =a“(t) xl + alz(t) Xy +.. .+ aln(t) X + b[(t)

H

%9

azl(t) X + 322(11) X, 4. azn(t) X + b2(t)

X = anl(t) X + anz(t) Xy +...+ ann(t) X + bn(t) .

differencidlegyentet rendszert linedrisnak nevezzlk. A rendszer vektoridlis
alakja az A(t) = [a],k(t):l métrix ~skaldr fuggvénnyel
%= A(t) x+ b(D)

Ha b(t)=0, akkor a differencidlegyenlet rendszer homogén, egyébként inhomo-
gén. Ha valamennyi aik(t) fliggvény allands, akkor dlland6 egyltthatés a li-

nedris differencidlegyenlet rendszer,
A gyakorlatban legtobbszor a differencidlegyenlet rendszernek adott fel-
tételeket kielégitd megolddsait keressik, Legyen f(t, x) az 2c R xR" tarto-

mdanyon értelmezett [Rn—be képezl fuggvény. Vilasszuk ki§e2 valamely
o ‘s
(to,_i_l )} pontjit, Az

M 0
x=ft.x; Xt)=x

egyenlgségekbil 4116 feladatot kezdetiérték feladatnak nevezzik. Az

a .z : < 0o . :
g(to) = x egyenldség a kezdeti feltétel. A t,x  szam, illetve vektor a

kezdeti értékpar,

A teljes megoldds fogalma, azaz az egyértelmti megoldhatésig defini-
ci6ja. valamint a lokdlisan egyértelmi megoldds fogalma az elsé fejezet
1.5. és 1.6. definici6jahoz hasonléan leirhats csak a jeloléseket kell megval -
toztatni. Ennek mecfogalmazdsit az olvaséra bizzuk,

Kezdetiérték feladatot kapunk, ha a 12, dbran l4thaté m tomegl testet
a hozzdképest elhanyagothat6 témegli rugalmas testtel (rugéval), kapcsoljuk
a rogzitett ponthoz. Az egyetien tekintetbe vett erd a rugéerd. {A valosdgban
meglevs valamennyi energiafogyaszté hatdst elhanyagoljuk.) Az igy idealizalt
esetben csillapitatlan szabad lengésrgl beszéliunk. A t iddpillanatban a kité-
rést y(t)-vel jeloijik,

12, dbra
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A rug6erd nagysdga kis kitérések esetén a kitérés linearis fuggvénye és ird-
nya az elmozduldssal ellentétes irdny, Ha éa rug6illands, akkor (I? y & rugé-

erd nagysdga. A lengést szabilyoz6 fizika térvény, Newton 2, axidmdja,
amelynek matematikai modellje az § gyorsuldssal felirt:

.“ 1
y=-go v Y(U)-Yo

y(0) = v;

feladat, ahol x, 2 kitérés, 'J; pedig a sebesség nagysdga a t = 0 idSpillanat-
ban, Ezt a feladatot az y = X ¥ = X, jelolésekkel dtirhatjuk a kgvetkezéképpen:

X, =X X[(0)=Yo
Xy= = ——X 3 x 0)="%.

lly mé6don differencislegyenlet rendszerhez tartoz6 kezdetiérték feladatot ad-
tunk meg,
Az el§zd példdban ldtott

differencislegyenletben az ismeretlen y : R~ ; fliggvény legmagasabb rendil
derivdltja, az ¥ : R— R, azaz a mdsodik derivilr,

Attol filggden, hogy a differenciflegyenietben az ismeretlen fliggvény
hinyadik derivéltja szerepel, értelmezzuk a differencidlegyenlet rendjét,

A differencidlegyenletet n-ed rendiinek nevezzuk, ha a benne szerepls
legmagasabb rendl derivilt az ismeretlen fuggvény n-edik deriviltja.

Explicit az n-ed rendi differencidlegyenlet, ha az n-edik derivalt a tob-
bi viltozéval kifejezett. Szokdsos felirdsa a kiovetkezd:

vy ety v, ..., @0, n2>l,

aho!
f: RxR "> R, adott fuggvény.
Ha a differencidlegyenletbdl az n.derivilt kifejezése (esetleg azonos 4t-
alakitdsokkal), nem lehetséges, akkor implicit a differencislegyenlet.
Jelslése a kavetkezd:

. -1
Ft.¥.¥, «uvs y(n ), y(n)) =0.
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1.3. Definicis. Az

. -1 . -1
y® =y, 5 e VO €y T e Y IEQERXRT

differenciilegyenlet megolddsdnak nevezzik azt a legaldbb n-szer
differenciilhat6 ‘?: TR— TR figgvényt, amelyre teljesiilnek a kovet-
kezd feltételek:

Yértelmezési tartoménya I intervallum,
¢. Yo. ‘{S(t) PO DG0eQ, e
P = e, 9@, YO..... 9" Ve, ceL
Amint azt az 1.3. Definici6bsl latjuk a megoldds értelmezése azn =1
esethez hasonléan tortént,

Az n-ed rendll explicit differencidlegyenletre vonatkoz6 kezdeti feltétele
szokdsos jelolése:

)y, y_ K. _ 3
y =y, i k=0.L....nL
k
te ¥, ER-

A feltételek szdma n. Nyilvdnvalé, hogy tobb feltételt nem adhatunk, mert
a differencidlegyenlet rendszer egyértelmlien meghatdrozza az n-edik der1-
vilt értékét a to helyen a figgvény és az elsé (n-1) derivéltjanak t, helyen

felvett értékével; ugyanis

(n-1)

(), . _ - .
y (to)— i . ) ya e oeen ¥ €) -

Akarhdnyszor differencidlhaté fliggvények esetén az n-nél magasabb-
rendd deriviitak t, helyen vett értékel is meghatdrozottak, mert az

{n-1)

Yo =170, O, .oy )

azonosség differencidldsdval az
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1 . . -1
y(l1+ )(t) = ft(t,y(t).y(t).....y(n )(t)) +

(n

. - -1
+ fy(t,y(t). y{th ...,y ’(t)y(t} +

.
-
.

(n)

. . -1
+ fy(n-l)(t,y(t-), y(), ... ,y(" )(t)) y ()

({133

alakbol, a t, pont behelyettesitése utdn, y 1)(t0) adott és az elkezdett eljd-

ridssal a magasabb rendl deriviltak t, helyen vett értékei hasonléan meghatd-
rozhatdk,

Az explicit n-ed rendii differencidlegyenlet tekinthets elsérendt diffe-
rencidlegyenlet rendszernek. Kapcsolatukat kimondja a kovetkezd dtviteli elv-
nek nevezett

1.4, Tétel. A legaldbb n-szer folytonosan differencidlhaté y fligg-
vény, valamely [ intervallumon, akkor és csak akkor elégiti ki az

- '1
vy = sy, g...y" D)

&, . k. o
y (to)_yo L] k*O.l.....n 1,

k
to'yo € R,
kezdetiérték feladatot, ha az

(n-1)

X0 = GO, 7O.....y" D) el

vektor -skaldr fiiggvény megoldisa a kivetkezd kezdetiérték fel-
adatnak,

xl1 = f{t, x!,xz,... .xn);
" n-1
A A I

o 1
_X_(to)— (yo- Yo o

~l
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A tértel bizonyitdsa az
x, @ = y()

x,(t) = ¥(©)

@Dy

x )=y

jelolésekkel azonnal adédik, O

Néhany egyszeril esetben méisodrendi differencidlegyenletet meg tudunk
oldani az 4tviteli elv alkalmazdsaval. Ilyenek az ugynevezett hidnyos médsod-
rendit differenciilegyenletek.

Az ¥ = f{t,y) differencidlegyenletet hidnyosnak nevezzlk; mert jobb ol-
dala az y ismeretlen filggvényt explicit médon nem tartalmazza, Az X =Y
és az x, = v helyettesitésekkel az

x2 = f(t,xz)

differencidlegyenlet rendszert kapjuk, amelynek mdsodik egyenlete csak az
X, ismeretlen figgvényt tartalmazza. Ha ez a differencidlegyenlet valamely

2 cIRZ tartomdnyon megoldhats, akkor xz(t) megolddsdt az elsd egyenletbe be -

helyettesitjilk és integrildssal a hidnyos mésodrendit differencidlegyenlet
xI(t) = y(t} megolddsat kapjuk,

Az y = f(y,y) differencidlegyenletet is hidnyosnak nevezzik, mert a
jobb oldala a t fliggetlen viltozét explicit médon nem tartalmazza, Az X =y
és az x, = y helyettesitésekkel az

1%

x2 = f(xi ,x2)
differencidlegyenlet rendszert kapjuk, Ebbél, eldszér az xz(xl) figgvényt

hatdrozzuk meg a kivetkezdképpen:
Az tsgzetett flggvény differenciéldsi szabdlya szerint

. dx2 dx dx
X, = 7— 1 — jlletve — x_, ahol felhaszniltuk az elsd differencial-
2 dxl de clxl 2
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egyenletet is. Ebb6l és a mdsodik differenc idlegyenletbdl, az X, # 0 esetben

az x2(x1) ismeretlen fliggvényt tartalmaz6

e e b d x, #0
c!x1 X, 2
differencidlegyenletet kapjuk, Ha ez a differencilegyenlet megoldhats, akkor

a megoldédsit az elsd differencidlegyenletbe behelyettesitjiik és az
Xy = x0p)

differencidlegyenletbil szepardldssal kapjuk meg a hidny 9s masodrendi diffe -
renc{dlegyenlet xl(t) = y{t) megolddsit, D

Az 4tviteli elv (1.4. Tétel) ismerete elméleti szempontb6l 1ényeges,
mert a differencidlegyenlet rendszerekre vonatkozd tételek, amelyek a meg-
oldids létezésére, egyértelmiiségére, periodicitdsdra, s.i.t. adnak feltétele-
ket, a magasabbrendii explicit differencidlegyenletre is alkalmazhaték, ugyan-
is a differencidlegyenlet rendszer megolddsdnak elsé koordinita fuggvénye
a differencidlegyenlet megolddsa.

Van olyan eset azonban, amiknr differenciilegyenlet rendszert célszerl
differencidlegyenlet formdjéban vizsgilni, Igy példiul az

2
*
1% ¢ Xpr Xy >0,
2
-
2- 72

differencidlegyenlet rendszert a kovetkezdképpen alakithatjuk 4t: differencidl-
juk misodszor az X, figgvényt (tegylk fel, hogy a médsodik derivdle 1étezik),
X
Az 3('2 = 2—1 egyenletbe a differencidlegyenliet rendszer elsd egyenletéhsl
X, és a méasodik egyenletébsi x, behelyettesithetd és ezzel az

1
.2
b
hidnyos méasodrendii differencidlegyenletet kapjuk. Megoldisa a kiovetkezs:
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1

c.t+c

X, (ty = -
2 1 2

' CI>G' czelR.

Ezzel, a differencidlegyenletrendszerbdl a misik megoldds

2
|

xl(t) =
(cl{+c2)

2, Differenciilegyenlet rendszerekre vonatkozé kezdetiéreék fel-
adatok egyértelmil megoldhat6sidga

Tekintsiik az }_'(_= f(t,x), x: R— ]Rn, n >1), Cauchy-féle normal alaku
explicit elsrendil differencidlegyenlet rendszert. Az n= 1 esetben tdrgyalt"

y' = f(x,y)

differencidlegyenlet, amint azt az el§z8 pontban littuk, formai és tartalmi
szempontbol sok hasonlésdgot mutat az n > 1 esethez. Az els§ fejezetben meg-
ismert

y =f(x,y): yix )= Y,

., e Qc’lﬁ kezderiérték feladattal kapcsolatos fogalmak és tételek, szoészerint
értelmezhetdk a differencidlegyenlet rendszerhez tartozé ’

=500 x€)=x", €2 EQTRxR", €L

kezdetidrték feladatra, csak vektoridlis formdban kell megfogalmazni a fel- -
tételeket, Ilyen példdul a

2.1, Definicié. Akkor mondjuk, hogy az f(t,x) folytonos fiiggvény

azQ2< Rx R" tartomanyon, az'i viltozéjdban kielégiti a
lokilis Lipschitz-feltételt, ha az §2 tartomdny minden pontjdhoz
taldlhat6 olyan K< §¢ kdrnyezet és olyan L > 0, kornyezettsl
fugegs Lipshitz-féle 4llandd, hogy minden

xh @ ek

esetén érvényes az



fex - gD | r | xl |

egyenlétlenség,

Egységes a Lipschitz-feltétel, ha az L Lipschitz-féle 4lland6 a
ponttsl és a K ksrnyezett8! fiiggetlen,

2.2, Tétel. Tegyik fel, hogy a=

0= [ fen |, tel
£(t,%) (tL0EQRCRxR"
f.x) X= (X Xy, 0 X )

fuggvény fi :Rx RS R koordindtaftiggvényei, i=1,2,...,n

és az

f: (tiﬁ)l ilk= 1’2101.1111

parcidlis deriviltfiiggvények -folytonosak az §2 tartomdnyon. Ekkor
£(t,x) az x vdltozéban eleget tesz a lokilis Lipschitz-feltételnek,

Bizonyitds. Legyen (to: x%EQR, tetszblegesen rogzitete pont, Vilasszuk
meg a pont K kérnyezetét ugy, hogy a K lezdrtja is része legyen az G2 tarto-
maénynak. Legyen

max _|f (t,x)| =M.
t,x)eEK

Tetszdleges (t,gi). (t,gc_z) € K pontokhoz van 5 , hogy (t,j }EK

| te.xh) - geodl nmax | gy -1 | =
i

.=n maix l dfi ((t,i)i (ﬁl'ﬁz))|<

< nnM] 3:_1-_)5]: Llil-le
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ahol L = n2M a lokdlis Lipschitz-féle dllands. (A dfl differencidlek becslésénél

felhaszndltuk a Cauchy egyenldtlenséget, amely vektorok skaldris szorzatdra
vonatkozik), O

A kezdetiérték feladattal ekvivalens integrilegyenletre vonatkoz6 tete!
{elsd fejezet 5,1, Tétel) megfelelSje a

2,3, Tétel, A "P fliggvény akkor és csak akkor megolddsa az

i=f6.0: xc)=x

kezdetiérték feladatnak, ha valamely I intervallumon folytonos és
kielégiti a kovetkezd "integrilegyenletet™

t
_*E(t)=£‘.0+§ f(u,x(w) du, €I1.
tO

Az integrilegyenlet segitségével kimondhatjuk az elsd fejezet 5.7, Téte
lének, a Cauchy-Lipshcitz-féle egzisztencia és unicitis tételnek megfelels dis
ferencidlegyenlet rendszerekre vonatkozé tételt, amelyet ahhoz hasoniéan bi-
zonyithatndnk. Ebben az esetben azonban egy elméletileg fontos, ugynevezett
kontrakcios elven alapulé bizonyitist ismertetiink. Az eldkészitést a kivetke
z&k éppen végezzik,

Legyen adott az F fliggvényosztdly, Tegyilk fel, hogy F metrikus és tel-
jes tér. Ez azt jelenti, hogy F fiiggvényeinek ¢ tivolséga egy olyan médon ér-
telmezett, hogy minden F-beli Cauchy-sorozat konvergens,

' Legyen A F-b{l - F-be képezd linedris operdtor. Az A operdtor fix-
‘pontjén olyan ¥ fuggvényt értink, amelyre A('f') = ‘)Oteljesut Az A operatort
kontrakcidnak nevezzik, ha létezik olyan 0 g <1 szém, hogy F bdrmely ketk
és FLﬂEggvenyere fenndll a kivetkezd egyenlitlenség:

P, A< a §EQ

2,4. Tétel, (A kontrakcids elv.) Ha az F teljes metrikus teret
onmagira leképezd A linedris operdtor kontrakci6, akkor egy és
csak egy fixpontja van.

Bizonyitis. Legyen \PO € F tetszflegesen rogzitett elem és képezzik a

Pew=a(P pi n=123,.., Y erF,
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fliggvénysorozatot, A fuggvénysorozat egymasutani, \Pk’ \P két elemére,

k1’
k=0,1,..., teljesil, hogy

St P=S@a . af_n< o SQ.Y, =
= $ (P _ 0 BY,_N<a’P (P P = ...
k
<qa 9.

Ekkor a hdromszogegyenldtlenség szerint, tetszdleges m >n, (m és n termé-
szetes szdmok), esetén igaz, hogy

9(?“1"‘{)11) < ?(LPnH ) ‘Pn) +9(!Pn+2' an-t—i) +.. '+9(Pm' ‘]On—l)é

<90 [q"+q™ . 4q™ T |,
1" %o

(= o
amibél kovetkezik, hogy a fliggvénysorozat Cauchy-sorozat, mert a qu,

k=0
0<q< 1, geometriai sor konvergens és részletisszegei Cauchy sorozatot at-
kotnak. Az F tér teljessége miatt a P n sorozat konvergens és ‘Phatérfljgg-
vénye is eleme F-nek, ‘~Paz A operdtor fixpontja, mert a

Sad). an< a 9. P
egyenlGség felhaszndldsdval |

lim A(P) = AY)

N—+oco

kovetkezik és a

an = A(LF]]-].)

rekurziv formulabol hatirdtmenettel LP= A((ﬂ .

Véglil indirekt médon igazoljuk, hogy csak egy fixpont van, Tegyiik fel,
hogy a '~f’ és ‘f" fixpontok kulsnbszgek.F elhaszndtjuk, hogy A kontrakcis és ez-
zel a

PO =04 (), aN< 9 PPY

egyenldtlenséghdl q > 1 ellentmonddsra jutunk, amivel az 4llitast igazoltuk.J
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2,5. Egzisztencia és unicitds téel. Tegylk fel, hogy az f(t,x)

filggvény folytonos az Qc RxR" tartoményon és ott kielégiti az
x véltoz6jdban, a lokélis Lipschitz-feltételt. Legyen (to,i") az §¢

tartomdény tetszdlegesen rogzitett pontja. Az a >0, b>0 szdmokat
valasszuk meg ugy, hogy a

o
T= {(t,gc_). It-to|<a. [x-x°]< b}

N Y S o
"henger" T lezdrtja is része legyen az (to, X ) ponthoz tartozé K

Lipschitz-féle kornyezetnek, amelyhez tartozé Lipschitz-féle 41-
land6 L.
Vezessiik be a kivetkezd jeloléseket:

1

b
max | 1e.x) | = M.X= min @, 50 ) -
t.xeT
Ekkor az
i=fE,x), x)=x

kezdetiérték feladat lokdlisan egyértelmilen megoldhaté. A-meg-
oldds értelmezési tartomdnya tartalmazza az I=(t0-0C, t0+o(,)
intervallemot.

Bizonyitds. Legyenek az F fiiggvényosztily elemei az J =[ to— o to+°<']

intervallumon folytonos fliggvények. Két ilyen fiiggvény ¢ tévolsagat értel-
mezzik a kovetkezdképpen:

Q(P.Yr=max]| YO - YOO | .
tel ,

Tegylik fel, hogy barmely LP € F esetén igaz a kbvetkez§ egyenlftienség:
o
< -
] ?(f X )& b, t(—‘.[to o<s t0+o<] .
Az ily m6don metrikussé lett F fuggvényosztdlyban a fuggvények sorozatdnak

konvergencidja nem méis mint az [to-o( s t0+ o(]intervallumon az egyenletes

konvergencia, Ebb6l azonban mér kivetkezik, hogy az F fuggvényosztily
teljes metrikus tér mert a folytonos fiiggvényekbsl 4li6 egyenletesen konver-
gens sorozatnak hatdrfuiggvénye is folytonos fliggvény és nyilvdnvals, hogy az
I intervallumban a hatdrfliggvény x°-t6l vals tdvolsdga nem nagyobb mint b,
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Ertelmezztink F-n egy A linedris integridloperdtort a kezdetiérték fel-
lattal ekvivalens integrélegyenlet jobb oldalinak segitségével, azaz legyen -

t
A(f) (t}=_{0+ J ft+ fw)rdu. ¢t €1,
tO

7 Az igy értelmezett A operdtor F-et F-be képezi le, ugyanis tetszdleges
;l ‘€ F esetén A(f) folytonos az I intervallumon, A(_'f) (to) = _{0, integrilbecs-

I¢ssel és az f fliggvény M korldtjdnak felhasznildsdval kivetkezik, hogy

L
Q@ (P, x°= max'J £(u, Py du[é max M | t-t [< MoSb
te€r, te€l
L84

Az A operétor kontrakci6, ugyanis tetszéleges "‘_P YE F esetén integ-
rdlbecsléssel és a Lipschitz-féle feltétel felhaszngldsival kovetkezik, hogy

t
P, a(¥h = max| f £, P @) - 0, Yoy du |<
_— tE€]
t
o]

t
< max,fli(u,_l?(u)) —E(u,_\]_/(u)) ldu ,é
tel ¢

o

t
< Lmaxl]l\P(u) ;\ff(u)l du l<
t€l : - -

o

< Lmax| Y -Yw <= 90y
u€el

€s igy q = LiX<1 miatt igaz az 4llitds,

A blzonyitds sordn elért eredmények és a 2.4, kontrakcios elv alapjan
kivetkezik, hogy az A operitornak az F teljes metrikus fuggvényosztilyhan
egy és csak egy fixpontja van. Ezzel bizonyitottuk be, hogy egy és csak egy
olyan f(t) fuggvény van F-ben amely kielégiti a kezdetiérték feladattal ekvi-
valens
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t
Por = acho =<+ f fu, P@de, ¢ €1,
t
(4]

integrilegyenletet. Ez a megdllapitds viszont a tétel igazoﬁését jelenti.
Ebben a tételben bebizonyitottuk, hogy az $2cRx IR~ tartomdny tetszs-

legesen rogzitett (¢ , g_o) pontjdval adott kezdetiérték feladat lokilisan egyér-
telmiien megoldhatg. A teljes megoldis l1étezésére és az G2 tartomdny hata-
rétol - hatdrdig haladdsdra vonatkozé tételek, az els§ fejezet 1.7. és 5.8. Té-
teleinek segitségével leirhaték, csak a jeloiéseket kell megviltoztatni. Erre
nem térlink ki, de a tovibbiakban felhaszndljuk ezeket az ismeretket,
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Harmadik fejezet

LINEARIS DIFFERENCIALEGYENLETEK

1, Linedris differencidlegyenletek dltaldnos megolddsinak
szerkezete

" Legyenek az f(t) és ap (1), (£=0,1,...,n-1, ahol n>1 természetes
szam), valés egyviltozds nggvenyek valamely kbzos I nyilt intervallumon ér-

- telmezve, Az

y ™y an_l(t)_y(“‘” fota ©OF+a Oy=f0), el

differencidlegyenletet explicit n-ed rendl linedris differenciflegyenletnek ne-
vezzik, Amint az a felirdsbél lithats, a differencidlegyenlet bal oldaldn az -
ismeretlen fliggvénynek és deriviltjainak ismert fliggvényekkel képzett lines -
ris kombindci6ja 411, a jobb oldalon pedig ismert fuggvény szerepel,

A dlfferenc[alegyenletrendszerekre vonatkoz6 egzisztencia és un1c1tas
tételbfl kivetkezik az

1.1, Téeel, Ha az f(t) és az ap (), {=1,2,...,n-1, fuggvények

folytonosak az I < IR intervallumon, akkor az

(n)

(n-1)
y +a Oy

+...at) y = £()

(k)(t) y k=0,1,..., n-1,

explicit n-ed rendil linedris kezdetiérték feladat tetszdlegesen
rogzitett to € 1és (yg, y(l), oes ,yg-l) € ]Rn esetén egyértel-

mifen megoldhaté,

Bizonyitds, A tételt n = 2 esetén igazoljuk. Az n>2 eset bizonyitdsa
hasonl6an térténik, Tekintsik az

jra@yra®y=10,y6)=y" e =y
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kezdetiérték feladatot, ahol (t ,yo,ycl)) Elx ]R2 tetszdlegesen riogzitett pont,

A kezdetiérték feladat ekvivalens a kivetkezd d[fferenmé.legyenlet rendszerhez
tartozé6 kezdetiérték feladattal:

X =X, xl(to) =y

o
o
1

o

}.(2 = —ao(t) Xl ’al (t) X2+f(t) s xz(to) =¥y

ahol X =V X, =y. A dlfferenc idlegyenlet rendszer jobb oldaldn all6 flgpvé-
nyek folytonosak az Ix R tartomény minden {t, Xy ,x2) pont;aban. tovdbba

mivel az X0 X, vdltozskban linedrisak, ezért az x_, illetve x,, szerinti par-

1 2
cidlis derivaltfiggvényeik is folytonosak. Ebb&! mair kivetkezik, hogy kielé-
gitik a Lipschitz-féle feltételt, tehdt a kezdetiérték feladat egyértelmien
megoldhaté. O]

A ‘miésodik fejezet 2. pontjdban megismert explicit elsdsrendli linedris
differencidlegyenlet esetében (n =1}, azt is beldttuk, hogy a megoldis az
egyiitthaték I folytonossdgi intervallumén értelmezett, A megolddsok értel-
mezési tartoménya n 22 esetén is a teljes I folytonossdgi intervallum, Ennek
bizonyitdsdt késziti el§ az

1.2, Gronwall lemma. Legyen f(t) valés egyvaltozés folytonos
figgvény a £ < t4t intervallumon és jelsljik T-vel a [tl ,t2]

intervallum hosszét Tegylk fel, hogy valamely A, /,L ,V val6s
értékekre a

t

0$f(t)$)\+f (/1f(’C’)+‘J)d'LV, ()L,/u,o>0 4llandek).
b

tlgtgtz,

integrilegyenlstlenség fenndll, Ekkor

0CHDE (VT4 & . f
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-Bizongités. Képezzik a

f©)

glt) = ——-—/u(t_tl) , 1< t< t, -
e

folytonos nggvényt. Legyen
max  g(t) =7- gth . T,JeR

F LS
s t<t2

Ekkor

PN

0 i) <

Hasznéljuk fel az integrdlegyenlétlenséget a t =2} helyen az

Jbte) e HeF)

fh) = gtH) e fliggvényre:

3%
T T )
e A+ [ Gi¥e T4vyaT .

Y

Integrildssal azt kapjuk, hogy

(Wt.) W)
Xe/u ‘<}\+7féu : T+vake)

T~

ahonnan? kifejezhets és

T Q(J'-tl) + 2.

Me-t.)
Ennek figyelembevételével a 0K f(t)< Je 1 becslés folytathaté és a

et {t-t )
0< f(e<fe 14 [\)(JitIH }\]e/u’ !

egvenldséghdl nyitvdnvalé, hogy
FT
0LHDL(VTHA) € .0
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1.3. Tétel. Az 1.1, Tétel feltételei mellett az n-ed rendd lined -
ris differencidlegyenlet megoldisai a teljes 1 folytonossdgi inter-
vallumon értelmezettek,

Bizonyitdis. Legyenn= 2 és f(f:) = [lPI ), 'Pz(t):] , 4Z
X =% €)=Y,
Xy = -ao(t) X -al(t) X, + f(t) ; x2(to) =Y,
kezdetiérték feladat teljes megolddsa. Indirekt médon bizonyitunk, Tegytik
fel, hogy a megoldéds Il = (X,3) értelmezési tartomdnya valédi része az [
folytonossdgi intervallumnak, Mivel _‘E(t) teljes megoldds ezért az I X R

tartomdny hatdrinak tetszéleges megkozelitése az (o, 3) intervallum végpont -
jaiban csak ugy lehetséges, ha valamelyik koordinitdja nem korlitos, Az 4l-
talinossdg megszoritdsa nélkill tegytk fel, hogy ez a 16 pontban van igy.

Szlkitsuk le a feladatot a [t ,t*] intervallumra, ahol * a [t ﬁ) intervallum
o o

tetszllegesen riogzitett eleme, A [to’ t*J zart intervallumban az ao(t),
al(t), f(t) folytonos flggvények felveszik maximalis értékitket. Létezik tehdt
olyam M >1 szim, amelyre teljesitl, hogy

la O]<M, |a,0]<M, |(O]<M.  cL<et,

Irjuk fel a kezdetiérték feladattal ekvivalens Integriiegyenletet és he-
lyettesitstik be a Y (t) fuggvényt:

t
PO=y + j Py (Tra?
£
(4]

t
o=y, + J -a (0 §,(T) - 2 (2) Y1 +KT) AT

tO
t t .
> o
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Végezzlink integrilbecslést a filggvények abszolut értékére:

t
(4]

RAGSIAE fH’z(ml d’crslyol+mﬂ Yol at .
| 0<)y, |+j]a0('r)”LPl(”C)] d'c'+j]al(z*)”'~P2('U),d"tr+
, £ 8

t
+ Jlf(t’}l dT <
tO

t t 1
g{yl“zMJ]lﬂ(@)[def!‘Pz(m] aT+ MJ 4T .
t t r
0 o o

Adjuk tssze az egyenldtlenségeket:

t
[ f o +]fe v [+ 7y [+ j (mﬂﬁ(?f)] +] le('C)H+ M dT.
. to \
Alkalmazzuk a Gronwall lemmait a ’toé t< t‘,E intervallumban a

| \PI {t) ! + ‘ LPz(t) I figgvényre. A feltételeknek megfelels 4llandok a kovetkezdk:

ft=|y0]+|yl|z /-L=2M. V=M, T=t*—r0.

Igy

2
19,0 | +,0 |<MT + |y |+]y, ) M7

2B
M -t ) +y [+]y, e ¢t

és ebbsl kovetkezik, hogy a [to, A ) intervallumban 2 megolddsfiggvény koor-
dindtafiiggvényei korldtosak. Ezzel az ellentmondéssal igazolwk a tételt.
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Valamely régzitett I intervallumon értelmezett valés egyviltozés fligg-
vények, a valés szdmtest felett vektorteret alkotnak (Ldsd a [2] jegyzet, li-
nedris tér definicisja.) E vektortér elemeire érvényes a linedris fliggetlen-
ségnek, illetve tsszefliggbségnek a [2]-es jegyzetben adott 4.2, 2, Definici6-
ja. Ebben a specidlis esetben, ezeket a definicickat megismétel jlk:

Az

1.4. Definici6. Az Iintervallumon értelmezett Yy Vgreens¥y

fuggvényeket az I, intervallumon linedrisan fuggetleneknek nevez-
ziik, ha

<, yl(t}+c2y2(t) 4ot cnyn(t)= 0, (coe R).

minden t € I-re csak akkor lehet igaz, ha

1.5. Definicié. Az I intervallumon értelmezett Y2 ¥qree2¥y

fuggvényeket az I intervallumon linedrisan tsszefliggdknek nevez-
ztik, ha nem fuggetlenek, azaz ha létezik olyan {c’l 1Coreee ,cn)
val6s szdm nwes, hogy

z

|c1| + jc2|+...+[cn]>0 €s

¥ + c,¥, oot c. ytl = 0.

3 3
3, 0= y0=1c’ . 1 = (00, +eo) ,

fuggvények linedrisan fliggetlenek, Az I2 = (0, +o0) intervallumon linedrisan
osszefliggfek. 3 1
Az yl(t) =gin't, y2(t) = sint - 3 sin 3 t, I= (-00, +oo) fiiggvények 1i-

neirisan Usszefliggsk.
Az [ intervallumon legaldbh (n-1)-szer.derivilhaté LAE PYRER ,yn-

fuggvényekkel képzeit
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w[yl,yz,...,yn:]= Y, 3,.!2 S A tel
" Yo eee n
n-1) (-1 (n-1)
2 Yy eee Yo

determindnst Wronski-féle determindnsnak nevezzik.
Ennek segitségével elégséges feltételr adunk arra, hogy a filggvények
linedrisan figgetlenek legyenek,

1.6. Segédiétel. Ha a legaldbb (n-1)-szer differencidlhaté
A .yz,. SR A Higgvények Wronski féle determindnsa nem azono-

san zérus, akkor azok linedrisan fliggetlenek az I intervallumban,

Bizonyitds, n = 2 esetre, n >2-re hasonléan bizonyithat6., Legyen tOE I
olyan pont amelyre

w [y,€) yep]r0.
Kllitdsunkkal ellentétben tegyiik fcl, hogy az yi(t), yz(t) filggvények tssze-
filggdek, Ekkor van olyan (c,;¢,) szdmpdr amelyre ICI, + ,c2|>0 és

clyl(t)+ czyz(t) =0 , tel,

clyl(t}+c2y2(t) =0 .

At= t, helyen ez olyan homogén linedris egyenletrendszer amelynek
a determindnsa, a W [yl (to), yz(to) ] determindns, zérustol kiilonbozs,
Mivel ebben az esethen csak a Cy=cy= 0 trividlis megoldds létezik, ezért

ellentmondést kaptunk, amely igazolja a segédtételt. O
A segédtétel nem fordithaté meg, vagyis linedrisan fliggetlen fuggvé-
nyek Wronski-féle determindnsa azonosan zérus is lehet, Ilyenek példdul:

yl(”:‘a’ y0= [t I=(-e0, +00) .
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1.7. Tétel. Haazap(t), (€£=0.1,...,n-1) figgvények folytono-
sak az I intervallumon, akkor az

(n) (n-1) . -
Vv +an_l(t) y Fouot al(t) v+ ao(t) y=10

homogén linedris differencidlegyenlet megolddsai kozott taldlhato

pontosan n szdmu linedrisan fuggetlen, és birmely mds megoldis
ezek linedris kombindcisja. /

— Bizonyitis. Az n = 2 esetben. A két linedrisan fiiggetlen "PI (t), l1%(!:),
t€ I, megoldist a kbvetkez6 kezdetiérrék feladatokbol kapjuk-

y=-a,0y-a®y; ye)=1: yeF!1
ye)=0  yer=1.

ahol to € [tetszglegesen rijgzitett szdm., Az 1.1, Tétel és az 1.3, Tétel sze-

rint a kezdetiérték feladatok mindegyikének teljes megolddsa van az I inter-
vallumon. Jelsljuk ezeket \Pl(t), illetve \Pz(t)—vel. Mivel

w(Pe) Cer]= |1 ofzo
0 1
ezért az 1. 6. Segédiétel szerint a megolddsck linedrisan fiiggetlenek.
A tétel mdsodik részének igazoldsihoz tegyik fel, hogy LP(t) tetszdleges

megolddsa a homogén differenciilegyenletnek. Mivel barmely megoldds értel-
mezett a teljes 1 intervallumon, ezért léteznek a

B =Y. B,= Ye
szamok. Képezzik a

Yo =8 90+48 %o

fuggvényt. Behelyettesitéssel ellendrizhetjikk, hogy ez a homogén differencial-
egyenlet megolddsa és azt, hogy

Ye=f V6= 4y
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Ebbédl kovetkezik, hogy a ‘-?(t) és \{f(t) megoldidsok ugyanazon kezdeti
feltételeknek tesznek eleget, tehdt az unicitds miatt .

Yo=Ye :  tel,
és ezzel a tételt bebizonyitottuk, O
1.8, Definici6, A folytonos egyiitthatés

{n)

(n-1)
y +an_1(t) y

+...+ al(t) ¥+ ao(l:) =0

homogén linedris differencidiegyenlet linedrisan fuggetlen
‘Pl (), l]s'z(t), vees an(t) megold4saibol 4116 halmazt alaprendszer-

nek nevezzik, a
_ 50(0 = Cl‘Pl(t) + czle(t) +..t cn‘Pn(t) :
(CiGTR, i=1,2,...,n)

n paraméteres filggvénysereget vagy a

n
H= {lP(t) Po=> cfw,
i=1

cie R,i= l,2,...,n}

halmazt dltaldnos megolddsnak nevezziik,

A linedris algebrdban megismert fogalmakkal, az 1.7. Tételt a kivet-
kezdképpen is megfogalmazhatjuk: Az folytonos egylitthatés

(n) A (n-1)

o5
V4 an_i(t)y +ouut al(t) y +ao(t) y=10
homogén linedris differencidlegyenlet megolddsai, a folytonosan differenciil-
hat6 fiiggvények vektorterének n-dimenzi6s alterét alkorjac.
Az alaprendszer fiiggvényeibdl 4116 vektorrendszer az altér bizisa.
Az ‘-Pl(t). ‘Pz(t), cees '-Pn(t) megoldiasok linedris fliggetlenségét a

Wronski-féle determindnssal is ellengrizhetjik, mert ha folytonos egylitthat6s
homogén linedris differencidlegyenlet megoldds fiiggvényeirsl van sz6, akkor
az 1,6. Segédiétel megforditdsa is igaz:
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1.9. Segédtétel. Az

(n)

(n-1)
y  +a @y

t...ta,@y+a O)y=0,
t €1,
homogén linedris folytonos egylitthatés differencidlegyenlet

\Pl(t), \g(t}. vees \Pn(t), t € I, megolddsai akkor és csak akkor

linedrisan fliggetlenek, ha a Wronski-féle determindns az I inter-
vallum egyetlen pontjdban sem zérus,

Bizonyitds.n= 2-re. Ha W [LPI (), \Pz(t)] # 0, akkor az 1.6. Segédté-

telbsl kivetkezik a fuggvények fiiggetlensége, Forditva, legyenek az
LPI (), tPz(t), {t € D, fuggvények linedrisan fliggetlenek. Tegyikk fel az 4lli-

tdssal ellentétben, hogy van olyan t0 € Ihely ahol W [LPI (to), Lpz(to)] = 0.
Képezzik azt a homogén linedris egyenletrendszert, amelynek ez a determi-
ndnsa, azaz tekintstk az

LPl(to) c, + ﬁoz(to) c, =0

P e+ fe) ep= 0

egyenletrendszert. Mivel a determindns zérus, ezért van a trividlist6l kii-
lonbbz6 ¢, . ¢, ([c1 [ + 1(:2] >0), megoldds, Ezekkel, a differenciilegyen-
let olyan

Yo =c, $©+c, o, tel,

megolddsa adhat6 meg, amelyre LP(t;)) =0, kP(to) = 0 teljesiil, Mivel a dif-

ferenciilegyenlet Y(t) = 0 megoldisa is kielégiti ezeket a kezdeti feltételeket,
ezért az unicitds miatt \P(t) = 0, vagyis . '

c, fo+c, Qo=0, |c/| +[cy|>0,  rer,

Ebb6l kiovetkezik, hogy az ‘-Pl {t) és ‘Pz(t) fuggvények, ellentmondédsban
a feltérellel, 6sszefuggbek. Ezzel a segédtételt bebizonyitottuk, O
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A homogén linedris differencidlegyenlet linedrisan fliggetlen megolddsai-
nak meghatdrozdsdra 4ltaldban mincs médszertink. A differencidlegyenlet
rendje azonban eggyel csvkkenthetd, ha valahonnan ismerjtk egy nem trividlis
megolddsét. Az aldbbi médszernek legtobbszor akkor vehetjlk hasznat, ha
n = 2, Tegytk fel, hogy LP(E) # 0, ismert megolddsa az

jr'+al(t}3'r+ao(t)y=0, tel,

folytonos egylitthat6s linedris médsodrendu differencidlegyenletnek. Behelyette-
sitéssel ellendrizhetjlik, hogy c (f’(t}; (t€ 1, c € R) is megoldds, Varidljuk

a c dllandét, vagyis irjunk helyette egy ismeretlen p(t) fuggvényt. Helyettesit-
stk be a differencidlegyenletbe az y(t) = p(t) ‘P(t) ismeretlen flggvényt.

{A kovetkez§ tibldzattal javasoljuk a behelyettesitést)

a (.| y@= p(tv‘i’(t)\
a . | 30=0 PO +30OL0
0 = o P + 250 PO + o P

A bal oldalon jeleztik mely fliggvényekkel szorzunk a behelyettesitésnél; az
dtlés dthuzds, a beszorzds utdn, azt jelenti, hogy a differencidlegyenlet bal
oldaldnil a jelzett tagok Gsszege zérus, mert Y(t) kielégiti a homogén diffe-
rencidlegyentetet,

Ekkor p(t)-re a

PP +pa,0PO+ 29w =0

hidnyos mdsodrendil differencidlegyenletet kapjuk. Nyilvdnvals, hogy a fenti
egyenletnek Iétezik megolddsa, Legyen p(t) 3£ ¢, (c €R) partikuldris megoldss.
Ennek az ugynevezett rendszdmce sokkent6 madszernek akkor van értelme, ha
a {‘-F(t), p(t) ‘P(t)} halmaz alaprendszer. A Y{t), p(t)t,o(t) fuggvények linearis
fliggetienségét a Wronski-féle determindnssal ellendrizzik:

Yor PO W@

Ha W@, p©y Y]
Yo pOPO +pO YO

. 2
p(t) LP © # 0,
akkor a flggvények linedrisan fiiggetlenek. Amennyiben ez a feltétel csak az [

intervallum valamely valsdi részintervallumén teljestil, akkor ezzel a méd-
szerrel az dltaldnos megolddsnak csak a lesziikitését hatdrozhatjuk meg.
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'1.10. Példa. Hatsrozzuk megaz

o
L y-o, 0<t<’§‘,

y+gy-6
gt

differencidlegyenlet rendszer alaprendszerét.

MEGOLDAS. Mivel a differencidlegyenlet ismert egylitthat6 »fliggvényei
trigonometrikus fuggvények, ezért trigonometrikus megolddsfiiggvényt kere-
stink. Helyettesitslik be a f(t) = sin™t fuggvényt, Az

m-2

(m(m-1) - 6) sin t coszt= 0, m € N
. m-2 2 T
egyenletben sim {t) cos t#0, ha 0< t<-2- , tehdt (m(m-1)-6) = 0
w [side, 5 |=5cost#0,
sint

ezért a

.3, _ 1 p
L?l (t)=sin"t és a lPz(t) =—3 fggvények
sin €
P < T )
linedrisan fuggetlen megoldasfiiggvények a (0, ‘2—) intervallumon.
Ezen a példdn illusztrdlhatjuk a fent ismertetett rendszdmcsvkkentd
médszert oly médon, hogy a LPl(t) = sin3t megoldds ismeretében hatdrozzuk

meg a misik megolddst, azaz differencidlegyenlet alaprendszerét, Keresstk
az alaprendszer mdasik fliggvényér az dllandé varidldsdval \Pz(t) = p{t) \Pl(t) =
= p(t} singt alakban, Helyettesitslk be a differencidlegyenletbe a \Pz(t) fugg-
vényt, az aldbbi tdbldzat szerint:
6 3
- 3 . \Pz(t} = p(t) sin't
gt ; 3 2
gt . \Pz(t) = p(t) sin t+ p(t) 3 sin’t cost

1 : {{52(” = p) Siﬂ3t+215(t)351r12t cost+p(t) (3sin2t cost) .

A p(t) ismeretlen fiiggvényre, s'm3 -tvel valé osztds utdn a kivetkezd
mésodrendit hidnyos differenciilegyenletet kapjuk:
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b
tgt

B + pe) [ege + =0

Egy lehetséges megoldés: pft) = - 15 . Az ezzel képzett (-5) lg(t) =
Ssin’t
-9 1
=500 o= -—3 -

Ssint sin't

is megoldds és ez lehet az alaprendszer
mésik fliggvénye, ugyanis

.0

Nl‘:}

W [sin3t, 12 J= Scost#0, 0<e<
sin t

Az inhomogén linedris differencidlegyenlet sszes megolddsénak meg-
hatdrozédsa elgtt vizoljuk a partikuldris megoldds meghatdrozdsanak egyik
Iehetséges modjdt:

1.11, Tétel. (Az dlland6k varidlisdnak médszere az inhomogén
linedris differencidlegyenlet partikuldris megolddsdnak megha-
tdrozds.)

A folytonos egylitthatés inhomogén

(n-1)

y(n)-h'v!n_1 tyy +o.ta ) §’+a0(t) y = f{t)

dif€erencidlegyenlethez tartozé homogén diffe rencidlegyenlet

‘Pl(t): ‘Pz(t)...., \Pn(t), tel,

alaprendszeréhez, taldlhaték olyan legaldbb n-szer differenciilha-
t6 Py . pz(t};. cas pn(t) fiiggvények, amelyekkel képezhetjik az

inhomogén differencidlegyenlet

Po=p0 f0+p,0 Gor.ap 00, ter,

partikuldris megolddsit,

Bizonyitds. n = 2 esetén, Helyettesitsik be az inhomogén differencisl-
«ryenletbe a
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Y ©=p 0 HO+ 0 HO
figgvényt és végezzik et a ktvetkez6 dtrendezést:
®,® 95,0 feN+a © 6, (t)“{’l(mf_»z(c) fo +
+ 5,0 P 0 + 5,0 552&) = 1) .
Az azonosség kielégitése a kovetkezd médon is megtdrténhet:
él(t) f,0+ 8,0 e =0

b0 Y0O+5,0 fo=-1©. el .

A kapott egyenletrendszerben a f)l {t) és f)z(t) fuggvények az ismeretle-

nek. Az.egyenletrendszer a t vdltozé minden rogzitett értéke mellett egyér-
telmilen megoldhaté, mert determindnsa, a W[‘Pi(t), ‘Pz(t)] # 0. Wronski-

féle determindns. Ezek utdn P, (t) és pz(t) integrdldssal meghatdrozhaté, O

Ezt az eljardst illusztrilja a kovetkezd:

1,12, Példa. Oldjuk meg az

2
y=-cos t

- . 6
ytigty - -
tg't

inhomogén linedris differencidlegyenletet.

MEGOLDAS. Az 1.10. Példéban felirtuk az inhomogén differencidlegyen-
lethez tartozé homogén differencidlegyenlet

3 1
{ sin ¢, -——2-— }
sin' t
alaprendszerét,

Az 1.11. Térelbsl az dliandck varidldsdnak médszerével a pl(t) ésa

p,(t) fliggvényekre a kivetkezd egyenletrendszert irtuk eld:
2
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sin3t 12 /fyl(t) = 0
sin ¢t

!
i

3costsin2t :2_c%§t_ i f)z(t) -coszt
sint |, \ /

Ebbdl, f)l = - _(Est_z_ és ﬁz(t) -1 cost sin3t. Integrilds utdn

Ssin“t S
.3 1 1 .2 . e e L
‘Pp(t)= pl(t) sin t+ pz(t) 3 =z sin taz inhomogén differencidlegyenlet
sin t

rendszer partikuldris megoldisa.

Az inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megolddsdnak meghats-
rozdsakor az n > 2 esethen, a fentiekhez hasonlé 4talak itsokkal, az ismeret-
len pi(t), i=1,2,.,.,n, fuggvények dierviltjait a kovetkezs egyenletrendszer-
b6l hatdrozhatjuk meg:

B0 FO+p,0 Gor. 450 P0 =0
B0 F,0 + 5,0 $0+..+ 5 © P © = 0

b0 P72 p,0 18 P a5 070 D < 0

5,0 P Ve, 0 00 Va5 0 PO Vg < 109

Az elsd n-1 egyenletet el§iruk, az utolsé egyenlet az inhomogén differencisl-
egyenletb§l kaphat6 meg, hasonléan az n = 2 esethez,

Az inhomogén differencidlegyenlet iltaldnos megolddsdt a kovetkezd
tételben adjuk meg: .

1.13. Tétel. Ha az inhomogén differencidlegyenlet partikuldris
megolddsa ‘Pp(t) és a homogén d ifferencidlegyenlet alaprendszere

{"Pl(t), "Pz(t),..., ‘Fn(t)}. ter,

akkor a
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n
H={LF(t): Ye) = \g(rn > ¢ \Pi(t)
i=1

Ci€R- i=1,2,...n }
fliggvényosztdly vagy mdsképp kifejezve a
Py = \f;(t)+ c¢; Yo+ e Po.

ciE.]R, i=1,2,...,n,

n paraméteres fliggvénysereg az inhomogén differencidlegyenlet
sszes megoldasat tartalmazza.

A tételt nem bizonyitjuk, A bizonyitis hasonlé az els§ fejezetben ismer-
tetett, n = 1 esetre vonatkoz6, tétel bizonyitdsdhoz, mivel ‘P(t) - ‘P (t) megol-
dédsa a homogén differencidlegyenletnek. P

A fenti jeltléseket haszndlja a kiivetkezd:

1.14. Definici6. A folytonos egylitthatés

y(n)-l—an_l(t) yO U a, (t) ¥+a (1) y = £©)

inhomogén differencidlegyenlet n par;améteres
Yer = “Pp(t)-rcl ‘Pl(t)+c2 ‘Pz(t}i-...+ ¢ ‘Pn(t)

megoldasit, vagy a

n
H={‘]O(t): LP(t) = LP(t)+ > C.LP.(t)}
i P =1 i’i

fiiggvényhalmazt dltaldnos megolddsnak nevezzik,
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2. Az éllands egylitthat6s linedris differenciilegyenlet

Tekintslk az

(n-1) - .
= €
+an-l y Fo.ot aly+aoy f(t) , tel,

explicit n-ed rendii 4lland6 egyiitthat6s linedris differencislegyenletet,
(aie R,i=1,2,...,n, f€ Co( D). A hozzitartozé homogén differencisl-

egyenlet megolddsit, \P(t) = eAt, (A€ Rparaméter), alakban keressik, n= 2
esetén a kovetkezgképpen: az

iF+a1§'+aoy=0: a.a €R,

homogén differenciilegyenletbe behelyettesitjik a kP(t) = glt fuggvényt, és
az aldbbi egyenletet kapjuk:

e}\t ()\2+alﬁ+ao) =0.

Ebbél, az e)‘t # 0 fuggvénnyel val6 osztds utdn kivetkezik, hogy a ?D(t) = e)‘ t
figgvény csak akkor megoldds ha a A szdm kielégiti az

]\2+aft+ao= 0,

ugynevezett karakterisztikus egyenletet. Jelsljuk a gyskoket 7\1. 7\2-ve1. Be -

bizonyitjuk a kdvetkez§ tdbldzatba foglalt dllitdsokat:

A karakterisztikus egyenlet gyskei A homogén differencidlegyenlet alap-
rendszere
At At

A A€ER 1 2

7 Az’ Rl, y e ", e

At

A1=7\2=7\, AER | & te
A =018, o, BER

7\2= 0(~i@ ﬁ# 0 eot't cosp3t, eatsin@t

98



Ha a gyokok kiillonbbzdek és valsak, akkor a bizonyitist az olvaséra
bizzuk. A Wronski-féle determindlssal ellendrihetjuk a megoldisok linedris
fuggetlenségét.

Val6s, kétszeres multiplicitdssal fellépd gyik esetén, a gytkok és
egylitthatck kozotti dsszefliggésekbdl az

Sr'+a1§+aoy=if-27\fr+]\2y=0

alaku a differencidlegyenlet és a ‘Pl(t) = éu megolddsbél, a l[?2(t) = p(t) At
megolddst, az dlland6 varidldsdnak médszerével keressik. A ‘g(t) fuggvényt

a homogén differenciilegyenletbe behelyettesitve, az ismeretlen p(t) fliggvény-
re a

. o AL s At
50 = 5 €+ p) (-2A€ + A€ =0
differencidlegyenletet kapjuk, azonnan a p{t) = t megoldés is kivdlaszthatd.

Ezzel “Pz(t) =1 ént, amint az &llitottuk és fliggetlen ‘ﬂ(t)—té’l, mert

w[ e =M s0.
Konjugdlt komplex gytkpdr esetén a

\if(t)=e("(+ if \l;(t)=e(oc_ g pro.

fliggvényeket kapjuk és az Euler formula felhasznéldsdval a figgvények valds
és képzetes részét felirhatjuk, Behelyettesitéssel ellendrizhetjik, hogy mind
a val6s, mind a képzetes rész megolddsa a homogén linedris differencidl-

egyenletnek. Igy
© + Y, ()
\Pl(t)=Re\H(t)=éxt cosF,t= .\{fl 2%
Y1® y,©
2

kPz(t) = Im 1i{(t) & sinf3t =

megolddsok és mivel
2
W [‘Pl(c), LPz(t)]- B0,

linedrisan fiiggetlenek. O
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&Italéhan, az

(n) n-1 . _
¥y -!-an_l y -{~...+a1 y+aoy-0

dllandé egytitthat6s homogén linedris differencidlegyenlet karakterisztikus egyen-
letének nevezziik a

n n-1
Ata A HetaAta =0

n-ed foku polinomegyenletet, (n 1),

2.1, Tétel. Ha az

(n) {n-1) . _
y +an_1y +...+a1 y+ao-0

homogén differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének gyskei

a val6s
A Ay Ag

szdmok, rendre

m. = n},

ml,m2....,m{_,( i

K
et

Mo

multiplicitdssal, akkor az alaprendszer a kivetkezs:
{ Ptkt )tkt 2]\kt m -1 ]\kt }
e , te . yeees t e s

k=1,2,... T

A tételt nem bizonyitjuk, mert a negyedik fejezet 2. pontban tirgyaldsra
keruls differencidlegyenlet rendszerekre vonatkozé megfelels tételbsl, az at-
vitell elv segitségével kivetkezik, Ott megvildgithatjuk azt is, miért kerestiik
a megoldist Y {t}= e t alakban,

Ha a 7\1 veees A ) szdmok kozott komplex konjugdltak is vannak, akkor

az Euler formuldval, az n = 2 esethez hasoni6an, val6s megolddsokat képez-
hetiink,

Az glland6 egylitthat6s linedris inhomogén differenciilegyentet megolds -
-84t az el§z8 pontban megismert 4lland6 variilissal kapjuk meg,
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A vitllamosmérnski gyakorlatban eléfordulsé 4lland6 egyiitthats inhomo-
gén linedris differencidlegyenletek gyakran olyanok, hogy a jobb oldalon sze-
repld ismert f(t) flggvény csak szakaszonként folytonos. Ilyenkor az egyes
szakaszokban, vagy intervallumokban ktlon -ktilon hatirozzuk meg a megol-
dédst. Ha az ilyen differenciilegyenlethez kezdett feltétel is adott, akkor az
€l6bbitdl kilonbsz6 moédszer, a Laplace-transzformaécié elméletét hasznils
moédszer is alkalmazhats, amelyet ebben a jegyzetben a terjedelem szabta
korldtok miatt nem ismertethetiink (14sd [6]-ot). :

(Tovdbbi dltaldnositdsok: operdtor szdmitds, disztribucié elmélet.)

A masik, gyakorlatilag nem kevésbé fontos esetben, az inhomogén li-
nedris differencidlegyenlet jobb oldalédn legtsbbszor olyan f(t) fliggvény sze-
repel, ‘amely valamely exponencidlis fggvénynek, polinomnak és trigono-
metrikus figgvénynek szorzata, illetve ilyen szorzatok sszege. Ebben az
esetben, mivel a jobb oldalon specidlis f(t) fliggvény 4ll, az inhomogén diffe-
rencidlegyenlet partikuldris megoldds4t az 4lland6 varidldsa helyett az ugy-
nevezett prébafilggvénnyel keressiik.

Ezen a kdvetkezdket értjiik:

2.2, Térel, Legyen adott az

y(n) +a y(n-l)

-1 +...+a1 y+a0y=f(t),

differencidlegyenlet jobb oldaldn szerepls fliggvény a kivetkezs
formdéban:

f(t) = &t (Pl(t) cosBt+...+ P,(t) sinﬁ ty .

aholo(, BER, tovébbd P, (), P,(t) legleljebb {-ed foku, ({rer-

mészetes szdm), polinomok.
Ha azo(+ iﬁszém az

Y(ﬂ) +a y(n-l)

n-1 +...+a y+.-aoy=0

1
differencidlegyenlet

-1
+...+aiﬁ+aO = 0

n n
J\ +an—l ?(

karakeerisztikus egyenletének nem gycke, akkor az inhomogén
differencidlegyenietnek létezik
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le(t) = éxt(Ql(t) cosBt+ Q,0) sind t)

alaku partikuldris megolddsa, ahol Q1 {t), Qz(t) legfeljebb L-ed
foku polinomok.

Ha azp(+ i(@ szdm a karakterisztikus egyenletnek m-szeres,

(m 21 természetes szam), gyoke, akkor az inhomogén differenc-
cidlegyenletnek létezik

\Pp(t:) = & Y% Q® cosﬁ t+ Qz(t) sinﬁ t)

alaku megolddsa. .

A tétel bizonyitdsa és a gyakorlati alkalmazdisa egyszeril egylitthat6
dsszehasonlitdssal torténhet. Ennek illusztrdldsdra tekintsik a kovetkezd
példie:

2.3. Példa. Oldjuk mega

&y’ .2
7 tw y=U, smﬂt

differencidlegyenletet, ahol w,Uo, {3; valss szamok.
Az inhomogén differenciilegyenlethez tartozé homogén

2

+w2y=0

he

dt

differencidlegyenlet karakterisztikus egyenletének gyokei:
A=wi . A= -wi

Az alaprendszer a kovetkezd:

{coswt s sinwt}

A szabad rezgést leiré homogén differencidlegyenlet #ltaldnos megoldisa:
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y.h(t)=kl cosu)t-}-kz sinwt kl,kZEIR,

Ez csillapitds nélkiili, periodikus rezgés,
Ha 3 #w, akkor az inhomogén differencidlegyenlet partikuldris megol-

disit a (p , q 0-ad foku polinommal), a
o "o P
(Pp(r) =p, cosp t+q, sinfit, P, 9,€ R

prébafiiggvénnyel keresstik.
Haﬁ =), akkor a prébafuggvény a kovetkez§ alakban kereshetd:

‘-Pp(t) =t (p, cosp t+q smﬁt) .
Az elsd esetben, a behelyettesités tdbldzata a ksvetkezs:

‘ w2 . LPp(t)= Py cospt+q0 smp t

s_'Pp(t) = -ﬁpo sinp t +(3 P, cosﬂ t
(f.)p(t) = -ﬂzpo cosldt - ﬂzqo sin3t

Ebbdl a tiblizathol osszeaddssal, és a differenciilegyenletbdl kovetke -
zik, hogy

(- P, F’Z_!_ Py wz) cosﬁt+ (qoou2 - qoﬁz) sinﬂ.t= UO sinfgt

Ez az egyerﬁéség csak akkor teljesiilhet, ha a cos ‘B t, illetve a sin ﬁ t
fuggvények egylitthat6i az egyenlet két oldaldn megegyeznek.

0

Ekkor mﬁ#w, p,=0 g, =— (62 , tehdt
. P
U, ’
t=—5 .
LP{J CL)2' p2

és az 4ltaldnos megoldis,

§)

_ 0 . .

_lP(t) =3 3 smp t+k1 cosot+ kzsm(,u t.
w-p
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A lengés periodikus, ha W és F& hdnyadosa raciondlis szdm, egyébként
aperiodikus.

Ha ﬁ = W, akkor rezonanciirgl beszélink, A rezonancia akkor 1épett
fel, ha a csillapithatatlan szabad lengés frekvenciija megegyezett a periodikus
kényszer frekvencidjdval. A fentiekhez hasonlé szdmitdsok utin

0
\Pp(t) = - 5.5 tcoscat
és-az dltaldnos megoldés:
U

0 .
‘P(t) = T T t coscut + kl coswt -+ k2 sinwt

Ebben az esetben az amplitud6 minden hatdron nS, ha t— + co -hez,
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Negyedik fejezet

LINEARIS
DIFFERENCIALEGYENLET-RENDSZEREK

1. Linedris differenciilegyenlet rendszerek dltaldnos megolddsdnak szerkezett

Tegylk fel, hogy az é(t) = (aik(t)_), i.k=1,2,...,n, (n > 1 term észetes

szdm) métrix-skaldr fuggvény minden eleme és a b(t) vektor-skaldr iggvény
folytonos az I< R, intervallumon. Legyen (t . x%) € Ix R D, tetszéegesen
rigzitett pont, Tekintslk az

X = Alt) x+ b 3 x) = x

kezdetiérték feladatot,

A mésodik fejezet egzisztencia és unicitds tételébsl kovetkezik é€s a har
madik fejezet 1.1, Tétel bizonyitdsdhoz hasonl6an igazolhats, hogy a fenti
kezdetiérték feladatnak teljes megolddsa van. A Gronwall lemma fethaszndlé-
sdval, az 1.3. Tétel bizonyitdsdhoz hasonl6an igazolhaté, hogy a teljes meg-
oldds értelmezett az egész I folytonossdgi intervallumon.

Vektor-skaldr fliggvényekre vonatkozé linedris algebrai fogalmak segit-
ségével dttekintjuk az

)

15

() x

homogén linedris differencidlegyenlet rendszer tsszes megoldésat.

A fl(t), fz(t), cees f[?_n(t). n dimenzi6s vektor-skaldr figgvények lined-
ris fliggetienségét és fliggdségét, valamely I intervallumban, sz6r6l széra
ugy értelmezzik mint a valds egyviltozss filggvényekét,

A métrix algebriban bebizonyitottuk, hogy a konstans vektorok linedris
fuggetlenségének szilkséges és elégséges feltétele, hogy a belslik, mint osz-
lopvektorokbol képzett métrix determindnsa zérustél kilonbozé legyen.

Ennek felhaszndldsdval igazolhat6 az

1. 1. Segédtétele. A folytonos A(t), t € I métrix-skaldr fuggvény-
nyel adott

x=A0rx
homogén linedris differencidlegyenlet rendszer !.Pl(t), i=1,2,...n,
megoldisfluggvényei az I folytonossdgi intervallumon akkor és

csak akkor linedrisan fiiggetlenek, ha
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det(‘_ﬂl(t), lf(t),... f"(t)) #0, t€L

Nem bizonyitunk, mert a bizonyitds a jelslésektdl eltekintve, azonos a
harmadik fejezet 1.9, Segédtételének bizonyitdsival.

1.2, Tétel. Ha az A(t) = (aik(t)). i,k=1,2,...,n, matrix-skalar

fliggvény folytonos az I intervallumon, akkor az

.
-x_=

1>

) x

homogén linedris differencidlegyenlet rendszer megoldésai kozott
talélhaté poéntosan n szdmu linedrisan ftiggetlen és barmely mds
megoldds ezek linedris kombindcidia.

Bizonyitds. Az t=:l s e2, .... €' ndimenzi6s egységvektorokkal,
Bizonyitds. Aze . € e gv

i i=l|2)---:nr

o
]
(=]

n szamu

i:

j1o

_ o f . _
®x:  xe)=e, i=L2....m t €1

kezdetiérték feladatot irhatunk fel. E kezdetiérték feladatok mindegyikének
teljes megolddsa van és ha e megolddsokat f‘(t)-vel, i=1,2,...,n jeloljtk,

~ képezhetjik a Wronski-féle determindnst. A kezdetiértékek figyelembevételé-
vel,

W [:-LI_)I(I:O), f(toa,..., EEn(to)] = 140,

tehdt az n szdmu linedrisan fliggetlen megoldds iétezését bebizonyitottuk.

A tétel mésodik részének bizonyitdsdhoz tegytk fel. hogy ‘_fi(t) tetszd-
leges megolddsa a homogén differencidlegyenlet rendszernek és vezesstk he
a kovetkez§ jelolést:
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£
{PZ(to) pZ

o / fin

Képezzik a lFI (t). ‘Pz(t), cees fn {t) fuggvények iinedris kombindcisjdval

-
G
o‘i
|
=
=
[=]
H

Yo-p, fo+s, fo+ ... +p. ¢ ©

fiiggvényt. Behelyettesitéssel ellendrizhetjtik, hogy\_f(t) olyan megolddsa a
homogén differencidlegyenletnek, amely a t, helyen Lj(t)-vel azonos kezdeti-

értékeket vesz fel. Az unicitds miatt tehdt ‘P(t) = Yit) és ezzel a tételt bizo-
nyitottuk. 3

1.3. Definici6. Az X = A(t) x homogén linedris differencidlegyen-

letrendszer az n szdmu linedrisan flggetlen T_l (®, ‘fz(t), ve-

cees l£n(t) megolddsaival képzett

{fl(t), :P_z(t),..., ‘_ﬂn(f)}

halmazt alaprendszernek nevezzilkk. Az n paraméteres

I
{cl Lf ©+c, lﬁz(t)i-.. e L_le (t)}

fliggvénysereget 4ltalinos megolddsnak nevezzik, A

¢te) = ( fo. fo..... "o

maétrixot alapmdtrixnak nevezzik. Szaktdrgyaikban a ({)(t) alap-
midtrixot 4llapot dtmeneti mitrixnak nevezzlik. -

Az 1.2, Tételt a kisvetkezéképpen is megfogalmazhatjuk: A folytonos-
n-ed rendi A(t) méitrix-skaldr fuggvénnyel adott

x=A@x
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homogén linedris differencidlegyenlet rendszer megolddsai a folytonosan dif-
ferenci#lhaté vektor-skaldr fliggvények vektorterének n-dimenzi6s alterét al-
kotjdk., Az alapmaétrix oszlopvektoraibsl 4116 vektorrendszer az altér bdzisa.

Az 1,2, Tételben bebizonyitottuk, hogy a folytonos egyUtthatés homogén
linedris differencidlegyenlet rendszér birmely ‘f(t) megolddsdhoz raldlhato
olyanc¢ = (cl,cz,...,cn), cie R, i=1,2,.,.,n, vektor, hogy

fo=9we .
Mivel a q)(t) alapmdétrix minden oszlopa kielégiti az

X = A@) x

differencidlegyenlet rendszert ezért nyilvianvals, hogy

$0=40 0. aot $0=(F'o. Fo..... PO

azaz a métrix szorzés elvégzésével 14thats, hogy a P(t) alapmitrix kielégiti
az -

) = AQ)

3
15

ugynevezett matrix differencidlegyenletet,
Az alapmaitrix segitségével meghatiarozhatjuk az

X = A(t) X + br), tel,
inhomogén differenciflegyenlet rendszer partikuldris megolddsit.

1,4, Tétel, (Az 4lland6 varidldsdnak médszere,) Tegyik fel, hogy
az g(t) = (aik(t)), i,k=1,2,,..,n, matrix-skaldr fiuggvény és a

b(t) vektor -skaldr figgvény folytonos az I intervallumban, Legyen
O(t) az

»
2_{_:

>

(t) x + b(t)

inhomogén differenciilegyenlet rendszerhez tartozé
x=ADX

homogén differencidlegyenlet rendszernek alépmétrixa. Ekkor

van olyan folytonosan differercidlthaté p(t) vektor-skalar fuggvény,
hogy az azzal képzett -
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P o= 900t

vektor -skaldr fuggvény az inhomogén linedris differencidlegyenlet

rendszer partikuldris megolddsa,

Bizonyitds. Helyettesitsitk be az ismeretlen ‘_%(t) figgvényt az inhomogén

differencidlegyenlet rendszerbe. Ehhez szikségiink van a 2(!:) p (t) vektor-
skaldr fuggvény derivédltjdra. Mivel i){t) = [({11 {t), lpz(t). cees ‘fn(t)] , 6sa

p(t) ismeretien vektor-skaldr fuggvény
pey = - p,® \
Pyft)

pn(t)J
koordinitds alakjdval

PO o= Fep o Fo 0.t PO PO .

ezért

kR p(t)] > Pono+ 2 f(t) 5,0 = 90 p©) + cbm 50
i=l ~

- Behelyettesitéssel a kovetkezst kapjuk:

90 po + 90 56 = A0 [ 9O p(t)} £ .

Atrendezéssel

po=9"0 {[g © 0¢) - PO pO+ g(t)} :
A szigleges zirsjelben a zérus métrix 41l mert _tg(t) kielégiti az i{t) =

= Al) X&) miétrix differencidlegyenletet.
Egy ismeretien p©) fuggvény a kovetkezd:
t
pO={ ¢ WBTIAT ..t el

t
0
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Az inhomogén linedris differencidlegyenlet rendszer partikuldris megoldisa
tehdt

t
fp(t)=g(t)j ¢ () (DY 4T .
t
(2]

1.5. Tétel, Legyen az A(t) n-ed rendd mdtrix-skaldr flggvény és
a b(t) vektor-skalar fuggvény folytonos az I intervallumban, Te-
gyuk fel, hogy az

X = At X+ b

inhomogén linedris differenciilegyenlet rendszerhez tartoz6 ho-
mogén differenciilegyenlet rendszer alapmdrixa {(t) és az in-
homogén linedris differenciilegyenlet rendszer partikuldris
megoldasa fp(t). Ekkor az inhomogén linedris differencidl-

egyenlet rendszernek birmely lf(t) megolddsa a kivetkezd alaku:
fo=fo+ome  ceRr”,

A tételt nem bizonyitjuk, a bizonyitds a jeldglésektsl eltekintve az n = 1
esetre vonatkozd tétel bizonyitdsdhoz hasonls, O

A homogén linedris differencidlegyenlet rendszer alapmdtrixdnak
meghatirozdsdra nincs dltaldnos médszeriink. A differencidlegyenlet rend-
szer rendje azonban eggyel cstkkenthetd, ha egy (t) nem dlland6 megoldist
mér ismerUnk. Legyen f(t) utolsé koordinatafliggvénye zérustol kiilonbszd
fuggvény, A rendszamcstkkentést a kiivetkez8képpen végezzik el: képezzik a

g(t)=(gl. 52,..., g"-l. f(t)) ,

reguldris matrix -skaldr fliggvényt, ahol g_l az i-edik, i=1,2...,n-1 n-dimen-
zi6s egységvektor. Az :

x=QMy

transzformdcidval az X = A(t) x homogén linedris differencislegyenlet rend-
szerbdl az

j=g'1(n [g(c) Q® - Q(t)] ¥
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differencidlegyenlet rendszert kapjuk, melynek az y(t) = En’ n-dimenzits egy-
ségvektor megolddsa, mert

Y= Q) gﬂ:
és igy l(t) = En helyettesitéssel
-1
0-9"w [ awgw-Qu | .

innen kovetkezik, hogy a g-l (t) [é(t) Q@) - Q(t) métrix utolsé osztlopdban
csupa zérus 4ll. Ha ezt a matrixot g(t) = (:hik(t) , ik.,=1,2,...,n,

(bin(t) = b2n(t) = ... = bnn(t) = 0), " jelsli, akkor a transzformdlt differencidl-

egyenlet rendszer alakja a kbvetkezd:

yl = b”(t) y1 +... +bl.n-l(t) yn-l

¥, = b21(t) ¥ + ... +,b2

n-I(t) yn-l

Ypat = Ppog, 1O V1 H ot Py g 0 O Vng

Y, = bn, 1(t) Yy teeot bn,n-l(” Yo-1
Ezzel a rendszdmcsokkentést végrehajtottuk, mert ha az elsé n-1 egyen-

letbdt 4116 (n-1)-ed rendl differencidlegyenlet rendszernek meg tudjuk hatd-

rozni az [yl (t), yz(t), v 'Yn-l(t)] megolddsat, akkor az atolsé egyenlethdl

integrdldssal kapjuk az yn(t) ismeretlen koordindtdt és ezzel az _)I(t) megol-

dést. Az i(_ = A{t) x homogén linedris differencidlegyenlet rendszer megoldd-
sét a transzformdci6s képlettel azaz az x(t) = Q(t) y({t) szorzdssal kapjuk, O

A rendszémcsokkentés n = 2 esetén kozvetlen haszonnal jarhat. Ennek-
segitségével eldéllithatjuk az dltaldnos megolddst. A kovetkezd példdval ezt
illusztriljuk.

1.6. Példa. Oldjuk mega kvetkez4 inhomogén linedris differencidlegyenlet

rendszert:
X, = - L X +-———l-———— X +!-
! ey 1 e+ 1) t
2 2
. t 2t
X,= " 5 x1+ 2+1 x,+1, t >0 ,
tT+1 ot + 1)

- 111



ha a megfelels homogén linedris differencidlegyenlet rendszernek egy megol-
ddsa, amelyet prébilgatissal kaptunk,

(Pl(t) = 1 .

MEGOLDAS. Rendszdmcsokkentéssel meghatdrozzunk egy mdsik megol-
dést.

]
ot
-

Q) .

Az x = Qft) y transzformaéciéval az

re

o= [y

¥, J

vektor-skaldr fuggvény kielégiti az

. & -1

YI t(t2+l) YI

¥y = 2-t "
4+ 1)

differencidlegyenlet rendszert. (A részletszdmitdsokat nem kozoljik.) Az el-
sé differencidlegyenletet szeparildssal megoldjuk.

Mivel y, (©) =-ti’;‘— =t +t5 . ezért a mésodik egyenletbl y,(t) = -t.
Ezzel és a visszatrariszforméléssal -
.‘Em): S(t)z(t) = |1 1 "It + :L = ( :l
0 t -t L -t2

-a keresett misik megoldis.
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A homogén linedris differencidlegyenlet rendszer alapmétrixa,

po-{r'o. f(t)] = [t ] .

t -t

det g(t) = - (1+t2) # 0 is mutatja, hogy EEI ) és Ez(t) linedrisan fuggetlenek,
azaz Q(t) alapmitrix.

"Az inhomogén differencidlegyenlet rendszer partikuldris megolddsit az
dllandé varidlisdval kapjuk meg:

t
fp(t)= ¢ J g'l(’t)

1

d’t = Int L

tlnt

Ebbél kivetkezik, hogy az 4ltalénos megoldds

1
_'f(t)— Int +¢, 1+c2 ol CICZEIR, t>0
2
t -t

ZT Alland6 egyltthatés linedris differencidlegyenlet rendszerek

Tekintstik az n-ed rendd, n>2, A = (a, J, i,k=1,2,....n, a €R,
métrixszal adott -

.
.}iz

I

X

dlland6 egylitthatés homogén-linedris differenciilegyenlet rendszert. Az n-ed
rendl A métrixot egyszerH strukturdju matrixnak nevezzik ha van n szdmu

linedrisan fliggetlen sajitvektora. Ha a sajatvektorok val6sak, akkor igaz a
kovetkezd: )

2.1, Tétel. Ha az egyszerl strukturdju A kvadratikus, nxn-es,

P 2 n S
matrixnak az s , s ,...,s valos vektorok linedrisan fuggetlen
sajdtvektorai, akkor az

L]
l:

fie

X

differencidlegyenlet rendszer alapmadtrixa a kovetkezd alaku:
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A A, Apt n)
s, € 5§40, 8 S8 )

go- |-

ahol a )\1 ) 7(2, cees ]\n szdmok az A métrixnak nem feltétlentil

kilonbszs, sajitértékel.

Bizonyitds. Behelyettesitéssel ellendrizhetjik, hogy a linedrisan fligget-

At

Ylo=e' s\ 2.0

len

filggvények megolddsck, ugyanis
At

"Pim:]\i o Ei '

| At g M
AP@m=Ae s =e Ajs. FL2,...,n

tehat

Yo = 4 o .

A () alapmiétrix meghatdrozédsa a kovetkezoképpen tortént: ismeretes,
hogy az egyszerdil strukturdju A métrixok diagonizdlhatsk (ldsd [ 21-ben)
azaz a

1 2 n
T= [g 1 S seees _s_j
P P P -1 . P .
transzforméci6és mdtrixszal és a T = inverzmdtrixszal képezhetjik a

A=1'AT

=]

diagondlmdétrixot, A A métrix f3itl6jdban az A mdtrix sajdtértékei dilnak és
egy sajitérték annyiszor szerepel, ahdnyszoros a multiplicitdsa a

det (A - AE) = 0 karakterisztikus egyenletben. Ha tehdt az egyszerd struk-
turdju A miétrixszal adott

XxX=AX
A=H X

homogén differencidlegyenlet rendszerben végrehajtuk az
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I

=1y

transzformdcist, akkor az

i-a’

=
>
|

Diy=Ay
differenciilegyenlet rendszert kapjuk. Ennek koordinatds alakja

¥, = Ai yp i=12....m,

amelyben az egyenleteket egyenként, szeparildssal megoldjuk és az igy kapott

At
=c ei =1,2 n, c.€ R
Yi i 1 ? ’-"' ¥ i

exponencidlis alaku megolddsokb6l, az y =Ly differenciilegyenlet réndszer
dltaldnos megolddsa - =

\
[ At At At At
_ 1 \ 2 n
¥y = e = ce f 1 +c2e (0} +.. .+ c e (o ) =
AZt - 0 T1 0
c2e
. 0 0 0
At 0 0 0
cne
0 0 1
L y \ \ " J \
Mt 4 At At
= c,ée e +c.e e +4,..+tce < .
1©° £ T £ n® =

Az 4ltaldnos megoldds felhaszndldsdval az y = Ay differencidlegyenlet
rendszer egy alapmadtrixa a kdvetkezd = ===

At At ALt .
‘i_f(t)-_-(el 9_1, e2 _e_2,..., e _e;n) (gle IRn; i=1,2,...,n)._

i .
T e = s miatt, i=1,2,...,n,
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At ' t At
dO=TVO=( s, eAZ & s SN

azx=A X homogén linedris differencidlegyenlet rendszer alapmdtrixa,
Abban a specidlis esetben, amikor az A n-ed rendd métrixnak n szdmu
killonbozé vales 7(1, ?(2,. ven ]\n sajdtértéke van, érvényesek a 2.1, Tétel
feltételei, azaz van n szdmu linedrisan fiiggetlen, _s_I, _§2, ces ,_s_n val6s sajét-
vektor és az alapmdtrix a 2. 1. Tételben felirt Q(t) matrix,
A fentiek figyelembevételével megmagyarazhatjuk azt is, hogy az 4llan-
d6 egylitthatds homogén linedris differencidlegyenletek megoldisait miért ke-

restik e'at, exponenciflis alakban, Az ilyen differencidlegyenletek ugyanis,
az dtviteli elv segitségével olyan 4llandé egytitthatés homogén linedris diffe -
rencidlegyenlet rendszerekkel ekvivalensek, amelyeknek karakterisztikus
egyenlete azonos a differenciilegyenletek karakterisztikus egyenletével,
tovdbbd az x = T y transzforméci6val kapott differencidlegyenlet rendszernek
exponencidlis alaku megolddsai vannak. Igy példdul az ¥ + 4y + 3y = 0 diffe-
remcidlegyenlet az X =Y, X, = y jeloléssel (4tviteli elv), atirhaté

x2 = -3x1 - 4x2

differenciidlegyenlet rendszerré. A differencidlegyenlet karakterisztikus

egyenlete: )\2 +4A+ 3 =0, a differencidlegyenlet rendszer karakterisztikus
egyenletével azonos, ugyanis az

A= 0 1

egylitthat6matrixszal k épzett

dec(i-)\g)= At = ,\2+4}\+3.
-3 -4 -)Ll
A sajétértékek: Al =1, A,=-3.,
A sajdtvektorok: _S_1 ={1, §2 = 1\ .
-1 -3
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A differencidlegyenlet rendszer dltaldnos megolddsa

-t -3t
\-P_(t)—cl e 1 +c2e 1 .

-1 -3
Az elsd koordindtikbol képzett

-t -3t
y{t) = c© + c,€

figgvény a differencidlegyenlet iltaldnos megoldisa. Az alaprendszer tehdt

{e_t . e-3t}. a

Ha az A egylitthaté métric sajitértékei kozott komplex szdmok is vannak
akkor a hozzdjuk tartozé saja vektorok is komplex vektorok, Ebben az esetben
el§ lehet 4llitant a valés megolddsokat az Euler formuldval. Legyen az n-ed
rendii valés elemii A matrlxnak A=+ iﬁ /8# 0, sajatériéke, a hozzid
tartozé s = v1 + i v2, vI. ¥ e IR , sajatvektorral, A val6s eleml A métrix-
nak A= oC- 1ﬁ is sajdtértéke, az s = 1 -1 v2 sajdtvektorral. Behelyettesitéssel
ellendrizhetjik, hogy az o

e(ot+i,6)t e(oc-ip)t (vl L2

@ +ivy iy,

val6s véltoz6s komplex értéki fliggvényeknek valés és képzetes része is meg-
oldas, azaz

5= &t [(cosﬁt) v - (singt) v2] \
L‘?Q(t} = ;—l € ;— eo(,t [cospt) v + (smf:it) v ] .

1
megolddsok. Linedris fuggetlenségeket a definicicval ellendrizhetjik. (A v ,

12 vektorok linedrisan fuggetlenek, mert a killtnb5z6 sajitértékekhez tartozé
8 és § sajatvektorok is linedrisan fuggetlenek),

Vizsgdljuk most azt az esetet, amikor az A métrix nem egyszert struk -
turdju. Ez akkor kivetkezik be. amikor valamely A, m-szeres multiplicitdssal
szerepl§ sajitértékhez nem tartozik m-szdmu linedrisan fiiggetien sajitvektor.
Ebben az esethen az

’E=éf‘.
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homogén linedris differencidlegyenlet rendszer alapmatrixdt az A mdtrix
fsvektorainak segitségével allitjuk eld. o
A linedris algebraban a févektorokat az aldbbi médon definidljuk:
Legyen az A métrix sajitértéke A és s # 0 egy hozza tartozé sajitvektor.
Képezzlk az
Ax=Ax+s

inhomogén linedris egyenletrendszert, Az (A - AE) egylitthat6 métrix szingu-
liris, mert det A }\E) = 0. Ha az s vektor benne van az (A -A E) métrix
osztlopterében, akkor az egyenletrendszernek van x=h#0 "megoldésa, ha
nincs benne akkor az s sajitvektorhoz nem tartozik ¢ fgvektor.

Vezesslik be a kivetkez jeltléseket:

AR = AnS+p!

A legnagyobb olyan k természetes szdmot, amelyre ﬂk 1étezik az s =_}ll

sajdtvektor rendjének nevezzik, Igazolhatjuk (lisd [2]-ben), hogy a A m-sze-
res multiplicitissal szerepld sajdtértékhez tartozd s sajdtvektor rendje m
és hogy az m-szdmu fdvektor linedrisan fiiggetlen,

Altaldban, ha az n-ed rendu A métrixnak

A A Ag

rendre

£
ml.mz,...,m£ Zl =

multiplicitdssal adott sajitértéke és

A2 hml W2 hmz
_11 _ll---x i , _2,‘_21.--- 2 P R

p—
N

mg |
g.g,...&q,{ ;

o
FEN

18



az n szdmu linedrisan flggetlen févektora, akkor a fdvektorok képzési szabd-
lysbsl kivetkezik, hogy beldlik, mint oszlopvektorokbél, olyan n-ed rendit T
transzforméci6s métrix képezhets, amellyel az A métrix ugynevezett Jordan-
féle norm4l alakra hozhat6. Ezt illusztrdljuk a kovetkez§ példdval:

2.2. Példa. Legyen

A= [1 0 -2
‘110
0 -2 4

és oldjuk megaz x = A x

x differencidlegyenlet rendszert.

MEGOLDAS. Az A métrix karakeerisztikus egyenlete,

det (3-AB) = - A(A3)°

A )\1 = () sajdtértékhez tartozoé _s_1 sajdtvektor és a }\2 = 3 sajatértékhez tarto-

z6 _sfsajétvektor vélaszthat6 a kvetkezdképpen:

_s_1 = {2 ) §_2 = -2
2 1
| 2

A )l = 3, kétszeres multiplicitdsu sa]étertékhez is csak egy sajdtvektor tar-
tozik, Az 52 sajitvektor dltal képzett h fovektor megoldisa az

2-.£=3_>s+§2

linedris inhomogén egyenletrendszernek. hnen egy megoldds a kovetkezs:

h= {1
-1
0
AT= [s '8 ,h] transzforméciés mdtrixszal végrehajtott x = T y helyettesi-

téssel az uj differenciilegyenlet rendszer a kovetkezd:
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=3
.
"
el
I
(]

Mivel
-1 1
T = --— 2 1 1
= 9
1 1 -4
-3 6 -6
ezérty = ('I'-I A T)y, azaz az
y= 0 0 o] y
0 3 1
0 0 3

differencidlegyenlet rendszerben az egylitthaté matrix Jordan-féle normil ala-
ku, Ennek koordinatds alakjabosl, az utolsé differenciilegyenletbél kiindulva,
egyenként megoldjuk a differencidlegyenleteket, azaz az

y, =0
Y2=37,%7;
¥3=37,
egyenletekbsl
o 3t
Y3(t} - C3 € ] CS e fR

3t 3t
yzq:)—cze +c3te . c2€iR
yl(t)=cI » ¢ €R

A differencidlegyenlet rendszer 4italdnos megolddsa

y(t)=c1 1 +c2 0 +c3 0 . clE_[R
0 eBt c e3t
0 0 3t
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és az alapmitrix a kivetkezs:

Y(t) = 1 0 0
0 eBt ¢ est
0 0 e3E

Az x = A x differencidlegyenlet rendszer alapmétrixdt az Y(t) alapmétrix
oszlopa mak kovetkezs felirdsdval,

: 3
Jo=i o=t Po-treliet e,

ésal= (_s_1 ,_8_2,11_) transzformacié alkalmazdsdval kapjuk:

P0=TY0=Te Te'e T tel +e¥ )=

BRI R

= /2 25t 2+ 1)
2 S Se-n
1 263 & 2

az eredeti dlfferencmlegyeniet rendszer alapmétrlxa.

Az 3ltaldnos esetben az x = A x differencidlegyenlet rendszer alap-
métrixdnak, a fent ismertetett médon valé felirdsa rendkiviil nehézkes, Mir
a valés és komplex sajdtvektorok, illevte fdvektorok kiilon vdlasztisa is bo-
nyolitja az alapmdtrix egyszerl megaddsit, Ebben a jegyzetben azért mds
uton, esetszétvdlasztds nélkill, azaz az egyszerl strukturdju és nem egyszerd
strukturdju métrixokra egyardnt alkalmazhaté médon, adjuk meg az alap-
matrixot. Ennek eldkészitéséhez felelvenitjik a linedris algebra és a numeri-
kus analizis néhdny fogalmdt és tételét,

Legyenek adottak az a k 0,1,..., n{n>2), komplex szamok Te-
kintsik a komplex valtozés

1. +a A+a
1 o

p(Ay=a_ A"+ a | A"

polinomot. Ha A tetszdleges n-ed rendi métrix és E az n-ed rendii egység -
mdtrix, akkor a
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-1
- A!‘l n
PA=a A +a A “+..ta Ata E

kifejezést komplex egyiitthat6s mdtrix -polinomnak nevezztik,

Polinom elemi métrixnak nevezzik azt a métrixot, amelynek elemei po-
linomok,

Miétrix egylitthat6ju polinomnak nevezzik azt a kifejezést, amelynek
egyttthat6i azonos rendd méatrixok.

A kivetkezd példdval azt illusztréljuk, hogy egy polinom elemi matrix
azonos egy matrix egyiitthatés polinommal.

A1 %22 1=28 [0 11+ fo o} sAll 214 |1 o
3 2222 0 0 0 2 0 0 3 -2

Legyen D(A) az A n-ed rendt mitrix karakterisztikus polinomja. A li-
nedris algebra egyik alapvet§ allitdsa az ugynevezett

2.3. Tétel, (Cayley—Hamilton tétel.) Minden négyzetes mdtrix
kielégiti sajit karakterisztikus egyenletét.
A térel bizonyitdsat [2)-ben és [4] -ben klilonbsz6 médszerekkel meg-
taidljuk, O

Igy ha az n-ed rendu A métrix karakterlsztlkus polinomja D(A), akkor
a Cayley-Hamilton tétel szerint D{A) =

A numerikus analizisbfl a Lagrange-féle és a Hermite-féle interpoliciés
polinomokra lesz szikséglink,

Tegytik fel, hogy az f komplex fiiggvény értéke adott n szdmu kiilonbozs
Ak’ k=1,2,...,n, pontban,

Azt a legfeljebb (n-1)-ed foku polinomof, amely a pontokban az f(](k),
k=1,2,...,n értékeket veszi fel az f nggvénylk k=1,2,...,n alappon-

tokhoz tartozé Lagrange- “féle interpolaciés polinomjdnak nevezzik.
[ 5]-ten bizonyitott a kovetkezs:

2.4. Tétel, Minden f fuggvényhez és n szgmu kUlonbszd alappont-
hoz létezik egy és csak egy Lagrange-féle interpoléciss polinom.

Az f,( A) Lagrange-féle interpoldciés polinom egy lehetséges meghat4-

rozdsa ugy torténhet, hogy az £i . 1=0,1,2,,.., n-1, ismeretlen egylittha-
tokat az

n-1 n-2
En_lﬁk + fn_27(k +....+ zl%(-i- £0 = f(}\k) . ,=1,2,....n

linedris egyenletrendszerb6l kiszdmitjuk.
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Tegytk fel, hogy az f komplex fliggvény analitikus, azaz konvergens hat-
vanysor osszegfliggvénye, Legyen adott n szdmu adat a kbvetkezdképpen:

(m -1)
f(?L), f(ﬂk),.... mk A k=1,2,...0 ,

ahol Z m, =n ésa )l >\ see. ,]\{’ komplex szdmok klilonbozc‘)'ek

k=1

Azt a legfeljebb (n-1)-ed foku polinomot, amely derivdltjaival egylitt a
]\k, k=1,2,..., £, helyeken az f fuggvényre, illetve derivéltjaira adott érté-
keket veszi fel, az f fliggvény Hermite-féle interpcliciés polinomjinak nevez-
zlik,

2,5, Tétel, Minden f analitikus fliggvényhez és az

£
f(?\(), f’(ﬂk),...,f ak), k=1,2,..'.,€) Y m
k=1

n szdmu adathoz van egy és csak egy Hermite-féle interpolécits
polinom,

A tétel bizonyitdsa [5 ]-ben taldlhato.
n-1 n-2 ; £t 3
A h(A) = h (A +h A Tt hlA-i- h .Hermite-féle interpo

laciés polinom egy lehetséges meghatdrozdsa ugy torténhet, hogy a hi,

i=0,1,2,..., n-1 ismeretlen egylitthatékat a

Lt (D .
= = _1
RYAY = £ A - i=0,1,2...,m1,
k= 1,2,...,{1’
n egyenletbdl 4116 linedris egyenletrendszerbél szdmitjuk ki,

A Lagrange-féle interpoldciés polinom, a Hermite-féle interpolicits
polinom specidlis esete, Ekkor m, = i, k=1,2,...,n,

A Lagrange-féle interpoldciés polinom egytitthat6inak meghatdrozdsa
nemcsak a linedris egyenletrendszerrel lehetséges.
Egyszeruen belithats, hogy

LR = 10 £ (A) + £ Ay by(R) +.. o+ EAD E (A
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ahol 'f/k(J\}, k=1, 2,,,., n, az ugynevezett alappolinom és a kivetkez§

képlettel adott:

Loy n 71'?\{
L 1]; AR

ik

, k=0,1,2...,n .

Szukségink lesz a matrixfiggvény fogalmdra és tulajdonsdgaira. Az f

komplex analitikus flggvényt értelmezzik a négyzetes matrixok halmazan.
Legyen adott az

K= ) ¢ Ak
=0

analitikus fiiggvény és az A négyzetes matrix,

N
Az sN( A) = Z x }\k, N rogzitett természetes szdm, N részletssz-
k=0 N )
szeg polinombdl képezhetjik a SN@‘) = Z 9 ék, mdétrix -polinomoet, N-»>co

k=0
esetén az SN(A) mdtrixsorozat hatirértéke az a mitrix, amelynek barmely

eleme a métrixsorozat megfelels helyen 4116 elemeibél alkotott konvergens
szdmsorozat hatirértéke, Ha a métrixsorozat hatdrértéke létezik, akkor
azt f(A)-val jelsljik, vagyis

oo
fa)=lims (&)= ) c A" .
= N= k=
N—+oco k=1
A kovetkezd tételben bebizonyitjuk, hogy az egész komplex szdmsikon
analitikus f(A) figgvény értéke minden A kvadratikus métrix esetén létezik
€s f(4) meghatdrozisdra médszert is adunk, a Lagrange-féle, illetve a
Hermite -féle interpoldcids polinomok segitségével,
Altaldban a hatdrérték létezésének elégséges feltétele a kivetkezs:
2.6, Tétel, Ha az
S k
f(A) = Z ck]\
k=0

analitikus fuggvényt eldallité hatvénysor a |A | <9kb’rlapon kon-
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vergens, és az A n-ed rendll métrix dsszes sajitértéke a konver-
gencia tartomdnyban van, akkor az f(A) n-ed rendl métrix létezik.

Bizonyitds. Legyenek adottak az A métrix kUlonbbz6 sajétértékei,
A} L] Az’ LA I ) h{'
rendre

m,,mn

1 Myeses MY

multiplicitdssal,

Az A métrix karakterisztikus polinomja az n-ed foku

n, . "1 My me
D)= 1) RA) ~ A T R-Ap .
N k
osszuk el az sN(]l) = Z < A, N, részletssszeg polinomot a D(A) poli-
k=1

nommal, Ekkor

sf(M=DA)  quM+ 5 (M), N=1,2,...,

ahol qN(.'?L) a hdnyadospolinom, rN( ) a legfeljebb {n-1)-ed foku maradékpoli-
nom, rN(J\) fokszdma N-t8l fliggetlen. A D(A) karakterisztikus polinomra tel-
jesll a kovetkezd n szdmu egyenlsség:

(m, -1) {
=Dmk (?\()=0' k=1,2,...,4 2 m =n.
. ) k=1

D(R)=D" () = ...

Ezek szerint minden N-re, sN(S\) - rN(l) = D(?\),qN(?L)-bOL
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s - A =0
s - A =0

(m, -1) (m -1)

k - —
SN (ﬁk)“rN ak)—ol k-—l,2,...,{,

Mes

m =n,

P
1l

1
A feltétel szerint a Ak sajatértékek az f(A) fuggvényt elsdllits

Z o ,?Lk hatvinysor nyilt konvergencia korlapjin vannak, azaz
k=1

[A < ®  wn2....%,

‘ (D _4 (@) _ _ y J—_— )
;:;I;t az sy (4() —kN (ﬂk) . =1,2,..., m, I, egyenldségekhdl kovetkezik,

1\11—3"‘.30}Ll{\;lf)‘/\J= Hm 81(\?0‘1:) = Qap .

N-»oo
{
k=1,2,...,%; FL2,..., ol ké m = n.

Az'n szdmu f(l) (/\k) adathoz, a 4.5. Tétel szerint taldlhaté egy és csak

egy h(l) Hermite-féle interpoldci6s polinom, amelyre teljesul, hogy:

O = PRy .
Ezzel beldttuk, hogy

Nl_i’nlofts)(ﬂk) - h(i)(?\k), k=1,2,..., %,

i=1,2,...,mk-l.

és igy az /’CN(]\) polinom hatdrértékére, N-» oo esetén, n szamu adatunk
van,
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Minden rggzitett N-re azonban az ”‘-N(i) (4(), n szadmu adattal egyér-
telmlien adott a legfeljebb (n-1)-ed foku hN(ﬁ_) Hermite -féle interpolici6s
polinom és mivel ‘tN(ﬁ) is polinom, ezért

j(N(ﬁ) = hN(]l) ’

azaz )LN(ﬁ) dtrendezhet8 ugy, hogy egytitthat6i az /tl(\;) (]lk) adatok fuggvé-

nyei legyenek.
Valamely polinom hatarértékén egy olyan polinomot értiink amelynek
bdrmely egylitthat6ja a polinomsorozat megfelels egyiitthat6ibs] 4116 szdm-

sorozat hatirértéke, Mivel a hN(]U polinom egylitthat6i a )'(_1(\;) (.75() adatok

folytonos fliggvényei és ismeretesek a kivetkezd hatdrértékek:

(i ) -
Jm oy <00, ezt

i=l,2....,mk-1.

ezért hN(ﬂ) hatdrértéke, N- co esetén, az n szdmu h(l)(]k) adattal egyér-

telmten meghatdrozott h(A) Hermrite -féle interpoldci6s polinom. Ezzel bebi-
zonyitottuk, hogy létezik a ktvetkez§ hatdrérték:

WA = tim £ (A) = lim b, Q)

N-»>co N-=>ce
A 2.3, Cayley-Hamilton-féle tétel szerint D(A) = 0, tehdt
- X () =X - V
sy = D) q &) + N N& N=1,2,... .

Ebb6l és a lim /tN(ﬁ)= h(A) hatdrérték 1étezésébil kovetkezik, hogy
N-co

Hm s (8) = lim 4 (A) = h(a) ,

N-roo N—ooo
azaz létezik az f(A) midirix és

£(A) = h(a) .0
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Az el8z4 tétel bizonyitdsdban megismert, az adott f(A) analitikus fligg-
vény adott A n-ed rendli métrixon felvett f(A) értékének meghatirozisira
szolgilé médszer a kovetkezd: megoldjuk az A matrix

ﬂl, Rz,...,h{
rendre

ml,m2,-0-1m€ ) ( -Z mizn) ]

multiplicitdssal adott sajétérf_ékeivel az ismeretlen
n-1 n-2
hA=h A +n A" 4 e m A

polinom egylitthat6ira vonatkozé

h(i)(Ak) = f(i)(}\k) k=1,2,... ¢,

1=1,2:-.-xmk-l3

egyenletrendszert és az ismert egyttthatokkal

n-1 h-2
f(é:)_h(é)_ hn-l é ‘-]- hn_zé +...+ hlé"i'ho g:

(ahol E az n-ed rendil egységmétrix).
‘Ha az n-ed rendii A métrixnak n szdmu kiilénbbzs 7( 7( reeen An

sajaterteke van, akkor az
n-1

{(]’U= JL +¢, 2)[ oot {1)\+ {0

Lagrange-féle interpoldciés polinomra vonatkozé

LA = «A), k=1,2,....n

egyenletrendszerbdl meghatdrozzuk az ismeretlen Ei, i=0,1,...,n-1, egylitt-
hatckat és

f(A) = £(A) a keresett matrix.
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2,7. Példa. Legyen

Hatdrozzuk meg az eé——- métrixot.

.MEGOLDAS. Az f(A) = ea fuggvény az egész komplex szdmsikon anali-

tikus, tehat eé miden A esetén létezik, Az A métrix sajitértékei a hl =1,
?\2 = 7\3 = - 1 szdmok. A

h(?t)=h2 7\2+h1 A+h .

Hermite -féle interpoldci6s polinom ismeretien ho’ hl’ h2 egylitthatéit a

h(l)=h2+h1+ho=f(1)=e.

1
(-1y=h, - by +h =f(-1)= - .

T - - - F' ___I_
B(-1)=-2h,+h =£(-D=

linedris egyenletrendszerbfl meghatdrozzuk., Mivel

1 1 1 —. 1 1 1
ho—z(e+55), hl-Z(Ze-ZE), hz"Z( -35),
ezért
A 1 ] 1)

e==h{A)=~ 2e -2 - 4det+d-— 4e-4—-1|.

=" 4 e e

e-3-1€ 2e+6l 2e-2-—

.1 gl L

e e e
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2.8, Tétel. Tegylk fel, hogy az A és B n-ed rendd métrixok fel-
cserélhetdk, azaz A B=B A. Ekkor

i
s
il

B
[y}

e
s

[t

o

.

o
e

1>

B
=

il
[

. . A. B . . - £ .
Bizonyitds. Az e= és e=mitrixok értelmezése szerint

: )

>

A
e=

M8
’:l f

k

1}
[==]

A jobb oldalon szerepl§ kifejezések olyan métrixoknak tekinthetdk, amely-~
nek elemei végtelen numerikus sorok. A képzési szabilyb6l kovetkezik, hogy
abszolut konvergensek és a Cauchy-féle szorzési szabély alkalmazhat6, azaz

AR T S 1 k-1
—_"RZ(.)(Z ilk-1)! AB

A mdsik részen szerepls

szintén ilyen alakra hozhat6, mert a végtelen métrixsor egyes tagjaira fennill,
a binomidlis tétel, azaz

! k i k i_k-i
o D= Zw =2 g AET

=

A binomiilis tétel alkalmazdsakor felhaszndltuk azt, hogy azi_ és B
mitrixok felcserélhetdk; igy példdul k= 2 esetén

5 )
(g_+_13_)2=£ + +B +g2= 2+2£ + 2

i3
licw
>
i
(ve]
[e~]

csak azért mert AB=

e

A.
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Az eBed o e= A_ eé+= hasonl6an bizonyithats, tehdt
LA LB

2,9, Tétel, Az eé mdtrix inverz métrixa létezik és e_é-val
egyenld,

Bizonyitds, Alkalmazzuk a 4.8, Tételt az A és A felcserélhetd matrixok -
ra. Ekkor
A_ a-H_g_ 32
=e= "= =ev=E+yT

lI>

e-A_—.e +...=_§_ .

2.10. Tétel. Legyen t valds viltozé és A n-ed rendll métrix.
Ekkor -

d eét

de

==A:=e’ét'

Bizonyitds. Ha t rigzitett, akkor az f(A) = N analitikus filggvény és

a 2.6, Tétel szerint 1étezik az £(4) = e}-ﬂ&-——F miétrix, Az’

T T T k!
k=0 k=0

alakban a jobb oldalt olyan métrixnak tekinthetjik, amelynek elemei helyén
a t viltoz6 konvergens hatvdnysorai 4llnak. Ezek a hatvdnysorok tagonként
differencidlhaték, tehdt

k k Fotel o<
o
a2 -4 Z = = Z’:A—t —AZ €0 -
- ' = iy = .
dt & L Tk = Th L5 e
avagy
At oo (4 t)k-l
de= _ [ > = a=f"2 .o
dt &-1)! & S
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Ezzel az elSkészitd rész végére értiink és kimondhatjuk azt a rendkivill
egyszerl tételt, amellyel az x = A x differencidlegyenlet rendszer alapmétrixit
adjuk meg,

2,11, Tétel. Az
x=Ax
differencidilegyenlet rendszer egy alapmitrixa a

o) = At

matrix,

Bizonyitds. A 2,10, Tétel kovetkezménye, ugyanis a Q{t) alapmitrix
kielégiti az -

X(0) = 4 X0

métrix differencidlegyenletet, azaz

Az eét alapmétrix meghatdrozdsihoz a kivetkezd segitséget adjuk:
Tegylk fel, hogy az A n-ed rend méitrixnak n szdmu kulonboz§
7\1 . 7\2, eeus An sajatértéke van. Kezeljik a t viltoz6t paraméterként és az

f(A.t) = " figgvényt a A viltozo fuggvényeként, Az L(A0) Lagrange -féle

interpoldciés polinomot
n-1 n-2
LAn=C O +L OA 4.+ LoOA+ ¢ ®

alakban keresslik, Az ismeretlen £ (t}, i=0,1,...,n, egyltthatskra vonatkozé
egyenletrendszer a kigvetkezd

t
£Q€ﬂ=gk k=1,2,..., n.

Az egyenletrendszert megoldjuk és eét =4 A1),
Ha az A n-ed rendi métrixnak sajarértékei

: Al,ﬂz,...,ﬁg
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rendre

2

mp My, ..., Mg { I_Zl m, = n),

multipticitdssal, akkor a h(A,t) interpoldci6s polinomot
n-1 n-2
hBAD=h OA  +h OA .t h, ©) A +h ()

alakban keressik, azaz az egyutthatckat a t paraméter fuggvényeként vdlaszt-
juk. Igy az egyttthatck meghatdrozdsdra szolgilé linedris egyenletrendszer,
amelyben a derivilds A szerint torténik,

. . t
h‘"(?\(.t)ﬂ‘eﬂk . k=1,2,.... L. i=0,1,....mk-€.

. €
Az ismeretlen hj(t) egylrthatsk a t' eA k jobb oldali tagok linedris kombindci6i,
tehit az

& = na,n
i Ak )
métrix elemeiist € X alaku tagok linedris kombindciéi.
Mivel az A mitrix sajatértékei komplex szdmok is lehetnek, ezért az

e-A;—t métrix elgdllitdsakor felhaszniljuk az Euler formulit.

2.12, Példa. Oldjuk meg az

X1= X1+ X2

I
'
&
-
+
a
3

%9 1 2

diff erencidlegyenlet rendszert,

MEGOLDAS, Az -

1>
i
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egylitthaté mditrix sajitértékei:

7\=2+i, 7\l=2—i.

A Lagrange-féle interpoldci6s polinom egytitthatéira vonatkoz6 egyenletrend-

SZEer:

{1 © e+ Lo = i

62(:) 2-i) + Jlo(:) =it .

e(2+i)t _e(z ~i)t %

-El(t) = ——————=¢" sint,

2i

(2+i) + e(Z -ix

eo(t) =210+ e te o ecost- 2e2[ sint.

2

eéA-t = e2t sint A+ (e2t cost - Ze2t sin t)g .

2t . 2
e=" =f(e“ (cost - sint) e gint *

2 2t
-2 sin t e (cost+sint)

Végill, az 4lland6 varidldsdval megadjuk az

X=AxX+Db(t)

inhomogén linedris differencidlegyenlet rendszer 4ltaldnos megolddsit.
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2.13, Tétel. Legyen b(t) n dimenzi6s folytonos vektor -skaldr fiigg-
vény, A n-ed rendu métrix és az

x=Ax+

b(t), tel,

- Inhomogén linedris differencidlegyenlet rendszerhez tartoz6 homo-

gén linedris differencidlegyenlet rendszer alapmdtrixa edt,

Ekkor

t
f(t):eét l:g-i- f e—grp_(?‘)d'ﬂ'] . coe I, c& }Rn,
t
0



az inhomogén linedris differenciilegyenlet rendszer 4ltaldnos
megolddsa.

A tétel bizonyitdsa az 1,5. és 1.4, Tétel szerint nyilvdnvals. O
Az 4ltaldnos megolddsbél az )

i=_é!‘_+.ll(t)3 _{(to)=gﬁ_o, t €1, _’EO€ RrR" ,

kezdetiérték feladat f(t. t 350) megolddsit a kovetkezdképpen kapjuk meg:

2,14, Példa. A 13. &brdn vézolt dramkorben az U_ egyenfeszliltség hat4 -
sdra dram folyik, Hatdrozzuk meg az indukilt iz(t) és ?3(t) dramerdsségeket,

ha a kapcsolét 1. alldsbol IL 4lldsba 4llitjuk. Tegyik fel, hogy a kapcsolds
elétti idgpillanatban

i2 (-0)=0

Wt
c

; = L0
13( 0) = R .
o

MEGOLDAS. A Kirchhoff-féle torvények matematikai modellje a kovet-
kezd egyenletrendszer:
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L iz
I§ ¥
%l Q L
3 [z
2L 9 o
c?
13. dbra

Az elss egyenlethdl il -et a mdsodikba, majd a harmadikba helyettesit-

juk és figyelembe vesszilk, hogy az induktivitdsok 4rama nem viltozhat ugrds-
szerlen. Ekkor dtrendezéssel a kivetkezgd kezdetiérték feladatot kapjuk:

di2 Ro Ro Uo
R R A L@=0
o 0 o
_i_-ﬂ_--ZRO-+Ee. -(0,_220_
ad - "L 2L BTL ¢ B3T3 R
o o o o
A homogén differencidlegyenlet rendszer
am-so [11
= L 2 2
0
1 2
egylitthatématrixdnak sajatértékei:
A= 5” ;A R EE 1]
17 L L 4
o 0
Az e A alapmatrixot a h ©OA+h (t) E Lagrange-féle interpoldci6s métrix-

polinommal adjuk meg, ahol

136



L At At
hI(t)=—2 0 e’ el

Viz B
5417 Mt 5+F Agt
b)) =—T 1" ¢
o 2 VYi7 2 \f_

At (34 V7 ﬁt 3+\/17ht . ﬂlt . ﬂzt\ )
2 V17 2 VT V7 \f—

2 ‘hlt_ 2 ét.3+r ﬁ1‘ 3+ V17 7th

e

Jﬁe iz 21[‘_ 2V— J

A kezdetiérték feladat megolddsa a kiivetkezd, képletbdl szdmithatjuk ki:

t
U 3
. _ At Y- A7) (Y% o~
xi(t) = e= 0 +J e 2L0 de '
0
20 U,
g® R L
o \ 7o )
azaz integrdlds utédn,
Ro 5+ \/ﬁ R0 5- \[l_;
U P B
PO A UE-N/F EUEA [T )
27 R\ 10 V7 10 V17
R
Ro s V17, pu -2 S-Ft
7
i(t)=_[i V1T bt R, o )
3 R 5 Vl_— S5V17
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ROVID TORTENETI ATTEKINTES

Amint azt az e€l6z3 fejezetekben ldttuk, a kozonséges differencidlegyen-
letek elmélete az analizis, algebra és a matematika szdmos méds részét 6tvo-
zi egybe és a felépitéséhez kimitveli a technikdk sokféleségét. Szigoruvan véve
tehit nem beszélhetlink differencidlegyenietek elméletérsl, amint ez tobbé-
kevésbé igaz minden nem axiomatikus elméletre a matematikdban. Az ilyen
elméletek a matematikdban nem j6l definidltak.

Ez az elmélet azonban rendkivul fontos szerepet jatszik a természet-
tudomdnyokban, a miszaki tudomédnyokban és szdmos mds tudomdnyédgban.

A differencidlegyenletek elss miuivelsi az analizis megalapit6i
Leibniz, G. [1646-1716] és Newton, I, {1692-1727]. Mindketten az anyagi
pont és a merev testek diramikdjinak tanulindnyozdsa sordn, az aralizis
eredményeinek alkalmazdsaként nyertek differenciilegyenletet. Ebben az
idében abbsl a meggy5z8déshsl indultak ki, hogy a differenciilegyenletekben
szerepls ismeretlen fliggvény létezik, vagyis a differencidlegyenlet megold-
hat6, mert annak megolddsa megfigyelt természeti folyamatot ir le. Ez a
meggySzadés jatszott szerepet a differenciilegyenletek kvantitativ elméleté-
nek kialakuldsdban. A kvantitativ elmélet magédban foglalja a differencfil-
egyenletek megolddsainak meghatdrozisira szolgilé médszereket &s az ilyen,
ugynevezett kvantitativ médszerekkel elért eredményeket.

A kvantitativ elmélet egy részét a kvadratura modszerek alkotjdk, Ezek
alkalmazdsdval a differencidlegyenletek megolddsait véges sok integraldssal
kapjuk meg és a megolddsokat véges sok elemi fliggvény segitségével 4llitjuk
eld, Az elsd fejezetben kvadratura médszereket ismertettiink.

Mir a XVIIL szdzadban tapasztaltdk, hogy a sokféle differencidlegyen-
letnek csak elenyészden kis része oldhaté meg kvadratura médszerrel.

Ennek hatdsdra indult meg a kozelitd megolddsi modszerek kidolgozdsa.

Iit elsdsorban Euler, L. [1707-1783] klasszikusnak szdmité "poligon
médszerére” kell emlékezniink, amely szerint véges intervallumban, a meg-
oldisfiiggvény grafikonjdt egyenesszakaszokbél 4ll6 hurpoligonnal, vagy aho-
gyan ma nevezzik az Euler-féle tsrottvonalakkal kiszelithetjik meg. A diffe-
rencidlegyenletek megolddsainak kouelitd meghatdrozdsdra szolgélé méd-
szerek ma mir a numerikus analizis €s a differencidlegyenletek kvantitativ
elméletének kozos részét képezik,

A XIX. szdzadt6l kezdve a differencidlegyenletck kvantitativ médszerel
elégtelenek voltak a természettudomdnyok és a miiszak i tudoményok altal
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felvetett problémék egy részének megolddsdhoz, Ez az elmelet az esetek
tsbbségében, nem ad vélaszt a megoldds 1étezésére, ha az egzisztencia tarto-
mény nem korldtos és médszerei nem alkalmasak az ilyen megolddsok tulaj-
donsdgainak, példdul periodicitds, oszcilldcis stb. vizsgélatdra. A gyakorlati
szlkségszertiség és a matematika més dgaiban elért eredmények inditottdk el
annak az elméletnek a fejlédését, amelyet ma a differencidlegyenletek kvali-
tativ elméletének neveziink. Az analizis alapfogalmainak szabatos definidldsa,
a végtelen sorck elmélete, lehet§séget teremtett az egzisztencia és unicitds
tételek, azaz a megoldds létezésének és egyértelmiségének, bizonyitdsdra és
olyan médszerek kidolgozdsdra, amelyek segitségével a differencidlegyenletek
megold4sainak tulajdonsdgait vizsgélhatjuk anélkll, hogy a megolddsokat is-
mernénk,

A kvalitativ elmélet megalapltéi Ljapunov, A. M. [1857-1918] és
Poincaré, J. H. [1854 1912] Ljapunov mechanikai rendszerek egyensulyi 4l-
lapoténak és mozgisénak stabilitdsdt vizsgélta kvalitativ médszerrel. )

- Poincaré az égi mechanika problémadit tanulményozta és a felirt differencidl-
egyenletekben szerepls ismert figgvények tulajdonsdgaibol kgvetkeztetett a
megoldisok viselkedésére a nem korldtos egzisztencia tartoményban.

A rédi6zés elméleti alapjait is a kvalitativ elmélet tartalmazza. Ennek
kisérleti alapja az 1913-ban tri6dédval felszerelt elektromos dramkirrel els-
4llitott csillapitatlan elektromos rezgés (14. 4dbra). A “helyesen valasztott™

ip

|

L.

— N AEE Sy v— -.-.—-i_—
X
Loy
25

o~

u
1]
14, 4bra

visszacsatolds ugy vezérli az anéddramot, hogy a rezgések amplitudéia csi tla-
podis helyett az iddvel exponencidlisan né, de a novekedés csak bizonyos ha-
térig tart és azutdn a rezgések csillapodds nélkiil folytatédnak. E folyamat
matematikai leirdsit van der Pol adta meg., Néhdny kiindulo feltétel mellett

az indukci6s fesziltség konstansszorosdra, y-ra a

2
g—!er(;rz-l)d—y+y=0, m>0 ,
dt2 de
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differenciilegyenletet irta fel. Kvalitativ médszerrel, az ugynevezeit izokli-
nas médszerrel igazolta, hogy az azéta réla elnevezetr - differencidlegyen-
letnek van zérust6l kUlonbtzd periodikus megoldisa, amely a csillapitatlan
rezgés leirdsdra szolgil. A periodikus megolddst és annak peri6dusit fligg-
vénysorok részletisszegeivel kizelithetjk meg.

Az elmult negyedszdzadban tbbek kizitt a rakétatechnika, az Urhaj6zés
elméleti alapjaiban, a biol6giai és tdrsadalom tudoményban fontos szerepet
toltenek be a kizonséges differencidlegyenlet rendszerek. Ezen tudomdényigak -
ban valo kutatdsok és az elért eredmények a differencidlegyeniet rendszerekkel
kapcsolatban két alapvet8en fontos dgazat fejlddését segitették eld, Az egyik
a szabdlyozdselmélet vagy irdnyitdselmélet, a mésik a kdztnséges differen-
cidlegyenletrendszerek elméletének az a része, amelyben ugynevezett késlel-
tetett differencidlegyenlet rendszerek, vagy a retarddlt differencidlegyenlet
rendsze rek szerepelnek. ,

A gzabdlyozdselmélet alapfeladatdnak megértését egy példdval segitjik
el§. Tegytk fel, hogy a rakéta mozgdsdnak matematikai leirdsa valamely
differencidlegyenlet rendszer megolddsdval torténik. Ha azt akarjuk, hogy
a rakéta valamely elére kijelsle helyre jusson el, akkor ennek a megolddsnak
nemecsak kezdeti, hanem végfeltételt is ki kell elégitente. Ha a differenciil-
egyenlet rendszerhez mellékfeltételként eldirjuk a keresett flggvény értékér
legalabb két helyen, akkor peremfeitételt adtunk meg, illetve peremérték -
feladat megolddsét tlztlk ki célul. Peremérték feladat példaul a kovetkezd:

%= £(t,x), x(t )= x°

x(t, = 3&1 .

Itt azt kivdnjuk, hogy a megoldds a £, helyen _zio, ésa t helyengI

értéket vegyen fel, tr & € R, 3(_0, X! e R".

Mivel egy adott differencidlegyenlet rendszernek 4ltaldban nincs perem
értéket kielégité megolddsa, ezért problémit jelent a megoldhaté peremérték
feladatok felirdsa. Egy filggvényparaméter szerepeltetésével ilyen peremér-
ték feladat meghatdrozdsdnak modjat veti fel a szabélyozdselmélet alapfel-
adata, amely a kovetkezdképpen sz6l:

Hatdrozzuk meg a to' t intervallumban értelmezett u(t) vektor-skaldr

filggvényt ugy, hogy a

X=f, 5 Wi X)X,

egyenletrendszerbél az u = uft) helyettesités utdn kapott peremérték feladac-
nak legyen megolddsa.

140



Ha 1étezik ilyen _q(i:) fiiggvény, akkor azt szabdlyozd fiiggvénynek nevez-
ziik. A gyakorlatban a szabdlyozé fuggvény értékeire is korldtokat szabunk
meg. Megemlitjik, hogy ha a szabélyozé fliggvény értékeire nincs korlit ki-
szabva, akkor iltaldban egy-egyértelmuen adott, id6t8l figgetlen konstans sza-
bélyoz6 fuggvény is taldthaté,

Ha minden _:10, 51 értékhez taldlhat6 u(t) szabdlyozoé figgvény, akkor a
megfelels peremérték feladat megolddsit szabdlyozhatoknak nevezziik. Azokat
a folyamatokat, amelyeket peremértékfeiadatok szabdlyozhat6 megolddsaival
irhatunk le szabdlyozhaté folyamatoknak nevezzik.

A szabélyozdselmélet rendkiviil fontos 4ga napjainkban az optimdlis sza-
bilyozés elmélete. Ennek egyik fejezete az ugynevezett idSoptimum feladattal
foglalkozik. Ekkor az

i=fhxw,  XC)= <

egyenletrendszerben a t, helyett nem rogzitjik, és olyan u(t) szabdlyozé flgg-

- PR PNl s 32 " s » o -
vényt kereslnk, amely minimélis L idg alatt "vezeti a rendszert™ az x -bol

-t
1 o
az x dllapotba.

Az eddigiek sordn, az anyagi vildg jelenségeinek olyan leirdsdt prébal -
tuk elképzelni, amelyben feltételezelik, hogy a pillanatnyi helyzet, illetve
llapot és a folyamatot szabdlyozé fizikai torvény elegends {informadc i6t nyujt
a jelenség jovébeli lefolydsdra, Ha a torvény matematikai modellje differen-
cidlegyenlet rendszer, akkor ez azt jelenti, hogy a differencidlegyenlet
rendszerben minden ismeretlen és ismert fliggvény ugyanabban az idgpilla-
natban szerepel. A biol6giai, a tdrsadalmi és mds jelenségek egy része
azonban nem vizsgilhat6 reidlisan akkor, ha a jelenség :nultbeli lefolydsdt fi-
gyelmen kivul hagyjuk, -hiszen azok utGhatdst gyakorolhatnak a folyamatra.
Az ilyen folyamatot leir6 torvény redlis matematikai modellje viszont olyan
differenciilegyenlet lehet, amelyben az ismeretlen fliggvény vagy annak de-
rivéltjai a t idépillanatban és valamely t - 77, 0< T < t, idépillanatban is
szerepelnek, Ennek illusztrilisira tegyik fel, példdul, hogy a Marson mil-
k&d8, Foldrél irdnyitott manipuldlé szerv mozgésit valamely differencidl -
egyenlet rendszer megolddsa irja le. Ismeretes, hogy a F&ldrél a Marsra
&s onnan vissza a "jelek™ korlilbelul 30 perc alatt érkeznek é&s igy az dllapot
megviltozdsénak sebességét a t iddpillanatban a {5ldi irdnyité kizponton
keresztlil, a t - 30 id6pillanatbeli sllapot is befolydsolja. Formuldban ez azt
jelenti példiul, hogy a mozgést leiré x{t) fiuggvényre fenndll az

x(t) = f(t, x(t), x(¢-30))

azonossdg, vagyis x(t) a kovetkezd “késletetett differencidlegyenict reudszert”
cleégiri ki



ahol az _}gt.(t) fuggvényt az
S_t(t) = x(t-7)

osszefuggéssel definidljuk.

Az olyan differencidlegyenlet rendszert, amelyben az ismeretlen fligg-
vény vagy annak derivaltfuggvénye a t helyen kiviil a -7, 0< T'< ¢, helyen
is szerepel késleltetett vagy retardilt differenciilegyenlet rendszernek nevez-
zlik.

A késleltetett differencidlegyenlet rendszerek kvantitativ éskvalitativ
vizsgilata napjaink f6 feladatai ktzé tartozik.

Az emlitett két 4g, vagyis.a szabdlyozdselmélet és a késleltetett diffe-
renciilegyenlet rendszerek megoldiselmélete tsszefonédva is jelentkezik és
egyre nagyobb szdmban jelennek meg olyan publikdcick, amelyek szabdlyozhat6
késleltetett differencidlegyenlet rendszerekkel foglalkoznak.

Befejezéslil hangsulyoznunk kell azt a rendkiviil fontos tényt, hogy a dif-
ferencidlegyenlet, mint birmely més matematikai absztrakcié, a vizsgilt je-
lenséget szabdlyoz6 objektiv torvényszeriség, val6sdgtél elvonatkoztatott mo-
dellje és mindig szem el6tt kell tartanunk azt, hogy & megoldds-fliggvénnyel
csak kizelitjik a valésdgos folyamatot.
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Kedves Jegyzethasindlo!

A j6 jegyzet nagyon hatékony segitség a tanuldsban. A legjobb jegyzeteket pedig még
aktfv mérnokként is haszndlni lehet. Egyetemi tanulmanyai alatt valdszindleg kiilonboz6
szinvonali jegyzetekkel taldlkozott eddig, és fog talalkozni ezutdn. Kérjiik, hogy ennek a
kérdédivnek a kitiltésével segitse aldbbi tirekvéseinket:

~  ennek a jegyzetnek a kivetkezd kiaddsdban kevesebb sajt6hiba legyen és indokolt

esetben késziiljon el az dtdolgozott kiaddsa,

—  ajegyzeteket értékelni iehessen, amelynek eredményeként a legjobb jegyzetek szer-

zGi nivodijat kaphatnak.

Kérjiik, hogy a kikiildstt kérdGivet a Jegyzetbolt heja:ata (V, foldszint) mellett elhelye-
zett gy(jtoladaba dobja be.

Fdradozdsét koszioni az Egyetemi Jegyzetbizottsdg.

A jegyzet cime: KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK
A jegyzet szerzije: Farkas Miklésné

A jegyzet azonositja: 051358

Melyik tdrgyhoz hasznalta a jegyzetet:

Kar:

Félév:

Térgy neve: »

A jegyzet hiny szézalék4t wdta haszndlni (pl. 75 %):

A jegyzet a dirgy anyagénak hdny szézalékdt fedte le (pl. 50%):

A jegyzet minGsftése:
(0: haszndihatatlae, 1: nagyon rossz, 2: rossz, 3: tudletd,4 j6, 5: nagyon j6)

Javaslat dtdolgozdsra:

A megtaldlt sajtGhibak:

(& tu!oldalon fo!ytathaté)
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