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Adva van véges sok elem (térgyak), bxzoayos sorrendhe kell 6ket el- o L

- helyezni, vagy adott elemekbﬁl adott szamut- keH klvélasztam és blzonyos S

o .sorrendbe rakm ezeket

s

S i Is_fr;tiétIééfrﬁxjé]kii’l’i"ﬁerr'riuft'é,c'i‘é_k' )

Adva van h ‘sz4mu egymastdl klllonbozé’ elem Kérdes, hényfele k{l-'

o lonbioz6. sorrendhe lehet Sket egymis mellé elrendezni. ‘Egy meghatéyozott ‘- i

. _:}' sorrendet az’'n elem egy permutacmjénak nevezunk ‘Ha egyetlen elemet ‘i,
- elmoz ditunk az e16z6 helyér61 akkor uj permutaczét kapunk SRR
o p1 SEURENS L ,'.73, oaeeiem egy sorrend o
Ce ',7 3,04, cn Cegy mésik sorrend L
e '_ s, j_ ' 38Y mas1k permutaCIG. f“,-r .

s, e

Lathat6 ha 1 db elemlink van, a sorrendek szama 1 EEE
“ha'2 db elemiink van,, akkor 2 db elrendezes Fow 0T
lehetséges 12° és. _;' e R L

-

Jeloljﬂk n elernre az tisszes permutéélék szamat P -nel P =7

7 kérdésre kell valaszt adni. L
' Létni ngjllk hogy . Pn v155zavezethet6 P re. Igy pl a P -at e

' P:,z-re yezetjlk vissza, 3

. Altalaban az eljirds. az Iesz hogy rogzn:llnk egy elemet az elso hely_, B R
. re es a mdgotte lev'o elemeket heiyezzlik el az Bsszes lehetseges sorrend-

be de ezek szamat tud]uk mert mér e16bb klszamltottuk Nezzhk P3
meghatarozast o - . L ‘




e i;est ;u:ogzﬂ_}ﬁk_ e 2’3 } P. "sc.)rr:_énd'e_t_ képe:z‘:'tihkﬂ R
,2:8‘?_03233% E }P sorrendet kepezunk:: o
'3-as rogzxt]ijk .'V‘V-f‘

es }P sorrendet kepezunk :"_—. S

: Mlvel 3 elemet rogz1thettimk és’ mmdegyzkhez. P2 =2 3b elrendezes'
tartozott, dsszesen : ‘ . . EET .

_sot?e'h'dét:kép,ei_tﬁhl_c';;_i LS

permutacxét kepezhetlink Ugyams (a rbgz1tett elemet alahuzzuk)

S P | Sorféﬁdet - E_-" :.az 1- -es rogz:,tett elem utdn 2 az,’
L n-1 SR osszes lehetséges: sorrend}et '
kész1thethnk - i képeznikell:{n- 1) db- elemnek

' ’-.‘ezek széma P' db

L :-_A 2-es elem rogzm;se 15 P sorrendet ad

A 3 as elem rogzn:ese hasonlé eredmenyhez vezet

- - E f f
L. .. N . o PR
i Lo .
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Az n-ik elern J:ogzztese eseten P kﬁlbnbﬁzéfpé;:mu_jté‘;ié’tirirliétuﬁk1

,fel Bz osszesen " blokk 1even,

nP : sorrendet jelent
SRS £l

- Igya P =n.P .‘i_?;'-:'reku‘;fzicsj formuldhoz jutunk,

:.:: "._ 4 -:- _‘-'.717- 3



o 'r‘eladatok

Ez a formuia mmden n re zgaz, ennek alap;an
'i* (n - 1) P

\n

i e heEREe D Ry

Pra DR

SR e
- esigyrovabh. |
‘ g '-.Végililf:is

RS

1 fi";;Hanyfelekeppen tud 10 tanuio egy padban elhelyezkedm. (A padban
= '»_,_l{) ilés v_an.)_, B S . L

2, Hanyfele elhelyezkedes 1ehetseges egy kerek. asztal kor(il ha u] el-
helyezkedest az’ jelent hogy valakl nem a régi szomszedal kozott ui’?
: »M Mivel az asztal kerek ‘az"egy-hellyel vals, tovabb ules nem ad’ aj -
. -ulesrendet “ez minden elheiyezkedesnel 10 elhelyezkedes helyett
"csak 1 ulesrendet ad Igy 10 y ulesrend helyett

=9'1 S i

. lehetSeges eset van; '?L P T LTI
" Az Llyen permutacmkat c1k11kus permutacmknak nevezﬂ(

snal o
n elem c1k11kus permutamomak a szama o (n = 1) l :




o 'igaz az.

1eolvashat6 (1. dbra),

-3, Hény olyan t121egyu szém van, amelyben minden jegy csak egyszer e
. “fordul e16 (az els6 szam]egy 0 nem lehet). - L
. Megoidés Ahanyszor a 0 az elsﬁ helyen 411, az 6sszesen 9 ! esetet y
-jelent, ezekben az esetekben 9 jegydl szémot kapunk ezek feltéte-‘. L

linknek nem.- felelnek meg. -Az bsszes esetek szdmdt, azaz az dsszes
~permutéc16t szémitsuk k1 és a9 Jegyu szémokat von]uk le. belé'le.

101-9:-9}(10 1) 9. 9; ,,-1

o ""1.2‘»::5fifling}eféfin-xi-ié"?i"" |

, A formula n ! értékenek kbzehtesére szolgél Nagy n-ek esetehen a
i kxszamitést meggyors1t]a. ‘Mérnvki gyakorlatban is hasznaljék i
S - Megértése az elsé éviolyam anyagdt képez§, a végtelen sorokkal kap-
L csolatos tételek ismeretét téteiez1 fol csak A formula a kovetkez6 ‘ »

SRR n;[-_j_' Z'ﬂ'n nnene n’
S ’ ] — 7" ':-/“ 1 “.:.I-,I> -' 1 .-. .‘
' SR .12-‘n+1;<'...»]f‘?ﬁf: 1Zn .
Ebbﬁ létham hOB'Y 3.85 —"1 ha n—-oo tovabba az is léthato

- "hogy a kozelités igen éles, azaz arénylag kis n-ek esetere is ]61 kozeht
A b1zony1tés tobb Iepesben torteml; - : R

a) Mwel az y= lnx ﬂiggveny smgoruan monoton nbvekvc’i ezért a

R k+1~7f.
f 1nxdx<1nk< f lnxdx
egyenlﬁtlenség k>1-re a,ml példéul geometrlallag a. mellekelt ra;zbdl 1s",

, Nézztik még meg a’ (O 1) es (1 2) mtervallumokra az egyen16t1en-
S seget, parciflis- integrilis. elvegzésével Az elss mtegrél unproprlus m-' :

. ’Ltegrél ezért emlékeztetllnk a limx lnx 0 hatarertekre : o
S g Do - X—-O E B .

b







| "‘".eg‘yenlotlenseget kell- 1gazolm G
Parc1a115 mtegralassal kap]uk hogy

s

fxlnxdx E{lnx x:l i 4

l:x Inx ‘X] <1n l<l:x lnx x] SO

R ;.

.amia, 0

- alakban is- 1rhat0 e - SRR R R e
o Nezzﬁk ‘a kovetkez6 osszegekre fehrt egyenlotlenseget L -'_.‘_*/:l_
ey f In x dx<1n nl < Z flnxdx
,k—l k 1 k~ ko s

",‘amely mmden k Z 1 egész szamra fennaII : :
: (Szabad az egyenlotlensegek megfelelo oidalan osszegezm a relauo
L _-1ranya nem véltozik meg, ) : : 3
S LA hatarozott mtegralnak a hatarokra vonatkozo addmvzrasa rmatt az
L egyenlotlenseget 1gy 1rhat]uk o :

o Mgl b [ lnxdxns

| Végezzlik el azintegraldst: .



e b} Tekmtshk g
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" a titt egyszertsitése utdn;

’
f

s [xlnx- x] “<n f_1!,<'_E('1nx-.le
b eder e

R

L

©ahncachnle@Ym@) on. L L

Azl igaz, hogy n<n+ 5 <5i+1, ennek alapidn tehft
Cnlnhemg @+ D) Innca<@ilin'@el) <n

. ,géé,ryéﬁlfitlenség is fenndll, <

‘ -

o sorozatot Szeretnenk errol a sorozatrél Jellemzest adm, és konvergens o . .
. vagy dwergens voltat megallap1tan1. Azt az ismert tetelt fog]uk alkalmaz-r L
: m, hogy monoton korlatos sorozat konvergens ' : S -

,)‘

) dn'dm_ = lnn ’ - (n+ —) ln n+ n ln nl -ln (n+1)+(rL+ 1 + —) ln(n+1) (&;.1)" B T

: Qs_szev,onas_ _Vutal,_n:: L
R SR e NN

2n+2 -« 1 , T

D T U R

R (2:&1»1
Dy ' Gnel)T B

: d — lnn' - (n+ -—) 1nn+n (1)




rozat konvergens

Emlékeztetlink az’ y 111 (1+x} es az'y = ln (1 x) nggvények nuila ;
: -_‘ kﬁrﬂli Taylor soraira Azokbol dsszegezéssel kap]uk a ktivetkezd formulét -
X x_. _x_ zs_'

-

3 lp.

,V H

~a sor. |x|<1-re konvergens

".’FEzt alkalrnazva kap]uk hogy RS

d-a -(2m1){ 3 +3 +} 1L
" “+ i il * 3 (2n+1> 5 (2n+1)

;'.ElyiégeZvera bgszo;:zés_'t:. ’
(2n + 1)

d -d =%

RIS (2n+1)

(2n+ I)

l
5

-.lls—-

_'-‘;'Léthato, hogy a4 1>o amib6l dsa. ktsvetkezik Ad so-’-’?

" "_-_"rozat monoton csokkené’ és mwel d1 = 1 ez a sorozat maximélis értéke, .-

: . iN'ézzi.ﬂc az alulrél va16 koriétosség megvan-e? Ha igen, akkor a { } so-

aﬁ_f-“%?l(‘l[“-* gty — +]
R i (2n+1) Cewn® (2n+ 1) IR ERREEC

' .-".'a geometrial sorral valé ma]orélés alap;én, azaz

(2 mﬂ) '

C ilriélt,vé

P



w1 120  12(n+1)
e i'Vfig'Yiét.':réxAide,z'vfe;:j LT

Ut et

'ﬁ<d 1211<d -~ ‘_

'ezéltal d -re adtunk egy a!sd becslést, ésped:g d > 1 L -

Emellett a —-< d = 1 egyenlﬁtlenség is. mmden n—re fennéll igy
Sl limd =a’

Cmeee L

letezxk C : S L
L Szeretné‘nk “d" értekére becslést adm. Nezzﬂk meg a d _-T:’dl;_‘l_l_>,0 SERNMERS
o k(libnbségeket S Sl e e .;
(Zn + 1) '5(2_;1'+ .1)- 7(211 ¥ 1) S

L »dn__,-'_ﬂd _n+’1'; 3

oembel

(2 n+ 1)

Az elsd tag k1sebb mmt az osszeg, hlszen pozmv mmden ossze--‘ .
- .adand6 Fennall meg -az’ ; SR o

¥




-3 (2 +: 1) 1?“*‘-1_ 12(n-+1);_7+1\ e

egyenlotlenseg is, F‘nne}: 1gazolasa algebra1 uton tortemk Vegezzhk el a.

k;jelolt mﬁveleteket majd a nevezdk pozmv voIta 1matt szorozzunk bé a
Lozos nevezovel L

o menzer-mmet
3(411 +4n+1) (12“+ 1)(12 (n+1)+1)

. 1 S

ey = ESvyTRVES: 1
3;(.4;1’2'#_4“1) 12n2+12n+3 77712n12(n+ )+ 2(n+ )+ pEY y

L azaz- / ST s .
12n +12n+3 144n +144n+24n+13 \ )

~

Ebb61

144 52 + 168n + 13>144 n + 144n ¥ 36 "; Frei e
"_‘{'Villgt_vé’".-r ' S T

2a>23
L kgvetkezik.. Igy tehét

o T P el T T DT

dn 12 n+1 d 12 (n+ 1}+ 1

Lz




jelolest bevezetve kap;uk hogy bﬂ>b tehat a { b } sorozat monoton S
csokkeno Lattuk hogy az. { Un";“.- dn* 12 sorozat monoton novekvo, to—"i, BN
Vabbafennall azr.,.;_f‘f G S R

o U< b;a‘- egyenitlenség.’ « =~ T

S ‘%-,a _._1__< s<d RTIE L
SEREE S T < % ForEa i

CoHm o su)=0.f0
ey X s\ I n .. . 3
"* Az alabbi 4bra szemlélteti az elmondottakat: .~ ;- -

PR

dnﬁ;; d »d 12n+1 S

pozmv, mon nﬁvekvo feiulrél

mon. cstikkeno poz tagu sorozat T
korl sorozat d €1 S

alulrél korlatos, »d >

_:A fﬂeﬁéié}% aldpién -

11
<"
ST d<l

| Nézzikmeg a d - & ?alp’é’r_és_t:”

azaz

Ca o dmdE o jelolést bevezetve:




R 12n+1<”<12n

A '\3- +d d kifejezest fObjl]k hasznélni Az (1) bsszefﬂggésbe

helyettesztve kap;uk hogy

S n mnl-(n+—)lnn+n,~-:
et
e
= ,.qagy mivel dn=d+ ﬁn‘ 2i

.t_rn;|=e_.e_,-pr,_—_fﬁ'e.-_;

Az e értéket akar]uk meghatérozni Tudjuk hogy e “—_e/l,_ ha

R n—-rco-.

Az e értéket a Wallis -formuia segitségével kap;uk

c) A Walhs-formula : :;l" R ' - ;
Tekintsuk az- EREE RN

smnx dx ihteg_::élt.,;_ o

L]
=
SERRETY | AN ',

R T

' Parclélis integréléssfal kapiyk-; hogy R R *

£
sinn-lx sinx dx.= [—}gipn_. 1y cosx] + (n - 1) £ 2x co_s?_')_; dx,:

ow;a .,

R R

T



"4.

! vagyii:-az S

[

I-(n )( 2) (n )In
; rekurzids formuléhoz ]utunk amelyb{ﬂ

R el

\\

mlnden indexre _fennéll Két esetet klﬂbnbﬁztetunk meg n péros és n pé- n |
o ratlan. Akkor . . : :

S -TI | 2n - 1'I ‘ '_“j:: '7 S 1
B N S

: ugyanigy 2n - '2'-'-'fg. eﬂk&lrﬁéz’va.
(2n 2) 7 (2n_-4) S T T

Helyettesnsuk ezt L be .‘

e 1 ont 39 -3 -5 g Lo
2n ,'-211 Zn 2 2n 4 ‘4 270

i formulahoz jutunk Lévén R, S




LT (2 n~3) (2 11 1) _
8,0 21‘1 et 2‘

Sz.am1t§u1§. k1 has.onléan 1(2 _[_1) ket}\.,,\- o o
eI o 2n 2n -' ‘2 n- 4 L 23
o Ty TR -1 Zas T
. o I1 = f sinx dx——-f‘ [.—-_»c'_os:{'. o= 1
. émnéifogva -
e (2n+1) 1. 3 (211 1) {Zn—!-l)

g Léssuk be az alabbl egyenlﬁtlenseget

(2n+ 2) (2n+1)
- SoaA

L R8sz isy

LA

: r ‘I, >I(2n+1)>1(2rt!-2)

< R ammt a’ koveﬂcez6 ﬂiggvenyabrazolés szemleletesen mutat;a (2 abra)

SRR kel Lk : :
L (Ui 0<x<1 -re 0<sm j x<sm x<l mmden termeszetes k szamra

Ty R . '_ .



vagy mésképpen

vt o
L 1350 (Zn 1) $2.4.6.... 20 (2n+2) S
(2n+2) - 2.4.6.... 20 " 1,3, 5.. (2n 1) (2n+1), e

“ T S e R

- n+ e ;:_ G

im 2oy

Ln

imi ——-—— 1 szmten, e

nﬂ--oo (2n + 1)

.. (n-2)2n '2"4T6;7.‘.7 35

(2n+1)
| f%‘z'nj

(2n 1) (2m1) L. =1

e Cneny T




; ;Atalakztésokat végezve azt kapjuk hogy

e |'_é. 4.6.... 2;{]2 L ";r_
E VR DR CE ) %) ml) 2

\ A ttirtet b6’v1tve SR j:? o
7;_"[2 4 6 Zn:}':__'rﬁel 'azl,;"k_fa.;_}juk, hogy;'-"';."’ '

.{ i'|_"2 4.6.. '}2:'1]4 R 1 .‘

B [1 2 2 3. 4 5(‘?n 1)2n] 'zn“_'”:ff 2.0

E(z nen (2 9@9... n)]4 Sl
' [(2n) 1] (2 n+1) ' . '7 2 >
(n pto g

[(Zn) ;] (2r1+1) '_ 2

Negyzetgyokot vonva ad6d1k hogy

(n 0 AT_ ST

~ mivel "l

w22 VEF— B L

Il—->o° (2]1)' J—

K Most a (3) kxfe]ezeshez ter;link v1ssza es vezessuk be az e




,':___Jelbiést Tud]uk hogy ) I

limd —d letezik 1gy

: Il-—,—po :

T

“lima =a= efd" 1is Jétezik, -

E >eb'b6,_1'_g

F n {_e ‘

S n '-t behelyettemt]tlk (4) be 1gy kap]uk hogy : N

w2 211 n

‘ -’{_2 J’zE(z) 2’“/"..‘

amelybﬁl egyszerlisitesek utdn adddtk hogy S ] o

. _‘72 K
a .
Noova T 2%, hani—eoe R

. Mivel -

hm a-—a, ezert an--a, aZn—-a- a, es '
n__m . : Bk -
gy S
g L
a—-—- -_——'a,‘ n—"oo 'ese_ten.l B

' "19- .




S el

RN tovabb1 k -szdmu szmten azonos egymas kdzott tovabbl k3 szému azonos{

L egymassal stb es vegul k azonos egymas kozott

Cehdt o G oo
S s o 11man= J2T .
| Tzzel meghatiroztuk a konvergens {fe: " } sérozat hatdTértékét is.
d _ :_"d, d I
fim e "= ;Mzﬂ-*,_; Tim e ®=e%= o,
Comeweo o vUmesmee 00 T

hm d-—lnyZJl

o D—-—»—oo
" Mindezekalapiin Sl
S iy
s n! =_> V?.'}Tn n e. s e .
am1t1gazolm akartunk ST s '
Fenn EgYenlosegﬁnk 10gar1tm1kus alak]a ' S

1nnf—1n|/2(?+(n+—) lnn n+ 73\

P 1-2—_'&;;:1("’0 <’l2 T

¢ I3Dmedsespermuticick .-

Adva van n szamu elem, ezek kbzott k elem azonos egymassal

:333.,.'\5 g}gg_; .52/'_3/_23 \1(_3/ 128 ..
a,a,d ... 4, b,b,b, e b, 6,6,C, 4.. C E_.v,v,v, ,,.‘.-

Camo- o
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Az elemek szama k + k + k +. L k .—- n. Kerdes hanyfele

sorrendben lehet egymas melle elhelyezru o'ket Nyllvanvaléan nem Ir'apunkr, o
-annyi sorrendet, mintha mind az. n elem kiilonhtzd volna, U.i8 ha .akdr- .

o melyik felirt sorban csak az egyforma "a’" elemeket cseréleém fel egymds -
.. kozott, ez ugyanazt a fehrast adja. ugyanigy.a "'b" elemek egyings Icﬁzott ‘ ‘
valé' feicserelese ‘uj sorrendet nem ad; Ugyamgy van a ‘robb1 azonos ele- - i

meknél’ is.- Uj sorréndet csak akkor kapunk “ha kulonbozo eiemeket cseré--

" liink fel egymassal ‘Az, ISmetleses permutaciﬁk sz4mdnak meghatarozasat e

' '7_,'v1sszavezet3t1k az. 1smetles nelkuhekre }el(ﬂ]uk ezt & keresett szamot o

:,,’neil.‘ o

'meket 1smet termeszetes szamokkal ) . R e

B, 1

112223%3 5 .
2 _1 122233 ... .5
2 2"'2 1 1 1 2 3 3 §

. '..._-,?- e W e amee e e

. Tekmtslmk egyetlen fehrast és’ az egyenlé 1 eseket kUIonbozteSSUk
= 'meg és permutéljuk oket egymas kozott a tobbi elém kozben Iegyen 1og-
* zifett igy azonban egy tenyleges elrendezesbcﬂ annak k. 1° SZOTOS4t kap]uk

- Ez mmden kulonbozo ismétléses permutac-.lé esetére 1gaz gy az. "1“-esek

‘megkiilonboztetesevel a keresett permutacwk kl l«-szorosat kaptuk

. Most az 1gy kapo’st wj permutacmkban a "2"-’es elemeket ]elbljtik i
meg megkulonboztetesul és'az el6bb nyert minden’ egyes sorbol kesz1tsuk
Lel az osszes khlonbozo serrendeket az eldbbz mﬁdon Mwel k szamu )

- "2"—es elemunk volt mmden el(’)zo fehras k g~ szorosat kap;uk

Ce et

R T

o ~Az 1smetieses permutacmk sZAmat nem tud]uk de gondolatban 1rjuk e
“r-fel az bsszes 11yent (Egyszernseg kedvéert Jelolﬁlk az eirendezendo ele-" i .,

3




"—f‘>,szémupermutéc16t FR I SR St

R _rkog mér ﬁsszesen S

-z651 feladatot, Ha a golyék egy celldban’ helyet cserélnek az nem uj 4lta-

- - lent; Kérdés, hényféle 4Hapot elrendezés lehetséges. A felirt'modell mu-
o ‘-tatja, hogy ismétléses’ permutamérél van sz¢; az. Usszes: elemek szdma.
.M, 1

L 'Ezt xgy 1rhatnank le szamokkal

.-tis's_z'es‘e'ni S ismy kg ko, eee kYoo ]
N Pn" o kl‘

s+ Most jarjunk e1 az elézé' mcdon a “3"-as ]elzésu elemekkel isy ak- :

(ism; '—, ’ «mk) ".' i
S0 2’ tmt N, L e
B T

o kﬂlﬁnbozﬁ permutécms sorrendet kapunk
: El]érésunk végen a .

ﬁ°yw {{?(@@5?5%%;tf
'f“.fOrmuié»hoz Jutunk. T RS
" EbboL -

2’ e m” . oy

\(i.s‘rri. K, k) ,
| To. K1

-f.Eggpelda e
5 ; Boltzmann szermt n db megszémozott (tehét egymés kozt kulﬁnbﬁzﬁ)
. _golydt m szamu celléban helyezlink ugy, hogy az. l-es celléba n1 szému, ¥

2

= .‘:4a 2-es celléba n sz:imu, \. iy az m es. celléba nm szamu golyét teszunk f
S Az nI, n2, J..n szémokat betdltes1 szémoknak h1v3uk ‘

Az mdb celléban n1 + n2+n3 + +n T n szému goiyﬁ Van-_'

1-e8 cella 2-es cella 3-as cella o m-e;s”,c:elria*

' :-n golygi, B, go__lyc‘) ; ns.golyé,"_'f"' n:lg‘olyo‘ .

BT

Fog]uk fel ugy a dolgot mmt egy reszecskékre vonatkozé elrende-

" pot.. Ha azonban a golysk: stmennek mésik’ celldba; az’ ‘mér uj éllapotot je-

db egyez6 n

1

L, db” mas, de egyméskﬁzt megegyezo elem van. 8. i t



S kepezzﬁk

. kozotn sorrendjet valtoztat]uk dzaz a + Jeleket egymis kozott permutal- :

1234 .8 12 3'... UL 208 L
'_-, g; 31,8"1' gl gi; i’,_"gz'gzrg,,_'f,-- ':_1’7 :_--_- gm gm gm .. gm o

ami pediy eppen klmdulo feIadatunk volt az 1smét1éses permutécmk kiszé- g
'mltésandl Tehét L . . . , , :

b A(1§_m.; -kl_j, kZ_" km)_~ ol
mooLo o s S Tain

14 Kombmac1ok 3

: - n-szdmu kﬁlonbozd elembol kwaIasztunk mmden 1ehet5 médon k
szému elemet- (0<k £ n), ugy, hogy a kwalasztott Mk" elem ‘sorrendiére _
. nem vagyunk tekmtettel Azt mondJuk n eiem k- ad osztélyu kombinémélt :

PlL,: Hany kulonbozé sakkpartl 3é.tszhat6 10 reszvevo eseteben‘7 o
it 19 elem mésodosztélyu ‘kombindcisit kell: meghatédroznt. Altalanosan N
]elol_]lﬂc a meghatarozando kombmécmk szamat C -val '

Sk j=’£-1,c'ombi.néciék»s.zén&a;x S

Legyenek a ktilonbozc’S elemek 1, 2, 3, Loomn, k adott sz4m,. 1r3unk =
_a kwalasztott k db elem folé "+ Jelet, aki nem vélasztottak fole pedlg e

'(ezek (n- k)- anvannak), n ]elet
Pl xgy kN
- 4 o +J:+~. oY _ + R
1, 2, 3, 4, 5, eie (=), 0,7

: it most klvalasztottuk az" 1, 3 4, .. n 'éleiheke't' Ha ezeknek’ e"grynias

juk, uj kombindci6t nem kapunk.: Ezen elgondolas alapjdn ujabb k elemet

S ugy valasztunk ki az eldz6hoz kepest, ha legalébb egy S Jelet egy man
.'1elzéssel cserélunk fel pl [ _ R
' - FoE ok s
1; 2,73, 4, 5. ... 1), n, - ,

- ’_n23' ..'.- '




o ]elentl, hogy az "1"-es ¢lemet nem valasztguk ki, de az elébb nem szere-.

| és (n-k) -szdmu

¥

Az elso + 1e1et felcsereituk a 2-es folott a116 L ]ellel Ez azt o

pelt: - 2"-es elemet igen, A- definici6 ertelmében uj kombmacnit k_aptunk
- Tegylik. meg az §sszes Ieheiseges klvalasztasokat Bz a k szdamy "+"- ]el :
o ]el osszes 1smet1eses permutamémak szamat ad]a.. S

i i ‘

o ’Tud]uk mér, hogy : :
L p (i ,k,-*«'n'-‘k-!);" atl
R h o S Tk ek

Ismert formulék alapjén: -

o\ Tk (n—k)r
 deercljtk. bogy '(n‘-’k)= (k) L
» Ck . "i B nl ' 1.2. R (Il k) (n-k+1) L. {n l)n _\.
k! (n-k)! k‘ (n-k)! '

k_n<nl)(mk+1)_n

be
ke 123k et (o Do a@-d) . (o bty

. “a” T ,k'<n-k)f Lo e BT

1gy tehgit:" )

'egyenloseg kombmatonkaﬂag azt ]elenti, hogy n elembol k szémut annyl =
- felekeppen Iehet kwalasztam, mlnt n elembo’l (n k) szamu elemet Ez ert




“ihet6-is, 'uz mmden kulonbozo L szamu elem klvalasztasahoz tartomk e
<L (n-ky eiem ki nem valasztasa. Igy k- -szdmu elem- kwalasztasanak szama e
T egyenlc az (n k) szarnu elem os‘szes k1 nem vaIasztasangk szamaval : '

o Peldak:_., e T TIRES P
ST ‘Lo!;toszelvenyek kulonbezo kltoiteselt szamoi_]uk kI. n 90 k 5 o
2 Ah4ny madon 90: elemhdl's’ elemet ki tudunk venii, annyl ku;onbozéi P
' -"',:‘Iottészelveny van.. Az elemek mmd kuloanzo’k SR

90 43949268~44 106

C90 - 5 ¥ 85 l

N 2. Tudjuk hogy eg"y c’ib S talalatos szelveny van Kerdes hany clarab

o4 talslatos: szelvény. Iehetseges (1tt a kiilonbozs. k1t01tesueket szémlt- : S

c Juk ki, ne:tévessziik: Ogsze azzal,” hogy hany 4'taldlatos szelveny van

. ~hetenként, ezek: kozott ugyams 1ehetnek azonos kitoltésilek is, ami = - ..,
P azt Jeienu, hogy tobb onan szelveny van,. amelyeken ugyanazok az s

ERE—— eitalalt szdmok),. SRR SRR Sl

R A 4 ta,lalatosokon 4 szam a klhuzott S szam kdzul van, és a-

B ,fennmarado T szam pedzg a k1 nem huzott 85 koziﬂ valé 5 eIemb

B g »:"4~et (Z) fele modon 85 elembo’l 1 et ( = 85 modon 1ehet klhuz— Vf_".-’
LS : _‘: n1; Igy a4 talalatosok szama ~,{(w4-) (8 ) 85 425 .

’Ugyanezen méggondolassal a 3 talalatosok szama = ( ;)(gs) oy

Egy tarsasagban 10 ferfz és 8 ng Van Hany kum“bo‘%as ferﬁbOl es ' |
4 nob61 a},lo tarsasagot alhthatunk ossze : L T

oo : - v

M A IO ferfibol ( g) médon valaszthatunk kI 5 ferflt a 8 n(’)’ =

:

: ;'bOl (8) keppen 4 hot De mu'“l a ferfIaknak mmden egyes kwalasz"' S

. Fa - . ‘ i
tasahoz az osszes lehetseges no' csoport mas ‘és mds 9 tagu tarsa- L

o ‘.sagot Jelent lgy a (;0) ferfl k1va1asztéshoz (Ig)(i) kwalasztas "": ) :
T - ad]a az osszes lehetseges 9 tagu tarsasag szamat L LT
i ! 4'_.{"',--”‘ g




~ -vy§ sorrendet fogguk hasznalm. Ezek utan megad]uk az 1smet1esek kombx- B

el 1.5;11'smét;1ésés” kdm;bﬁj‘aciék{

} Meg;egyezziik eloljaréban, hogy mwei komb1nac16rol van szé egy : 2
B . kwé.}asztasha.n, ha az eIemeket mas sorrendben 1r_]uk ugyanazt a kOmbi‘ Sl
nac16t kapjuk. = SN L
: Pl.:.1 1. 2 2 1 2 1 2 ugyanaz a kombmamé Igy, ha szamok-
':-{kal Jeloljuk az’ e'lemeket ‘a termeszetes sorrendet ‘azaz 4. monoton novek-

nac.lé fogalmat S : . .
“-Adott i kulonbozfi ‘elembol kwalasztunk k szamu elemet de az ele—' :
: "',mek kozbtt az 1srnet1est is. megengedjuk (It is k- ad’ osztalyrol van sz6. )

PlL.: Legyenek akulonbozo elemek az 1;2;:3, 4, 5 szamok
oo Valasszunk ki3 elemet, -az ismétlések megengedettek ﬂyen kwa- -
L 11asztasok lehetségesek pl -a kovetkezé’keppen ) : . S
’ cal R - o

" _Ha .plr.'_"' o »1 1 2 kwalasztast tekmt]uk '_

=
NS !"",'-

ST ter | l2lésa :
S {2 11 ugyancsak ketto 1-est’
e snt - ésegy db 2-8st tartalmaznak, .
S 2 .7 de-- - ezek mem ‘adngk: u]abb 1smet1eses
T T :kombwacuit R

.-

™o ‘
b

B .'" 7-' 4 55 .‘<’V> :
05 5 5"» :
3 7'iAz 1smet1eses kombmacmk szamat n “kulonbozo elem eseten, ha az

osztalyszam k ]elollek C(k 1sm )

LR A mi peldank eseteben

N ~

o Kepzel;ilk el az Bsszes, 1smetleses kombmacmt egymas aIa irva baI g
» oldalon, szamukat nerm 1smer]uk A monoton novekedest a felirt szakoknal

R
g
£



' '-_"ménoton novekvoek és-az els§’ helyen aIIOhoz mmdlg O-t, a mésocdik helyen B

BT eredeuleg egyen16 szamok allnak egymaés mellett, a leképezes utdn: egymés :

termeszetesen tart]uk Rendeljﬂnk hozza mmden egyes 1smet1eses kom-, R
bmécmhoz egy ismétlés nélkilit a kovetkez6 médon: . o
’ " Adjuk a bal- oIdann mmden elemhez sorban a0,1,2 értékeket
(Felhl Ie!ezzuk ) . el D T

.._
._
et
AR
e
SRR I

X

G =
w

.............

e e & e e et

Mwel a bal oldalon fehrt 1smc’deses komb1nac16kat _]elkepezo szamok:

alléhoz mindig I-et, a ha.rmadlk helyen 4116hoz mmchg 2-gt adunk ha”

.. ‘utdn kovetkez§ szhmokat kapunk szigoruan monoton novekvs. sorrendben. e
‘Ha. pedig’a bal oldalOn klilonboz6 elemek dlinak ‘egymis. -miellett, akkor a N s
o ‘leképezésnél nemn’ egymas uténi szamokat kapunk de a’ smgoruan monoton o

' _"novekves szmten bekovetkezﬂc PLo . -

. -

.
h . -
; Ps

) 4 . PR




. miatt, Pl, egy tetszés: szerinti: 1smetles nélkili kombmacao Tegyen 1 27,
- ennék VISszatranszformalt]a a 115 I,esz, ennek pedlg a bal. oldalen szere-

Ry e
(SRR

Ll N
ot
19
(o)

L
.
(S e e

.
e,

(&2 RN
[S 8 o)
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e

Sl VT A sz1goruan monoton novekedes a ]Obb oldalon éilé lekepezesnel ep- o
pen az: 1smetles nélkili kombmacujk ]ellemZOJe A fellep6 elemek, ame-. - '
lylkbol a harmadosztalyu ismétlés nelkdll kombmacmkat kepezzuk az
‘1; 2,73, 4;.5,:6, 7 elemek. Ugyams a 6és 7-es fellepeset a masochk és
harmachk helyen 416 elemekhez val6:1 és 72 ertek hozzaadasa mdokol]a L

A masodlk és’ harmadlk helyen mmden elem fellep 1 25°3; 4, 5 is;:igy a
426 5+l =6 &5 .5+2 =7, téhat a6 &8 7.uj elemek Iepnek fel.: “1gy a

7 elembol éllo harmadosztalyu 1smet1es nelkuh koinbindciékat kaptuk a

]obb oldaion. Kiilénboz6 1smet1eses kombmamékbol kulonbozd ismétlés
nelkuh ‘kombindciockat kapunk a jobb oldalon; és forditva, haa jobb oldaion
4116 bérmely sorrendbélt v1Sszatranszformalast vegzimk, Julonbozo 1smet- :
Iesek kombmacmkat kapunk. S S i .l '
Igy a bal oidalon allo 1smet1eses kombmacmk szama

e, ( o8 L

Meg felmerul az a kerdés hogy a jObb oIdalon klmerltettuk e G

osszes lehet6éege1t Ez tenyieg igy van, ‘mert barmeiy 11yen k1va1asztas- .’ 3
ol azaz a 7. elembol Lwalaszthato 3- ad osztalyu kombmacmk barmelyﬂ(e z
. k@zul egyet vegyunk k1, von;uk 1e az’ utolsd elembél 2=t;. a kozepso elembdl™
Clvet, az’ “elshol 0+4t, akkor lathato ‘hogy 2z i1, 2, 35 4, 5. elemek Iephet-__
»"nek csak fel 54 321goru ‘monoton povekedesbolx(nem szi:ksegkepp sZigo -’ g
Coruay monoton novekedes kovetkezﬂc be'a: vlsszatranszformalas szabaiyau

o pelm kellett anil az 1smet1éses kombmacm def1n1c16]ab61 kovetkezﬂ( Ha
- -5 h_elyett n= et ‘és 3. helyett k =t 1runk a fent elmondott blzonyitas a kovet- L
ol ,kez’o S lEd : : R :



£

’

’.:"-«nacmkat (Elemek 1, 2 3, )

Ke’pez,zuk az 1 elembol alkothaté k ad- osztalyu: ismetleses kombl— N

‘A definicio tartalma 'ch hogy az kulonbozd elembdl az Usszes Ie- L S

L hetseges médorni kepeZZUk a monoton novekvo sorozato’kat amelyek k- ad
" ..osztalynak. . R PR ok :
- Legyenek az elemek T B :

Cee g v 3, a an mmd kulonbozoek es ezen Jeloles helyett

L hasznal;uk az’ 1 2, 3 4, 2o T1 ]elolest az elemeket ez a Jeloles ugy
megkhlonbozteti, mmt barmely mas- megkulonbozteto jel o .
“Képezzlk az osszes lehetseges ismétlések. kombmacmkat vagy1s ‘az
O elemek és. osztaly szam adta Bsszes monoton novekvd kombindci6s sorten- -
" det.” Ezek SzAmat fog]uk meghatarozm kolcsonosen egyertelrnu Iekepezes-: .
S sel, A "Iekepezes1 utasitdsunk az, hogy adjunk rendve minden elemheza’ -
o ;kovetkezo mo6don nem-negatzv egesz szamokat az els6 elemhez 0-dt, g
. mésedik elemhez’:1- -et, a harmadlkhoz 2-t,; “és 1gy tovabb a k-adik heljen
"alléhoz pechg (k 1) et.. ERR A R

B S "{.

"-f.b 12345 B

112 ,2,2,3 45 —»1 2,4.5.6,8) 4+1~ 2, Stk-1 R R
ST e el e e W e wi. oA felul irt ‘sz&mok mutat]mk a hozza-‘ AT SRR
S - '_*,f_,adando ertekekEt. Ca |

Gl Itt alinak az 1smet1eses kom- el 'Itt ]obb oldaion allnak a tran@zfor-"

. ; bina016k valamemlylen ‘

| 'malfak

. A transzformaltak mmd kulonbozo élemekbc’ﬂ allo k ad Qsztalyu ::i, s

: komh1nac1ék Mmd k(,llonbozo elembdl’ a11 mert ha két AZOnos. n;zoysaﬂu

- elem dlltis‘az eredetibep egymés m,eiLeLt az egy hellyel Jobbra allohoz
Tlegy egyseggel tobbet adtunik, - Kiilonbozs ket 1smetleses kombmacmhoz kii-

© - lonbbzé két ‘igmétiés nélkiilit; kapumc. Ugyams ezeknek legalabb €gy. elem
- ertekében él- kell térnitk és, akkor a iekepezesne& is meg van : az ugyan-' '
o annywaT valo eltérés ;

I‘ord1tva, két. 'kulonbozo transzformalt sofbﬁl v1sszatrans¢forma1as—7-'7‘

! nai ket kiilonhizs eredetl 1smet1eses kombmacm‘noz jutunk, ‘Tehdt egy~egy. -
e ertelmu a ’lekepe7es Nezahk meg: a kélétkezett: 1smetles nelkuh k=ad" osz-
- talyu kombmacmkat hauy elembo’l kepeztuk Bket. Az €ls§ elemitd] az-utol-
 'sGig mmd megtalalhato ithis, hlazen #z elsb Helyen alle elemekhez mindig -
.04t adtunk (az els§ helyen pedig: mmden elem fellép az 1smet1eses kom-
bmaméknal 1 2, s, A Iegnagyobb erteku pedlg n+k =1 erteku




Ca kombmac1é szzgoruan monoton novekvd. sorozat, . v1sszatranszformalasa 2

3 '1:. 6 munkas éyente 4, 1zhen kap Jutalmat Hanyfelekeppen lehetseges B

et az utolsé helyen felIép()’ elémhez k-1 adédik hozzd, ami maximalis =~
“ntk=1 értéket jelent.. Teh4t a jobb, oldalon nt+k- 1 elembol kepzett ismét- '

© 1és nélkili kbmbmamdk vannak . T R
Sl Kérdes mmd itt van- e’?

LY

4 C;klsmi) - (n'—H;—'l) L Iga'z'_-e' ezeri‘- égyér»;'l,t;)'s-é‘g?"_

Erre ggnnel keil valaszolnunk Ugyanls mmden 1smét1es ne]kuh j' 7
utdn.a vlsszatranszfcrmalas szabalya szerint monoton novekvs’ sorozatot

kapunk ‘ez pedig-az 1smét1eses kombmacm def1n1c16]a szermt egy sor- T
rendet jelent Tehét : : , ,

A (k 1sm ) nfl'-k—l‘);_, o
Vllégos, hogy az 1smet1eses kombmaciék eseteben K lehet n- nel
nagyobbis.... _ - P R s S
Feladatok “ oo S e :

ez, hia -egy szemely akar negyszer is kaphat

. M: Kombmacxés kerdes, mert csak a szemely erdekel bennunket,
. (akiket' szamokkal fogunk megktilo:rbdztetm) a sorrend nein szamit,
. Istnétléses ped1g azért mert egy szemely tobbszor 1s kaphat ]utal-,_ :
- mat, Tehét T A E TS _ : : .

g )()

- 2 -',' o iHény lapocskabél all a nyolcas dommé'f‘ "

2 h M Tudnunk kell hogy a lapocskak ket szamot kapnak és ezek egyen-'
o 16k is lehetnek ~és.azt, hogjr "0 jegy is- szerepel r{‘unt szdm, Igy:
S ‘Mivel mmden domméra két szam kerul masodosztalyu a kép— '7
B zés 9 db elembél, - . i
- Még arra kell valaszolnunk mlert kombmacm\‘? Azert mert

‘a’ dommon a szamok ‘sorréndje nem szamit,’
O A r_f} 1] -es dommo egyben az I:l 0:] -4s. is. A vegek nmcsenek

g :,megklilonboztetve, 1gy csak 1 db van ebbol e ‘A




. Tehdt o

$ A nyolcas dommo 45 lapocskabél all

gy (0] s
T ;2,._);.—_:(;2 ITREER

pa L

' "Harom teherauténk van, és- 100 db zsak burgonyank Egy kocs1ra

akdrhdnyat tehetiink.: Hanyfele kﬁlonhozo megte;:heleﬁ,sel leheta L

‘:szalhtast elvegezm? e

‘»_M Jelol_]tik meg a kocs1kat 1 2 és 3 ]elIeI egy megterheles sablon-? o
_-jalegyen.az, hogy- arnelylk kocsiban van a zsa.k azt a szamot- kapja BT

Pl ha, _mmd az elsd kocsﬂaan van, csupa l-es a sorrend

L 99 100 R
. .j_.=.—.;-_;1,,;1,,‘1, 1, T

Ccn E

.(»--

3,
Lo

|_|

I

g_.

‘Ha. p1 az elSo k'ocsﬂ)an 30 a masodlkban 25 a harmadlkban terme—_.
C _’__szetesen a tobb1 ekkor a ]eioles a kdvetkezd S <

U'l
U'I
O\
S
R

-31'_ o 5

2 2

1 2
Ay ) s S R
2 1 1 " 7'1:;. ’-,:2,2, cee 2, 3,3,_3, ...3 Ve

HCOD.

foa egy terheles meilett a kocs:.k sorrendjet felcserel]uk de a zsa-_'" e
.. kok maradnak, nem- kapunk ujabb terhelést, -

Lathaté, hogy minden lehetseges terhelest Ielr eza modell

. ,:ak.kor ped1g 3 ktﬂonboz6 elem 100-ad osztalyu 1smét1éses kornhma—" T
, ‘cmjar()l van, szé Tehat 8 S R

(100 Ism.)-_ 3+100 1_) (102) 102
3 v 100 ]~ \100 21-»_‘__ o

. ‘Bose Emstem problema, (Hasonlo az eldzo’hoz ) L S
\ Legyen k db’ cellank és’ helyezzunk el benniik mmden Iehetseges mé-

f : o “don-molekuldkat. ‘A rnolekulak egymas kozt teljesen egyformak ,
o gzért'csak az a Ienyeges hogy egy. celldban hiny molekula helyez-

o kedlk el;- de az nem, hogy mely molekulak ezek

: 5--A'C1 TRy | Sgf Lo ck (molekulak
S ) Szama n)

L

.




& szerepelhet ).

- Mmden elhelyezkedés Iehetseges oly médon, hogy akar egy cellabant -
lehet minden molekula, Két allapot akkor Lulonbozo, ha valamelylk ‘
cella hetolte51 szama megvaItOZIk - -

M Itt is azt mondhatnank hogyha valamely molekula valamely1k R
- celldba: bekerll, a cella sz4dmat veszi fel. Igy ha a celldk egy. ‘el6z6:
allapothoz kepes’c mas: molekulakkal vannak tgyan. toltve de-a szavt
“'muk sehol sem valtozott ineg, ug’yanazt az allapotot _}eIenuk Tehat
‘az 1628 feladat terhelem problemajarél van §z6. A cellsk- legyenek

megszémozva cl, c k - és. a’ molekul azt az 1ndex szamot

.. :f vesz1 fel, amelyﬂ{be beiekerul Igy k eiem 14 ed osztalyu 1Smetle-~_ E
c ses kombmacm]arél van szé : :

. Pl R ) Cl Cl c2 c:2 c3 z k ceilak

1,2, 3, 4 5, D n molekuIak o

T ) 5, Legyen T2 n és legyen n db gon() helyeazﬁk el az T celIaba ugy
" hogy egy. cellaba legfehebb ER golyo kerlllhet Hanyfele elhelyezke-s o

des“ lehetseges’? o ) . :

M ‘Mivel mmden golyét el kell heiyezm, az osztalyszam n és. mwel
_ “r cella, kozul kell ezt dz n db celldt’ kivalasztanl, ,1gy ( n) szamu
o elhelyezkecies van (Ferrru-Du'ac -fele elhelyezkedes) .

B S

PP

16 Isﬁiét_'léfs_ nélkiili variaciok

Ce Ca ktllon_bozo elemb()’l kwalasztunk k Szamu kulonbozot es ezeket . =
'mmden lehetseges sorrendbe 1r]uk (Egy kwalasztott elem csak egyszer

Mlvel n kulonbozo elembol k SZATmL elemet ( )-felekeppen 1ehet
:klvalasztam ezen fehrasoicbol keﬂ kepezm az osszes lehetseges sorren—

. i :

;. det. Igy mmden kombmacms sorbol k I Sort kepezlmk az ( ‘k-) sorbol ( k)
. szdmu sort, S T
. Tehat

h




2 A, 0 Ay 2 3 4, 5 65 7 8, 9- ]egyekbol hany db negy;egyu szamot

COREdle T
E I, - 20 tanulobol hanyfelekeppen lehet osztalyt;tkart penztarost és ta»-
. nulmanyl felelost k1va1&s7tam‘?

'M Mivel a harom tlsztseg kulonbozﬂc, igy harmas kzvalas,:,tas ese— -

' N tén niég flgyelembe kell azt is venni," ‘hogy 4 hirenféle tisztség a. :
+.“hdrom tanulé kozott meg 3r kulonbozo modon ‘oszthaté el, M4s eset

e gaz ha A szemely aki egy kivalasztasnal szerepel -a t1tkar a.pénz; AR

. taros, vagy.a tanulmanyl felelds usztet 14tja el. Mivel (? } ~téle-
,-.keppen vaiaszthatunk Ki 20 tanulébol harmas csoportm JL €8 minden
..kwaIasztas meg 3l vanacmt Jelent 1gy az tsszeés escfek szAmAat a’,

k4 -

20) P
’ 1 Szam adig. -

VZO ( 3 3 S éam, aﬁj& -

'Meglegyezzuk hogy ahol a pelda termeszete Szermt a mas mas~ L
-jksorrend mas -mas esetet ]elent az mmd Varlacms teladat

‘

- Iehet fehrm, ha egy szamban mmden Jegy kulonbozo

L M Lathato, hogy 10 elembél kepzetl: negyedosztalyu varxaczék sza-"
i az Jsszes 85z4m negyeseket mégad]a Azonban ezek } ozott~van— -
 nak a négy. jegybél 4116, de .0-val. kezdo §z4zas nagysédgrendii sz4 -
. mok is. Ezeket le kell vonnl. A-0<szim az ‘els§ helyen annyi ését~
Lo ben allhat ahanyszor a fennmarads kilenc" elem-hdrom elemi varza—’-ﬁ
. clsit kepezm tudjuk, ez pedig ()3 1 -szdmu eset. Ezt le kell vonni’
A az gsszes esetbo’l Tehat a szo L33 forgo negy szam]egyu szamok
szdma-. . . o LT R
I MR 10 My
¥y ¥ ‘( 4__) 4}' “(3)30
. L7 Ismétléses variaciok -~ -

o n kulo bozo elem. kozul k szdmu elemet valasztunk k1, ilgyelve a:
- sorrendre és megengedunk 1smet16deseket : S .
: A lehetseges k1va1asztasok szamat ]élol]tlk

R g (k ism. ) A V(k 1sm.) szém"' S
._;.meghatérozééé;téljé'é indhkr;iﬁva,l té_irtéﬁ‘ikf., N

sl




0 Legyenk=2.

- " Legyen-elészor x = 1. ', Ekkor n ‘é_lé'inbéi e'g'?y»elemet;v-.;{léé'thl'!kf‘:k'i—'.,‘

71 A lehetséges varidcick:

" gzéma ugy hatdrozhats meg, fogy minden-el6z6b61 n db. ujat képeziink oly
*. m6don, hogy az n elem, iindegyikét leirjuk utols6 elemként az elfbbi
'elempafok mindegyike mogé. 1gy mégint az elfzbe :
kapjuk. e L

© T Merijunk a. k-adik osztdlyrl a- (crl)ik osztélyra. Feltételozztik,
hogy ::.4_ o R ’.-:.l" ‘ e R . :

v
-

A lehetséges yarideiok:. -
: :. 7»» ».:1’—.2_’_-3”-_..‘-'.:-;.; 11 N

L

B IR

Sz Lo om
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Vagyis: . .
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k szdménak. n-szeresét

Cy@em 8
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. s

A Vk 1sn} szamu sorrendet felu:]uk most :.s gondolatban es a -

. -.k+1 ik helyre minden edd1g1 nk szamu vanacxdhoz hozzalr]uk az- . S
R T 2 3, vty n elemeket, igy minden egyes. k-ad oszté.lyu zsmetleses A
y ;;var1ac16b61 n szému (k+l)-ed osztalyu vanamét kapunk Tehét

L] " -

(k+1 1sm) . ..f-z__k;_lc; ,
T _n '

P amégic . oy

W e e
Ten en e (A
ot

_Pelda' e

-.'-'-/;:Hény 6. Jegyu szém van’? ":‘, A TR S
L My A feladat 1smét1eses eIrendezes mert a szémokban egy-egy
E SZamjegy tobb izben is feliéphet pl 224413 is 11yen. Az is lat-

S :_hatd hogy klilonbozo sorrendbe irvaa szémjegyeket, més és més’ _
: ,szémokat kapunk Tehit 10 elem.6- -od osztélyu ismétléses Varlécld— L

j]ardl van szo. Lathat6 hogy ezekben azegy, vagy tobb "E}"-val kez -_; R

o ¢d6d6 szimok is benne vannak, ezek azonban nerh. 6 ]egyu szémok
pl a 0 0 0 0 14 szam. Ezek szémat azaz a- :

(5 ism. )_ 5
V10 g —10 -

. .

‘szdmot Ie kell vonm. R e ';_"ff AR
i Az osszes hét_]egyﬁ szamok széma tehét L
e 1sm) 6 15 ‘ "'5'

(6 1sm.)-.
Vl(} 5 V10 —..0. 10 —10 (10 1) 9 O




. . Megoldas

(50) (9 ) (45) "‘:‘__S-Oa . 48 o2 46 45 = 953442 000 -

. f 5 J [ 2 2 L 3 ] l 6 ] mok sorrend;e nem, szamlt )

"Tsm_belan 5|J ]egyet adtak el A sorsoldson elészor 3 egyforma ki- -
.+ 8ebb nyevemeuyt sorsolnak -mdjd.a megmaradt szAmok kozott két -
"_egy“forma nagyobb nyerf-menyt véglil és ezutdn megmaradt szamok _
- KBzt a fonyeremenyt A nyero tombolajegyek hanyfele Vaitozata PR
o Iehetseges‘? ' el : s

a __'Negy egyforma kockat feldobunk Hanyfele dobas iehetseges‘? : L

. A kobkakat megkﬁionboztet;uk A kockakat nem kulonboztet]uk

1 '2',7 ’ ‘:;."3".: :E : 4 I ismétléssel, de.a sorrend le~',_
'  6 szambol kell neg‘yet kwa»‘ o

- '},,_6-1-4_,-,1.___,49, __,987,6«.;,,_-
.- lasztani; 1smet1e_sse1 sor-;’ L ( 4 ") - "4 _;;~.'- 234 " b '
- .rendI'e ugyelve! - . - s :.-5 : BRI .‘:, - T e
o ¢t=36. 36 1296
) jHanyrfele szinil- golyot kell egy dobozba tennunk hogy ket egymas
- utdni-huzdsndl 28 <féle kiilonboz8 1ehetosegunk legyen, ha az.els@-

B . ként. k1huzott golyot v1sszatess7u1< a‘dobozba es ‘a goiyok sorrend]et
-_ a k1huzott paroknal flgyelmen kwul hagyjuk‘? S :

) '-fele szmut 1 2 3 :. . ,L-‘,' n a;sé'fr}ek‘:

38 ?eidakal‘iombmatorﬂiahoz L

) :'r."' e

3

v 1 3i L 2i

-

CIC cset .jt;a'; H eset

meg egymastol (Itt a dobott. sza—

-: b szambol negyet valasztunk kl e

_ nyegtelen

4 ‘ S a=9, _2--ﬁi__7f=:'6i3'-.i_"' = 1'2'6'

P .

A

M

Megoldas

Lo +'2»‘f‘1i' JymEly D=



] :'T’_I_9 ? Bwezetes

L melyfole ABAABCBGC .

Ry o “9,-? ».fi’9' 'I-,

: ‘ ' 7. tehde 7 féle T

SR

I S S TR LIS S i N Sy P SR I
n +n_56 =:Qi- "ni.: : }- S + = -

s I-i-'_"

—1 TR "7'»8?2? EE
o 4 ‘:9 emhcr akar felszallm egy harorn k0<,S1b61 4116 Vﬂlamopszerelveny—' 5
L re Hanyfelekepp 1ehetseges ez egyaltaldn, ‘t6vabba. hdny . olyan fel-' )
‘ sZallas van, -amelynél mmdegylk kocsira 3-3 ember ]ut?
A kocs1k 1egyenek A, B C Jelliek ‘
A BAA B cc/a c ’

Szemeiyek " 1234 5 6 7 B9 ’
it Az Ay B o Jeleket kell 9 heiyre feh’sm 1smet1essel a sorn'
K ?-rend is 1enyeges A 1ehetseges fels7allasok szama 2 : '

el Amlkor mmdegy]k kocs1ra ‘3 -3 ember Jut ezt ugy szmnboh— B
o Aaljuk iogy hdrom A, hirom B és ha;com C betut 1runk a 9 sze-

12345678‘9

". =

CA lehetseges szdm: pl = o e e

~ 19 Bolyongasok a szamegyenesen " .

A szamegyenesen valé bolyongast 51kbeh (2 d1menz1és) abraval szemf ’

'_ro’legesen a i 1d0tengelyt A pontnak mmden egyes lepese egy 1doégyseg
- ‘alatt menjen véghe, -ésigy’ ‘minden eg"yes iepesnek megfelel egy lepes ]Obb-- .
“ Ta'az id6 tengely. menten, tovabbéd egy 1épés felfeld, haa szdmegyenesen
f_.]obbra mozdult el a. pont e's cgy 1epes lefele, ha az X tengelyen balra moz-_.
“dultela pont, - : :

Az egyes eimozdulasokat gehat egy ket komponcnsu vektoxral abrazol-

ijuk : amelsmek az eISo komponense m1nd1g 1., A ‘mésodik komponense + 1,

haa szamegyenesen Jobbra mozdult er a pont -1, ha. ba&ra mozdult el a’

. pont

Cas ]

i ’
.’ ~ o -
I] , L .




o elmozdulésokat Jelkepezé' 8 = [1 6] vektorokat egymés ‘utén felra]zol- K
_ - .]uk 6, =. +1 ha Jobbra mozdult el apont, es 6 = -1, ha balra mozdult
ela pont. Igy az n Iepesbdl allo bolyongést egy tort vonaﬂal vagy més -

T vetkezd n: szdmu 5 vektorb61 éll n lepes utan a mozgé pont helyet a-

. “gbray.

ik,

e - Induljunk k1 mmdlg a (t X)- rendszer orlgéjébél ugy, hogy az egyes

e néven uttal szemleltethet;hk amely az orig6bol kiindul6’ egymés utdn Ko~

e ' {t, x) koordmata-rendszerben megad;a az (n,x) koordmétakkal b1r6 pont,
- _"ahol na lépések szdma és. ’:' W R I IR

x S = 6 +. E‘2+ 53"’"': En L

S R 1epésb61 é116 holyongést az abra szermt szemléltettink egy tort-
: ":vonallal (uttal). - o .
e "Ha a mozgd pont p lepest tesz ]obbra, és’ q. lépest tesz: balra, azaz'

STRCY 8_3, iy ki’izoét P. szému + 1 és q szému -1 van, akkor

i "‘~.~i5%q’=: n

" 'n és x megaddsdval p' &5 q adottak és viszont, -

BRI C> SRR Tt S

tehét n.és x pantésa megegyezxk L ST
- Hény kiilénboz6, n lépésbél alld ut letezﬂc egyaltalan‘? - o

Valasz ahanyfeleképp a¥ és - Jelek az m. szam folé fehrhatékf B
minden lehetseges (1smet1eses) sorrendben, teh:it osszesen RV

A lehetseges, - Iépéses utak széma tehat 2
' ﬁJ—' o S -+ -
'1,.2, 3 4, 5,..‘(11 2),; {n- 1), E ]
Hany ktﬂﬁnbdzﬁ ut vezet az (n x) pontba'? Ezek szémét ]elolguk -
| N '--J-szel o e |

n,x

- . " 38 :.-
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e . foie mmden 1ehetseges sm rendben, tehat

R A : R S o ’ {

n!’ e 7.1’1' . "nl.:; - k -
p! q' pi (n—p)I ( ) PR

FIOI]aroban megjegyezzuk, hOgy e7zel egyuttal Valaszoltunk arra a
kérdésre. is, hogy mekkora valoszumseggel 3ut el ey, a fenu modon bo-.

lyongo pont Az orzgébol n lepes uté’m a szamegyenes % pont]aba A
¥

S : B ': . ( + ) l v.alészmhseggel P
_ Konnyen belathato a kovetkezd ha nem az ong()bol hanem ak eges
o ‘erteku pontbol indul a bonongo pontés 1 1epest tesz.meg, a fentl dbrdzolds
' szerint ez annyit Jelent hogy a kundulo moigo pont’a (0, k) pontbol starto
s ésaz abran lathato uj (t 3 X ) koordmata rendszerben, amelyben a {0 k)
v f e pont az or1jgo, -az! (n, X= k) pontha ]ut tehat a ]ehetseges utak szama';'
o e T n(xk) 2T T




g .

924 tikiessicly

n= .)m:".,.:-

Cpdsn o 2pe=ni(ick)

Cprasxk f 2qms@wen

tehat n és (x k) parnasa egyenlo

Ismet meglegyezzuk hogy annak a valészimisege hogy n: iepes PRI
. utdn; a mozgo pont, Vlsszater & kundulo pontba, az’ elqbbl‘jeaet_he‘z hasonlgan |

S

= '.‘:—EE»I-{- Bt
Ekkor persze nés- 0 egyenlo parltasu, ehét": o fiérqs "sz':é}‘n:
o RENTE A L l
E T SR m).

A valsszintiség :'21{5 (_Zm) TR

B .h~'\"’—' ""'— '-:'“T'-.:"""




= pontba a t-tengelyt érint6, vagy metszd ut pontosan annyit vezet, mint .

B :csatlakoztassuk az A b6l kiinduls;- P fele tarté ut maradek EP részét.

A t-tengely felettl A pontbél ugyancsak ‘a t tengely feletti P cel-' i

~“amennyi ut egyéltaldn elvezet az - A pont t- tengelyen vett A’ tukorkepebol' :
a P célba (l4sd az 4bratly - ' o
= - Ugyanis az "A-bol’ kundulé ut a t-tengelyt elso 1zben az E- pontban o
metsz1 vagy Erinti; - ra]zoljuk mega (tel;esen a t-téengely Telett vonulo) AE
tortvonalnak. (teljesen a t-tengely alatt vonul6) A’E- tukorkepét és A’ E—hez

: Igy nyerink. egy, A”-=b6l P-be vezetd utat; ‘Vildgos, “hogy ] kﬁlonbdzo
. AP utaknak’ lci.ﬂiinbozo AP utak feIelnek meg: &8 forduva, mmden Al P ut-
. 'nak megfelel egy . AP’ ut; amely metszi | vagy. er1nt1 a t-tengelyt (A ttikro
zést kell csa.k alkalmazm.) R . ARPIRT : ;

.

i 6 abra

A tukrozem elv segltsegevel klszam1t3uk hany olyan ut vezet az {
orlgébél - lepessel az adott P(n,x) x>0 pontba, amely nem érinti: vagy-
metsz1 a t- tengelyt, vagyls amely allaﬁdéan a - tengely felett marad'

_:.s >o sz>0 %5—1:.,9 s>0



Nyllvén az e186 lepes az (1; 1) pontba vezet, 86t a masodlk is ]obbra
' el g\[ azt kell csak klszﬁmltam, hany olyan ut. vezet az. (1 1) pontbdl

........._...

(4 J)':

-be, amely nem erinu és nem metsm a t-tengelyt A tﬂkrbzes1 elv sze-
rmt iiyen ut N ‘ N szému van,’ Szémltsuk ezt kll e
: <1, x-1 N XL, SR
Az N11 'x szimbolum ertelme alap]z-in az egyenlé’ az alahb1 klfe]ezessel

R

-

\. N 2.; .




'193 Tovabbz bolyongah feladatak

ERN Szamu ut vezet Osszesen van tehat

1

A kovetkezé’ i. feladatban aZfongobﬁi kundulo pont 2 n lépest tesz
s Kerdes hany ‘olyan’ ut 1étezik; amélyek mmd a t- tengely felett haladnak
s »tehat azt nem is ermtlk azaz amelyekre ' iy

| s >0, s >0 5, >0 : S8 >'0ﬁ', ~'s-9->c ?
: Itt a, vegcel mncs megadva, -az, 1ehet rmnden obyan (.’Zn.,x) pont
"'amelyre x>0 €sa 1ent1 feltételek tquesulnek ra Leven 2n es X’ parltasa

: ’\egyenlo X paros szém’ Iehetseges erteke

-

x::'=>-,‘2;~4;: 6, 2n (x = 2r, 4 r = l 2 3 '.., ,n) R

S Ha 3 egy konkret le ertek akkor elobb1 méggondolasamk szerlnt :
E .:az or1g0b01 (Zn, 2r) be a t tengely folott ARy
NZn 1, 21‘ 1 N‘zn-;l_,-‘ 2Rl

i ( Zn 1 21 1 N2ﬁ41?;"2i%l)'

.s_zé’tmu',_ut,.;_.Az_ utébbi"d_ss’Zeg reszlete,s_en-_-lgirvég:;' “

“*szh-.i,”1': NZn 1, 3+ N2n1 3 N?'H?""LYS' S
N5 Nanen, 7 Mo, ang Mo,z e, g0

Uy



omert

Ennelfogva E

(2n l) (2n - 1) (2n _3.. 20 tif_l:o' s
Zn /oo (2 n) | ~= =0

) Tehat a keresett utak szama

LT 21‘1”'- W2 1)r (2 n - 1)! 2n ' f L e
Nzn 1,17 ( ) f‘ nl (n- 1)f T 2( ,) RIS

TPhat a4z erlgébol kundulo, 2 n lepeses teljesen a t tengely felett--']
halado ut (amely nem érintKezik a t- tengellyel) fele olyan.sok van, mint .
’ amennxn 2n- Iepeses olyan ut, amelynek végpontja a (2n, 0) pont. ’
) Ha ezeket az atakat a t- tengelyen tiikrgzztk; megkap]uk mmdazon,
»' az: or1géb61 kundulo 2n iepeses utakat amelyek teijesen ant- tengely
[alatt vonulnak e il : AT TR

o (_’ezeki‘ie_ _teihat S <0 8 < {) :'2' 1<GS "';'<.»Q) i
azaz melyek a't tengeiy a}att haiadnak es nem. erlntkeznek a- g tengeilyel;" o
' Mmt kbvetkezmenyt emht}uk az Oflgﬂbol knndulo olyan 2n lépéses . . -
utak szama, amelyek ném crmtkeznek a t tengellyel ‘azaz amelyekre B

:'.OSS.Zeben (n )7.:_-—‘\121_1’,., Iai eg-'yenlc. Cor : Co L

2. feladat Hany onan 7n lepeses az ongebol hlndulo ut van, '
amelyekre ' > ‘ : ;

52 os;o 5,20,

“Iifs nyllvan 5 >0 53»>0 . 82}1 >O Ezek az’ ﬂtak tehat ermt—

kez;hetnek F: t- tengellyel de nem. mermek a tengely ala, ,mmd folott° ma~' L
radnak R Vo s ] L SRR

e 45 o :




S a lépések szama 2n -1 es a iehetseges vegpontok a e

8 ébra L

Tekintsﬂk most 8z dsszes nlyan, 2n 1 lepesbﬁl éilé utat, amelyek
. az (1 1) pontbol 1ndu1nak ki és amelyek nem érintik-és. nem metsz1k a "
t --tengelyt, azaz melyekre (az eredeu lépésszém szermt) U
i S1 f’f‘," _ S >0 S3>0, weds §.2-n__1_-7?0_, : 52n>0 B

i ,'ézg.ik s!'zuér'rjxa;"a.zierlﬁbl_iiek szeri.t:it'-i

- o -2 2m,0° Tl s T

9 abra

AT e T

- Ha most az: (x 1, ) kooxdmata rendszert az utakkal egytltt a tenge-"

lyekkel parhuzamosan eltoljuk azg. eredetl (x t) koordméta rendszerbe
" Yissza, ‘megkapjuk az Gsszes olyan, az orig6bsl knnduld utat amelyeknel

(2n-l r-l)(r-—l 2,..‘..n)




o V_hetseges E. vektor huzhato a tenyleges vegpontokba, 2 Iehetseges (az

: -'Vagyls olyan bolyongasok s.c,amat keressi.!k amelyeknel az orle'ébél kl-: :

,ppnt_:ok,'f:tOVébbé'—émeljeléli_;éi_’_, : e e P
AP =0, 5.2 s so s &
sl_o, 5,30, 8,30, .08, 20, _Sz_n-l‘o‘

_ Hlszen tud]uk hogy az ongobﬁl kundulva, paratlan szamu lepes utén B
égpont ordmata]a is pératlan szam, azaz az’ orlgobél kundulé
-’.—'0 S ='0, ..a.,,S 290, S _.0 utnal mmdlg :

“2n 2" 2 1
S iSﬁ1>:0',;'],s'zeo,*,-'éa 0,00, 8, f-;;o_, 50 3o,
'.'E:z;élé éﬁémé __téﬁét

i

Mlutén a (2n - 1) Iepessel elert vegpontok mlndeqylknbol ketto le--

',orlg(‘)bél knndulé) S >0 S 2 0 S, >0 S 2 0, ...,-‘S2 = O' .

52 >0 S2 ‘2 0 tipusu utak szdma ketszerese fo}.yamatosan, '

. :__2:» _71-1. nek azaz{ egyenlo (_"1'117,7)4:77--_‘?]211,'0: val
:3. feladat Hany olyan 2n- 1epeses, az 03’.‘19“")61 kun"ulé ut van, .

émelynelS 70,8, 70, 85#0,...,8,7,70, 8, #0, de 5, = 0:

jmdulé pont elso 121:-9:1 a 2 n-ik 1épésre ter vissza a7 origéha. G

Do Megoldés Az olyan (az or1géb61 l’nnduié) utak szima, a.melyeknél
‘S # 0, S # 0 S }-‘ 0, ..~;, 82 23—’ 0, elo’bb1 szamelasamk szermt ’

(Zn 2.

SR ) .gyel egyenlo

} "-_ Mmdezeknel az’ utaknaj termeszetesen S # 0 hlszen az 0r1g6h61'_'-' ‘
: 2n- g

. knndulé pontnal az (ny x) Vegpont n: es X koordmé.tal egyenlo pantasuak
gy d2n-- 1) Iepesnei X :is paratlan.szdm, Ezeknel az utaknal a (211 2) 1k
'lepesre az X ordmatak Iehetseges erteke1 S :

e

x= -(2n Dt 2, 4, FODR I R




' 10, dbras

o '1?1;,_-'érbr‘aj;_



v 2n 1epeses (az ongobol 1ndu10) utak szama melyeknel

e

Y =

-

Vegyunk szemhgyre egy konkret (2n ,2) lepesbol allo, S 74 0,

‘-S 95 0 A 52 Iy # 0 tipuéu utat amely ‘mond Juk a _V ponrba i:mkolhk es

: ,;meiynek utolsé lepese az i vektor A v pontbol ket lehetseges (zn - 1) ﬁt -,
o ’iepes van, az’ @, il B vektor altai Jeizett lépések. Az - a vektor veqpont-~ R
o ]abo} tovabb1 ket lehetseges 2n 1k ¥epes 1etez1k (sadggatott o jlll;i‘ ]Plohuk

S #0 S #0 S #0 2 27‘0 (esxgypefs}r.

“2n-] G ) o s
'-?‘.4(n—1)
Mmdezen utaknal S iehet nuliatél ku10nbozo es nuIIa is

Ha meg akarjulr kapm mmdazoknak az utaknak a Szamat amelyek— ST
Sl# _ S#O S#O Sznz#(}

._i—

;éo, s, 0',_"

i»_ o

L akkor a fenn szambol k1 kell Venm az:on utak szamat melyeknel o

s ;ﬁo s, ;eo s, ;eo,-,.-.,s #0 S, #0 s, #0

""*azaz',,ar ke-r_e,set"t'utak szérria_ S

v
s

»*ézfeigyéﬁrs- =

(2n-2)r (2n—2)|(2n-1)2n (211 2)I [ 2(2{2-1)]
(n - 1)!] (n - 1)!] [(n - 1) f]
2 (Zn-z)r'ﬁ' @i - 2)1(2n-1)2n -““(2n)l -
[(n- 1)!] ens o’ [(n -1)!]2 “an -y (nf)




R

K1egesz1tes. Az e1626ek alap]an konnyen belathaté hogy azon utak
szama, amelyeknel (0<k<n) L - . ) :

3 . ?-: | Sl’sz’ _53,” P SZk 1 tetszolegesek | SZk=0’9E A
S2k+1 # o SZk+2 # O - ;§2h‘# o '

E egyenlo

A bolyongasoknak ez a targyalasa W Felle:c amenkai matemankus-

61 szarmazﬂc S




. LHALMAZOK

. -'-jI'I;l_(BeVéze}:és!if*

A hahnaz fogalma a matematlkéban deflmalatlan alapfogalom. ‘ e
._',A halmazon j6l meghatdrozott dolgok egybefoglalasat, osszessaget ert;tik

o Pl beszelhettink a térméazetes gzdmok. halmazaréi -avalds szdmok hal-

azaréI a s1k1domok halmazérél vagy. pl: a budapesu lakosok halmazd- - .
118 sth, Tula]donkeppen azdltal tudunk egy H halmazt megadm, akkor te- ..

L kmt_]ﬁk a H ‘halmazt letezonek ha harmely dologrél eleve bxzonyos, hogy ‘ B :

-"',eleme -e a H ‘halmaznak, vagy sém.
A halmazelmelet klalakulasanak kezdeu stadiumaban azt gom:loltak

“hogy mmden olyan osszesseg, amelyrol valarmlycn mddon meg lehet mon- '7 _> i

) ;f'dam, hogy mik az elemei, ‘halmaz és hogy a halmazelmelet szokdsos'té-
~telei minden olyan sokaségra. alkalmazhatok. .EbbSl azonban ellentmonda

5 'Vsok jottek. iétre, 11yen volt pl. -a minden dolgok haimaza, ﬂletve az gsszes - .
".-halmazok halmaza, Az ellentmond4sokat ki kellett kiiszobolni, ezt az - ‘ o
T axiomankus halmazelmélet megalap1tasava1 gikerult elérni. Az elient- ' L

“‘mond4sok ebben az ax1omarendszerben nem . lepnek fel, v1szont a ha lmaz- L
:elmeletben mér jolismert matemat1ka1 tetelek bizonyithatok velel Az el- = -

E Ientmondasok mindenesetre azt- mutatjék ‘hogy a véges halmazok koréb6l -

.vett tapasztalatok nem aitaIanomthatﬁk mmden esetben ‘a vegtelen halma— e

' '-zokra. -

rd

R Altalaban a halmazokat nyomtatott nagy betlikkel ]elbl]lﬂ(

AL B, C, D, H . stb Az elemeket le betﬁkkel jelOl]ﬁk
4 b, e dy . stb, - S
o Tag A azt ]elentl, »."a" eleme az A h{lmaznak ‘2z athuzassal tagad~ o
- juk azf, hogy & A, jeloléser aEA a nem eleme A - halmaznak Varmak
: ,lhalmazok amelyeknek egyetlen a eleme van, ]elolese a}-’ = A, '

e AZ. i.ires halmaz olyan halmaz, amelynek nincs eleme. Az tires halmaz S
S 3elolese #. Van' olyan haimaz, amely elemeinek szama veges, _es olyanok '

s amelyek végtelen sok elemet tartalmaznak. ; S
A haimazokkal mliveleteket fogtink végezm. Beszelm fogunk halma— -

-"zok egyesneser@, kozosrész - kepzesrol (metszétrél), klonbségrol.

CA mUveletekre vonatkozé definicick érthetébbé valnak ha szemlel—- C e

- tet]bk ‘a mtlveletet ez az un. Venn d1agramma1 tortenlk




o o ii 2 Muveletek hahnazokkai

Egyes;i:eg - o ', j-:, '

, ;(et Vagy tobb halmazbol ujabbdt kepezunk az egyesn:es muveletg al-;
. tal és azon elemeket ertjuk 1a]ta, amelyek vznamelylk halmaznak eleme1 B
]eiolese ket halmaz eseten P e S R e e

AUB vagy A|~ 8;.

‘ Azaa aéAUB (a€A ¥ B), ha a€A vagy aeB.‘
L Legyenek adva a A Az, 4 "’"An e

halmazok c,gyesrcetik oket Az egyesuett '
halmaz R : -

A UA ‘UA U U

(vagy A +A . +An) S

mmdazon a elemekbol a11 a€A UA UA U UA -, amelyekre o
i a€A Valdmelylk i- re (az a elem egyszerre tobb A haimaz eleme 1s i

L

" lehet)

~ Metszet ~ )

"'».'r’. -

Azokat ‘az, elemeket amelyek a A es a B halmazba egys7erre bele o
S taz:toznak a- iy és B" halmazok metszetenek nevezziik Szokasos az A as S
- B halmazok kozos reszenek is nevezm, _‘-\
}elolese ANB; Tégebbi Jelolese AB N B
_ ‘Tehit: a €ANB, ha.a€A és aEB: egy—
- szerre, és csak ekkot.” Ha A-nak és-B- nek
“ - nincs: kozos eleme akkor AﬂB Qi, vagy
N AB—~E5 T R
S : ubben az esetben az A és- B halmazo-_; A
v - kat. dzszpmkt (kozos elem nelkuh) halmazok-‘ A '
R E_gé(_nevezzuk BRI RN o
YoE ot e Tobb halmaz kozos elemelrol is. be-' e,

L szelhetunk Az A 3,;!.., A halma-‘.":

R B 130 dbra




FERFEt

zok metszefﬂ A, ﬂA ﬂ ﬂA es a€A ﬂA ﬂA ﬂ ﬂA akkor

es ésak akkor, ha aeﬂ mmder i mdexre Vagyls a‘kkor eleme a met-'. :

Tt [

m,zetnek egy a’ elem, ha mmden halmazn ik eleme egyben. s

A ﬂA ﬂA !"1» ﬂA = 4§ azt’ ;eIentl, hogy nincs olyan Vg elem,ameiy :

x -

mmden halmamak eleme volna - R
i A meLszet azaz kozos resz deflmclé;abol adécuk.

AﬂB BﬂA, vagyaregl Jelolessel AB BA
Af‘A A &z A halmaznak onmagéval kepzett metsze*et }elenn

AnAnAn_ » NA='A akdrhdnyra. - - o
: - (AN B}ﬂc Aﬂ(BﬂC( = AﬂBﬂC az asszomatlv torveny ervenyes

Ez}\onnyen beidthato, h1sZen akarhogyan zaré;elezunk aeAﬂBﬂC pon~.‘f

| t@san akkor ha a€A es aéB es aec egyszerre L

Ama @ »

A fnetszet és egyesnes defmlcwja mncs veges soIc A haim?z esete-i' o
re korlatozva ) . ) : N

Az egyesites defipiciojéboi kovetkemk

' i AUB—‘BL}f\ -
. Az A reszhalmaza B-nek ha A mmdeu eieme. egyuttal eleme B nek‘.-"":'
1s, Ie].olese ' e

ACB vagy 1xhato 1gy IS B’:JA

. Pl a valés szarnok halmazana‘c reszha;maza a rac 1ona11s szamox
- haImaZa R S ‘.
ACB\, ha aEA akkox mmdzg a€B 1s-f RN

' de fordltva altalaban nem
. Ha ,5;;,-'-'At§:_,3;'.f ' BCA, akkor A= B;ff
EEE Ezt sokszor fel fog;uk hasznal,m b1zo~"::_" ¥
e nyuasnél e
Az ertelmezesbol kovet‘kez;k hogy R T Sl s I
bdrmely A'8s’ B halmazra ACA + B és ' -l e s
BCA—E B.. T \-: ) ;\_ ACQ . o

) Igazoljuk 4 dlsztnbutw torvenyt

,'r':'azaz ] : :

T 14y bra :
e 2o B AR

B

aomrie =-’.<¥5?7=‘C)ﬁ,iﬁ’h@'?{ Ao




_'_gydk fel, hog'y

e e i
S wimo-acsme.
Clgemolds, o el
CHa g +B)Cakker

ach aEA.,c | | ;
. vagy pedxg A ' -—'-a ACri-BC
"NaéB -——»‘aEB c: T L

,- (A e ]elblés rov1d1tese a "kﬁvetkezﬂc hogy -nak ) e
— Mwel ez mmden elemre 1gaz, 1gy (A—!—B) CCAC +BC Fordltva te---‘

S ) aEAC ,-. S .. &€(A+B)C -
e aE‘AC-{-BC———n \vagy pedlg ' 7 SRR
- Yol "___.. aE(A+B)C

Ca~

;,A_CA?JEB.*.fe;s- ;,BCA) +B , L
tehét _‘ R
AC+BCC(A+B)C - 8

2"_-"a fentlekbﬁl ad6d1k hogy

(A+B)C AC+BC

e Ismetelten alka],mazva eredmenyl.inket, a d1sztr1but1v torveny alta-j:'_
'_lanosabb alak]at n’yer]tﬁc , : St

(AUBUC) {DUE) P
,vagy mas ]elblessel _ 7 : _ L
i (A+ B+ C) (D + E) = [(A+B) + c] (D+E)

(A + B) -t és (D + E) t egyetlen halmaznak tekmtve kap]uk hogy

S sd-



S nem az lires halmaz, -

,; y - | |
e 1] 1) = ) 1) 6 v @mm@fﬁim o=

‘—AD+BD+AE+BE+CD+CE T

- A deflmclébél kovetkezﬂ{ hogy A + A A tovabba
' A+A+A+.,.+A A *
A valos szamolc algebrajatél valé elterés szembeotlo. - S

Tk

" Halmazok kﬁlﬁnb'sé’g’é-» R
A B halmaz Jelenu mmdazon elemeket, amelyek csak A hoz tar- ]
S ‘toznak B~hez nem. . Ugy is mondhat]uk hogy : c

a€A B “he -gsA,‘_f" d@a; _;{"ggB:,‘_.__{'-"

g Hasonléan ertelmezhet]ﬂk a B A R
: .halmazkﬁlonbséget is. : .

aéB A ha aeB de a¢A

Az (A B)+(B A) halmaz éltalaban -

(A - B) azon: része A-nak amely B -be -
'Tnem nyuhk g, (B “A) péchg azon: resze RS
 B-uek, amely ‘A-ba nem nyullk at es ezeket", B RETR
: "egyesn]hk T R R .15, 4bra - A

| (A—BJN’BA) 54 3) "‘f s- '4)

16/a abra R 16/b abra .




- .;:,.hez, .mert az elemek, amelyeket B ele:

S _.halmazzal valg: egyesnes nelkul is. o

BT érm egyenid a _]Obb oldalon allé AHBC-vel,

Tl @B @IN-ATE-aB,
[ Doovre-ng S

,-"_jc) (A B}+\B A)— A+B .

. 01vassuk le a 16/a abrabol a kovetkezu’ o
egyenloseget RPTI S

(A+B) - [(A ;3)+ B A)_] AB
16/c ébra

Lat]uk hogy ket halmaz metszese az egyesﬂes es kulonbsegképzav
' muveletebQI Ievezetheto S , L :

I—Ia ACB akkor A + B B vagy
maskepp AUB =B, S i
o - Ha B elemelhez A eIemeit hozzaac}-
¥ _]Uk ujabb elemeket fem adunk B elemei- -

" meitiez. hozzaadtunk eleme1 B-nek az- A

Igazoljuk az aiabbl osszefhggest

(AUB)ﬂ(AUC) = AU(BﬂC) L |
| i'?jv-é:gv reg1 JEIolesseI , '::.': 3’.";" .
e T (A + B). (A +cy A + BC
o : : N L
: "i' 1 A disztnbutw szabaly, valamlnt az utolso os.szeﬂiggesbol a bal
olda :

- fAA+BA+AC+BC A+A(B+C)+BC
7*:-_'_"vagyls azt kell 1gazoln1, hOgY
. A+A(B+C>+BC A+BC

Mivel & (BrI-C)CA tohdt' A+ A (B4 C) Z 1gy a bal oldal: A + B c



: - meinek -gz4mit. }eh)l]uk S(A) val Ures halm'zz eSx,ten S(Q) 0

Vﬂges haimazok veges so}c elemet tartaimaznak Az A halmaz ele— . n = -

- S(AY nem negativ egesz szam (ez AT nem halmaz)
Igen fontos osszefugges : :

‘ S(A+B) = S{A)—! S(B) - S(AB)

. Az S(A)+S(B) osszege ugyam P A s&s.
a B kozos elemeit két izben. szdmoltuk OuSZS..
‘ - Bzek az eiemek S(A) -nél is szerepel—r
tek &5 :5(B)~ bf*n is bennb van-a szamuk 1
) Legyenek A A és. A3 veges: hai«‘ B
' mazok — : .
Szamltsuk k1 S(A +A2 +A ) aty vagy-

s, az egyesxtett A4 + A +A halmaz eiemel- : I 18£’Lbra B

, 278 _
«inek & szamat Vlsszavezetjﬁk az elozo esetre e

::.-'.S(A +A2+A) S[(A +A )+A3] S(A +«A )+S(A3) S[(A +A )A ] _/7‘_
SR +.~s..@3>‘:--s1ml--+sg.man o i

. A

.-

o =S(A1)+ S(A2)+ S(Ag) - S-‘(;@I A)- s[(A )+A A ‘1 &
= S(A1)+ S(A2)+ 457';@3)_-_‘: S(AlAz){S(A )+ S(A 3) S(A AS)}
._ f'}—S(A )+S(A )+€(A - S(A A ) S(A A3) S(A 4 )+S(A1A2A3)

i Telges !indukcmval 1gazolhaté akarmllyen Vf,ges n pozmv egesz er-:—-‘q
-tekre az alabbl egyenloseg - : . |

S(A +A, +A3 +A)~Z S(A)-ZS(AA)TZS(AAA;()
_ : 1—1-; 1753 1‘1<J<k‘n
S(A Af by £)+..,.+( 1) S(A Ay Ay,

s <]<k<ezn E Vo




- _neni tudjuk megmondam, menny1 az elemek szdma. Ezeknél a halmazok -

 tink egy. kolcsonosen egyértelmt leképezést, amellyel sﬂcerlll 2 két. hal="

. .meg 3 szamossaguk'

o _' .,V'V"I"I.‘4'A, Szémoséég foga]ma L

- .
E

Azoknal a halmazoknal amelyek vegtelen sok elemet tartalmaznaki

nil a szdmosség fagalmaval lehet kifejezni az ‘elemek mennyiségét. (Ak-:
kor mond]uk hogy egy halmaz végtelen sok elembét 411, ha barmely nagy
pozmv egesz ‘szamot adunk is meg,- ennél tobb. eleme van.a halmaznak ) ,

S Def1n1c1é AésB haImazokrél azt mondjuk hogy. egyenlo sok. ele— §
- inet.tartaliaznak (e:ryenlﬁ a szamossaguk}, ‘ha létezik az A és B halmd-
: zok elemel Kozbtt egy kolcsonosen egyertelmﬁ megfeielkezes (Iekepezes) 5,

0 P -. (A halmaz elemel)

(B halmaz eleme1)

*—-—-——a-O
---—t——-O
---—4-——0
-—1---0

' Ezt szokas meg 1gy is. Jelolm ANB* és: 1gy olvassuk A ekv1valens
'B-vel itt, . amint a rajz is ‘mutatja, elempérokat kepeztimk -8Z87 1etes1—~

',_,maz elemeit egymassal kunentem Ez nem minden két kﬂlonbozﬁ A és B
'_,halmaz esetén 1étesithets, ‘8s ekkor ezeknek te:rmeszetesen nem- egyezlk 3

e Meg]egyezzuk A matematlkahan a Ietezes és konkwt megadhatosag
. ,(Iconstruaihatosag) kulonbozo dolog., a 1étezés enyhébb kovetelmény.
A végtelen sorok ‘elméleténél mér: taldlkoztunk ilyen problemaval
Akkor mondjuk, hogy a’ A halmaz nagyobb sz4dmossdgu; mint'a B,

_ - ha'létezik A-nak olyan: valsdi részhalmaza A’ hogy A’ és B.elemei ko

S Zbte van kolcsonosen egyertelmii megfelelkezes de A es B eleme1 kozett

o 11yen nmcs

- pelddk:.

LA termeszetes szamok halmazanak szamossafra egyenlo a paros
' szamok halmazanak szamossagaval e B

_ Oda-v1ssza kolcsonosen egyertelmu a 1ekepezes Kulonbozo terme— '
) ,szetes szamokhoz kulonbozé paros szamok tartoznak es k\ilonbozd

58 - -



o -mmden elemet klmerltett a A es aB halmazbﬁl

L .. '1gy a paratlan szamozasu szobak felszabadulnak Helyezzhk el az - -

- . Igy a vendegek elhelyezeset megoldottuk

B egesz k1l.evos hatvanyal vannak

.- Bz pontosan annylt jeient, hogy A elemel egy vegtelen sorozatba

o szamlalhaténak nevezni, . ~. - .
~ “Ha'e; e,

paros szamokhoz kuldnbo7d termeszetes szamok ésa pérosxtas O

- Egy szallodaban Vegtelen sok ‘csupa egyagyas szoba van, mmden S
szoba]aban van egy vendég. Jon végtelen sok uj vendeg, el kell he-
lyezni ket .de ugy, hogy mmden Szobaban tovabbra 1s csak egyet-_
len vendég legizen. . : ~ : : ;
»Kerdes, hogyan lehetseges ez’?

"M Kepezziink egy megfelelkezest ugy, hogy mmden regl vmuieget ) -.
,tegylik szoba]a szémanak ketszeresebe o

Régi vendégek 1 2 3 4, 1, n+1 5 osee Zn, (2:1—1-1)...,'}:‘

- Reg1 vendegek

} 2, 4 6 s, 2n, 2(n+l), 411, 4n+2
.u; szobaszémau _

i

tt-ik uj vendeget a-{2n-1)-es szdmu szobaha (n 1, 2 3, - .;) :

';Legyen 1,2, 8 4 m.. 6

B 10, 10, 10, 10.....1_0'...7..

s -,_Kdnnyen lathaté hogy egyenl(i szamosséguak ezt\lgy mond]uk
: _hogy ugyanannyl termeszetes szém\van, mmt ahanyan a tlz pozmv

- Defmlcm Ha egy A vegtelen sok elemet tartalmazé halmaz a poz1—'
*. tiy egész szdmok (a természetes: szamok) halmazéval egyenlo szé -
mossagu (ekvwalens), akkor a A haimazt megszamlaihatﬁnak ne- -

‘yezzilk, o : o

-rendezhetdk. .
Meg]egzzes Szokas a veges sok elemet tartaimazﬁ halmazt is meg~ X

217 €51 iy en, cee: elemek m1ndegy1kéhez hozzatartozﬂc N -

’;_;kiilqnbpzoelem:‘.'-' ) o R TR I
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) _F‘Iobbl tetelbol kovetkezﬁc hogy ha N szamu A

~

‘akkor a g] elemek nalmaza is meg zamlaihaté,, A g elemek 80~ .-

‘,frozatba rendezése egyszerh (1 = 1 2, oon I_.] N)

| '-5,-‘0’11 glz & gm gZI gzz g2N-“_’-‘ n1 gn2 gnN
. ."A g elem pe}.daul a sorban azAi - 1) N+1 ed1k eiem SRR
i by A' ‘ AN' haln'l::.
R vma? 1nmdegy1ke megszamlalhatcan vegteien sok elemet tartalmagz, .
Ll akkor az A UA U' Wi UA egyes1tett halmaz igor legszamlalhatéan

' I;-vegteien oOk eiemet tartalmaz Ugyams

CooRNE -aﬁi- i SR I R

Az L, 2, n termeszetes szamok mmdegylkehez: hozza-r
-rendeltuk az: : : R -

. gt




»_‘egyetlen sorozatba uhat]uk példdul- a kovst}\ezo ;nédon

. 'azokat ahol az mdexek osszege 5 (a

- - I} - " I3 :7 Lk
'.-.Aikalmazas A poz.ltw PS a negatw egész. S?amok egyesuett halmaza,

- 'ﬁ _mbgszamlalhaté Legyen ugyams A -a pozitiy; A2 negatw egesz

szamok halmaza, mmdket halmaz me?szamiaihdto, tehat tetelhnket
az N=2 ef\etre aikalmazva alhtasunk nyllvanvalo. . '

: 3 :Ha az A A2, & ‘An’ P megszamlalhatéan vegtelen sclf halmaz o

- _'_V'mmdegyﬂce megszamlaihatéan vegtelen ‘sok elemet tartalmaz aiﬁ{or ’ i
G, ag egyes1tett R T UL RN : o
AUBUAD VA

o .halmaz eleme1 is megszamlalhatéan vegtelen sokan vannak Irjuk

‘ ;fel ui, a A LA 2, haimaz eleme1t az alabbl eirendezesben
hﬁal}?lénne;;_;;gll_.'ai2’i,‘ .?131'*‘- ‘
L Agelemel - ay @y Ay

Az 1gy kapott v\,g’ce]en negyzete.g matr mban Tevo apq -elemeket

; - -el8szbr fehrjux mmdazon el emcket amelyeknel a: két. 1nde>r osszege
_2 (ﬂyen elem- csak az a ), ezek LAan 1rju!< azokat az aIJ elemeket mes

= 1yeknel az mde’xek coszege 3 (ezek az a elemek), ezek utan 1r]u;: - -

127, B
mmdazokat ahol az mdexek Gsszege 4 ( 13 ‘

14’ 23’- 32’, 41

), Vma]d fehr]uk

) es zgy tOVabb
.Igy Lap]uk a: Lovetkezo sorozatot

L a d, . a a,

31ff";12’,,-21" f1g0 fapr gy Mg 23*.,a1 By
Mmden o ey blokkbun d-gyel tobb eiem van ‘mint. a megei(iz()’ o

' "blokkban és. iathato hogy pl 34 alq elemmel kezdodo blokk

) . a ) ossaesen q elemet tartalmaz Barme- 3

‘“3 zm n 'smez.'“ SO SRR R

'-i’ L N __ 61_'-_‘ _




o ,elem alI ‘azaz osszesen .

o 575 'tud]uk rendezni, vagyis a termeszetes szémokhoz kolcsonosan egyertel—

e végtelen métrncba, _akkor eppen az elé’bb targyalt tetelt Iét;[uk v1szont

;"1y1k alj elem elofordul a soro7atban. Szamltsuk k1, hogy a sofozatban
] hanyachk helyen szerepel‘? : ' ' _
Az mdexek osszege i+ _}, tehat a blokk amelyben 813 SZerEpei,j -?»Z." o

eiemmel kezdodlk Ebben a blokkban a13 az i- ed1k elem.

[

e 1(1+ 1)
1(+ 1)

[

elﬁrt a: sorozatban dsszesen '7 - &

1+2+3+_..+(1+3—2)

(1+1+]—2)(1+]-2) (1+] -2)(1+3-1)

" elem, igy aﬁ"au 1em soroz.atunkban az - ‘ R

3. +1-ed1k Lo el |

(1+]-2)(1+]

Igy e10z6 vegtelen matrixunk elemelt gzetlen vegtelen sorozatba
- mtien hozzirendelni.. -

- E tete].nek sok erdekes alkalmazésa koztil nehanyat bemutatunk _
a) A termeszetes szamokbél kepezhetfi (a a ) szamparok halmaza_

i 2~

.(ahol tehét a ‘68 a termeszetes szémok) megszémlalhatd Ha fehr]uk
az osszes ﬂyen szamparokat p1 egy e .

(1-1) (1 z), (1 n)’
(2 1) (2 2), Ly (2 n),

.-r--cco-.o----¢--cc-¢¢--o-' N

(n, 1) (n,2), ...., (n,n), e

---cn'—---c-a--.--cn-on--a-a

aaano---c-ou---.o-o-----.-. ‘

© Az elmondottakbél kovetkezik, hogy a racionélis szdmok halmaza meg- S

szémlélhaté A pozitiv raciondlis. szémokat fehrhat;uk egy vegtelen negy-

o zetes: semaban (56t elofordul hogy egy ugyanazon rac1oné11s szam tobb iz
,ben 1s szerepel a semaban) : C : .

L 62;:-_"" G




w“_./\
3

; Y s s oy '._'. -‘,‘»""' see
202 02 2 |
: '111/ 7 1 g e 'n.f'--&r-
B S A ML RS :
Trzrgrrn

- ov---’c--io--------o--..

. -
3 0 e

Mmden pozmv racionahs szam szerepel ebben a semaban, pl az

B ;
_;szamaz r1ksors1ke1eme T L

Igy ez 4 sema egyetlen sorozatba rendezheto, amelyb»en tehat mmden

eldfordulasokat torolve, 1at]u1< hogy a pozmv rac10na11s szamok haImaza
: .-'megszamlalhato. Mmthogy ugyancsak megsz4mldlhats a negatlv raczonahs
'szamok haImaza is, ezek egyes1tett haimaza is. megszamlaihaté

o '_'es 1r]uk oket egyetlen sorozatba. Sl’ SQ, i ,' S-Il v >. :

Kepezztik mcst az bsszes, termeszetes szamparokbél allo szamhér- e

3 '_,rlnasokat (al, ay a ), ahol a}, az, 33 termeszetes szamok 2

Az (a ;-a ) szampart egyetlen S elemnek tekmtve mmden

{a X a; a, szamharmas e S szarn ar és e “a; termeszetes szam
P 3

' '_parja 2‘tehat a termeszetes szamokhél alkotott osszes (a 3) szam-

harmast megkapjuk ha az (S ) a) parokat kepezzuk Az elo’bb elmondot— o

: .tak szermt az (S a ) parok?at kepezzuk Az elo’bb elmondottak szermt az-j__t:'
‘4'(S ) ) parok halmaza megszamlalhato, _vagy1s a termeszetes szamokbél _> :
>_éilo s;amharmasok halmaza megszamlalhato. o 2

| c) Tetelezzuk fel 1mmar, hogy valamﬂyen n-re mar igazoltuk hogy

’ a termeszetes szamokbol allo osszes (a 5 62’ % ) szam n—esek hal—' :
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,;termeszetes szam n~eseket egyetlen betuvel t.

" .sz&m (n +1)-es egy termeszetes, £

e --_»:szamldlhato. -

R parok halmaza, ,A . a termeszetes szamokbol allo szamhal masok halma"» L

,szorossegukben szdmitjuk ‘és:a valés szamokat is spec1alis kompiex sZd"

._ o ‘van, az egész., szamokbél képezhets. Sz4m- (ntl)-esek, az
(a , al, wees a

: x szdmok halmaza, amelyek gytkei valamelylk egész. egyuttnatos n-edfoku’

e maza megszénﬁ alhato, és ]eloljtﬂ( ezeket az egyetlen sorozatba lrhaté
I_’ t?:--t‘:tn, ..,‘.7:,7 4
Mmden, Lermeszetes szamof(bol kepeaheto (al, e‘_z Ceesg @l o an—i-l)

azém n-es es egy a -terme szetes o

' i-.,_szambel kepezett par (t a. ), k m_;

ahol az (a v Agiieees a ) szim n est t: -Vai Jeloituk Ennelfogva a

S 2 k.
, (1:k parok halmaza is. megszamlalhaté azaz a,z gsszes- .
i (a g1 ek aﬁ - ) termeszetes szam (n H# I) esek halmaza meg-

e n=1,2,-3-ra 1gazoituk tetelﬂnket 1gy tehat heblzonyltottuk hog'y
" bérmilyen termesz’etes ‘n.-ésetén a természetes szamokbol képezhetd os:'

_szes (al, a2 PRAPINS: ) szdm n- esek halmaza megszamialhato.
N - 8 -

Legyen A a termesaetes szamok haimaza, _A a termesyetes szam

3.
"‘za, P A a termeszetes szamokbol kepezheto szam 11 esek haimaza, ’ 3
L " akkor az elt’)’z(fek alap]an az. A AL AL . 'i_A i egyesz»

' tett, halmaz is megsza,mlaihaté 7 ‘_,2};7 3, Rt

d) Lattuk rnar hogy a racmnahs szamok halmaza megszamialhaté
Most egy sokkal bovebb szamhalmazml‘fogjuk ugyanezt 1gazoln1
' Egy valos X szémot algebral szamnak hlVUIlk ha x gyoke olyan

a'-xn"+ a x4 ..'.*-i-:a‘x -_-I-_a' x+a -=,'0,(n =1,2,3;..0) 7
S n n—l o 2 .l.: i B ST ._

‘ :(n tehat lehet barmely p021t1v egesz szam) egyenletnek ameiynek

an’sla}n} 1 ..‘., a2, ’al, s egyutthatdl egesz szamok

) Tudjuk, hogy egy n- edfoku egyenlctnek legfeljebb n szamu kiﬂonbo-'
'7'.zo valds gyoke lehet (pontosan n komplex gyoke van, ha a gyokoket tobb-’

-moknak tekmt]ﬁk) Minthogy az n-edfoku egyenletnek nl koefflcxense =

-~ 1 a ) komplexuso‘c halmaza megszamlalhéto és mmden
egyes ﬂyen egyenletnek legfeljebb n kl}lonboz;ﬁ gyoke lehe.t, igy1 mmdazon

'»egyenietnek megszamlalhaté Ha: A =pel ]Bl(}l}i.lk ezeknek az X gyokoknek

Tla halmazat akkor tehat A megszamlalhaté halmaz. Ha . vegagfut az
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B -.dlg n, p ég. q tetszoleges pozmv egesz qzamok és.

" me, amely ebben. a sorozatban nem fordul eld.

. nem.tudjuk. "Kimeriteni",

1, 2'3,". . i pO?lth’ Lgesz szamokon, akko;r tehat -az-

e ,:_A 17 A A3, vo el ‘An' ‘e halmazok mmdegy1ke megszamlalhato, ennel-

- 'Iifogva A UA UA u UA U egyesu:esuk is megszamlalhato, vagyw

s az algebra1 szamok halmaza is. megszamlalhatd :

, Az algebral szdmok magukban foglaljdk a racwnahs szamokat es _
o mmden pozitiv. racionilis, Sz4im (tehat spemell mmden pozmv egesz s;:am)

© - ed1k gydkét ‘bérmiely n=2,3, 4, ... esetre, .’ : .

Ha ugyanls x —g tetszoieges racmnahs szam (p e 'q egeszek), ak-'

' rkor X gyoke a q x p= 0-egész egyu;thatés algeblal egyennetne;c, I—Ia pe~- :
- akkot o

A‘egesz egyﬁtthatés egyenletnek S : ‘ . DRI :
LA algebrai szdmok kozott tehat lgen sok 1rrac10nahs szém 1s van,
e Felvetfdik a kerdes, van-e olyan vegtelen halmaz amebj nerr. meg- S e
- szamlalhato‘? Mit jelent egyal\talan az, hogy egy vegtelen H: halma? nem.
’ megszamlaih&tc‘)‘? Ez pontosan azt jelentl, ‘hogy akdrhogyan is képezztink a .
H halmaz elemeib8l egy végtelen sorozatot,- mmchg iesz H nak olyan ele-—

~'A_H halmaz elemei tehit'nem rendelhetok kolcsonosen egyertelmhen
a. termeszetes szamokhoz, a tezmeszetes szamok halmazaval a; H halmazt

» Megmutatjuk -hogy a valés szamok halmaza nem megsz.amlaihato,
, Pontosabban annyit fogunk megmutatm, hogy a [0 1] ZAFL mtervallum : S
_ - pontjainak a halmaza nem meg.,zamlalhaté' ezzel igazoljuk, hogy a - o
" 0£x21 Yalos szdmok halmaza nem. megszamialhatd tehdt a valés szd = ¢
"mok teljes haImaza sem megszamlalhaté &




L szédos Ieszmtervaﬂum kozos hatarpantja, ‘ekkor: tehat a harmadlk rész -

= 2 re’ Ietezﬂc a harom reszmtervallum kozul egy olyan zart 11, amelynek a-

f--'i ._P pont nem pont_]a (sem nem belsé’ - sem nem hatarpontja) Az —;— hosz- -

o ‘j‘ ’hoz hozzatartozﬂ( (Az 1ntervallumok hosszusaga zérus fele tart, ) Bz a.

‘.. tes. szdmok halmaza maga, vagya racmnahs sz4mok halmaza), de a’ valos :

o Legyen adVa a [0 I] mtexvallum pont]amak egy vegtelen

- '-',P PZ’ Poi vess _Pn, Qe pontokhél alle sorozata. . S _ -
' Meg fog]uk mutatm olyan, az. mtervallumhoz tartozé pont letezeset, ":
= ~ame1y a sorozat egyetien pont]éval Sem azonos. - .. &
. Ebb6l a célbol osszuk fel a- [0 1] mtervallumot harom egyenlo resz -

f Ie. -B zért reszmtervallumok kozott blztoqan van egy, amely a P1 pontot

g _',nem tax’calmazza (ha csak- ker egyenl reszre osztanok fel [_0 1] et, ezt |
. nem élhthamok blztosan, h1szen lehetseges, hqu P eppen a ket reszm- _f

o i
- tervallum kozos pont]a, azaz a [Q 1] mtervallum felezopontja) A P pont

: ugyanls valamelylk reszmtervallumhoz hozzatax’tomk esetIeg két szom-

- 1ntervallumhoz nem’ tartozik hozza. Eléfordulliat, hogy két’ reszmterval- :
lum egylkehez sem tartozik, mert a harmadik belsejeben vail.- Mlndeneset~

‘szusagu I1 mtervallumot 1smet osszuk fel harom egyenlo i:eszre e reszek» :

' ;‘"_kozul }elol}uk 1 -vel azt a zart, —}2—- hosszusagu reszt amely nem tartal- :
jmazza a P Py pontot Ezt a zart 1 mtervallumot 1smet osszuk fel. harom

: '1
_egyenlo reszre, vegyuk kozultik azt a zart 3 hosszusagh 13 mtervallt,;- ’

'mot amely a P3 pontot nem tartalmazza Folytassuk ezt az eljarast to- E

- .‘iva.bb megallas nelkul A szerkesztesbé’l lathaté hogy az n- 11{ lepes utan
",kapott zart '—E— hosszusagu 1 zart mtervallam a PP, Pl i, P

Tgh 1 2 3o n

-,'pontok egylket sem tartalmazza (sem a belse;eben, sem-a hataraban)

“Az egyenes folytonossaga mlatt Ietezﬂc egyetlen egy olyan P* pont amely-
: ,';re az egymasba skatulyazott Il 12, P "In, ves mtervallumsorozat '_ .

- .:.'osszehuzodzk' . azaz amely valamenny1 I 12, o , I‘h’ '. e mtervallum

pE pont nincs benne a P P2, Ve , Pn’ AP pontsorozatban. Pi' nem 1ehet

- '..azonos egyetien P —nel sem, ugyams }?n Hines benne az. I mtervallumban_

. _es a hataran smcs, _v1szont P “az I mtervallum pontja

: A valés: szamok halmazanak van tehat a termeszetes SZamok halma—
~zéval egyenlo szamossagu (ekvmalens) reszhalmaza {példal 4 természe-

2 szamok tel;es halmaza méir nem ekvwalens a termeszetes szamok halma—
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- .:-__'zaval Azt mond;uk hogy a V&l()o szamok halmaza nagyobb szamossagu, B :
jmmt a termeszetes szameke. S e ~ - 0
Altalaban, ha valameiy A halmaz ekvwalens egy B halmaz valamely o

valéd1 részével, de B és A dem ekvivalensek, akkor azt mondjak, "hogy -
- B nagyobb szamosségu A-nal - A val6s szdmok halmaza tehat nagyobh
e r-szamossagu, mmt ‘az egesz szamok halmaza

SR A halmazok szamossagara vOnatkozdlag 1ﬁegem11t3Uk meg a kovet?‘
,_,kezdket : I

. zd, amely magaval ‘A-val egyenld szamossagu (ekvwalens) A~A Iyén - - Sk
jelenseg a-véges. halmazoknal nem fordul elo, ez tehat jemem&o ) vcgt,elen T

i halmazokra

b) Ha A és B ket vegtelen halmaz, és letezﬂc A-nak Valédl, B- veI

,ekv1va1ens A i'es'zhahnaza (A= B), tovabba 1étezik B~ nek valﬁd1, ‘A-val”

Sl ekv1va1ens B’ 'reszhalmaza, akkor A es B egymassal ekvwalensek (A~B) :
"'-,_,(F Berstem—tetele) : ::-‘ AR R : : T

i c)HatA és B két tetszdleges halmaz, akkor m1nd1g zgaz az alabbl e
L '-<_hérom allltas koziil pontosaﬁ az egylk o

(

'f.‘ A és B ekvivalensek S { 2
TIL A nagyobb szamossagu, mmt B
III B nagyobb szamossagu, mmt A

_ Veges halma.zokra ezek nyllvanvaléak vegtelen halmazok esetere
S azonban kiilon b1zony1tast Igényelnek amely nem is egyszerli €s. melyen- L
. fekvd meggondolésokon nyugszﬂc : '

D g

« P4

“a). Mlnden _ég@g A halmaznak letezﬂc olyan valod1 A" reszhalma_:w{ R

A gyakorlatban elofordulé klserleteknek vagy méréseknek altalaban .

.‘>tobb kiilonbozo, Iehetseges eredménye klmenetele van.,.Nezzunk nehany
'3f_pe1dat R S - SRV

- 1. ,"Ha feldobunk egy penzdarabot ket eredmeny lehetseges fe], vagy o
L irds. . S e T L

'l2. _'Kockadobésnal a lehetseges klmenetelek (eredmenyek) az 1\,2 3,
LT 4 5, 6—os szémok. & L

- Mmdegylk k1menete1 eredmeny, a k:séﬂet soran feIIepo egy-egy ;

» ésem enz. A penzermenel ugy latszﬂ( két esemeny iephet fel, a koc.kanal R '
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 .‘ »'_'szel‘zetunk A ,;rockadobasnal az 1, 3, 5, klmenetelek paratlanok beszel- o
~ ‘hetiink tehdt arroi hogv egy dobas aikalmavai paratlan szam adodott a.

~ - szélhetlink a piros szam bekovetkézésérfl, ‘mint esemenyrél Az utobbl
,mmdannyzszor bekdvetkezﬂc ‘midén- 1,3, vagy 5-ts dobis. adodlk aparos--»
G _dobas eseménye a 2, 4, vagy 6 dobasokkal valosulhat meg, reahzalédhat :
7 Az az-esemény példdul, ‘hogy 5-nél klsebb szamot dobunk az'l, 2, 3, 4

o < kimenetelekkel realizalodhat, De. beszelhet{ink pl.la kovetkezd esemén; ]-

S gyobb Szdm, 'Ez az esemény a kivetkezd kimenetelekkel (eredmenyekkel)
T m_mt 4-nél nagyobb sz4m. -
: ménél; mmd a kockaﬁal bonyolultabb ‘Bsszefettebb esemenyek is feIIepnek

o sok szdmat hem is- korlétozzuk Ezekrol majd kés6bb Iesz g8z6.. Deé: tobbfe-

- vagy kockaval ic1serletezimk Mlndezekrol a kesdb}nek soran beszeliink

L R Sl e
R . .

o ihat Valﬁjaban mmdket xlserlettel kapcsolatban tobh esemenyré’l 15 be-

- dobas eredménye, mint esemény egy ‘piratian szdmvolt. Hasonl6an he-.—~ o

- két esetben bekdvetkezs. esen,enyek vsszetettebbek, -mint az egyes | konkret
»"1 2, 3 4, 5 vagy 6 kimenetelek. A paratian szamu dobis, mint’ esemeny g

- 16l is: ‘vagy paros szdm adodﬂc valamely. dobasnal vagy pedig 4-nél na-" ;-

~val6sulhat meg: (reahzalédhat) 2, 4, 6 vagy pedlg 5, 6. Osszesen negyr :
L _;klmenetel altal kovetkezhet bé a ]elzett esemény, melyek quul a 6-08"
. "kimienetel ketszer is szerepel egyszer mmt pa‘ros szam, egyszer pedlg

S - A kvvetkezd esemenyek vagy paros vagy paratlan szamot dobunk
_,f111etve vagy 4—nel nagyobb, vagy 4=nél nem nagyobb szamot dobunk nun-' :
B den kimenetelnel megvalosul ez tehat bIZtOS esemény, L :

, A penzermenel kevesebb esemenyt tudunk €lsd. plllantasra elkepzel-

i, pl, mindossze-a Lovetkezoket fEJ, irds, fe;; __gg1ras Mind apenzer-

::: “ha'a klserleteket folytatjuk pl. 1 izben dobjuk fel ‘Bket, v 2gy pedlg a dob4-

g

ler esemeny lephet fel akkor is, ha egy helyett két,” vagy tobb penzermevel :

3L H‘a valamﬂyen f121ka1 mennylseg erteket megmerjﬁk tudguk hogy
-rmégra legpontosabb mérési el;arasok mellett is az egyes mérések-

o nél kapott Ertékek kﬁlo_nbozoek lesznek. Mmden meresfolyamatot S

- -ugyanis 1gen sok k1s, reszletelben dttekmthetetleﬂ zavaré koriilmény.

j ';befolyaso'{,' amelyek hatasara az egyes’ meres1 eredmenyek kimetie -

. telek a valodi értékt6l 4ltalaban kulonbozoek lesznek. Elyileg a mé-~

el xés eredmenye ha1 mely (szoba jOVO) vaiés szam lehet de’ perSze a

k . L valosagnan a tenyleges értékedl tul: nagy elteresek nem-fordulnak elo,

Lo ‘("hanem az egyes mérési eredmenyeh a. valod1 ertek koruh altalaban
" sziik, 1merva11umba esnek

Ry, R
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_f,_»_,ltt vE jtelen sok esemeny I\ovetkezhet be me1 eai eredmenykent oiyan
esemenyro’l is beszélhetlink persze, hogy a ‘mért érték egy.adott
T (U U ) mtervailumba esik,’ Bz esetben esemenyunket az- (U U )

- mtervallum minden’ szamerteke, ‘mint mere51 eredmeny :Leahzalja
--Az. eg'yes;.meresi esemenyeket a meres1 exedmenyekec tarialmazé

e {a, b} intexvallum pontjai, mtervailumal sbt ponthaimazau abraaob - e i

jék. Az esemenyek szeinléletes abrazotasara 4, peldakent egy igen .
L hasznos, eitergedt eljarast mutatunk be, amelyet ceitabla dlagram- .
: ;nak nevezhetnénk altalaban Venn d1agram a. neve :

B A '.Egy negyzet alaku celtablara ad]unk le Ioveseket és tegyﬁk fel hogy
. ' minden, ldves a tablaba csapédmk A becsapodas helvpt egyszerusbg
Ledveert a celtabla egy Eont]anak tes: s
Lo ,s:mtjtik “A céltibla; pontjai tehdt a "10~ R
vési” k;sérlet egy-egy klmenetelet '
R (eredmenyet} dbrézoljdk. De eseme—',”_,
-nyeket dbrdzolnak a kovetkezc’)’ ébrak, S
© . Venn- dzdgramok is,
¢ Az A eseményra’ loves a bevonalka-
B _zott A jelzésti: tartomanyba esik. Az
A eseményt az A, tartomany mmden o
. pontja realizdlja,.’ : Lo
.Hasonlokat mondhatunk & B euemeny-‘ EP Y.
. wx6lis. Tehdt: a A esemény pontosan. - o 19 ab:ra
'akkor kivetkezik be,: ha egy lovés a S
A tartomaflyba csapédik (Hasonlo 1gaz a B esemenyx:e 1s } De ese- :
. 'mények a kovetkezdk is: -
. .egy lovés vagy az &, vagy a B tartomanyba csapédﬂc mely ese— :
a -menyt mahzal]ak mmdazok ‘g pontok, melyek Vagy az A vagy a B
tartomanyba esnek (esetleg mindketedbe); -
. .egylovés az A-és a B. tdrmmapyba esik egyadeguleg, ez az esemeny
s megvalésul bePovetkemk akkor, haa ioves az A es a B tax’toma—:
- nyok kizos részébe csapodik; - R »
- oTegy loves az-A tartomanyba csa;péc.lk de nem csapodgk a B be
Az abrabol Vllagos hogy ezt az esemenyt A mmdazon pont3a1 rea11~
= 4aljak melyek nem tartoznak a B tartomanyba

F‘Az edc}lg elmondett peldakbél Iéthaté hogy az esemenyek és a hal-

- az. esemenyek kozotu osszefliggesek és a veluk vegozheto mUVeletek és

7 mitveleti szabalyok fehsmeresehez Igy 3utunk el.az eseménya}gebrahoz

"’amely a valészmusegs7am1tas klep1tesehez megadja a neikulczhetetlen '
: -alapo ‘ S o

w0




- ‘ Ietekkel foglalkozik.

' ) .lac16kat), miweleteket és az ezékkel valé mtiveletl szabalyokat Az ese-
- ményeket rmkent a halmazokat is, nyomtatott ‘nagy betiikkel ]elelltlk be-
.. széHink A, B; C sth, eseményekrél Ha. esemenyekrol beszélink, mmdlg :
B gondoljunk valamﬂyen kisérletre, amelynek kimenetelei, . eredmenyel :
gyanant kovetkezhetnek ‘be, valésulhatnak meg a sz6ban forgs esemenyek

: azok a kisérleti kimenetelek, eredmények rea11za13ak 6’ket teﬁat vagy ol
. mind" "A, 1nind B .ugyanazzal-a k1fnenete11e1 azonos, ,vagy pechg ugyanazon §
L k1menetelek halmazébol 4llanak.

L ’csolatban) tehdt 1étezik az elemi esemenyeknek egy halmaza, ‘Bzt 2 hal-
.. . mazta kovetkezfikben JL-val jelstjtk. Jumindazon klmenetelekbol ‘elemi’

.. eseményekhdl 4ll, amelyek a szolmn forgd klserlettel kapcsolatban egy- ;
faltalaban bektvetkezhetriek..

o massal h;l ugyanazokbél az elemi esemenyekbol allanak Minthogy az"
B ,esemenyek nem egyebek, mmt kisérietek klmenetelemek halmazau, bele- ’
. ertve magukat az egyes’ kimeneteleket is; mmt egy elembdl 4116 halmazo-

C i kat, .8z esemenyekre ugyanazok a relac16k és mﬁveletek fa mliveleti sza-f

- ‘balyokkal egylitt) értelmezhetdk; mint amelyeket mér a halmazoknal meg-
" _1smerd.1nk A teljesseg kedveert megls osszealhtjuk az- esemenyalgebra
; :’fogalmaxt és. mliveleteit, annal is mkahb mert ennek soran u3at is fogunk-;

'.’_tanu,lm.. SR : T 4 ' '

, ‘ ‘veletlen eseményekro] beszélink, . konkrét klsérletre gondoljunk amely--'-
- nek tobb lehetseges kimenetele, ex‘edmenye van,.

,esemenynek nevezz{ik Jli ugyanis ‘minden klmene‘cel altal realizdlodik,
-+, megvalésul,. tehdt h1ztosan bektvetkezik. Az JLhalmazt szokas esemenyter-
~"nek is nevezni;.a kovetkez6kben ezt az elnevezést fogjuk haszndlni,: Az JL
L 'reszhalmazam 3eloljuk nyomtatott nagy betukkei és esemenyf—knek nevez- -
) '_“zuk Bket, - : -

Az esemenyalgebra az esemenyek kozott1 kapcsolatokkal és mhve-

CA kovetkezé’kben bevezet]lik az esemenyek kozottl kapcsolatokat (re‘ :

"Az A'ésa B esemenyeket egyenlSknek mondjuk A= B, Ha ugyan-‘

_konkret vegreha;tasa sorén valamelyik elemi esemehy kovetkezik be.

: ':segszam1tésban nevezzhk ket _veletlen esemenyek az e1em1 esemenyek-
T b61 _mint elémekbol 4116 halmazok. R :

*telen sok eleml eseménybdl 4116 Jueseménytérnél 4ltaliban nem mindén -
’ reszhalmazt tekmtunk veletlen esemenynek E.. :k ‘melyebb megmdokola-

A kovetkezdkben az egyszer{ibb szﬁhasznalat vegett nevezztik a kl-
ﬂetek ‘egyes konkrét kimrercteleit elemi eseményeknek. Minden klserlet—

A szdban forgé klserlettel kapcsolatban (és minden kisérlettel kap? -

Akisérlet sordn bekd\.retkezo esemenyek Vagy ahogyan a Va16321nii-_

Az A és B esemenyek ezek szermt pontosan akkor egyenlok egy-'

‘Mindig,. ha esemenyekrc’ﬂ vagy ma}d a valészmusegszama,tésban, "

- Az osszes lehetséges klmenefelek halmazat JL ‘val Jelolguk és b1ztos

Meg;e‘ﬂzes. A pontossag kedveert meg keH mondanunk hogy veg-

sy

-;-.Tv»ﬁva.:;m13<~'



4

©oniien, J@lbenr R Rt
Gzt AUAU L
T S R e St

"+ :yagy mdsként irva az.

“nek, -

sat a: mertekelmelet adla meg, amelynek 1smertetese még nagy vonalak-
‘ban'is messze: tullepne e Jegyzet kereteit, és az itt kivetkezs targyalas
leny’eget nem érinti, M1ndemellétt azért meg]egyezztﬂc hogy ha az ése- -

. ménytér: megszamlalhatéan végtelen sok elemi esemenyt tartalmaz (vagyls B

~az elemi esemenyter ‘bdrmely rész halmaza veletlen esemenynek szamit,

amelynek van valdszmﬁseg1 merteke Ha azonban az elémj esemenyek haI-ﬁ"_
‘maza nem- megszamialhatoan vegtelen, akkor mem tekmthetunk ‘az elemi
eserﬁenyekboi alkothato barmely vegtelen reszhalmazt Veletlen esemeny-

Ket esemeny egyenloéeget mér ertelmezthk Azt mond]uk az. A SR

“‘esemény maga utdn vonja.a B: esernenyt, ha B m1nd1g bekovetkez1k vaia- R

hanyszor A bekovetkemk ezt 1gy ]eloljlik S R

e

az 6t reahzalé elemi esemenyek (kimenetelek) valainelyike ‘bekovetkezik,
A B e;semeny bekovetkezese hasonléan Iett erte}.mezve. Ennelfogva az -
D ‘,°»'i fAcB'f )
relaczo pontosan azt Jelentl, hogy az A esemenyt reah.zalé alamennz
eleml -esemény egyuttal Bt is reahzalja, vagyls az A esemenyt alkotd
kepeze elemi esemenyek egyuttal a B-t ~realizdlo elemi esemenyek 1s az.-
A esemenyt képezd elemi esemenvek halimaza reszhalmaZat I-e.pez1 a B t
kepezd reahzalé elemi esemenyek halmaZana.&._;‘. A v R
Az A Az, e -An, S esemenyek dsszegen, vagy egyesnesen o

*5E+A2?f'ﬁféﬁ+?f' L

' esemenyen azt az esemenyt ertﬁlk amely pontosan akkor kovetkezﬂc be

ha valame Iylk A esemeny bekevetkemk az i= 1 2, A n. Ly mciexti

esemenyek kozul Ezen esemenyek unmJat mmdazok az. elemz esemenyek
Ieah;aljak amelyek valameiylk A esemenyt real1za11ak

(1« 1 2, we.D, .. ), ‘dzaz az. A A grore ,,_.An, esexnenyeket alkoté

) eleml esemenyek haimazamak egye51tett halmaza az S 73

- :71;. -

. ‘Eza ]eloles és: fogalom megfelel a. részhalmaz fogalmanak Az ese- L
meny erteimezese alapjén ez érthet6 is, Az A esemény bekovetkemk, ha




e menyek egyszerre: -bekivetkeznek, tehdt ha ‘A is és B is. bel'ovetkemk,

s és B-t is realizdljdk, -

o kovetkezﬂc be, azaz legalabb az egylk nem kovetkez1k he ha a tObe be 1s

e esemenynek nevezhnk ha lete21k ket esemény, amerekre

e e AIUAZL S nu L

.'esemeny e T e _
Az A es 3 esemenyek metszeten AﬂB —n, Vagy AB esemenyen azt
az esemenyt ertji.ik -athely pontosan ‘akkor kovetkezlk be, ha A és'B ese-

o A Bt mmdazon eleml esemenyek reahzaljak amelye!c egyldegﬁleg A -t

P

T Hasonléan ertelmezznk kettonel tobb A A

1, 2, ’An’ gsemgny;

‘ Alﬂ A zﬂ : ﬂA ﬂ

L vagymasképp.

‘ metszetét is. : : : ‘ R ' : i
Bevezet]uk a. lehetetlen esemeny, Vagy mas elnevezessel ures ese-
"_?.meny, vagy null- esemény fogalmat amelyet a‘g jellel jeloliink, . A 8 eoe-
"'f‘.menyt semmiféle elemi. esemeny, kimenetel nem- vaIGS!.tJa meg, T
' - Bz megfelel az tzres halmaz fogaimanak A ﬁ esemeny tehat soha-
- .sem kovetkezﬂc be.: I-Ia : :

Lo
SRr

AB ;a (AﬂB G),

- akkor A és B esemenyek egymast kolcsonosen klzarjak egyszerre uem '
s ?kovetkezhetnek be mmdketten, ha az egylk bekovetkezﬂ( akkor a masﬂc
. nem. kovetkez1k be, Hasonléan, ha SRR o :

L
i

: .;—}akkor egyszerre mmdegyﬂc az A A Sy "-;An, ey esemenyek kozui nem

- - kovetkezik, - : :
o Az egyesn:es és metszes mtiveletenek valammt a g esemenynek se-

‘ gxtsegevel az elemi’ eseményés bsszetett’ esemeny fogalmét tisztdn "
, esemenyalgebraﬂag is tudjuk. értelmezni. Valamely: E, esemenyt osszetett

A#O B#O AB ﬁ (AnB G)
E_":‘_Au'é | ‘_iE% A_:}'B);..;f- lf

R



. Az E esemeny elerm esemeny, ha 1Iyen Ph’)’élhtasa E -nek nem le—;.»‘ i
hetseges AR o
Megallapodunk meg abban, hogy formahsan mmd&n A esemenyre
= ,
S Mmt a’ halmazalgebranal ugy itt 18 ervenyesei\ a kovetkeia mijye-.
leti qzabalyok L ERE R
A+B B+A (A+B)+C A+(B+L),
A + A A 2
AB BA : (AB) c A (BC) ;

tAA ;.A--’I Ag g ,.
A (B+C) -,AB+A<*
: ha : -. o g : I}EB ' - .. o
;':5kk°r‘f:4[;f;i*fif;f At
AT DR A +B B és AB A

: (Mmdezeket az osszefuggeseket fehrhatjuk a U illetve ﬂ ]elekkel R

, ;ss%-‘ SR
o Mmdezek a mﬁveletl szabalyok az esemenyek fent elmondott halmaz- o {

felfogasabél kozvetleniil adsdnak.,. : nL

L "Két haimaz kulonbsegehez hasonloan hreszelunk ket esemeny kijlonb—; I

: segerol az A-és a B esemény kulonbsegen az A:- B’ _eseményen- értjiik

C- . aztaz esemenyt -dmely pontosan: akkor kovetkezﬂ( be, ha. A bekovetkez1k

'fj:de B nem kovetkezik be, - o -

O (A -B)t reahzal;ak mmdazon eienu N
;»-";,esemenyek .amelyek A- treahzal;!afc de:" oo fl T

Bt nem :ceahzéigak Ennek Venn -dlagramja
: :(20/3 4bra) . R Y

Nyllvan (A B) e AG - BC mmden o

C esemenyre (20/b abra, lasd kov. o’ld )

20/a abra, -
o 73 P




e 20/b abra T

Mlt jelent az A A esemeny'-' Ezt Egyetlen egy esemény sem valé— '
’ szthat;a meg,’ mert -ezen esemenynek egyszerre kellene A hoz tartozm, .
-és ugyanakkor nem -A hoz is. : o

£ t& o , A; ; A =r¢
A kdlonbseg kepzésho’l egy uj fogalomhoz 3utunk

Defnncm Valamely A esemeny kompiementer (kleO'GSZItO) eseme~
' nyen, azaz A eseményen az J]_,-‘A esemenyt értjuk. Az JL A esemény
pontosan akkor reahzalodlk am1kor az A esemeny nem kovetkezik be..
. AﬂA ¢. Bz a- definiciobol kovetkezﬂc o
L Meg]egyezzuk, hogy nemesak. a komplemen-
/. ter halmazokra 11Hat fenn a diszjunktség, .-
e azonban mlnden A és komplementerere A -ra
‘1gaz, hogy- ANA'= ﬁ : :

: Mwel BN

JLJL;J

21 abra SR
az esemenyter komplementer haimaza az ures halmaz A b1ztos esemeny
komplementer esemenye a lehetetlen esemeny o R ,

.',»i  ,'._'-74>__: E




*" ADE-MORGAN:FORMULAK

B A halmazalgebraban szereplo osszefliggesek eZek Mwel a halmaz- , j_ - e
e :“'algebraban eléfordule tételek itt is klmondhaték megfogalmazzuk a de e

e Morgan formulakat esemenyalgebr:n nyelven.

' f_l._

A+B +B= A, B v.a mas1k ]elolesméddal AUB AﬂB ,
- Az azonosség fennall ‘mert A+B “olyan: eseményt Jelent amely az-'
. 4ltal kovetkez1k be, hogy A+ B nem kovetkezik be, azaz- A és B
s esemenyek kozll egyik.sem, ‘vagyls ha nem -A (A) és nem- B (B)

T egyszerre kovetkezxk be :

8

22 abra ' 23 abra

TR

s 'AB A+ B., Igaz az azonossag, mert AB azon esemenyt ]elentl, R T S
- amely nem AB, azaz akkor xovetkezik be, havagy A néem kdvetke- = = . " o
- zik'be, vagy B nem kovetkez:k be. Ezt az esemenyt az A + B ese— o

s _meny reahzal]a ‘ : » i . . e

,.V V‘( N
< . :
i
v,‘
Ty
d '.:)
Lo o
. -3
~ .
4 S
: ,*,'75'-’2." o
.
-
.
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- ILESEMENYEK RPLATIV GYAKORISAGA -

TLL Definfeisk és fégaknak'

A klasszﬂcus valoszmusegszamnas azon. elve hogy mmden veletlen v

- to'meg;]elenseg vaioszmhseget a kedvez§.esetek és az -Usszes lehetseges S

esetek hdnyadosa ad]a a modern valoszmusegszamltas k1ep1tesehez nem :
- volt elegendo. ' ‘ L
Ez a deflmcm hallgatolagosan feltetelem, hogy az esetek egyenloen

" valoszmu k; ami tsak spec1ahs esetekben (pl, a szerencsejatekokban)

telgesui Ezert ma nem‘is tekintik deflmcxénak “hanem csak a'valoszinli-"
~_gég kiszdmitdsdra szolgalo szabalynak amely alkalmazhat6 volt. azokban

'f a-specidlis problémékbar, - amelyekkel a klasszﬂius vaiészmlisegszamuas

foglalkozott A fejlé'des uj problemakat veteti fel (hajozés, cs111agaszat )
meteorolégia, hlbaszamuas, b;ztos1tas ‘fizikai Iendszexek v1selkedese -

{‘jstb sth, ), amelyeknel a Tégi szabaly alkalmazhatatlannak bizonyult.

- Egy esemény valoszmhsegenek kizvetlen: meghatam?asa nem a valg
szmhsegszamitas feladata. Ha valamely véletlen torneg;prenseg bekbvetke:
zésének van valamilyen valészmtisege, ‘akkor-ez a szdm éppen’ olyan objek

t1v adat, mint bérmely mas ‘fizikai mennyiség (tomeg, homerseklet sth, ),

PL "egy gyermek megsZuletese elétt felvetSdik a kérdés, mi a valof

S szmhsege annak hogy az f1u Iesz'? Nem adhatunk 1gy véalagzt, hogy ket

Iehetseges esemeny koziﬂ egyik kovetkeZIk be 1gy ;;ehat % valészml_seg~ =

gel flugyermek .azuletlk Essze:ru szamunkra hogy a, kerdesre akkor tud-__r_' :
_nénk & Iegmegl:izhatobb valaszt adni, ha’ 1smernenk ‘az bsszes szuletesek
szarnat ezen beltil a fmSAhletesek szamat es azt mondanank R

LTk

i

Cp e e e ,b"sszes, ﬁusztli_etés ,szé’ma*
& finsziiletés valoszmu_sege T e Y ST SIS
S L TR vaz._bsszes szhietesek szdma .

i - Ennek a: def1n1c1onak a 1et30gosu1tsagat a tapasztalat Lgazolja Ez az.
elgondolas vezeét a megcldas felé. - A fiu sziiletések szdménak igen ossze~' :
© tett természeti tarvenyekben Tejls oka van. Nem ezt az olrot VIngaIJuk
~hanem azt, Hogy ez.a szaimunkra ismeretlen és lenwf*telen ok mﬂyen tor— :
venyszeru “stabilis 4lapotot hozott letre a szulete:.ek vonaldn. ‘

S Ugyamgy Iehetne vizsgdlni ‘més teriiletre tartozs jelensegek varhato
bekovetkezeset (Szelvﬂlarok halalozas m1kroa11apot valtozas stb stb )




- -1416j4ban pedig az a szam ahan*yszor a- V1zsga1t esefneny bekovetkezett

Vlsszaterve a sleeteseI\ problema]ara ‘az. bsszes Szuietesek sza—-’ z
. mat ‘65 ezekbll a fluSAuIetesek szamdt nem 1smer;|uk -de rvndelkezesunk- :
f re 41k hosszy evek Statlszukaja, ennek 1smereteben vezessuk be a fmszu- S
1ete ek relatlv gyakorlsaganak fogaimat R : et

’ az aitalunk 1smert fmsztile—.'
tesek SZAma. - : :
-az dltalunk v1zsga1t esszes*
szhletesek szameb Lo ’

B fiugzliletések relatiy gyakorisdgai=

.o

Altaianosan nevezzlik eg’y esemeny relatw gyakonsaganak azt'a ha->

o »nyaddst -amelynek’ nevezdjcben a megﬁgyelt esetek szdma van,*a szam-' i

_jololese e e e T LT
, : L L S ; :
. dhol ftd megfigy‘.lt esetek ozama (A k1ser1ete1\ Szama), . az a ,szérn,” i ;'

. ahanyszor az A esemeny beﬁovetkezett az n eset koziil, - B
Erdel*ebseg kedveert megjegyezzuk hogy a fmszuletesek reiatw .
_p'yakomsaga 0, 516 erte;cre Stabﬂnak mutatkozﬂc a tapasztalatck alapjan, L

: _esnem{% 5ite,

: A rélativ g'yakonsag bevezetese az, esemenyek bekovetkezesenek

: valﬁszmﬂseget az 1gen nagy szamu VIZSgalt esetben mutatott. tapasztalatra o
épiti,: A relativ gyakorlsag fogalma R Mzses nemet matematikus nevéhiez
flizddik. A valoszm{iseg fogalmanak matemaukallag uzaba’cos definidldsara

| irdnyuls kutatdgai: hazza]arultaI\ a kerdes tlsztazasahoz, de elrneiete ma

" 'mér tuthaladott, R » : :

o Azoknal a Jelensegeknel, r,melyeknek bekovetkezese egyenloen valo~
' fszmu mmden elerm eseményre vonatkozolag; a relatiy gyakorisdg értéke -

. nagyon nagy szamu kisérlét esetén. a Lombmatonkaﬂag klszum}tott kedve~ -

© 26 eset per osszeo eset hanyadoshoz 1gen kozel van, yakorlatllag egyenlo .
%veIe oL FREEE R i

BN .




- lut ervenyu osszefugges

s Tapasztalau teny az 1s, hog'y
SRS P "'Q':"rl‘é P

- és ez is abszolut érvényl.

HI 2 A relatlv gyakonsagra vonatkozo
:._: nehany osszefugges '

Keresstﬂc az A esemeny és a: B esemeny egyeSLtesere (umé}ara)
vonatkozé relatlv gyakonsagot T A—i—B . _

B f

"(A A esemeng bekovec’kezesene/(f séoma

o .(’5 .8 esemeny|
bekdvelke-| - -

" zé€senek o

szamaf

-48 e.semeny S
6ekovedkeze sene "
szoma. .

44

24 abra

‘..7 k k +kB k
: _rAUB.f ?A”rﬁ_ X "Tn )

.

A kozos esemenyeket ketszer szamoltuk egyszer az A esemeny
bekovetkezesenel egyszer a-B esemeny bekovetkezesene]:

Az osszefugges barmely konkret " esetében féhné],i; tenat abézb-

SR/




T

3 : Leg'yen valamely A esemeny komplementere A Ha A bekovetkeze-
o Vsenek szdma. a tapasztalat szerint k , ; bekovetkezesenek szama E

A’ tehat : e : -‘ - PR o ., e

_'*mindket oldait " "-nél-,._é'k'isérr};ate_k (szhéniébal-zélééz_tvla,'”kélpjuk,-,;_l;gg'y"~_ -
T T

L e

]3

Caadz

g 4 l'Biztos esemeny relatlv gyakorlsaga 1. Ugyanis a bthOS e.semeny
s minden k1ser1etre bekovetkez1k tehat S o

=L

Bz

S f=
5, Lehétetlen esemérny esetén . - I

r. =

‘-:;“(lc'._

- mert a Iel_aetetlen esemeny nem kovetkezhet be
_— Ezt 3 alap]an 1s 1gazolhat]uk :

r¢%5f°'IJL 0. }'??;ffl;' fi.?,'j; S

g 'Ii-i:>3'--Fé?tétélﬁels el gyakorishg J

Valamely esemeny bekovetkezeset v1zsga1hatjuk valamely masﬂc
esemeny bekovetkezesehez kapcsolva Pontosan’ igy tessztk fel & kerdest. :
. Mi a relatiy. gyakonsaga az "A" esemény: bekovetkezesenek azon feltétel -
mellett hogy mAr bekivetkezett a B esemény’ (25 abra Lasd kov., oid.).
k A xajz alapjan jol 1athato, hogy A" esemény rplatw gyakorlsaga
R AP semenyre vonatkoztatva nagyobb mint ha az egesz esemenyterre, Qo
-_JL-ra nezve v1zsga1]uk az "A" esemeny reiatw gyakorlsagé.t Ezzel a. -




i -i _:foglalkozashoz stb=hez kotott

L : b1ztos A reIatlv gyakorlsag fogalmabol kovetkez1k hogy

. -Mondhatndnk ugy is,  hogy -az esemenyeket reprezgentalo halmazokat merJuk )
S ,'Hasohié ‘mérési problemaval a geqmetrlaban talaikoztunk elfszor, Ma mAr ..

- + -2 mateiatikédnak - egylk lenyeges prec17en megalapozott tudoményaga fe]- o
. 18d6tt ki ebbdl, a mértékelmélet, :

P2 O T meggondolassal egy uj esemenyfogalorn—’
RS “ . hoz jutunk, amelyet igy fejeztink ki: a A
g A BN S -'esemeny, feltéve, hogy-a "B" esemeny

V ) 2,// - bekovetkezése biztos.

. _ o Pelda, ‘Ha az elmult evek halalomsi
T — _.stanszuka]a alapjan azt kérdezzilk, mi a
T L relatly gyakorisdga anndk, hogy egy feke
C L te h1rn10ben szenvedd ember meghal ak-'
‘ o T T kbr ez mast ]elent mintha azt kerdezzhk,’
S Ly o, o 1 mia relativ gyakorisdga. annak hogy va-
T T lak1 meghal egyaltalan. R =
- 25; ‘ébj:a L e A gyakorlatban igen soicszcu neni 1s
ERR lehet mésképd vizsgdlni & jeleniségeket, -
: mmt felteteiekhez kototten. Igy pl. a b1zt081ta51 osszeg ig az eietkorhoz,

-2
g -
3
«

. Visszatérve knndulésunkhoz, az u; esemenyt igy ]elijljiik A[B vagy' i
”-.1s az. A ‘esemény bekovetkézése, felteve -hogy 4. B- esemeny bekovetkpzese'

A

R By Ry
Ny TRy Ty

. Az “nY -nel vaié bavitese a tortnek azt: eredmenyezte hogy az egesz
L Jbesemenytenre nézve egy hanyadost kaptunk amelynek szamlaléjaban '
_az A" és "B” ésemenyek egyhttes bekovetkezesenek relativ gyakorlsaga-

B .7;;'_?"3.11 g nevezo’ben ped1g g "B"'esemeny relatw gyakor;saga KA
i - I_IAB’ N
- & IB "IB, : R
'a I # 0 kzkotes mellett L ST L

. A reIatw gyakonsag fogalma felfoghaté ugyis; hog‘y mmden "A" ese
o menyhalmazhoz egy nem negatw és 1-nél'nem nagyobb Szamot rendeltiink.

A relatiy gyakortsag fogalma, ,arnely a tapasztalathoz kapcsolodlk
'_'-"-,tovabba a haI'maz €és mértékelmélet feglodese lehetdvé tette a- valészmuseg-
- SzAmitas. ax1omat1kus feleplteset Ez A N Koimogorov szovjet matematir
- "kus nevehez fuzé’(hk (1933) AR

P IO .;-'80—



" kbvetkezése: eseten a'sz6ban forgé véletlen ssszetett’ esemeny megvalﬁsul

SN -';-»._Ha A és B benne vatinak A -ban, ]elben A&A Beuq akkor A+B

. het§, olyan mgdon, hogy az A és'B’ haima—"-

IV A VALOSZINUSEGSZAMITAS
KOLMOGOROV FELE FELEPITESE

-+ Vi Események salgebraja és a imugmtk
. A valészmﬁsegszamuas Kolmogorov ~fele elmelete abhél mdul 1\1, e
hogy a véletlen esemenypk reprezentaihatok az elemi, esemenye thalma-- ”

~zénak (az esemenyternek) blzonyos reszhalmazawal A&, B, C...=vel),
amely reszhalmazok a}zokbol azelemi esemenyekbol allanak, amelyek be~~

- A bzztos esemenyt a tel;es -fL:eseményter reprezentalja ]elbljlik 4 veletlen

' 'esemenyeket reprezentalé halmazokat A, B, C ... -vel, és A.-val ezen

. 'halmazoknak' a csalédgat vagyis ezen ‘halmazok osszesseget (A B, C, ’
J'fré{szhalmazalJL -nak.’) Azﬂ halmaz csaldd, azaz az Gsszes veletlen 'f--‘ -f't' -

. Ay BC események osszessege, halmaza az alabb1 tula]donsagokkal
" _’rendelkezﬂc o e . - Lo
B PR Jl,,beletartozﬂc aﬂ halmazcsaladba T T R

e _valammt A-B.és B-A is benne vannak .A -ban, Jelben A+B€uq ‘
" .A-BEA, B-AEA szintén, - . R
"2 hoI kovetkezﬂc hogy ha AGH és BG_.H, akkor ABéJ-‘}

CL "Mar 1gazoltuk hogy AB A+B [(A -B) + (B A):I vagyls azt, \hogy
".-ket halmaz ‘metszete. kzvonasként ertelmez SR _

- rzok egyes1tesebo’1 az at nem nyulo Leszeket e
'Ievonguk V.
© . Ha- AE.A akkor AEJ-I Sthen,,aIm S
: —bo’l kovetkez1k mert A= Ju- A, Lévén
P=d- S a lehetetlen esemeny is benne
' vanﬂ-ban. SRR R
ST Meg]egyzes Ha egy halmazcsalad az o)
Sl és 2. tulajdonsagokkal rendelkezik;. -ak-
R kor- a halmazcsaldd neve: haImazalgebra
]elen esetben esemenyalgebranak is névez- _ : T
- zlik, (Itt az "algebra" 526 azﬂ halmaz— PREHARREES R T R
. 'csalad neve, STt S




-,
- 'Ha. meg az alabb: '3, tula]donsaga 1s megvan Jq nak akkor un. g
& algebrava van dolgunk LR UL S
o 3 T'Ha A E A, A 5€ A A E J-] halmazok (veletlen esemenyek)

o - egyvegtelen sorc)zata akkorA +A +A3+...+A + eﬂ
LU © szintén,
e UL (Ez az, e16z6 1. és. 2 chl nenu kovetkemk ) Ez a kovetelmeny azt ]e- L
- lenti, -hogy veletlen esemenynek dekfaraljuk veletlen esexﬁenyek egy
o+ végtelen sorozatinak 0sszegét, egyes1teset is. - : :
'*Az 1, 2,3 bél kovetkemk hogy az A A 2 'An,: “ r»v’eletlen'..

1
’események vegtelen sorozatanak metszete 1s veletlen esemeny : IS
. .Ugyams (de Morgan formulaja alap]an) N s

S ,AL Az By _'";z,;(.,Al * Aizf.f‘, ?"«'TAnl* LR

: Leven A Eﬂ mmden termeszetes 1 1€, ezert A Eﬁ szmten mm—‘ ’
“den i rE, T T 2 N [ :
; Igy o ; U A E Jq szmten, )
U A €, ﬂ
. 1—1 .
! o Mmden véletlen esemenyhez hozzarendeiunk egy szamot a kovetkezo
m_,_modon L R S
S 7 0 P (A) S 1
L amelyet az A Veletlen esemény valészlnhsegl mertekenek vagy rov1c1en .
* yalészifiiségének nevezlink, : \ - o
g -Az aldbbi Kolmogorov -fele axuimak ezen hozzarendelesre vonatkozo.
Vkovetelmenyeket fe]ezlk k1 o ' :
1,, axidma: - . P (A+B) = P (A} + P (B) - P (AB)

' ':!."" : (addlcws tetelnek IS szokas nevezm)
;,n‘ -axi;ama-: A e P(JL)— 1, P(ﬁ)—'
I és II kovetkezmenye ha A B G, akkor

N (A+B) = P(A) + iy (B}

L lgae }



- ban 1rhato, g:s meg AC ;3

- nek kovetkezmenye - "z"_ ,_1_':’ .;-.' : '_: ;.—

p (A+B+C) =P [(A+B) + c] P (A+B) + P (C) - P [(A+B) c]
‘-'- P (A) + P (B)+ P, ((‘) - P (AB) - P (AC) P (BC) +P (ABC)
e -Tel]es mdukméval 1gazolhat6 veges szamu n re hogy

P(A +A2+..7.4A )— Z_ P(A)- Z P(A A)+ Z P(A A A}')' 45
_ B 1——1_.,],';‘_-- 1#3 l‘1<3<k,.n;_;

Z P(A A Ay )+--- +( 1) P(A A) G
Tk .;& _ .
‘ 1‘1<]<k<{ _ 2_‘- ot

Ha ACB akkor P(A) =3 P(B) Ez nem ax16ma, 1gazolh.até az elo— L . . |
" z8ekbbl. Ui, Iegyen A valéch reszhalmaza B nek Akkor B A+ C alak-r

P(B)—P(A+C)-P(A)+P(C) P(AC)—P(A)+P(C),

£

o ebh61 (P (C)‘ 0 mzatt) DRI
P (A) £ P (B)
Igazolhaté tovabba hogy

P(A)—l--P(A)

...;*-.‘fe-nﬁgn.:ag,;a,ﬁs;—f-':-::: TR RO
L P@AHREP W=,
I szermt

P(A+A)-—P(A)+P(A)-P(AA) P(A)+P(A)-—1

- ebbé’l ped1g '. o O ' '
R P(A)~1-P(A)

:-83-




_-telen sorozata, akkor

ok - %atunk U

Y'«dobasnalstb R : S

. .."IH ax16ma A valészmhsegl rnertek fel;es add1t1v1tasa
Ha A ;A

g7 e An,i Ve egymast paronkmt klzaro esemenyek veg~-

- '\.

P(A +A2+‘.._..+A + -‘)‘='V'-E_P__(A1)»+¥?(__Ajz)_f;r.t.+IIJ(AH.)¢+.’»;,;

Ez az addicms tetel nem vezethetd ie. az I es II axmmakbol _
A valészmusngszaimtas axmmatlkus megalapozasa a fejl6dés ut]at o
o Jelentette, de térmészetesen-a klasszﬂ(us valos71nhsegszam1tasban alkal-
“mazott Szam1t351 szabalyt is Igazolta, amit a kovetkezokben meg 1s mu- - :

4 Legyen JLonan esemenyter, amely veges szamu (n szamu) elerm
' "esemenyt taxtalmaz : : e e :
| JL~ E + E + +--E-n .

_ Barmely 1 ;! k ra: JE Ek = Ql, az elerm esemenyek extelmezese
L alapjan, _ Legyenek az e1em1 esemenyek egyenloen valosz1nt1ek o

2)—P(E )w_ —P{L )—p.'.-_“__-i'r;f

P(El)—P(E

v

T ",'lié%:haté;-“hdgy bé_ﬁnelytk-xa-;p;é, P E_(El'() ==, lévén

C’H,

s

Z P @, ) - np =1 |
1—-1.- :

Lattunk peldat 1lyen esemenyterre pi a kockadobasnal Vagy a penz- i

 Osszetett. esemenyen most az elenu esemenyek tetszes sz.ermtz e
umo;]at ertjuk Legyen A osszetett ésemeny, ameiyre _' ) : .

S st
N

’ A E +E +E + —E-E
: _,;_ 12 : ‘3_‘_: : k

: '7_: 5:11 'féﬁn':és E -E_-_l ;_. @ (1 3.1 i ) Az A veletlen esemenyt 'eeahzaio, te-__f

hat A -ra kedvezd e1em1 eéémenyek szama L

P(A),:P—(E f+E +...+E )—P(E HP(E - "+P(E )~

Il
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Peld

, 1

o Ennelfogva

; 27 _éi)ra .

ais

9 ember 3 kocs1b61 aHG v1iiamcs szerelvenyre keszul felszallm, :
- ‘ﬁnyfele mﬁdon valgsithaté -meg a felszdlids? -

- -Erre azt ValaSZOJJUk: hogy 3 modon, Ez az dsszes lehetseges ele-
'_:,;i‘ﬁl esemeny szama E : Do

Borween Bgo.v

CMia leosszLsege annak hogy Fnindén kocsﬂaa 3.-3 ember szall
. _faII FeIteSSziik hogy mmden felszallas. egyenléen valészini,

g A kedvezo esetek szama (2)( 6') (3)

AJIAS

Az A osszetett esemeny az, hogy mmden kocmban 3 ember van. T

e __?__‘L_ :._".:7::
P (A} =(§)(§ ) (3) | (31) 9 R

S a) Ket kockaval dobunk a ket icockat megkuienbozt:etﬁik egymastélr

Mi‘a valészmusege annak hogv a dobott szdmok Usszege 107
Az esemenyteret az- 1y 27 3, 4,5, 6 elemeknek tsszes masod— :
e osztalyu 1smctleses varlaméja alkot]a Tehét az elemi- esemenyek

S SRR : s R S IR T

szdma 1= 6 A TROSt szoban forgo A osszptett esemeny a kovet—-

,-’,kezo elem1 esemenyekkel valosul meg 7 :, L

(4 6) (6 4), (5 5)

' Az A esemeny 3 elerm esemeny unloJa k 3 g T




A=E +iEi_T+LE:iV
) . 1 2573

: 3T
pw=geg

+

- : 2 b) Ha a kockaka‘t nem kulonbdztetjuk meg, kkor az. 1 ? 3, 45, 6
e elemek mésodosztalyu. 1smetleses kombmacuil jelentlk az eleml -
IR esemenyeket Szamuk j : : -

T e 2 Sy Ty .
= 21
e .,( ); (z)
Kéd%{eié’ esetek most a {4 6) es az (S 5) dobasok . '_ :"f .
: A E +E (k 2),, igy
'j; o ’ 17.--2_;‘ : S
S - <P7.(A)" 2 AT

, ‘21

-—Lathaté hogy az esemenyter khionbozo konstrukc16]a mAs- mas- .
eredmenyre vezetett, Melylk az ifgazf? Matematlkallag mind a
- kettd k1e1eg1t1 a Kolmogorov -axiémakat, Ame1y1ket a tapasztalat'

- meger6siti, ‘azzal az ‘eseménytérrel dolgOZnak A kockadobasna
Y | tapasztalat a kockak megkulonbozteteset 1gazolja

Tos

. TV.2 Geometriaivaloszintség -~ -~

A klasszlkus valészmhsegszarmtas feiadatal olyan esemenyterekre =

. _~vonatkoznak amelyeket véges szdmu elemi esemeny uniGjaként kapunk
klkot]uk tovébbi . hogy ekkor az elemi esemenyek egyenlBen valsszintiek.,
. "Ha az esemenyter elemeinek szdma vegtelen, a.szabdlyt nem al-
7 -“kalmazhat]uk ‘Igy, pl; nem. tudunk valaszt adni az' un., geometrxal valoszi-
© nliségek meghatarozasanak moédjdra, pl. arra; i a valészmhsege annak -
“hogy az- (a,b). intervallumon veletlenszerﬁen klvaiasztva egy pontot, az. .
o ‘eppen V4 mtervallum elsd negyedebe esik; vagy pl arra, mia valészmii--
- sége, hogy a celtablara erkezo valamely loves a celtébla elso negyedebe '
: es1k‘? ' S : : : .

. 78.6‘_" g




_‘f'nUek -ha’ felteteleznenk hogy az egyes elemi esemenyek vaIészmusege va-'

Ll 'reszt még nem adnd kia teIJes esemenyteret mmthogy az esemenyter

L E lalhatéan vegtelen sok elemi esemeny umo;a. 2

Feltetelezzllk hogy valamely "A" tartomanyba valé veletlenszeru L
: becsapodas val¢szinlisége csakia tartomany teruletevel aranyos & tarto-" B
' mény elhelyezkedésétsl nem fligg: . S
' , a tabla terulete Iegyen T

Az A tartomany terulete legyen t A
P '(’_.ﬂ =.')9.FA ’
| U PwsisaL T, ‘
ot =T,

: Meg;egyzes Akar az mtervallum esetere akar a celtabla esetere _
) gondolunk az egyes’ pqntok (mmt elemi esemenyek) kwalasztasanak a vald— R
- iszmtISBgevel nem mennenk semmire. .. . 4 SR T
Ui. Az egyes elemi. esemenyek modellUnk szermt egyenloen vaIGSZI-'

lamely p-. pozmv szadm 1enne _akkor kwalasztva tetszés-szerint egy - '," o

S A1 A2, Ve An"" o vegtelen elem1 esemenysorozatot ezek unm]a egy- :
. oo .

~elemi esemenyemek (a pontoknak), a. hahnaza nem megszamlalhato, fnas-"l R
'-;reszt . T L R ;-

P(A +A +...+A . )_ Z P(A) ZP +oo~

-';’:eredmenyt kapnank (P (A )~ p mmden i mdexre feltetelunk Szermt) Ez W

R +3

:-;'nyllvanvaloan abszurdum, hlszen P (JL) —_ 1 és’ SRR o : -

” A1+ f?zz."k"‘;.':’."if'Aﬁ g- CJL .

o

e Ilyen esetekben az egyes elerm esemenyek valoszmuaege zerus 86t, _
T mmden olyan veietlen esemény valészmusege is nulla amely megszam-7 ) .‘ o

.




e lumba esuk

- HaSOnlo meggondolasokkal kap]uk, nogy annak a valészmusege hogy
Caz (a by mte::vallumbél veletlenszeruen klvaldsztott pont a (c d) mterval-

-—73 A T

B (_A):=,-d
' -val eg}’yenlo. (Itt az A veletlen esemenynek a (c;, d) mtervallum felel meg.
i Altalanosan S :

' 'A“ tartomany mertekszama o
Geometnal valésmnhseg =
. _ oAz egesz tartomany mertekszama

"y

e "-'Terfogatok eseten ugyanlgy Szamoiul‘lk

",f‘.‘i'Felaidat:' e ;

: Egy egysegnyl hosszusagu szakaszon taIanmra valasztunk ket pon—
" “tot. Igy 3 szakaszt harorn részre bontottuk, Mi a valészmhsege andak,
.- hogy.ezek a. szakaszok egy haromszog ‘hirom oldalat alkothat]ak'? (Mé4s fo,
3 _ff:gaimazésban Egységnyi hosszusagu paledt két tetszoléges pontjéban el-
© . torlnk, Mi a valészmllsege hogy a keletkezett harom darahbél haromszo
~'get tudunk osszerakm (SRR . > :

i

'2'8 ,>ébr'a '

L ]eloljuk a v1zsgalt esemenyt A--val konstruéljuk meg az esemeny- o
’ _"teret A vilasztott’ pontoknak az egyseg‘nyl szakasz egy1k vegpontjatol mért:
.tavolsaga legyen X; il y.— <A S : B :

, S _ 88‘_ 7_7_ L

;



R ey { 1
Lo Sy ex o ley
a.[‘ - L -

Eleml esemenyek az beszes lehetseges (x V) szampar A ket pont
L meg]eiﬁlése az. egyeresen ekvivalens az egységne'ryzet P (x hi) pont]anak
‘ felvetelevel Az egysegnegyzet teriilete T=1. = .

, A hérom’ azakaszbdl akkor’ aikothatd haromszog, ha kcszﬁ iik bérme-
L 1y1k ket;to hosszdnak osszege nagyobb a harmadzL hossaanai Két- esetet -
klilonboztettink meg R L : o :

. a) Ha x<y, akkor a harom szakasz X, y x, 1 - y. EzeKre fenn
: ,kell 4lini a hammsmg egyenldtlensegeknek' ‘

: 1»,—x->x_,_._ coooooovagyis o oo x< T

e x+l E‘Y?Y - ‘_X_;_,_ . vagyis ' af.-y_<x+ L )y _' L i

A y . 2
.7y_>1 SYoe o Vagy;_s c : y>§- o
; b) I—Ia y<x, akkor X €s. y szerepet csexel tehat a kbvetkezé’ egyen—: L
L lotlenségeknek keH egyldejﬁleg teljesiﬂmdk - :
y<2 ’-Y.>": g X2 2’-. o

A ket eset egyenlotlenség’-rendszeremek eIeget tevo pontok a vonal—r :

kazott reszbe esnek ameiynek teruiete [ = A7 "A"'esemeny valo-- S

- -szmhsege tehat AT

P(A):-,l‘-f-:—

o u=-|r-,-‘ ;

B feladat egy ma31k megfogalmazasa p], a kovetkez' Eltorok eg? S

o -palcat veletlenszertien, majd a hosszabbikat ujra ketté torom ‘Mi a val6- :

- - szinlisége annak,. hogy-az igy keletkezett 3. db-bol haromszog alkothaté‘?

- 'Ez més problema* melyet kesébb targyalunk Eredménybnket elolegezve o :
‘.-1de 1r]uk . S . ’

-

P(A)—21n2~—1

; -89- '




- gérél van sz6. Itt a B esemény vészi at.a- szerepet a biztos’ esemenynek

-

. Ha nemr kotom kl, hogy a hosszabblkat torﬁm el akkor is. mis a
‘_P (A) valészmﬁseg‘ : L

P(A)—lnz

: Ifele a4z e16bb kapol:t erteknek felteve hogy barmelylk részt %»valﬁszmu-
seggei valasztom o E L

: : - ‘)»I_V-.3.':'-F7e1'_tét'e'l.es val(’)szimiség N

A felteteles relatlv gyakorisag tapasztalat alapjan megalkotott fogal— :
mat Kolmogofov axi6éma rangjdra emelte, .
' Tud}uk hogy az A esemenynek a B esemenyre vonatkozé felteteles g
T 'relatlv gyakorlsaga ) : : :

r(AlB) TR

Az A ESeménynek a B eseményre vonatkozé felteteies valészmusege:

S e A
- ,_P<AVIB> PP((BI:)

.ff?ltéyé,:hoéy - - '.'; S

e

- -(Ez dEfmICIGI) : PR S
B Egyenlt’)’ségunk gyakran szerepel a kovetkezo aIakban ist
v f P (AIB) P (B) P (AB)
' Igazoltuk mar, hogy ha CCB akkor P (C) £ P (B)
Mwe[ p (A B) £ P (B), leven A BE:B gy :

O‘P(AEB)‘I

Ez deflmcm, 1gazoiasra nem szorul csupén megv11ég1t]uk plauz1b1- -
" lissé tesszik az osszefugges ertelmet et a teljes esemenyter leszuklte-”

Ebben az esetben akkor ‘kivetkezik be. egy esemény, ha-a B- be e31k azaz e
| az. esemenyeknek mér eleve csak a B -be esé reszet tekmt]uk :

3




o gondoiatmenet semmiképpen sem leveze- -

P(AB) T P(AIB) . R T

" AB- nekJL—ra B 'AB nek B-re ' :_, B-nékJL-ra - B- nek dnmagéra
'Vvonatkozo valé- - '\r_onal;kozé uj-. vonatkozé .. - vonatkoz6' valé-._
szmilsegl_merteken _vaidszinﬁségi 'valdszml.tsegi 'szmtisegl mer—

mé'rtéke SR merteke v téke o

Meg egyszer hangsulyozzuk hog’y a

. tésjellegi, hanem. csupén a feltételes . '
: valoszmiiseg defmlcmjat kwan]a v1légo-f e
“sabb4 tenni, -~ e

L 3 esemenyre kovetkez:k deflm-

S ci6nkbol: ' :

P (ABC) P[_(AB) c] = P(C 1AB) P (AB) =)

':”P(CIAB)P(BIA)P(A), S T B
-"Vagy mas sorrendben' i - S 3
| P(ABC)-—P(A)P(BfA)P(c;A B)
>Teljres mdukcwval nyér]lik az alabb1 formulat n eseményre '
» . P(A A2 A,

g A )_ P(A )P(A iA )P(A IA A ) P(A [A Anl)

L Pelda

' a) Egy urnaban negy darab sz*mozctt cedu!a van
‘15- -2y -'-;3',»,’1' 4,

_ M1 a valOszmusege annak hogy veletlenszerlien és visszatevés nei- L
: klﬂ huzva ki egymas utan a cedulakat ‘a termeszetes sorrendben huzzuk e
}kl azokat - e e

Legyen A az az esemeny, hogy az 1-ed1k huzésra az "i‘f szamu L

. cedulat huzzuk, Az A A2 A3 A 4 esemeny 3eient1 a. kerdezett esemeny be-.

i kbvetkezeset E16bb1 tetelt alkalmazva :




AR OD PN R I A I8 by kg

P(A 2A3A4)—-Z

1 T
372 13 Z’"

: ‘wlé-.

T . Mdés méd_on:'i
.. &= 4= a lchetséges esetek-szdma,

K =1 = akeldvez6 esetek sz4ma

R _}_.
. P— 4 o
. . : . ’ R 't K
b) Ha mmden huzés utén a ceduiét v1sszatesszuk ‘az urnaba, akkor

mmden huzas eiott ugyanazon helyzet addd1k A2 esemeny nem fugg A -t61

A3 az A esA tolstb LU

Tehat

'-',E(Al,lA ) P(A )P(A [A )P(A |A -zjrxg-(A’;;All'fAZ.fAs)ﬂ;;(

T

g

RGP

-

P(A IA A)—P(A)'i

-_P‘.(AélAAl_é )« P(A >- 4

3, pé‘la'ae SEL
» ! Egy urnaban van 5 plI‘OS és 10 feher golyo Haromszor huzunk égy—_;,
- miids utan visszatevés néikiil. M1 a valoszmusege hogy a- harmadlk alkalom

' f‘_mal.plros_gplyqt huzunk?. . -



]elol;uk a feher go[yé huzésanak esemenyet f fel ‘a pil‘OS golyd hu—n

Sy zésanak esemenyet p- vel Keresshk a

L P( I p) ’
) valészmuseget ahol az elso ket helyre barxmlyen golyd kerulhet

A (o op) véletlen esemeny nyllvan egyesnese az alabb1 negy egymast o
paronkent klzéré esemenynek' : o .

-r- -

aneifogva » L . ,-
P(vvp)"P(ppp)+P(ffp)+P(p;p)+p(fpp)

e Alkaimazzuk mmd a negy valészmusegre a.

P(A - > P(A)P(A |A>P<A aA

osszefuggest Egyeuként kireszlet:ezve kapjuk
P (p P p) = P (p) P (p ip) P (plp p) = (annak a valésszISEge, ; B

',,_f_--hogy az els()’ golyé piros} szorozva {annak vaiésmnlisege hogy a masochk
- piros, .feltéve, »hogy az elsé goly6 pll'OS) gzorozva (anhak & valészmhsege

el

.Vr*'_hog‘y a harmadlk pzros, felteve, hogy az elso es a masodlk goiyé plros) -:_ _ s

- _i . 4 3
S 5 1 13
' 7‘ g Ieljesen hason!éan

[
mlU‘

.

| e
NS
S

ke >P<>P<fp> < o0 -

st S
Si&
LN L

‘ LRI 2
5le

.

L PERD)= PO PGP =




ez

- o Ennélfogva

s 4 3410, 9. s+5 16‘-.»;2;.-+51,o..5»;,4-
'P(UUP)' SN CP T

EENECPET RN PR TE =15

R

K keresett iraiG'Sz‘isi;ﬁéég- tehdt . é—

1 Feladat veges halmazok udea elememek a k1szémxtéséra ; :

_ Legyenek az Al’ A . A halmazok vegesek az A halmaz
B _'elememek a szémat Jeloljuk SR PR ‘ J

Jo S(A)-vel Ceenaawl

Y

,-'h_ésoﬁléa'ﬁ' az "AirAj-,' -A{»A'., Ak-~__s_tb.fmetsﬁ_ethalm’aiﬁk el;eméi;nek:a szémét
; L s(A1 A]), S.(Al Aj Ak)stb_]eloiesekkei

Ammtaz : ., . :
S(A +A) S(A)+S(A) S(A A)

’Vformulébél tei_]es 1ndukc16va1 kbvetkezlk fennaIl az alabb1 egyenloseg‘

o (2) S(A +A +...+A )—Z S(A)"-'ZS(A A)+ f
ARREEEE _ : 1_1_ = 1‘1<]_.n Cowt

.

s S (A A, Ak) -ji..+( 1) y_ S(Ai 2 A, )+ L
141<j<k‘n } ) L §1<12( <lk—ﬂ L )

ST sa A Ay




_ Ezt az egyen16seget feihasznaljuk most a kovetkez(f feladat megol— :

. déséra: = - :
Azl 2, 3 Leey D szamoknak hény olyan permutaicm}a letezﬂ(

: "_amelyeknel legalabb egy szém a természetes helyén 4117 S

Legyen A mmdazon permutaclok halmaza, amelyelmel az i szam

g 'az i- 1k heiyen, vagyls a termeszetes helyen il (i=1, 2, Sens n) Az A

~ halmaz nyllvan tartalmaz olyan permutécmkat 1s, amelyeknel mas elemek

-is a természetes helyiikon dllanak még-az i szémon kiviil, de €z ‘nem fon— :

“tos, lenyeges az; hogy mlndazon permutécmkbdl éll]on oz A halmaz,

: _amelyeknel az i szém az i- ed1k helyen ail (oda van rogz1tve)
_ Az i-szdm rogz1tett a tobbi 1, 2, es, (D), (1+1), esy n szém
T egymas “kozt minden. 1ehet6 médon permutﬁlhato, igy - : :

S(A)—(n--l)1 __('i'=‘1—,;2,,;..—,_n_)
f’-HésnnIOan:i'_;' o R
s-(ﬁ. A) .=_(jn—2)_f'ar o

- "mert most az 1 es i szamok a termeszetes helyukhoz vannak rdgzuve,

tobbi ‘n - 2 darab szamot ped1g egymés kozott permutaljuk mmden ieheto L o
; ,mddon ’ :

: Ugyanlgy Iéthaté be. bérmeiy 1 g 1<;|<k = n -rer

S(A A )—\(n - 3)1, %

S -s (A': ‘A. A= (- o i
r_(bérmelylfl <1<1 <~,._ <1 4n_'-‘r‘er')-.“

&23 k_-.

B (1) formulankban az A nAJ halmazmetszetek szama
| L '

\2

1

az. A, AT i) A - “hatmazmetszetek szdma (n) ; ,
R T T R V

' ugyliogy az (1) egyenl8ségb6l a mi feladatunk esetében lesz:

o5

( ) y.az .‘ AlﬂA]ﬂAk ha%mazmets?étt?k szama(g) LRI

5




PEN *

ARy

e@ﬁ@@@%@ﬂ%@@&?

n':" ' k 1 n' (ﬂ k)' ‘

: nl
Zi(n w1 (” 2) *3 31(;1 3): (ﬁ 3)'+ * _+( 1) RICE IR
. .’,_+_(;;1_)_“:'1_.- nl“(')t OT=n|{1 e lE +‘(-1,)_k'7_1‘ 4

N - Ezzel feladatunkat meg 15 oldottuk mert az SR

A + A +'. o + A

. halmaz all pontosan azokbél a permutacmkbél amelyeknel legalabb egy
szam a termeszetes helyen aIL o
L Ha ezt a kapott erteket kwon]uk nl bél megkapjuk az dsszes olyan e
- permutacnik szamat ameiyekkel egyetlen szam sem all a termeszetes
. "helyen PR
Valr5321nLisenget is k1 tudunk szarmtam el6bb1 eredmenyimk seglt-

’ segevel Példéul: n- szernely beadja: kabauat egy szinhdzi ruhatdrba; -az.
. --el8adés. végén s1etsegukben nem taldljak a ‘rubatdri szdmot és a ruhataros '
Tl veletlenszerﬁen adja kia- kabatokat Mi a- valész1t1hsege hogy legalabb

e ﬁegy szemely a’sajét kabAtjat kapja a. ruhatarostol’?

“A felelétet lenyegeben mér elgbb:ki is szamoltuk, csak az’

- _ :'S (A + A2 +. —!- A ) re. kapott erteket nl -sal el keil osztam U‘gyanis

o gondoljuk az. egyes sz:emelyeket 1s, kabat_]ukat IS rendre az 1 2 3 n
~‘gzdmokkal megszamozva, g.a szemeiyeket termeszetes sorrendben »
1,20, egymés mellé 4llitva:-Ha.az i-ik szemely a‘sajat ka- .

f'ig-i lbaf]at kap]a .az az n szamu kabét | egy olyan permut:acm_]at jelenti, : amely— :

= :_nel az i szammai ellétott kabat az i- 1k helyen ail Igy a keresett valo—
' szmixség erteke N ‘ R S

12— 3—;...+(1) g-!,ij_;-;i-ﬂl) _,,__u
. ¥ —96 _




s

i

Sy ’1' R "_‘f‘:;* 1 E
1 -z-+zr it et ; ¥ T
‘ 7» ha n elég. nagy, a bal oldah vegtelen sort az j:e 1k tagnél megszakltva, azt
kapjuk hogy a széban forgo esemeny valdszmlﬁsege kbzehtﬁleg

egyenl6 : e T : SRR

_ Visszaterve a. permutaclékra eleg nagy n eseten azoknak a permu- ’

p técmknak ‘a ha[maza, amelyeknel iegatébb egy szém a termeszetes helyen o
é.ll kﬁzelzté’en T ﬁ., S e R -

| egyenié' _ e o s e e ST
. Azoknak a permuté.cmknak a széma tehat, amelyekne[ egyetlen szém G
S sem all a termeszetes helyen, _kozelltGen L sl

S.on f_ -l (}Tii_’ e )=—6‘ .,’V_elb_.
eg-yenld ' DU : : '

- Teh4t: (eieg nagy n eseten) a permutaczoknak tobb mlnt egyharmad
o resze olyan, hogy egyetlen szém sem éll a maga természetes helyen. e

o

Gnyegyenko peldaja (e peldéhoz lésd a fuggetlenseg kesé’bbl fogalmét)

K1szam1tandé annak a valészmusege, hogy gy gep, amely as t 1d6-- s

i pllianatban miikodlk nem‘fog leéllru a t +t 1d6’pont1g, ha Lsmeretesek a v
- kdvetkezfik‘ s Rt »_.fg _ .

o (1) ez a valészmliseg csak a (t : t +t) 1d61ntervallum t hosszatél
fiigg‘,‘ . T L s .

L (2) annak a valoszmﬂsege, hogy a gep egy&t hosszuségu 1dc$tartam

alal;t megall egyenlo al At + & (At)(lt szejezessei -ahol € (At) az - B SR
2 & -nak N\ t-t6l valo fiiggeset fe]em kz és E,QAt) —- 0 ha At — 0 tovabba e
B ‘71>0 allandé o

'—-7-797-1 -




nél hosszabb id6 6ta mhkodlk és hogy ennek a ledil4snak & valészmhsege :
U kicsiny At 1domtervalium esetén kozek aranyosAt-vel A 3. feltétel azt
.o jelenti, hogy- egy 5 1d6’tartam folyamén térténd mltkbdes, vagy Leallés o

.-‘__;:imjsege, hogy a gep t zd&ntexvallum folyaman mukodlk es t2 1domter—"

jvallum folyaman is- mtikodlk egyenlo a t alatt1 mﬁkodés es a tz a!atu
- mLtkodes valdszmllsegemek a szorzatdval. ‘

a ., ebbéi

- (3) a gep mukodesevel kapcsolatos esemenyek ameiyek az 1d6tengeiy:
: _Zegymasba it nem nyulé mtervallumaiban kovetkeznek be, egymastél ﬂig—ﬂ EE
4 get!.enek e RN R e _

A (2) feltetel azt jelentl, nogy a gep leallasa annél valészmubb m1— g

2 g

:'__.:nggetlen egy t 1d6tartam alatt torténd. mﬁkodestél vagy élléstol ha t

Cést egymésba at nem nyulo 1d61ntervallumok Peidéul annak a vaidszz—: v

2

it . Niézziik. most mdr a feladat megoldasét }eldljiik annak az esemeny— :
' 'nek a valészmuseget hogy agépegy t. hosszuségu 1d6mtervallumban veglg
'i'mﬁkodlk “p{Ey-vel.: Akkor ‘annak az esemenynek a valészmﬂsege, hogy as
o gép a[}.t 1domtervalium fo[yaman megéll egyenlo 1 - p(At) vel es ez
'»"utdbbl a (2) feltetei szermt' : \ B o

1‘ -3 (At) ]LAE + 6 (A -

A (3) feltetel szermt annak a valészmiisege hogy f*ép;.é;ti'-l@ At ‘
71d6tartam folyaman mﬁkodlk I R L

Pl +At) p(t)p(At)—‘

| ep_‘éti o -'6,-6&5 Aﬂ

%? w sos @

L atterve aAt—a»O hatératmenetré o ,;" .

dp(t)

codt m'p(t) AT

~ ~Bnnek a'dﬁf_efeﬁé’i‘é‘iégymle"mek a nLe_gol,dé:Sa: S
p(t)—Ce A

- 98 - -- , iy




. mbkodik a gép, akkor annak az esemenynek a valdszmhaege, hogy a gép

',{»‘ 11m p (t) =1, am1b6£ a. l;m e JU:=1 :‘ miatt

>
1

- . ‘7/-,
_3,

to az 1dészam1tas kezddpont]a vehetjiik erteket nullénak Feladatunk k1— :

"indulé feltetele szermt | gep a kezdc’)’ 1d6p1ilanatban mﬁkodlk ezért ha
t=x0, p () —nek 1 feie kell tartanxa, amit. egyebkent a gep megéllésara : 2
’ e16bb fehrt - - L S

1 'P(At) J\[_\.t'l'&(At) . At

valészmitsegz egyenletbﬁl l,s létnunk kell ha éz lddszanutas ,kezdé’pontjéban a

B megall a At 1d6’1ntervallum alatt, nulla felé tart ha At-—»{) Tehét A
I3 R

t—;O R
C= 1 koveikezik, N

t gy vége'_r_'e:ﬂ_rri_énybgn:'
_ Meg]egyezzuk hogy a klszabott (1), (2) és (3) feltetelek f51eg
) automaukus szové’gyérl gepeknel szerzett tapasztalatok alapjan, ,nagymer- o
. tekben Jogosultak T .

A i

A TELJES VALOSZINUSEG TETELE “ . = .~ -~

,»“r.jakkorrb;é’l_r‘rrr}ély B e,séméﬁY’ife: E
- B=B(A +A +A,+. +A )— U (BA). -
S TR T R e e AR G OB

L EAINGA) =, minden (4ire

Kol’rill‘ogorojl_.“éxiiémﬁjﬁ SZériﬁt- S L o

Cie9s




‘s’,.

30 abra

TR

SN

Legyen _ e
A +A =JL}','-‘_-"'

’ Ismerjuk P(A ) ot és P (A2) -t, to

R 'f'vabba P(B ]A ) és P{B A erteket

Meg akarjuk hatarozm a"P (A fB) es

j;P (A EB) valdszmusegeket Felhasznaljuk

tel;es valOszmdseg tetelét 1s

B B(A +A)-—BA +BA

i .

_és mivél'

BANBA, =0,

n

A feltételes vaidszmuség defmlczoja alap_]én.

P(BA)-P(A)P(BiA),,_ L
15 ezt 1rJuk be mmden 1 Te; akkor kap}uk a

o ;-:"P(B)?P(A )P(BJA )+P(A2)P(BIA2)+....§
e " P(Ah),»_lé' (B;_JAQHZ),;. _'. s )

R E tetel alkaimazéséval a gyakorlatban is 1gen soka"or alkalmazhaté :
probiemara ~az okozatbdl az okra valé kovetkeztetesre adodxk Iehet6seg,

: igy”_'_"g(lé:‘A‘l' Aé) =0.

31, dbra




e valdszmusegeket

Kolgomorov I ax16méja szermt:

P(B)-—P(BA )+P(BA )—P(A )P(B]A )+P(A2)P(BJA2).,

_',_ utolso 1epesben a tel_]es valdszmliseg tételet alkalmaztﬂk Mest mér vé—
o Iaszt adhatunk a feltett kérdesre : S : -

1B) e P(A) P(BIA)
P(B) P(A )P(BEA1)+P(A )P(BIA )

Y
P (A FB)

A Bayes-tetel éltaianosabb m_@)galmazésa B R .
' ,;zs'mer;ug ezégl'f:gi'-~eéeményekvamszmns_égét,..gza'z

! 5~'1smert menny1segek g - : A
S Legyen B tetszes SZermtl esemeny, amelyre P (B)>0 Ismerjuk '

: _-:'tovabbé rmnden i-re.a P (BIA ) valészmﬁsegeket IS. Keressuka P(A {B)
Tud]uk hogy O
B B (A +A2 + - +A )n BA BA2++BAn o e

5

.’,‘;

BT
Vol
e

Kolmogorov I axwmaja szermt

P(B)-—P(A B)+P(A B)+... P(A ‘B)

: _A tel;es vaidszmuseg tetele erteimeben

Cr (B)—PtAgP(B;A )+P<A2)P(Bm YHo U RRBOPEIA)




BRI 'rozatéra bomhk szét azaz

) Mmdezek alapjan kap]uk hogy

“P(A, B) P(A) P(BIA) |
P(B) P(A )P(BIA1)+ g _-I-P(A )P(BIA 3

< . /___‘ »:7:;. . »’i. P (A |B)
o vagy Péviéieb’?e“?l-' T i
T P(A)P(BIA)

P(A 58)’—1-

Z P(A) P(BIA) S

_ A Bayes tetel abbaf; -az esetben 1s aikaimazhatd ha az eseményter
'-megszémlalhatdan vegtelen sok egymést paronkent klzéré esemenyek so-

i,

JL A +A +s ..+A +...,. 51"1_0-1,.-45,1,-_'}&.],-:‘;3-’ a -
COTAKKOR T T e
S P(AE)P(BIA)
e (A iB) = T
T ZP(A)P(BIA}

L

'-Feladatok A o g
: ;;1 Legyen 3 db urna A A ‘AS 3
.8z els(Sben 2 feher, _ 3 fekete, .. 4 p1ros golyo

".:“,‘a mésodikban, - B fehér, 2fekete, C 2 piros golyé -
TaTa harmad1kban 4 fehér, 1 fekete l plI‘OS golyé van._.} _'

R Veletlenszerlien vélasztunk egy urnét es abbol két golyét huzunk Ha :
< ag egyik fehér, a mésik plros, mi. a valdszindsege, hogy az’ A3 urs..
i nébol huztuk o’ket? - L - T o :

ok




) 2‘.',";

- KeresendoP(A /fp); 'Alkéiméz:zﬁié a B_élyé's"-téteh. R

‘ P(A /fp)—

Megoldas -

A ]elentse azt, hogy az i- 1k urnabél huzunk f p _]elol_]e a feher p1—

L ros par huzasanak esemenyet Akkor’

Lo 7N 4
. p (f'fa"/Al).=f'('l-)(l') |

B

P(fP/A)-"

wulw. o

-
»

R 1]
Ay | e

ub-
- Z: .
S
[o)

P(F p/AS)““—;4f1?1‘;;:"EP(A.

[ S L
[ :
[

P(A3fp) Gy Ay

o
315 e
)P (fp/Az)w(A )P(fp/A)

P(A )P(fp/A )+P

el
a3 [5

Ket c1po§yar, 1 es A2 c1poketgyart, A_l az eIadasra keru16 c1pdk

i T SRR L
g 4761 - ‘ o '

T 15» R

40% at A a 60% at gyart_}a Az A gyar selejtszézaleka 1%,, az .
A2 gyare 1 5% SR T s '

VesZt.mk egy pér c1pc$t és az sele;tes M1 a valészmﬁsege, hogy az
A1 gyar kesmtette? ' :

108

P(fp) P\(frp,rA +pr +pr)




T

.

5.

ezust penzerme erfekét jeloljuk 1 e-vel. Az arany penzerme erteke

' hﬂeggldés

’ Keresendé P (A IB) valdszmtiseg Az 1smertetett Bayes tetel

: maz, a B urna pedlg 10 eziist penzermet

' A "B" urndbol kivészlnk 9.pénzdarabot és dttesszilk A-ba,’' majd az

: v1sszatesszuk a B urndba. Melylket valasztanank a két urna kozul? :

A feladatot a mellekeit ran szemleltetl.; ; SO .
7e 1 10e e 16e o
1a fﬂ, o la . te
e | ]9
18e | 9e !
a CERN B
o fra ]
A - B
RS (R

selejtes Igy P(BA )-—0 01 P(BA )—0 015

alapjan ‘ :
P(AIB) P(A)P(BIA)

P(AIB) p(B) P(A)P(BIA)+P(A2)P(B|A

2)

0;4.00L . .. _i 9307

0'4 0,00+0,6~ 0015, i3

Az ‘A urna 7 ezhgt (e) penzermet és 1 arany (a) penzermét LarLal- il
T-AzZ ezﬂst penzermék egyméskozt tei;esen egyenlc’i ertektiek egy
- 10 e; -azaz-az-arany pénzérme 10 ezlist pénzermevfel egyenerteku

“A-ban lev8 17 penzdarabbél véletlenszeriien kwélasztunk nyolcat és




‘ -,‘Az A esemeny az: A urnat valaszt]uk

1 ezlist:l e erteku e
1 arany 10 e erteki.l. '

Pm*&)°r'A7f, ;_].fG)

(;7) | .

Cembblpedig e g

@Y ezért azas - 1_1'>'———-1
T L ’ (31) 719

o ',ézaz. (lg)(;ﬁ) i vagyls P(1)>P(II),‘ 1gy az A urnat va!aszt]uk '

v(.

V " _AdOtt kF-‘t urna A es B a kovetkezﬁ'keppen o :

4feher

o HE fehe:r;\
5p11fos_l.-~‘ .

°I'6 piros

B esemeny. a B urnét vélaszt;uk

B "f" a feher, p a pu'os golyd klhuzasanak esemenyet jelenu o

| Pmer-f

» Beienyuiunk az A urnaba és tala[omra kweszdnk belﬁle ket golyét
-ezeket attesszuk a B urndba. Majd ezutén talaiomra benyulunk az -

e gylk urnéba- -és ‘ebbdl’ klvesztmk egy golydt .Ha'ez a goly6 fehér, 'mi’ SRR R
o ' - a valoszmﬂsege dnnak, hogy a B urnabdl huztuk'? A keresett esemeny
,B/f valészmﬂsege P(B/f) ‘ , ,

= . &

“ 1057




- Megoldas

I esemeny egy feher és egy pll‘OS golyét huzunk k1 az A urnabél
es ezek kertilnek aB urnaba Tehat " R

i 1"'fe_hé_r e ‘6_fehe_r,-’ ,

.ov 1pires | ——= |7 pires |

'3j'4fe_hér ,
4 piros

L T R P(I)__4 5

) i

wim

)’ -
e

:'-N’ ol

II esemeny ket fehér golyét, hu2unk k1 az A urnabél és ezek kerul- ;_

1t

nek 4B urnaba

7 feh’ér_ _ .

2feher e
: 6p_iros :

0 piros B

2 feher _
| 5 piros | .

lwu:- S

.<Qc\||_-¢é

III _esemény: két p1ros golyot huzunk k1 az A urnabol es ezeket a I,' i
B urnaba tesszuk : : B T

ISJ\O

0__fehér = | 5 tehér

: ~-4" felhér& ) _
3 piros ‘| wi. 2 piros - ==

L P(III) —.=: 18 - -
Most el;utottunk ahhoz az esemenyhez, hogy talakomra belenyuiunk
[ az egylk urndbd, -abbol klhuzunk egy. golyot IR :
Keressuk a: P (B/f) - erteket :

e 1‘(_)-6. i




" U Nyilvénvalo, hogy ~  IN=g,
RS o tﬁnl%g o
-"Imin:ﬁ,;.‘. )
iy __,17_. e

e A,Bayes-‘;éc'el. éf;exm_ébeﬁ;

+ i

O\ln-' c

Valoban, .

P(Bf) P@BEI+BIU4BIND _ .
P(f) S PEIHEI4HEIN -

P (B /f')

_ Pr;{é fD+PE f'l{f), +P(Bf "111)' - '
T PEDFPEM+PEID.

' 3

‘\DIU‘I

, i
_‘-. 9_

. P(ﬁB‘f__I')'-—-i'P.(ﬁ‘f»/,Ir) P(I)—

B =PEB). P(B) P(f/B)P(B), o

“P(B/I)‘P(B)

L ahol rov1dseg kedveert a Bf/I esemenyt ‘B, f gyeI Jeloltuk

, 1 : . :
- Az az esemény, hogy a ‘B urnbel ‘huzunk, felteve, hogy az I ese-» LT

.- mény bekovetkezett egyenld 'azzal az esemennyel hogy.a B-bél'

- lapodunk )

" huzunk. (A B urna vilasztdsa ném ftigg attol, hogy az U urndbol

‘ ‘mllyen golyokat tettunk at a B urnaba Ebben hallgatélagosan mega!—» -
. Lo '\ B

L _ .Ugyamlyen meggondolést a[kalmazunk a P (B f II) es P(B f III) valé-'.
s szmhsegek kiszémltasanai Igy kapjuk . T

C
T

RIS U7




S '_‘ahol az f/II esemenyt rov1den E:

G Mmdezek aiap]an

. ‘V. S

: P (B f II) =P (BI/II) P (II) = P (BII II) P (II) P (ELH/BH) P (B) P (II) -" '

56

..-‘,,|qj

1: 1
2 6

' P(Bf III) = P(B f/III) P(III) = P(B ) P(III) P(f

. BiiY m/ Bm

) P(B) P(III) =
e -: KlSZﬂmlt}Uk _}a, néchcS ,érték"ét..f, =N
o "'P(f I)—P(f/I)P(I)= g P(f A+f 3)—'1.. o

"=.~ P(A)P(f ]A)+P(B)P(f /B) {1§+£ =}_.,:

, 27 7213 Y183 *

! _ aholr az ‘f:/I' eseme_r;_yt royxden f ~gy{e1 }el.tsltiik.' '

o P(fII)—P(f/II)P(II)— P(f )_»6{P(f A + Hb}}
Gt 27N i3S -'"

6 {P’(A)P(fH]A)+P(B)P(fHB)} 53 { £ 13} ot
AH—vel ]elol‘tuk . - -

P .(,F' flﬂl) = P(f/ 111) P (‘1,-11)‘-'—7,?%;{ ?i-(fIIIT-A:)"% P '(flii'; B) }=

-4‘1 .;;

S fr P8 R s
T Is {P(A) P(fIIIIA)+P(B) P(fmls)} 182 {
145"? S
1092 L

ahol f az f/III esemenyt ]eloll




s 70 25 a5
39 156 468 _ 53
PE/M - 45 25 145 " 105 ;.o 5047
182 364 1092

*azaz’ ,
RS .P(B/ﬂ 105No 5047

'

R Az esemenyter megszerkesztese a feladathoz

L Utmutatas a rajzhoz

fgpm%Pﬁ—;;f

’ Egy egy golyé most az esemenyter egy egy elemz esemenyet ab— '

"jrézoija . < » .
A "B" mez(Sbe es§ feher goiyok osszes vaIészmlIsegi tomege

.. 53
. 13 18

BRAST "‘—"18-:*:7 IERBTRERR TS

i
18

R

Az '.‘A"»_méz‘é"ber ésc’i_fehéf g‘o[ybk EjsSzé.‘s ﬁélé‘sr‘zi'nliségi"t’iimelge:‘ R

P ASEPRED NS DS i
TR A UASEE AR U

o0
S

yciw_-

e

753 L halrnaza._ o
13,187 »

ST

wmeég Tt tomeg .

'13_. 18 [ 53
9 13 18 SRS U

) P(B/f)~‘

[

Termeszetesen 1gy 1,s ugyanazt az ertéket kap_]uk a P (B/f) re

S, .

B feher golyék




[

"Eseménytér

‘ Az 1de }uté valészmﬂsegi tomeg

- dsszesen —5- .
: rEgy eleml esemeny valdsz1nhseg1 -
or-g. 7,,{,: : 2,}

' mert P(A)-_ ().= -g— -

és mert az A urnaban bsszesen S

laz 1. esemeny bekovetkezese R
o gsetén 7 golyo van. :

3f OOO
4p 0.00

| Idejut bsszesen-

| tomege,: mivel 13 goly6 van az |
. I-es esemény bekovetkezésével -

12 valészmﬂsegi tomeg

Egy elerru esemeny valészmﬁsegf '7

ir_
3.,,

.,«oolwﬁ,i .

6f 000000
 1ﬁf§§o¢Qad.“

L Idé jiit tisszeéen 1-2— valészmusegl

) 'tomeg, és mlvel ‘a II esemeny be—
- 'kovetkezesevel 7 golyd van gsszeser

o 00
sp4iopth f“
‘legy ‘élemi e‘sém'é_n? véi"és'ziniiisége

= - <

ESTEE 2

_‘thmeg Mivel 13 golyo van, egy:
_elemi. esemeny valészml.tsegl o
: tomege

' ‘ ‘:1 LT
Ide jut osszesen iz valészin-uségil

3 ] -

V7f,ooocqogf”
]hp7i§CQ!§f

. 'Ide j’ﬁt 6'ss"zesén 36 valﬁszmllsegl

. tomeg Mivel a TlI-as’ esemeny utédn |-

7. golyo van, egy elemi esemény
valoszmlisege ’ .

fL»537
7786
:4&10000

: Ide ]ut osszesen —i valészmusegl

‘tomeg. Mivel a lIf-as esemény be
_kovetkezte utén‘is 13 golyé van, '
=l egy elemi- esemeny valészmlisege

35,

‘L.s;
13 " '36

56 ooooo';;ﬁa

'web ooo:_f_'
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Feladatok a felteteies valészmiisegre I

A kbvetkezé’ peldék Kemeny Snell - Thompson A modern matema—‘ N
txka alapjai c. konyvben talalhaték (kldoigoz&s nélklﬂ) ' :

Sl :Egy bortonben hérom ember van: A B és C A kovetkezo napon E
L egylkuket felakaszt]ak A borton(ir tudja, -Kit’ akasztanak fel, de nem =

zabad elaruhua. Az A fogoly a kovetkezé’t kerdem a borton6rtol ,

: ' ."Aruld el a mésﬂ( ket fogoly kozill egy olyannak a nevet ak1t holnap
- nem akasztanak fel. -Ha. mmdketten szabadok lesznek akkor dontsd".

& - el magadban, hogy kinek a nevét mondod. Ezzel nem arulsz el tltkot

" mert azt mar tidom, hogy egyikik szabad lesz. " "A boreondr nem1 S

gondolkodés utdn igy vé!aszolt. Nem, ez nem volna emberseges ve- s

o _ied szemben Most ugy: gondolod, hogy § valészm[iseggel akaszta- )

N nak feI ‘Ha elé.rulom a tobblek kozul egy oiyannak nevet, ak1t nem
: akasztanak fel akkor az eselyeid megnovekednek ugy fogod gondol-

n1, hog’y -1~ valészmuseggel akasztanak fel Nem tudnal nyugodtan

- .aludni. Helyesen érvelt-€ a bor{ondr‘? (Kemeny -Snell- Thompson S
A modern matemat1ka alapJal. 179 old 9. pelda )

Felelet nem,- Ez egyszerhen belathato azzal hogy A fogoly ugyis ‘
: tud]a, hogy B és C kozll az egy1ket nem végzik ki.: Ha a bortonbr:
:_}megnevezne B ésC ‘koztl az egy1ket, ezzel A mformécm]at a |
. " sajét sorsét iliet6en nem befolyasolna :
" Ez klderul a részletes esemenyalgebrm szamoléssal is. ]eientse o
‘rendre.az A, ill, a- B ill. a C azon esemenyeket hogy mdésnap a
"A, ifl.-B; ill. C szemelyt klvegzzk (Igy B C azt Jelentl, hogy
-~ nem végzik ki 8ket:) - - e ,
. 'Fennailanak a kovetkezo i'eiacmk

P(A)‘P(B}—P(C)-—

'oal'-*j. v

ANB=g, ANC=9, BOC=§
"'_'Kerdes, mekkora a . -
P(A!B+C)

8 valész museg erteke?




B Megoldas

L oCAkkor e

: Ha ui,. a hortbn(ir megnevez vaiaklt B ésC. koztil az azt Jelenu, T
hogy vagy. B-t, Nagy C- t nevezx meg, azaz, hogy a B + C esemény '
bekbvetkezﬂc ' _ :

o Tehét A eselye semmlt sem véltozﬂ(. U1 .

; P (B+C) P(BC)"‘ 1= P(BC) = 1 r_ner_t ,’-BC-_‘;- BﬂC:gt ‘-,

-Ezt-leh_e;t '_1é_tn_i ar,'V;énh-'clgiagfa’rﬁqﬁ"i’_s::_ B

Nyolcmllhd penzdarab kozLil az egyxken ket ij van, a tobb1 Jo Talé—:
* jomra. kivélasztunk egyet a nyolcmllhc penzdarab kozl. T1zszer o
.- dobunk-vele.’ Az eredmeny mmdegyxk esetben fej. Mi annak a valé- L
’ -sszsege, hogy a rossz penzdarabbal dobtunk'? S e : '

B Z'Jelentse R a rossz pénz k1valasztésgt a- nyolcmlllm penzda1ab kozlll
o] egy io pénzerme kwélasztését, F a "fe_]"»-dobés esemenyet
'Akkor ;. : . .

v
[

P(A[B+C])

aﬁémﬁ+aj
S Pm+m

P (A)

de Morgan =
0

wi

o)

)
4]

';FfPﬁﬁ%ﬂ?G}Rﬂ;éwﬂaf@mg‘f:“

PG)Pwuerm Paﬂm—(1¢ 1'6);%+_ T

T 10 8. 10
S RS T .

R 1T R



"jelol_]iik F 0—zel azt az esemenyt, hogy egy. penzdarabbal 10 szer_
egymas utén ,"fe}"-et dobunk Akkor ) N S

P(F,-» );=‘-3P [F (J._+ R)],=‘P(VF,9D+P_(F‘ R=
s P(I) P(F IJ)+P(R) P(F J'R);=[' R

, ,210‘7 .

L Mla P(RfF )valészml.lséget keressuk

| 0)".77 o o
P(RIF P(RF P(F IR)P(R)

_ R N %*‘l 
P(F ) ( ) fo
S 106 25

—

.23‘_;56:_{1 -~7_813,.45_; EEN T

P

"-Az elé’bb1 feladatban a kivalasztott penzdarabbal - szer dobunk az, 2
-eredmeny mmdegylk alkalommal fe_] Mekkorénak keIl vélasztam az

£

- 113-,—_ B




n szémot hogy a rossz penz klvalasztasanak a valészmﬁsege kb
legyen‘? g o Co S
- ',Megoldas o
N Ugyanugy szamoiva, _mint ei6bb kap;uk

P,(-R;S' )= — 1 =g,

(® S10° o) -'};;’i-lﬂig:

o azaz.

£

Lotehdt o LT Tonm23 L

4. Egy patkdny ot labirintus kozott vdlaszt taldlomra. -Annak val6szinti-
" 'sége, hogy hdrom perc¢ alatt keresztul jut az egyes lablrmtusokon, -
.~ . . rendre 0,63 0,,3;0,2; 0,1 és 0, 1. Héarom perc elteltével -
< lazp Iatjuk hogy a patkériy elmenekhlt M1 a valészmusege annak
c a) az elso lablrmtust
“ bya masodlk lablrlntust valasztotta'?

' ",Megoldas .

“ fje!pljuk azokat az esemenyeket, hogy a patkany rendre az l 2 ,
o 3., 4., 5. labzrmtust vélasztja rendre az ’_’ oL

’ 71144"'



L L2, L3 L, LS

T Jelbl_]lik azt’ az esemenyt, hogy hamm perc elteltevel el_menekuit '

. (tehat hogy at;utott’: valameiylk lablrmtuson), E-vel.
i Akkora pelda szerint: S .

; P(L): 3 (1—1 2 3 4 5) es ﬂyllvan LiﬂLI=j;3 : o I e
A W
oy °*.6,‘ G 03s f
.r-f",(E'[L4);=_-Q‘,‘1_‘; :_,; P(EILS) =
| Keresendsk: a) P(L||E); ~ b) P '(LQI»’E)_'. S

L P(E)-PEE(L +L2+L3+L +L)j 5 (EL)--L
i . TR : 1—1 R

ZP(E|L)P(L)- [06+03+02+2 01] =
1—1 - . o R

- s B 26

‘A ,Bajgeé-_-tét’el 'sz.e'_r_int' :

ra, E) ?'.(.E.,.,II_Q;I').E'_P;_(L?I")]:'if
: P.(E) STTo6 T

53"53)‘_ | P(L iE)-




5. :

by RLIB)=

"-fMe o'ldés':"s e ]

PUL,E) PEILYRM) 0
PE T OPE) T

i

Egy ﬂzembﬁl kikerult éru 75% valészmuseggel I osztélyu. A kzke-«'i
rult termékeket megvxzsgéljék ‘Annak a valészinisége, hogy a vizs-
- gélat sorén egy L. osztéiyu terméket ner elsé osztélyunak mindsite-
_.nek: G, 02.:Annak a vaiészmusege, ‘hogy €gy-nem elsfS osztélyu ter- .
méket L. osztéiyunak minésitenek: 0,05, : &
Mia- valoszmiisege annak, ,hogy egy’ olyan termék,- amelylk e v1zsga—
iat sorén I osztéiyu m1n6s1test kapott valéban els()’ osztalzu?

. :\‘

A esemény egy termekI osztalyu. o

A2 esemeny egy termék nemI oszta[yu Igy

A +A QesAﬂA —G

U1 esemeny egy termekI osztéiyu mm6s1tesl: kap. R S

U esemeny ;:gy termek nem’ 6156 osztalyu mmosu:est kap

P(A)—O’?S ' P(A)—025
P(U!A)—OOZ P(UJA)-098
o P- (u_l 14 - o-,, os _‘PV -(Uz |-'A2.; ,=','o,_}9_js ;7. |

Ezek a valészmﬁsegek a feladatbél 1smertek

A kerdes , '
N CP(ALUL) =1
e
5 R .
c1e-



: ABayes tetel szermt 7 e \ L i B
| P(A U) 'P(U’JA- );‘P'(A-")' '
P(A “” P(Ul p[u @, +A)]‘ -
, P(U lA )P(A) S P(UliAl)P(Al) -
’ 'P@I.A;l):”_m ) P(UiA)P(A)+P(UIA)P(A)
. 0,98.0,75 i
" 0,98 075+005 025 _0983 933% 4

N Ket loveg tuzel egy célpontra.. Tapaszta[tak hogy amlg .az 7 L ioveg
9 lbvést ad le, addig a’il, loveg 10-et. Az: I lbveg talélatl biztonsd- .
- gai 10 Iovesbﬁl 8 taldl. A 1L lévegnél 10 lovésb61 7 taldl, Egyszerre
_ ,a két loveg nem tuzel Ttizeles alatt a célpontot taldlat éri, mia - - S
e valdszmﬂsége annak hogy a II loveg adta le a. lbvest'? T

Megqldés ; e o

S

A esemeny az L loveg lo. ——
A esemeny a’ II lbveg 16 '
A +A —-ﬁesAﬂA, Q o

P(Al)-l‘ 9 9 P(AZ) R
'P‘(Az'-) - To ,.?*?b_"l P(A )' T:.-o 9P(A )

P (A ) az L 1dveg tuzeles1 gyakonsagat ]elenti ez a valdszmﬂsega A i
II 10veg tlmelem gyakorlsagéval van klfe}ezve ' SR

B esemeny a celt taiaiat éri. _

A : L : . . : Y

- Megl_iatéxbzanglé 'ai,P (AZ'JB) véh_‘jsz_inﬁs'ég! A Bayes‘-_}!_:étél—_ szefint: -

Coemza




P(A B) P(B/A)P(A)
P(Azfﬁ) ) f P[B(A B )]

P(B/A )P(A > P(B/Az) P(A, )

=P(BA1)+P(BA2) P(B/A)P(A)+P(B/A2)P(A2)
07?@).Q;,?;if.f 7 ,
- 2 oo 0.7 0493
09P(A2)+07P(A) 0.8, 09+o7

7. ‘Ma]usban az esBs. napok vaidszmhsege 0, 2 Egy hlzonyos futball- '
' ~csapat 0, 7 valészmuseggei nyeri-meg a merkozéseket, ha.nem esxk
"~ az es6. Esls napokon a. gydzelem valdszmueege 0, 4. Ha tudjuk,-
o hogy egy. méjusi mérkdzésuket megnyertek akkor mi- a vaIGszmu— ’
'_: >'sege, hogy esett az: es6 a mérkﬁzes nap]an? ' o

-

. ?".Megoldas  _

i

' '-"Legyen a csapat gyﬁzelmenek esemenye G az esr‘)"zés esemenye E

. aszdraz id§ esemenye 1gy E R
Akkor el L o
EE=g, E +’E‘=n
L »tovabbé SRR
o P(E)— o 2, ‘Pi('-ET.-) 0,8
- tovabhé Sy

P(G/E)—O 7 P(G/E)—(}4
Keresendé" a P (E/G) valdszmllseg!

P(EG) P(G/F-) )_:.-':"L
._P(E/G) RICH P(GEru E)

0, 4 0 2 R o, 03 R

.8
P(G/E)P(E)+P(G L)P\L}.,O‘l 02+0: E"'
o7 118“;:_: » :

. o » ;VJ ‘I



-

R F -Tﬁdoszdresnel a betegek 90% anal a v1zsgalat k1mutat3a a betegseget
s AR egeszseges emberekrdl késziilt vizsgélati anyag 1% a ‘hibds, te- -
‘ ’hat 100 egészséges’ ember kozlil L-et betegnek mutat. A tuherkuldzm :
" 10000 ember kozil 5 esetben fordul el6. Taldlomra klvaiasztunk S
- wvalakit, etvegezzuk a tudoszurest és betegnek talal]uk M1 a valé— el
- szmtisege, hogy tenyleg beteg‘? L e e SR

: ;Meg oldéé"
. Legyen E az az esemeny, hogy valak1 tﬁdé’beteg, -
Lo B az az esemeny, hogy valakl nem mdoheteg, ‘ o
"_'__tehat egeszseges. ' ' e

- Legyen A az az esemeny, hqu a vzzsgélat valaklt betegnek talal

' A ‘Az az esemeny, hogy-a v1zsga1at valaklt egeszsegesnek
= " talai

".FA’k_kc%_r’:“ :. _ | | :‘ ‘_4 .~ . = ] : o o ,
SRR ,',P(B),=,51.-_—,5_., 107, T e

S epmes. a0ty
- P@IB=0,9; P@IBH=o0. - o
- ;Kérese,ndc’ir_,a . c -
o CoP@layE
valészmhseg. o o
e PEA PGP
P®) pfana E]_r‘i s

P (BiA)

0,9.5.107% ‘45 o
F(ASB}P(B)+P(AIB)P(B) 0. S0 4001 (1 ;. 104

45 4,5 3
2 ~ -0043
45+@01(10 T E5+95,95 77

: .'t,. -




= fAz A urnaban 7 pxros és 3 fekete, a B urnéban 6 pn:os és'4 fekete T

o ‘golydt A egylk piros, a més;.k fekete Mutassuk meg, hogy a B-

; '-"": ’huzhato Yoo

“goly6. van Talélomra klvalasztunk egy’ urnét és kihuzunk beldle két ,

- i;urnébdl huztuk 6’ket nagyobb valészmﬂséggel (Mmdket urnét = v,alo-
s szmllseggei vélaszquk és’ mmden goiyd egymésktizt egyenié eséllyelr_‘

| P(A)"P(B)_-;-

f]eltiljuk pf fei a plros és fekete golyo huzésanak esemenyet : |

<

S\ A 1 i
(10) 7 10,9 9(21+24) 90 3

Lam
R S
R Wl
ST

P(A pf) P{pfiA)P(A)
P‘AI o) = = P RGh

B
{
i
|
[]

"‘j.P (B’ f) P (B pf) p (prB) P(B) l _(_2_)_ 24
,‘ P (pf) P(pf) T2 145
R , e 2 T

-_Vt'eh'étf-' con

P (Blpf) =

N B i . i

cn|°°
.c':lﬂ'}-f*“
—
E?_
E



B Y

IV 5 Esemenyek ﬁxggetlensege

E 1 V.’J' 7 Fagalmak és dqﬁmcwk

Defzmclé Az A esemeny fﬂggetien a B esemenyt61 ha

P(A IB) -P(A)

. Kbvetkezménz A feltéteies valdszmuseg Kolmegorowiele defmlc:ld- .
o Ja szermt' R : ‘
P(A B)- P(AIB) P(B)

A:% A esemeuynek B t6i valo fliggetlensege mlatt pedlg
ennelfogva o '
LA ﬂ PMM—NMP®
: : NEZZUk forchtva, ha tud}uk hogy 1gaz a '
| | P(AB)—P(A)p(B)
I, '.'egyenldseg, 3kkor a feltételes valoszmuseg értelme;ese szermt kap}ﬁk
: 'hogy . ) ' - 7

P(A B) P (A) PB)
P TP ‘(;3‘) __

33 (A{B) = = P(A)

'.»',_tehat az’ A a B eseményté’l nggetIen 7

Az:Aésa B jelek feicserelesével kap]uk hogy ha az A esemeny R

-ftiggetlen a B-t6l, akkora B esemény is fﬁggetlen az A-tél,. ; L
e Az elébbiek. alapjan az A es 4 B esemenyek egyméstol pontosan ak- L
- »kor nggetlenek ha 1gaz a S . . . v
| P(AB)-P(A)P(B) 5

o ~egyenl6seg. (Szorzﬁstetel )

Tetel Ha A es B fu,ggetlenek akkor A és B is qugetlenek azaz - ’

P(A B)-P(A)P(B) 1gaz, ha P(A B)-P(A)P(B)

LR

e121 -




A de Morgan formulat fogjuk alkalmazm

::_'P(AB)—P(A+B)-1 -P(A+B)—1 -P(A)-P(B)_FP(AB)..,

 ;_1 -P(A) -P(B)-!—P(A)P(B)-—P(A)—P(B) [1 -P(A)]—' '

-. ’ P (A) - P(B) P (A) = P (A) [1 =P (B)] » (A) 3 (B)

' Hérom esemeny nggetIens'ege

, Defmlcm A B, C esemenyek egyma.stél (tel;esen) fﬁggetlenek ha
A és B, A és C, B és C. fﬂggetlenek tovdbbd AB és5.C, ‘AC. és B, BC' @
-és" A 'is fliggetienek.. (Megjegyezzuk hogy a péronkénti fﬁggetlensegmellett}
elegendd barmely ket esemeny rnef:szetenek a harmadzktdl valé ﬂiggetlen—
: seget ‘kikétni. ) : :

B1zony1that6 hogy ebbc’)'l a def1n1c16b61 kbvetkezﬂc hogy T

P (ABC) = P (A) P (B) P (C)

: ‘\/Iegford;tva ha feltetelezem, hogy a harom esemeny paronkmt ng—’
- getlen és a szorzds tétel is igaz,: akkor ebbdi kovetkezﬁ( AB £s. C AC és

By valammt BC és A fliggetiensege is.

Defmlclo Az A A .'.., A esemenyek egymé.stﬁi teljesen fiig-

- getlenek ha barmeiy k db Qsemenyre (2 S k = n) fennall a- szorzés tételr
azaz : s ; o

- -g;,;p-,(-A; A A _.‘..;A'.“ y=P A ) P:'('A_ VPG SRy, -
ooh ."%'2:,7-“,3 e ,ll'f 2 '13‘ R S

Ha veg'telen sok esemenylink van: Al’ A A ‘An’ ékkor

ezeket nggetLeneknek nevezzik, ha koziluk barmely n szAmu. esemeny =
(2 £n. +oo) egymdstol fuggetlen. (Hasonléan ertelmezhet6 nem’ megszam—
laihatéan vegtelen sok esemény fiiggetlensége is.) L ‘
. Nezzunk most példat: arra, hogy A, B, “C esemenyekre fennéll a
paronkenu fﬁggetlenseg, de a harom estameny mér nem fuggetlen egy— :
mastél' & v : : : D




X

N

. ( 32 abra .

4’

'm-lg—f

‘ P(AB)-P(A)P(B)-»—-‘ P(AC)-—P(A)P(C)=

8 Ll

P(BC)=P.(B) P(C)== . (33. 'ébraigl leolvashate)

33 abra e

*&\\\ E

N

= ,.Ha a-3 esemény' ngge"tlen'£enne',:-akkor' -

OO:H—" :

S : P(ABC)‘P(A)P(B)P(C)"

o '.i,énne, de a rajz‘s'zei:iht Iétha'td, ,hog_y P B o

) P(ABC)-% =
| e - 34,4bra
A1 fenn _ C I ' A
Tehét’ az A ‘B, C esemenyek nem nggetlenek egymastol
L Ha SR
' AQB—Q,.--.

' ':-.'_ - 123 -




o ZOtt dram folyxk “ha a ]elfoggk mitkodése egymastoi ﬂlggetlen ese—_

Tl 'm;;o'
tovébbé : p (B)>O
B ,,,:fennall akko?: A es' B esemenyek egymastoi 'fﬁggenek Merf hlszen

P(AB)—P(G)‘O#P(A)P(B)

. '.'_1V52 Feladatok

Az alébbl ébrén léthato bt gelfogé mmdegylke P valészmuséggel =
(0< p<1) van zarva, ‘mi‘a valészmﬁsége, hogy ‘A és.B pontok: ko-

menyek es aram folylk egy }elfogdn ker‘észtﬁl, ha az zé.rva :van. T

PR

5 ébra

A 8z 1 edlk jelfogé és. A azt az esemenyt is. Jelentl egyuttal hogy

‘ ‘>az i ed1k jelfogé étengech az aramot (zér)
P(A)-p, (0<p<1)

Aram folylk A es B kozbtt ha vagy a feiso vezeteken, vagy a ko- -
zepson. vagy az aisé vezeteken folylk aram, es csak ekkor v

124 - P



TR Ty el

g _Téha’.t’:'.'az‘:’Ai'A + A + A esemeny _}elentl az éram folyését,

57 g 3
)

' ',"-keréssl.ik_' a P *(Al‘ + A + A ) valészmllseget Kolmogorov

rﬁégfeielﬁ akidméjé s-zermt;A Lo FERA ,

2-.'5

P(AIA A A) P(A A)+P(A ALALA. A)—_

12534

S o ’3" "'5 g g ?»'4-;',.5»7 T
L R R R

et ap-pt —'_'p'if'é ‘b;ié. a f-ﬁ,;‘b)-‘ (zi:?'?; p‘;‘>_ R

—p+(1‘ p)p (2 p)

. Ugyanaz a probiéma mmt az eidbbr., az alébbl é.bréra vonatkoztatva -'

- 'Af o : - . : >

.-36'. -'abra'f
A bol B be aram folylk ha. az B :'_ '
(A +A )A +A +(A 6)

st

.‘.7.5)—.‘1-‘ - S




=z vagyonét meg m1elott tehét B tel;esen veszxtett volna, P, legyen ‘

'esemeny bekovetkez1k Szamltsuk k1 a '

vai()szmliseget Az egyszerli mellékszémxtést az’ olvasdra blzzuk

L Tekmtsﬁk az A ég B 3étékosokat ak1k kozlﬂ A mmden ]ateknai '
"1 Ft-ot.nyer p vaEOszmHseggeI és 1 Ft-ot veszit g-= 1 ~p valﬁszr :
'-'nUSeggel (persze ugyanugy B nyer. q valdszmhseggel es veszit p .
'*valdszmliseggei) Legyen A kezdeti'vagyona z forint, B-é a‘z. fo—"-:'_
rint, az vsszvagyon tehdt a Ft. A Jatek ‘addig folytat6dik, amigaz: -
" egyik ;étekos mmden pénzét eiveszm (es persze a masxknal lesz azi-,f

o egész a Fr), -

... Az egyes jétékok’ k1meneteie1 egyméstdi ftiggetlen esemenyek ,

__Legyen q,. annak a valﬁszmlisége, hogy A elveszm els§: 1zben teljes

2 annak valoszmtISege, hogy A megnyerl az’ egesz a <z Ft osszeget _
L még m1e16tt B elnyerl:e volna thle a tel_]es penzet S
: Tehét' ’ : :

- ._"z Fe-nyi kezd6 vagyonbol, elnyen B ‘minden- pénzét; rneg m1e16tt B

v volna

: Pontosan foga'mazva : S e
" ¢ Ha ajitszma folyaman-A n- 1zben nyer és V- 1zben vesz1t akkor a’
R 3atszma befe]ezese eié’tt mmd1g‘ . s

- és ugyamgy, g R
' TAz elsc‘)']étszma utan A ~vagyona vagy z - 1 vagy z + 1 Ft Ennel- .

- fogva.

- feltéve, "ﬁo‘gy,'. ‘

>,

-P{m +A)A +A +m A&}

A

B annak az esemenynek a valészmﬁsege, hogy A klmdulva f »

elnyerte volna -4z 6 penzel: ‘azaz meg mxelé’tt A penz ne[klll maradt

q a teljes vesztes valﬁszmﬂsege ugyamiyen feltetelek mellett’{

- z+n --v>0

a-z+v-n>0-.

”f'—pq +qq



: 1'{z<a - 1 o

. Ha z— 1, akkor ql«—pq2 +q

. ."':'1'_Ha pedig z=a -1, akkor q e q q, 2, mert ha az elsd ]atszmét ael

-megnyen, A gyfiz és igy p. q = 0 P q és q = 0 ertelemszeriien
T Ha tehat bevezet}uk meg a q = l és q,. = 0 vaiészmﬁsegeket, akkor
‘a . , ;

o~

'hﬂpq'-pq +qq

;egyenlé’seg fennali mmden Z=1; 2 ‘a- 1 ertekre

o Peladatunk tehét az, hogy megold}uk a’

a =pagttaa T e

= -__d‘if'gér'énc'iaggyé'h'lét,et- a .

o peremfeitetelek mellett

Az un, partxkulans megoidasok mcdszerevel old;uk meg dlfferenc:la—

. ,egyeniettmket Ei8szor tegyuk fel, hpgy . pg#q - s
= (

' '_Behelyettesuessel lathaté hogy aqs= 1 és a q kl.fejezesek
. -megoldésok. - :

. Tenyieg, ha mmden z-re’ q = 1 kapjuk hogsy

: 1~L‘ 1+q 1;=‘p_+,__'q':=1 .

' 'Ha pedlg mmden z- re o o

S qz"(-p)z o ,

akkor 2l K g
I A* RS ¢ KLU N ¢ DAL | L Y f S
Y A T SR =2 q+{2) p={2) g+p-.-

o) =r A (v) q(P) (o) L

.Azt is konnyen helathatjuk hogy elo’bbl ket partzkulams megoldésunk
' hneérls kombmacmja : : , S

o ’."_A -.1_2-7-—':' e




ERER ;iMégr:!;g;tétjuk.{_hd'g'y._éz:‘-'(‘ie"_')" egyénlér.,jmi'ndéﬁi'ﬁegoidésa_r ot

- ,:";tetszdlegefs <, és C

= ",6‘1"*,"5-(.*”-)2 ? [C +cz (9‘ ]+q [c +o, '» 2 )z 1]

R :alaku ; . : g
L ',jLegyen tehét q tetszﬁleges megoidésa az (e) dlt‘ferencxaegyenlet-'
I .nek', C és: C,

 legyen. Bz lehstséges, 1évén az »,eéseénierréhhsz'cffs determindnsa 7 0: -

'T'Tehét ezekkel a. c & 02 ertékekkel a c1 +c2 %)“ z=0-ra és.

} z = 1 -re megegyezm a széban forgo q megoldéssal (e) bé’l
e szukcesszwe nyerjlﬂc" ‘ S :

'eh-biﬁ_! :

9
c 1+c (p‘) o +02()
szémokkal szmten megoldas Tenyleg

2

B R SN

Cy konstansok érteket meghatarozzuk ugy, hogy

b

'.-.'.‘1 0
g_ : #
P

o = pq2+qq



L o Ly B :
—_—— = -+ - C,-+C)) ="

Tel_]es mdukc16val 1gazolhat6, hogy az  el6bb. konkrel:en nmegvélasz-

: V

: tott C1 E§-C2

| Tgytehdr

"‘fciﬂ:céi(g);;'

az (e) egyenlet é[talénos megoldésa. Ami probiemank partlkulans

megolddsit ugy kap}uk hogy fzgyeiembe vesszuk a q = 1 es q =0 - .

feltételeket’

L “'e'zek‘b.Gl: ) = '_

B L

szémokkal a. széhan forgd q,. megoldas mmden z- re.




4. feiadat‘ l

fiiggetlenek. .
- Ugyams

A s B szerepet tei]esen felcserelve, tehét q és p. szerepet fel-
T 'cserelve, tovabba z helyen; (a-z) -t 1rva, kap]uk hogy

. ﬁrdekes,hogy -

'.-':"tehat (eleg hosszu ]étszma utan) 1 valoszmhseggel valamelylk Jate—
- kos, rumalﬁdlk (elveszn mlnden penzét) : ; -

',..,'Ha p q— = akkor q ~re L’ Hospltal szabéiyéval kap]uk hogy o

T A:'feiédatﬁa_k itt’,k:ﬁzﬁi't'-t'éig;yélésar_W. Féllérté’i ézé}m_aéik;‘

: :Mutassuk meg, hogy ha A B és C esemenyek egymastol paronkent
' fugge;lenek és. A nggetien B -[—C toi akkor A B, C te[_]esen AN



7 .Harom penzbedobés szerencsegatek autornaf:a kozlil az egylkkel L

P[ABHCI]=P &) P +O =

S e ®+P(C) - P Bcj] = P B P®TPAPE) -
Vé,_r. b WP®PO,

©-az esemenyek paronkentl fiiggetlensege mlatt
. Masreszt : S

P I:A (B + C)] P[_AB + Ac] P (AB) + P (AC) P (ABC) = |
= P (A) P(B}+P (A) P (C)-- P (ABC)-,‘ :
: E ket eredmenyt osszehasonhtva nyerjuk

P (ABC) =P (A) P (B) P (C) "

- s ezzel feladatunk allxtasat 1gaz°1tuk

2"

“)’valészmliseggel a maisﬂc kettdvei egyenkent L valdszml:seggel le- - R

het nyerni,- 3

" a) Talalomra klvalasztunk egy automatét és. ketszer _]atszunk vele:;

“Mia valdszmusege, hogy eloszor vesztunk aztén nyerunk ha )
1 -
: -mmdharom automatat egyenkent -5 valészmllseggel valaszthat]uk

’es akérmelyik automataval ]atszunk 1s, az ezzel torteno nyeresek £l
és vesztesek egymastél nggetlen esemenyek? - :

o ,b) Ha eloszdr vesztlmk és-azutén nyertink, akkor mi anﬂ?k a. valo-. EI

sz1nlzsege hogy a "jobbik" automatéval Jétszottunk?
A jatekok eredmenye1 egymasté[ nggetlen események

- 131 -




© Megoldds:
1

P(A)—P(B} P(C)—g-

LA

CmAY nyerés es_eménye_ ’N,_ a —veszte_sé V. ~

i

"P'(i\!’/,A‘)éﬂz P;N/B) P(N/C)-.‘

| P (V)Aj =

Lt __o:

. P/B= P;—(V'/C)

’.,, -

,Keressuk P (VN) -tf '

P(VN)—P[VN (A+B+C):| P(VN/A)P(A)+: S

e 33 (VN)B) P (B) +P (VN/C) P (C) .’ % .

_0,,,._:_
Nl

"33 »12'_’?2- ©3.3.3 ¢

N

‘_ .

ol
R A
.-'c.o,l'—.-j“

941625
7397 108"

_1_.,1
2 27

b) | P"(AVN) - P(VN/A)P(A)
R P(VN) P(VN) '

P (A /VN)

SRR ¢/

R 'A L B . C autb’h;lé't'a‘. I




- Kiegészités az automata-feladathoz

Harom szerencsejatek -automata kozhl az egylkkei = vaidszmiiseg— o

7 gel a mésﬂc ketl:civel % valdszmuseggel lehet nyerm Az automatékon az |

."‘-egyes ]atekok eredmenye1 ftlggetlen esemenyek azaz, barmeiy automatat

,kxvéiasztva és ezzel jétszva, a ;étekok eredmenyel egymaést6} fhggetlenek :
" "Ha tovdbb4 az egyes Jatekokat més és. méds automatéval jétszik le (azaz jé- -

) -'>tek ktzben- csereljuk az automatékat), ‘az_egyes Jétekok kunenetelei akkor .
is ngget!enek V1zsgél]uk meg a széba Jovo esemenyeket ha S

_ay egyet[en ]étekot ]atszunk le talaiomra valamelylk automatéval

o ‘b) két jatékot ]étszunk le egymas utan taiaiornra valamelylk automa- "
tavai de mmdket ]étekot ugzanazzal az. automataval ’

E ‘c) ket Jatekot folytatunk le. egymas utén taléiomra vaiameiym auto- -

matéval, de a két }étekot nem. szuksegképpen ugyanazzal az auto- "

. matéval, ‘haném’ megengedjlik hogy az els6 jiték utdn misik
automatat valasszunk ki talaiomra és ezzel a mésik automatavai
- folytassuk le a ‘mésodik jatékot. Az’ egyes’ automatékat egyenls |
t valdszm{lseggel valaszt]uk Jelol]ljk az automatikat ‘A, B, C-vel
L és Jeldl]mc ugyanigy az egyes automaték klvélasztésénak eseme-
4 »'nyet xs, azaz - : ;
RRACREIUEE _(c._);.=*L N o

o _jeldl]ljk a nyeres esemenyet N nel a vesztés esemenyet V vel
- .Akkor 2 feladat szermt : S :

R

B (N./A) = — . P‘_(N]B)_’ L

wape -

N ?N'/Ci%

< POm=3, ;’,_P:(Wé)f%'i

Lt

L _P-,(Vi/_ﬁj.é

_"-m]r—‘-‘-_ (&}
'&.o_lm

]eiolﬁlk az’ egyes automatékkal valé nyeres, 1Iletve vesztes eserne--
: vnyet rendre az- . -

o ha Tad NE Vg Ned Vo

fsrz’imbohirhokka'l - Mdst N, A g AN esemenyt Jekenu, azaz, hogy az A auto- o

'>'matét valasztjuk és azzal nyerunk hasonloan NB = BN vagyls B automa-

; taval }atszunk es vesztllnk stb :
g . B 133 -




o Az egyes valészmuségek

ro]

ol . e

N
e S B

| -

Gps

| -;-.f':- ‘P (VA) = P (VA) = P(V/A) P (A) =

wl

e B
=
14‘. ‘, .

SRty - ‘ﬁB’- =P/ Pm= 3

LR

Wl
Wl -,
ol

P PO =P e P = b

ol

PPNV = PIV/O) P (O)- ZocaZl
. »a) Az esemenyter szerkezete (elerru esemenyek N A A’ é,‘
NC v ) Az egyes eleml esemenyek ala 1rtuk a valoszmuseguket

~e

B
=

Ly
6

-NTS

i Z |
LI oy

Q
Z |
<

o
-§D|N':~ SEY TN
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A nyeres esemenye A

0\
Ofe
Lol

L N NA+N +NC’ P(N) —+ " 18
o Avesztes esemenye

Co18t

ON]

+

ofto s
+ ST K
Ol

I

R V VA+V +V P.l(V)_:'
: ‘_: fs ',példéuk:\.‘

P(N )
Cran
P‘B/N’,. Eoh P(N)

Ly

b) Most az elerm esemenyek az egymas utan bekovetkezé’ ai’a’.bbli

semenggérok B T o B -

CloL
R 2 - 2"',

Wi
'Nl“—ﬂ :
B |
e R
B et
Wi

. NI';," v.
B e
o

o | =
o | -
Jespe o T
o
"‘,-*"l'—-" .
o]~

.93 e G

: SRS NI LAY T VAN TR S B
3°3°3 /.313°3  3°3%3.
C Ezek valészmhsegelt konnyen k1szém1that_]uk peldank feltetelel alap—f L
Vjén, pl . .

: P-‘NB,,"B’#_P [owj B]=P[(N W‘ﬂ‘?@‘%{iﬁ -(N_[B)I_’('V/B')AP;(‘B») SR




- ,elenu események ald irtuk,.

' Az elébblhez tel]esen hasonlﬁan kapguk

- A P (NVI B) = P (N EB) P (VEB) egyeni()'seg az egyes ]étekk1menetelek
_ fuggetlensege miatt van, . :

- Az eseménytér szerkezete az elﬁbbz eiem1 esemeny tablézattal meg
‘is van adva, -a- hozzajuk tartozo valészmusegeket az.el8bbi pelda nyoman
konnyen meghatdrozhatjuk; ezeket a vaiészmﬂseg ertekeket az egyes :

. Nézzlik most peldéul a P (VN) valészmusegetf VN most azt az ese—
- ,menyt }Eientl, hogy kétszer egymids utén ugyanazon az automatdn. ;étszva, _
" el8szdr veszttink ‘azutin nyerﬁnk Kepezzdk ehhez az dsszes VN-]ellegu '
»_eJeml esemenyek unmjét,. azaz: . - . i
12 2 et
A+V NB+V N ) ~2"+27+2 77 108

P (VN) =PV (
o Szémltsuk kl a P (A /VN) vatdszmﬁsegetf Ermek Jelentese mi a vaié—
- szmllsége annak, hogy az A autormnatdval Jatszottunk felteve, hogy elﬁ-»
~.8Z0r vesztettlink, azutdn nyertﬁnk? :
©.- . .Ehheza P [A (VN)] P( ) valészmliseget el kell osztanunk -
".PVN -nel azaz, : . S

PA/VN) = 55 =35 «

, Szémltsuk k1 annak az. esemenynek a valﬁszmﬁseget, hogy azels§

Jétekot elveszitjlik. ‘Miutdn a mésodik jaték eredményére vonatkczéan T

- gemmit sem mondunk és mmdlg két, }atekot folytatunk le egymés utdn; = .

ezérta kerdeses esemény mindazon elemi esemenyek halmaza, amely -

. eieml esemenyek a V- jellet kezd&dnek. jelol]lik szo6ban forgd esemenyiin,

keta (Vo) smmbolummal {a’ mésodik esemeny helyére kis-o jelet 1runk
- klfejezve hogy mésodlk esemeny tetszé’leges) Tehat :

(V°} V VA+VANA+V v, +VBNB+V VC+VCNC

P(ve)- 41_,2-=-+712 +__27 + 97 -'+;-'27-"Jf,27_ =18 "

Teljesen hasonldan erteimezhetdk a(e V), (No), ,(oN) esemenyek is.
: Peldaul {oV} }eienu azt 'az esemenyt hogy a mésodik ]atekot ereszzt]lIk

.,'i_':Pj,(N".')F % r e V)--l—‘-"v P N)-'l" |

-1_36—-



- Pigyeljuk meg, hogy P (VN) # P (Vo) P (oN) tényleg

SR "c)i-EbEEen ai:éféé{tt_jen’a‘i'eiemi‘ ésemények-,az é’gy_e:s INA’ V‘A’f NB’ -'~V'B" 7‘; :
g Vg esemenyelalothars N, N O, V)
» »'(NE' NB), ,(VC }VC‘)' ‘es.,eménypérbk.'Szému_k-62_'_; 36. Példdul
Vg N, = (BV) (GN) jelenti a kovetkezd gseményt, el6szbra B.

]

SR , - automatdval "'j.ét‘sz:unk"égs"'ires_z"térii_(,‘ _r‘n:ajd icC _é;itém;i_t:évaiixjé'ts’zunk
"+ "és nyerlink, Az.egyes elemi események valosziniiségeit a példa- - - . .
megfqg'ai,mazéséban; s'zerepgé flggetlenség aiapjtén‘hatéxfo_zzuk meg, .-

L lgy példéul .

TN @il-rEnFeys

o P(:V;/B'}ff? '(_B)'?:.SI_-\V?):P‘ (_C»)_\_—_.E "33
| o AZ 'e.iri.?mfi et’?émé‘ny:eik:t,el‘jés_rén'dsz‘eféi:-az alé.bbz tébiﬁigt_ﬁuﬂtéti f,elr:r‘; : - ‘

SN N QN V) @V NV
Ny N (N N TN ok, (N V) (N V) - (N Yo

B By 0TS BN 0y gV

LN VN TN VY Y g

N Ty lg T N G ¥y (5 ¥ Gy Vo)

SN G Np - (VNG (Vg V) WV WV -
" Valoszintségi méttékilket az el6bbi példa nyomén konnyen kiszémit-

" hatjuk.

—-1‘:37 -' BT |

&t




Szamztsuk ki pe‘ldaui a P (VN) valészmuseget VN Jelenu azt Az ese—

~"rnenyt, hogy el§szor nyerlnk, ‘azutdn vesztink; mmdket ]atékot talalomra

klvélasztott automatéval (altaiéban ugyanazzal) Jatszuk AVN esemeny az,
' ”osszes (V N) Jellegii eleml esemeny haimaza, ahoi az iés j mdexek

egyméstol fuggetlenhl rendre felvesmk az A, B Kol _;eleket Ezek az eleml

- események az el6hbi tdbldzat 4., 5 és 6, soranak valammt 1., 2. 65
" 3. oszlopanak az elemex. Tehat T ' ST

+
=

+
A=
Nl o

0\!
NI

‘ P(VN)— Z P(V N)— - =
D 7_'JBCV'_jmwi“ 

.I:

R R
o
Sl

\‘me‘:
g
NoTl &)

O =
el
O] pe
+

= A0 b

' -,\¢|.“° .

ST AN
- f"18»"18»'-"' '
S Hasonloan a. b) esethez, most i klszamlthat]uk a. P (Vc) valészmﬁj -
" géget. A (Vo) esemény.a- V }ellel kezd6d4- elem1 esemenyek halmaza (az -
5. és:6. soraban levé’ elenu esemenyek hal-'_- L
maza) Ezek szermt P(Vo = i; e : e T ' L

“elemi esemeny tablazat 4.,

: _VxTelJesen hasonléan R, - 7-. _’ B
e P (DN)
‘ Vegyuk>eszre hogy most
.’!?ffjff"i Pwm—PWﬁP&m
Nem4nehez klrézamltam pl.. ‘a P (AB/VN) valdszﬁﬂseget sem,, vagyls>

T annak az esemenynek a vaIOszmuseget hogy feiteve, hogy az elsé ]atek
eredmenye vesztés, a masodxke nyeres, eloszor az’ A es masodszor a. B

automataval gétszottunk e T T U
.;kvl' ‘PV jflmil?lﬁ* R
R P&AV)mNﬂ_ ( " 2°3°3°3_ 6

( V= TN P(VN) a ,11:.,377:
- e B TR T




i
| Bevezetes R I RS S BRI o
- -1IL2: - Miuvelétek - halmazokkal e ."_.-'-.";_'.;;.'.3.'.'.‘.'. Shceane
7 1.3, Véges halmazok-..... Ve e e
' II4 A szdmossdg fogalma Sy e e,
'-Hv 5- Esemenyaigebra €s halmazaigebra FRR

= 'j'f'IH_-, -

I 1 :Deflnlcr.dk &g fogalmak I i .'.' .. : ,
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,,'.ESEMENYEK RELATIV GYAKORISAGA .

' TARTALOMJEGYZEK -

o KOMBINATORIKA

Ismetles nelk{jll permutaczék
A Stirling-formula ... .0 L)

Kombindecisk AR ;
. VIsrnetIeses kombmac16k
' -V"Ismetles nelléﬁll var1a016k
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