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Egyszer(i parabolikus feladatok dinamikus peremfeltétellel
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Hévezetési egyenlet dinamikus peremfeltétellel

Hévezetési egyenlet Wentzell-féle peremfeltételek mellett:

{&u- Au Q-ban

Oru= —u — Oyu M-n,

o Q C RY korlatos tartomany;
o [ = 9Q peremmel — a feliilet;

@ O0,u normalis derivalt -n;
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Feliillet—tartomany diffaziés egyenlet

Tekintsiik egy feliileti diffuziét és a tartomanybeli diffiziét csatold
feladatot:
{ dru= Au Q-ban

Oru= Aru — Oyu -n,

ahol Ar a Laplace—Beltrami operator.
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Variaciés formalizmus és néhany tovabbi példa
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Absztrakt variaciés formalizmus — autoném eset

Tekintsiik a linearis parabolikus feladatok szokasos absztrakt felirasat:
legyen V és H Hilbert-tér, || - || és | - | normakkal, tovabba a V C H
beagyazas legyen siirii és folytonos.

Gelfand-harmas

Jeldlje (-, ) a skalarszorzatot H-n.

Legyen az a(-,-) folytonos szimmetrikus bilinearis forma, amely teljesiti a
Garding-egyenl&tlenséget:

a(v,v) > allv||® = c|v|? VveV (. >0,c eR).

Id. [Thomée], [Lubich és Ostermann (1994)], [Simon L. (2014)], stb.
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Absztrakt variaciés formalizmus — autoném eset
Ekkor az absztrakt parabolikus feladat az alabbi alakban irhaté fel

(a(t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v) YvevVv (0<t<T)
u(0) =up.

Tekinthets egy H-gradiens aramlasnak, azaz
(i,v) = —E'(u)v vev,

az E(v) = S a(v,v) v € V energiafunkcional mellett.
Ekkor teljesiil a kovetkezé a priori energia becslés:

u(t r2+a/ Ju(s)?ds < & Juof? + /Hf )P ds).

[Daturay és Lions (1992)]
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Klasszikus PDE-k

A hévezetési egyenlet homogén Dirichlet peremfeltétellel
Legyen V = H3(Q) és H = L»(Q), a bilinearis formak pedig

a(u,v) = / Vu - Vvdx,
Q

(u,v) = /Q uvdx.
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Klasszikus PDE-k

A hévezetési egyenlet homogén Dirichlet peremfeltétellel
Legyen V = H3(Q) és H = L»(Q), a bilinearis formak pedig

a(u,v) = / Vu - Vvdx,
Q

(u,v) = /Q uvdx.

A fenti gradiens aramlas alapjan

O = Au Q-ban
u=20 -n,

1
energia funkcional: E(v) = EHV‘/”%Z(Q)'
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Klasszikus PDE-k

A hévezetési egyenlet homogén Neumann peremfeltétellel
Legyen V = H'(Q) és H = L»(R), a bilinearis formak pedig

a(u,v) = / Vu - Vvdx,
Q

(0, v) = /Q uvdx.

A fenti gradiens aramlas alapjan

Oru = Au Q-ban
O,u=20 -n,

1
energia funkcional: E(v) = EHVVHi(Q)-

Kovacs B. (Tiibingen) Dynamic boundary conditions



Hogyan illenek a fenti feladatok az absztrakt
formalizmusba? — I.

Hévezetési egyenlet dinamikus peremfeltétellel

Legyen V = {v € H}(Q) | yv € HY()}, H pedig izomorfikus
L2(Q) D Lz(r)—val.

Bilinearis formak:

a(u,v) = /QVU-Vv+fi/r('yu)('yv)+5/rvru-vrv,

()= [+ o))

keER, >06és u>0.
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Hogyan illenek a fenti feladatok az absztrakt
formalizmusba? — .

A gradiens aramlas alapjan:

Ot = Au Q-ban
woru = BAru — ku — Oyu -n,

energia funkcional: E(v) = %HVV”%Z(Q) + 5k nyvHi(r) +18 HVFVHi(r)-

Kovacs B. (Tiibingen) Dynamic boundary conditions



Mitél lesz dinamikus egy peremfeltétlel?

Klasszikus hdvezetési egyenlet
Hilbert-terek:

V = H(Q) é

Bilinearis formak:

(u,v) /Vu Vv
(u,v) = /Q

Energia funkcionalok:

E(v) =3lIVvii, o

Gradiens aramlas, (,v) = —E'(u)v, szerint:

Oy = Au
O0=u
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Mitél lesz dinamikus egy peremfeltétlel?
Klasszikus h6vezetési egyenlet dinamikus peremfeltétellel
Hilbert-terek:

V={veH(Q) |ywveH(N)} & H=LyQ) oLyl
Bilinearis formak:

a(u,v) = /QVU-Verﬁ/r(yu)('yv)+ﬁ/rvru~v|—v
)= [ [ Gue) (v € B, >0, > 0),

Energia funkcionalok:

E(v) = 3IVVilZ, ) + 35 vl + 381V rvIE,

Gradiens aramlas, (,v) = —E'(u)v, szerint:
Oru = Au Q-ban
uworu = BAru — ku — Oyu M-n,
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Linearis nem-autoném rendszerek — |.

Legyen V és H mint korabban, ekvivalens id6fiiggs normakkal: || - || és
|- |2 = m(t;-,-). Legyen tovabba az a bilinearis forma is idéfiiggs, a(t; -, -)
Sziikség van tovabba plusz (természetes) korlatossagi feltételekre:

om da .. .
m, a, B és o idében korlatos.

[Dziuk, Lubich és Mansour (2012)]
Minden tulajdonsag (norma ekvivalencidk, Gérding, korlatossag, stb.)
idében egyenletesen teljesiil.

Absztrakt nem-autoném PDE:

m(t; u(t), v) + a(t; u(t), v) = m(t; £ (t),v)

VveV (0<t<T)
u(0) = up.
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Linearis nem-autoném rendszerek — II.

Példaul, hévezetési egyenlet nem-autoném dinamikus peremfeltétellel:

{ Oru = Au
(x, t)0eu(x, t) = —r(x, t)u(x, t) + Vi - (B(x, t)Vru(x, t)) — dyu(x, t)
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Nemlinearis feladatok

Szemilinearis feladatok szintén hasonléan kezelhet8ek:

(a(t),v) + a(u(t),v) = (f(u(t)),v) YveVv (0<t<T)
u(0) = wo,

ahol f : V — H egy kelléen sima fliggvény.
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Feliileti reakcié—diffuzié egyenlet csatolasa a tartoméanybeli
diffaziéhoz

Egy tipikus példa:

Oru= Au Q-ban
poru= B Aru+f(u) — Oyu M-n=0Q

ahol f : R — R C? fiiggvény (f és f’ lokalisan Lipschitz).
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Allen—Cahn egyenlet dinamikus peremfeltétellel

Legyenek W, Wi : R — R adott fliggvények (tipikusan valamilyen
potencial, pl. W(u) = (u? — 1)?). Ekkor az Allen-Cahn egyenlet

Oru=Au—W'(u)  Q-ban
dinamikus peremfeltétellel:

poru = B Aru— Wi(u) —dyu  T-n.

un. Allen-Cahn/Allen—Cahn csatolas
Sok fizikai cikk.

[Gal (2008); Liero (2013); Colli és Fukao (2015); ...]
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Cahn—Hilliard egyenlet dinamikus peremfeltételekkel

Egy j6l ismert mintazatképzddési modell:
Tekintsiik a Cahn—Hilliard egyenletet
Oru= Aw

Q-ban,
w= Au — W (u) o

Allen-Cahn tipust dinamikus peremfeltétellel:

poru= B Aru— Wi(u) — O,u

[-n.
o,w= 10

an. Cahn-Hilliard/Allen-Cahn csatolas

Komplikalt alapterek V és H.

[Cherfils, Petcu és Pierre (2010)]
[Kenzler et. al. (2011); Gal (2008); Goldstein, Miranville és Schimperna (2011); ...]

Lehetséges Cahn-Hilliard/Cahn-Hilliard csatolas is. (Még bonyolultabb
alapterekkel.)
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Térbeli szemidiszkretizacié

Oru = Au Q-ban
uworu = BAru — ku — Oyu M-n,

ahol k € R, 3 >0¢és u > 0.
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Végeselem médszer — linearis bazisfiiggvények

Keressiik up : [0, T] — Vj, szemidiszkrét megoldast gy, hogy

(ilh(t), Vh) + a(uh(t), Vh) = (f(t), Vh) Vv € Vy (0 <t< T)
(Uh(0)7 Vh) = (UOa Vh) Yvp € V.

ahol p1,92,...,0on @ Vi C V tér bazisfiiggvényei.
Ekvivalens kozdiff rendszer (u(t) = (ui(t))):

Mu(t) + Au(t) = b(t),
az alabbi tomeg és merevségi matrixszal:

mij = (pj, i),  aij=a(pj, i) & bi(t) = (f(t),»i)
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Eléétel — Elsérendl hibabecslések poliédereken — .

Kulcs a szemidiszkrét energia becslés (nem csak poliéderen!):

un(t |2+a/ Jun(s)|P ds < & | / ()2 ds).

Tovabba a Ritz projekcié (a-ortogonalis projekcid)

a(Rpu, vp) = a(u, vp) Yvp € Vp (k> 0)

Teljesiti az alabbi hibabecslést

lu = Roull? < CH(JlullZaqey + Blrulig, r))
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Elgétel — Elsérendi hibabecslések poliédereken — .

Szemidiszkrét hibabecslés:

|u(t) — un(t)[? + /Ot lu(t) — un(t)|[2dt < Ch.

Bizonyitas: Ld. [V. Thomée|: Bontsuk fel a hibat
up — u = (up — Rpu) + (Rpu — u)

alakban. Elgbbire energia becslés, utébbira a fenti Ritz projekcié
hibabecslés.

[..]
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Sima feltletek
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Lift operator

Sima feliiletek esetében elkeriilhetetlen a feliilet és a tartomany

approximacidja, és igy extra 6vatossag is sziikségeltetik, Id. [Dziuk, Elliott,
Ranner, ... (1988-)].

Vh & V

Fontos(!):

Uj interpolaciés becslések: tartomany [Bernardi (1989), Elliott és Ranner (2013)],
feliilet [Dziuk (1988)]

Egyéb geometrikus hibak megfelel§ becslése.

Kovacs B. (Tiibingen)

Dynamic boundary conditions



Diszkrét bilinearis formak

an(un, vo) = / Vup-Vvy+ & [ (vaun)(vave) + 5/ Vr,un -V, va
Qp Ch Ch

mh(uh,vh)Z/ Uth+M/ (vhun)(Yhva),
Qp M
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Diszkrét bilinearis formak

an(un, vo) = / Vup - Vv + 5K (’Yhuh)(’Yth)-l-ﬁ/ Vr,un -V, va
Qp Ch Ch
mh(uh,vh)Z/ Uth+M/ (vaun)(vhvh),
Qp Ch

Geometriai hibak becslése: tetszéleges vy, wy € V}, esetén

|a(vh, wh) — an(vh, wh)| < ChIIV vyl 2(g1y VWil 21y + CH2 Iyl [wy I,

I / / I
|m(viy, wp) — ma(vh, wa)| < Ch||Vh||L2(BL) ||Wh||L2(BL) + Ch?|vj |y
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Diszkrét bilinearis formak

an(un, vp) = Vup-Vvp+6 [ (Yaun)(yave) + 5/ Vr,up-Vr, vy
Qp Th Mh

mh(uh,vh)Z/ Uth+M/ (vhun)(Yhva),
Qp M

Geometriai hibak becslése: tetszéleges vy, wy € V}, esetén
I / / 211,/ /
|a(vh, wh) = an(va, wa)l < ChIIV Vil 2 a1y IV Wl 281y + CHE (vl Tl
I / I (]
|m(viy, wp) — ma(vh, wa)| < Ch||Vh||L2(BL) ||Wh||L2(BL) + Ch?|vj |y
Fontos becslés [Elliott és Ranner (2013)]:

Vllizger) < CHY2IVIine) (Vv € HH(9Q)). (1)
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Ritz leképezés sima tartomanyok esetén

Definialjuk a Ritz leképezést Ry : V — Vé a kdvetkez8 médon:
an(Rou,v) = a(u,vy) Vv € Vj
ekkor, legyen Ryu := (Ryu)' € V).

Nincs Galjorkin ortogonalitas! Nem projekcid, csak leképezés!

Ritz leképezés hibabecslése

o Elsérendd becslés: ||u — Ryul|? < Ch? (HuHip(Q) + Bnyqu_lz(r));

e Masodrendii becslés: |.| normaban, Aubin—Nitsche triikk.
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Konvergencia becslések

Legyen Q C R? egy sima tartomany (d < 3), tovabba legyen u a feladat
megfelel6en sima megoldasa.

Ekkor a szemidiszkrét megoldas linearis bazisfliiggvények esetén teljesiti a
kovetkezd elsérendii hibabecslést:

t
|un(t) — u(t)l? +/ lun(s) — u(s))lIPds < Gih%,
0
Tovabba az alabbi masodrendii hibabecslés is teljesiil:

lun(t) = ()|, () + 1l (n(t) = u(O)[F-0¢ry < Ch*,
)

ahol 0 =1/2, hap=0é6=0,haf>0.
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Altalanos PDE-k

Hasonlé eredmények igazak
e szemilinearis problémak (lokalisan Lipschitz) <— 6 triikk (?!),
@ nem-autondém feladatok (figyelem(!): %(Rh(t)u(t)) # Ry(t)u(t)),
e ,lumped mass’ végeselem médszer (~ exponencialis integratorok),

esetén is.
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Egy j6 trikk — I.
Legyen f és f' lokalisan Lipschitz.

A szemilineéris feladat hibabecslésében sziikség van a nemlineéris tag
becslésére, ehhez pedig egy

lun(s )o@y <2r "< T

tipusa becslésre (u-rél ez feltehetd t* = T esetén is).
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Egy j6 trikk — I.
Legyen f és f' lokalisan Lipschitz.

A szemilineéris feladat hibabecslésében sziikség van a nemlineéris tag
becslésére, ehhez pedig egy

lun(s )o@y <2r "< T
tipusa becslésre (u-rél ez feltehetd t* = T esetén is).

Legyen tehat t* € [0, T| maximalis Ggy, hogy a fenti teljesiil!
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Egy j6 trikk — I.
Legyen f és f' lokalisan Lipschitz.

A szemilineéris feladat hibabecslésében sziikség van a nemlineéris tag
becslésére, ehhez pedig egy

lun(s )o@y <2r "< T
tipusa becslésre (u-rél ez feltehetd t* = T esetén is).
Legyen tehat t* € [0, T| maximalis Ggy, hogy a fenti teljesiil!

Igazoljuk el6szor a hibabecslést 0 < t < t* esetén, azaz
t
|lun(t) — u(t)|® + ;/ up(s) — u(s)||?ds < CeCL@ItRY 0 <t < ¢,
0

Ekkor mar csak azt kéne megmutatnunk, hogy t* = T (kellgen kis h > 0
esetén).
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Egy j6 tritkk — II.

Inverz becsléssel:

lunll o) < llun = Ihulli @) + 1hullLo)
< Ch™2||up, — Ihull 1) + Ul (@)
< Ch 2 ||up — ull 1,00y + Ch2||u — Ihull ) + lullio ()

< CGP42 4 Ch?™ d/2H“HH2(Q) + [lull Lo ()

3
jr.

IN

Azaz t* nem lehetett maximalis! = t*=T
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|d&diszkretizaciok
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Klasszikus implicit médszerek

Ugyanazt az absztrakt formalizmust hasznaljuk, amelyben a parabolikus

feladatok idédiszkretizacidja j6l ismert: pl. BDF vagy algebrailag stabil
implicit Runge-Kutta médszerek.

m(0f up, vi) + a(up, vi) = m(f(t"), vp) Vvp € Vi,

[Akrivis, Crouzeix, Lubich, Ostermann, Savarg, ..., ... ]

Példaul, egy k lépéses BDF mdédszer (k < 5):

k
do n__ n 1 on—j
<7M +A)u = b(t") =M > gu" .
=1
a klasszikus rendben konvergal.
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Splitting médszerek — 1.

Force splitting:
valasszuk el a tartomanyt és a feliiletet:
() = anl-) +ar ()
VNN

A=Aq+Ar

Q [to, t1o]: Mu(t) = —Aru(t) + br(t),
kezdeti feltétel: u®, megoldas: u
Q [to,t1]: Mu(t) = —Aqu(t) + ba(ti)2),
kezdeti feltétel: ul/2—, megoldas: ul/2+.
© [ti)2, t1]: Mu(t) = —Aru(t) + br(t1),
kezdeti feltétel: ul/2+, megoldas: ul.

1/2,—

Dynamic boundary conditions
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Splitting modszerek — 1.

Component splitting:
valasszuk el a bels§ és a perem pontokat:

_ (ug (Mg O _ (Ao Aon _ (bo
o= () M= ) a=(an ) o= (u):

(1] [to, t1/2]: M1l]1(t) = —A11U1(t) — A10u8 + bl(to),
kezdeti feltétel: u(l), megoldas: ui/z.

Q [to, tl]i Moﬂo(t) = —AooUo(t) — A()1U}/2 + bo(t1/2),
kezdeti feltétel: u8, megoldas: utl).

Q [0, t1]: Myin(t) = —Asu(t) — Ajoug + bi(tr),

kezdeti feltétel: u}/Q, megoldas: u}.

Dynamic boundary conditions

Kovacs B. (Tiibingen)



Numerikus kisérletek
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Allen—Cahn egyenlet dinamikus peremfeltételekkel — BDF2

Oru = Au + fo Q-ban
pou = BAru—0,u+ W)+ T-n,

BDF BDF
1o’ ot 541 1o’ ot 541
of - of -
dof - 2097 B dof - 2097 B
dof - 8257 7 dof — 8257 -
102 = — — slope 2 - 1072k = — — slope 2
£ ©
I 1
5 5
® 107 ® 107
_ ~
e y
P v
107 w0l -7
107 107 10" 107 107 107
step size (1) step size (1)

BDF2 médszer hibaja t = 1 idépontban



Allen—Cahn egyenlet dinamikus peremfeltételekkel — BDF4

BDF BDF
1o’ ot a1 1o’ ot a1
of — of -
dof - 2097 , dof - 2097 ,
dof - 8257 , dof - 8257 ,
102 = — — slope 4 / 1072k = — —slope 4 /
£ ©
I 1
5 s
® 107 ® 107
/
-6 -6 /
10 10 ,
/ /
10° 107 10" 107 107 107
step size (1) step size (1)

BDF4 médszer hibaja t = 1 idépontban



Force splitting — I - Q

error-m

10

10

10°
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force

dof - 144
dof - 541
dof — 2097
dof — 8257
— — — slope 2

-3 -2

10 10
step size

-1
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10°
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Force splitting hibaja t = 1 id6pontban




Component splitting — 0 - 1

10°

error-m

component component
dof - 144 10° dof - 144
dof — 541 . dof — 541
dof - 2097 dof - 2097
dof - 8257 dof - 8257
— — — slope 2 1072}| — — — slope 2
© p
I
5
T a4
10 s
~ -
- -
~ ~
- -
- -
107
10 107 107" 10° 107 10°
step size (1) step size (1)

Figure: Component splitting hibaja t = 1 idépontban




Osszefoglalas

o altaldnos absztrakt formalizmus;
@ igy a meglévs idédiszkretizacids eredmények direkt alkalmazhatdak;

@ Ritz ,projekcié” nem a szokéasos elliptikus forman alapul, hanem (j,
peremtagokat is tartalmaz, esetszétvalasztas: 3 =0, 5 > 0;

@ sima feliiletek esetén a feliilet approximéaciéja fontos;

e splitting(!!);
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Koszonom a figyelmet!
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Egy j6 trikk — I.
Legyen f és f' lokalisan Lipschitz.

A szemilineéris feladat hibabecslésében sziikség van a nemlineéris tag
becslésére, ehhez pedig egy

lun(s )o@y <2r "< T

tipusa becslésre (u-rél ez feltehetd t* = T esetén is).
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Egy j6 trikk — I.
Legyen f és f' lokalisan Lipschitz.

A szemilineéris feladat hibabecslésében sziikség van a nemlineéris tag
becslésére, ehhez pedig egy

lun(s )o@y <2r "< T
tipusa becslésre (u-rél ez feltehetd t* = T esetén is).

Legyen tehat t* € [0, T| maximalis Ggy, hogy a fenti teljesiil!
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Egy j6 trikk — I.
Legyen f és f' lokalisan Lipschitz.

A szemilineéris feladat hibabecslésében sziikség van a nemlineéris tag
becslésére, ehhez pedig egy

lun(s )o@y <2r "< T
tipusa becslésre (u-rél ez feltehetd t* = T esetén is).
Legyen tehat t* € [0, T| maximalis Ggy, hogy a fenti teljesiil!

Igazoljuk el6szor a hibabecslést 0 < t < t* esetén, azaz
t
|lun(t) — u(t)|® + ;/ up(s) — u(s)||?ds < CeCL@ItRY 0 <t < ¢,
0

Ekkor mar csak azt kéne megmutatnunk, hogy t* = T (kellgen kis h > 0
esetén).
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Egy j6 tritkk — II.

Inverz becsléssel kell&en kis h esetén:

lunll o) < llun = Ihull @) + hullLo)
< Ch™2||up, — Ihull 1) + Ul (@)
< Ch 2 ||up — ull (0 + Ch2||u — Ihull i) + lullio ()

< CGHP42 4 Ch?™ d/2H“HH2(Q) + [lull o)

3
jr.

IN

Azaz t* nem lehetett maximalis! = t*=T
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