1. Komplex szamok
1.2. A komplex szamok algebrai alakja

1.2.1. Definiciéo: A komplex szam algebrai alakja: nem mas, mint z=X+iy, ahol X,yeR ¢s
+2
[

=-1. Az X-et szoktuk a komplex szam valds részének nevezni, mig Y-t a komplex szam
képzetes (vagy imagindrius) részének. Jelolésik: Rez=xés Imz=y.

A z=x+I1y komplex szamnak két geometriai reprezentacidja is van, az egyik az Xy-sik P(X, y)
pontja, mig a masik ugyanebben a sikban az origobol a P(X, y) pontba mutato OP = r=xi+ yj
vektor. Mindkét esetben az X -tengelyt valos, az y -tengelyt pedig képzetes tengelynek nevezziik,

crcr

diagramként is emlegetjiilk. Az abran szerepld 6 szogre visszatériink késébb, mikor a komplex
szdmok mas alakjaval is megismerkediink.

1.2.2. Példak: z, =3+4i, z2,=2-3i,2,=-3-4i,2,=3-4i,2, =25,2, = 25I.

1.23. Megjegyzés: Amint mar elébb is  emlitettik, a komplex szdmok
C:= {X+ yi| X,yeR, i’ = —1} halmaza ¢és a sik pontjai kozott kdlcsondsen egyértelmii kapcsolat
létesithetd, azaz minden z=Xx-+Ily komplex szamhoz egyértelmiien hozzarendelheté a sik egy
P(X, y) pontja és forditva, a sik barmely P(X, y) pontjahoz egyértelmiien hozzarendelhetjiik a
Z = X+1y komplex szamot.

1.2.4. Definiciok: A z=x+iy komplex szam ellentettie nem mas, mint —z=-X—ly, azaz
tulajdonképpen az origéra vett szimmetrikus lesz. A z=Xx+Iiy komplex szam abszolit értéke

(akarcsak a valds szamok esetén) nem mads, mint az origdtol vett tavolsag, azaz |Z| =X +y* . A
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Z=X+I1y komplex szam konjugdltja a sz—iy, azaz nem mas, mint az X-tengelyre vett

szimmetrikus ( ezek szerint z =z).

1.3. Miiveletek algebrai alakban

Mivel a valds szamok specialis komplex szamok, ezért ugy kell a C-beli szamokra a miiveleteket
definidlnunk, hogy minden eddigi definicio, tétel, tulajdonsag, ami a valos szamokkal végzett
miiveletekre vonatkozik, érvényben maradjon.

1.3.1. Definiciok: Két, algebrai alakban megadott komplex szamot Ggy adunk dssze (és vonunk Ki
egymasbol), hogy a valds- és képzetes részekkel kiilon-kiilon elvégezziik az dsszeadést (kivonast).
A kivonas itt is ellentettel valo Osszeadast jelent. Tehat ha z, =x +iy;, és z, =X, +liy,, akkor
2, %2, =X X% +i(y,£Y,). Tovabba z, -z, = XX, - Y,Y, +i (XY, +X,Y, ), azaz két algebrai alakban
megadott komplex szamot G1gy szorzunk dssze, mint két zarojelet, minden tagot beszorzunk minden
taggal, figyelembe véve, hogy i° =—1.

1.3.2. Megjegyzés: 22 = (x+iy)(x—iy) = x> =i’y* =x* + Y’ =|z|2 eR, VzeC|

1.3.3. Megjegyzés: Osztaskor pedig mindig bovitiink a nevez6 konjugaltjaval, azaz

Xy _ (i) 06 —iy,) | (0% 4 90Yo) FT06Y —=%Ys) X%+ WiYs XY= %Y,
X, iy, (X, +iy,)(X, —iy,) X, + Y, X, + Y, X, + Y,

1.3.4. Megjegyzés: Miel6tt a hatvanyozasrol szot ejtenénk, nézziik meg az i képzetes egység

hatvanyait: | _| és igy tovabb, ezért i tetszbéleges hatvanyanak eredményét mindig a

hatvanykitevo 4-gyel valé maradékos osztasa hatarozza meg.

1.3.5. Példa: Szamitsuk ki: 1+i+i% +i° +...+i*°® értékét.

Megoldds: Az 1.2.8. megjegyzés miatt i+i°+i°+i*=0, igy megy ez végig
i+i%+i°+i*+...+1°%® =0, mert 2008 oszthat6 4-gyel.

129 = (i*).i=1-i =i, emiatt a kért érték 1+i .

1.3.6. Megjegyzés: Nem tudunk tetszéleges komplex szdmot algebrai alakban hatvanyozni, emiatt
is sziikséges egy masik alak bevezetése. Ugyanez a helyzet a komplex n-edik gydkvonas esetén is.
Azért nagyon specialis komplex szamok esetén algebrai alakban is konnyii a hatvanyozas, mint
példaul:



e az x-tengelyen van a komplex szdmunk, azaz valos szam, pl. (—2 +0- i)10 =2"%=2"+0-1),
e az y-tengelyen van a komplex szamunk, pl. (—2i)10 =290 =217 =2,

e valamelyik ,,szogfelezon” helyezkedik el z, azaz x és y kozott csak eldjel eltérés lehet, pl.

(-1 =@y ] = (-2iei?)” = (i) = 2977 = 2%,

Amennyiben z mashol helyezkedik el, algebrai alakban csak nagyon kis hatvanyt érdemes
elvégezni. Sziikségiink a komplex szdmok mas alakjara is.

1.4. A komplex szamok trigonometrikus és exponencialis alakja

Tekintsiik a z =Xx+iy komplex szamot. Ennek egyértelmiien megfeleltethetiink egy sikbeli P (X, y)

pontot és egy OP vektort. Az Argand-diagramot megnézve, amennyiben & -val jeloljik az x -

tengely és az OP vektor altal bezart szoget (az X -tengelyt6]l 6ramutato jarasaval ellentétes iranyban
haladva), a kovetkezoket allapithatjuk meg:

e hacsak a @ értéket rogzitjiik, egy félegyenest kapunk a sikban,

e hacsak az r:= |Z| = «fxz +y? abszolut értéket rogzitjiik, akkor egy origd kozépponta, r
sugaru kort kapnank a sikban,

e ha mindkeét érteket rogzitjiik, akkor egy egyértelmilen meghatarozott P(x,y) pontot kapunk
a komplex szamsikban (a kor és félegyenes egyelemi metszetét).

Felirhatjuk, hogy [cos@ =, sin@ =", ahol r =x* +y? | Emiatt |x=rcos@, y=rsind)|
r r

Az algebrai alakbol kiindulva kapjuk, hogy z =X+iy=rcos@+irsin@=r(cos@+isino).

1.4.1. Definicié: A z komplex szam trigonometrikus alakja z=r(cos@+ising), ahol r>0 az
abszolut érték, 0 [0, 27[) pedig a féargumentum.

1.4.2. Megjegyzés: A fenti bekeretezett képletek biztositjdk az atmenetet az algebrai és a
trigonometrikus alak kozott.

1.4.3. Példak:

e legyen z= Z(COS%Z +isin %Tj frjuk fel az algebrai alakot.

Megoldas: z = 2(cos%+isin 2?7[) = 20032?”+ i23in2§ = 2(—%)+2i§ = —1+ix/§.

e Llegyen z= —J3-i. frjuk fel a trigonometrikus alakot.



Megoldés: |z]=}*+y? =\3+1=2, cosﬁziz—g, sinazlz-%. Mivel mindkét
r r

- , , . T In
értek negativ, ezért a harmadik negyedben van az argumentum, azaz 0 =7 +—=—.

6 6
i z—2[cos7—ﬂ+isin7—ﬂj
gy 6 6 )

1.4.4. Tétel (Euler-formula): ' =cos@ +ising)|

1.4.5. Definicié: A fentiek alapjan felirhatjuk a komplex szdm exponencidalis alakjat: 7 = re' , ahol
r>0 és 96[0,27[).

1.5. Miiveletek exponencialis és trigonometrikus alakban

o Osszeadast, kivonast csak algebrai alakban érdemes elvégezni.

® Szorzas: Legyen 7y = rleig1 és Zp = I’zeig2 . Ekkor a két szdm szorzata: 77z, = l’lrzei('91+92).
4 _na-0)
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® Hatvanyozas: tetszéleges ne{1,2,3,...} és tetszbleges z = re’ (r>0és 0e [0,27)) esetén

® Osztas: A 77 = l’le'gl €s Zp = r2e"92 komplex szamok hanyadosa:

2" = r"e/(") ami azonnal kévetkezik a hatvényok tulajdonsagaibol.
1.5.1. Megjegyzés: Barmilyen miiveletrdl is legyen sz, a végén ligyeljiink arra, hogy 6 [O, 272').

1.5.2. Definicié: A z e C komplex szim n-edik gyckei (n<{1,2,3,...}) azoka we C komplex

szamok, melyekre w" = z. Specialis eset: % =0. Minden mas esetben az Q/; n kiilonbozo
komplex szdmot takar.

e n-edik komplex gyokok:

1.5.3. Tétel: Legyen tetszdleges n e {1, 2,3, } és tetszOleges z = re'? (r>0¢s fe [0, 27[)). Ekkor
it9+2k7r
{‘ﬁzi‘ﬁe n ahol k=0,1,,....n-1.

Bizonyités: A fenti n szamot n -edik hatvanyra emelve kapjuk, hogy

re|(0+2k7r)

=r[cos(0+2kr)+isin(0+2kr) |=r(cosO+ising) =re'’ =z.
El6bbi szamitasban az Euler-formulat €s a trigonometrikus fliggvények periodicitasat hasznaltuk.

Ezek a komplex n-edik gyokok a sikban egy origd kdzépponti, Ur sugaru korbe irhat6 szabélyos
n-szog csucsainak felelnek meg.



Trigonometrikus alakban atirva az eddigieket kapjuk a kovetkezéket:

o (Osszeadast, szorzast csak algebrai alakban érdemes elvégezni.

o Szorzas: Legyen z =1 (C0S& +isin@)) és z, =1, (cosé, +isind, ). Ekkor
217y =11, [cOS(6 + ;) +isin(6; +6,) ] (ebbdl latszik, hogy a szorzas egy nyljtva
forgatast jelent a sikban).

o Osztas: Legyen 7 =1 (cos@ +isin@) és z, =r,(cosé, +isin 6, ). Ekkor

Z .
“L =Llcos(6, - 6,) +isin(6, - 6,)].
Z I

e Hatvanyozés: Hatvanyozés: tetsz6leges ne{1,2,3,...} és tetszOleges z=r(cos@+isin o)

(r=0 ¢és 6e[0,27)) esetén z" =r"[cos(nd) +isin(nd)].

1.5.4. Megjegyzés: Barmilyen miiveletrdl is legyen sz0, a végén tligyeljiink arra itt is, hogy
e [0, 27[) . Tovabb4, amennyiben a trigonometrikus alakban végzett hatvdnyozas képletének azt a

specialis esetét tekintjiik, mikor r =1, a (C056’+ isin H)n = cos(n@) +isin(nd)| képletet De Moivre

tételének nevezzik.

1.5.5. Tétel: Legyen tetszOleges ne{1,2,3,...} és tetszoleges z=r(cos@+isin@) (r>0 és

0 [0,2)). Ekkor Q/_ZD/F[C059+2k7Z+i . O+2kr

Sin
n

Bizonyitas: A fenti n szamot n-edik hatvanyra emelve kapjuk, hogy

j, ahol k=0,1,,...,.n-1.

r[cos(9+ 2k7r)+isin(¢9+2k7r)] =r(cosf+isind)=z.
1.6. Az algebra alaptétele

1.6.1. Tétel (Az algebra alaptétele): A komplex szamok kdrében minden n -edfoku (n=1,2,3,...)

a 2" +a, 42" +..+az+ay =0 alaki egyenletnek (a; € C, a, = 0) pontosan n darab gyéke van,
amennyiben az m -szeres gyokoket m -szer (azaz multiplicitassal) szamolunk.

1.6.2. Példa: Oldjuk meg a 22-1=0 egyenletet a komplex szamok halmazdn. A megoldasokat
algebrai alakban kérjik.

Megoldas: Az algebra alaptétele miatt tudjuk, harom komplex megoldasunk lesz. Ezekbdl egyik az
eddig ismert z; =1, a masik két megoldast még ki kell szamolnunk. Kétféleképpen kezdhetiink

hozza. Dolgozhatunk algebrai alakban (A) és trigonometrikus alakban (B), a komplex kdbgyokok
képleteit hasznalva.



A) z° —1:(2—1)(22 +z+1). Emiatt z =1 és a mésik két gyokota z2 +z+1=0 mésodfoku

f 2
egyenlet komplex megoldasabol kapjuk. A megoldo képlet marad z, 5 = b+b” —dac , azzal a

2a
kiilonbséggel, hogy itt komplex négyzetgyok szerepel a megoldd képletben, igy ez eleve két szamot

jelent (itt jon be a +, mert a komplex szamok halmazaban -3 = ii\/f:_’ , ahol itt mar valos \/§
szerepel a jobb oldalon).
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B) Az 1-gyet trigonometrikus alakban felirva kapjuk, hogy a

z=3%1= le(cosOJrisin 0) =cos O+§k” +isin 0+2kz a gyokok, ahol k =0,1,2. Igy

Zg =cos0+isin0=1,

zlzcosz—ﬂ+isin2—”:—1+i£,
3 2
dr . . Ar 1 .3

Zp =COS——+isin—=———i—.
3 3 2 2



