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(A—ADe;p,—1 = 0és (A— M)e;; = e 41, ha j < p; — 1, igy csak azt kell megmu-
tatnunk, hogy generatorrendszert alkotnak. Tegyiik fel, hogy (A — AI)"x = 0. Ekkor
x a A-hoz tartozd altaldnositott sajatvektor, igy az eddig bizonyitottak szerint felirhaté
x = Ele f‘;ol o je; ; alakban. Mindkét oldalra alkalmazva (A — AI)"-et azt kapjuk,
hogy (A — AI)"z =0 = Y% | Z?i:?]r_l a; j€;jir. Az itt szerepld o, ; egyiitthatéknak a
linedris fiiggetlenség miatt nulldnak kell lenni, ami igazolja az allitast. O

* 1.2.93. Kovetkezmény. Ha K = C, akkor van Jordan-bdzis, amelyben A mat-
rixa Jordan-normalalakui. [

1.3. Belso szorzat

1.3.1. Norma. Legyen X linedris tér K felett. Egy z — ||z| leképezését X-nek
R-be normdnak, az (X, || ||) part pedig normdlt térnek nevezziik K felett, ha

(1) |||l > 0 minden x € X-re és ||z|| = 0 pontosan akkor, ha z = 0;
(2) ||az|| = |a|||z|| minden x € X-re és a € K-ra (abszoliitérték-homogenit4s);
(3)  Jlz+yll <|l=|| + |ly|| minden z,y € X-re (hdromszog-egyenlStlenség).

Megjegyezziik, hogy || || helyett az | | jelolés is szokdsos. Normadlt tér barmely
linedris altere is normalt tér. Egy = € X elemet normdltnak neveziink, ha ||z|| = 1. A
normalt terek izomorfizmusai definicié szerint a linedris és normatarté bijekciék. Barmely
X véges dimenziés normalt tér izomorf valamely alkalmas normaéval elldtott K™ térrel: Ha
az X tér n-dimenzids, akkor tudjuk, hogy 1étezik egy ¢ : X — K" linedris izomorfizmus.
Legyen ||¢o(z)|| := |||, ha 2 € X. Ezzel a norméval (K", || ||) normlt tér, az elébbi ¢
pedig normatarté linedris bijekci6.

1.3.2. Példak. A K™ tér normadlt tér a

n

el = 3 lel lletve el = mass [2;),
Jj=1
ha z = (z1, 9, ... ,x,) normakkal.

A jelslés onnan ered, hogy akirmilyen 1 < p < oo valds szamra az

- 1/p
2 llolly = (3l l?)
j=1

leképezés norma K"-en (ez az igynevezett p-norma): a ¢ — t? leképezés konvexsége miatt

U v p U v
z+ w| < 2P + w?,
U+ v U+ v U+ v U+ v
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ha w,v,z,w > 0, u+v > 0; az u = [[zllp, v = |lyllp, 2 = [z;l/llzllp, w = ly;l/lyllp
helyettesités utan j-re 6sszegezve azt kapjuk, hogy

n
lzj] + |yJ <1
(||m||p+||y|| p;

amib6l adédik a hdromszog-egyenlétlenség, a tobbi feltétel teljesiilése pedig trividlis. A
Il 1 & p=1 specidlis eset, || |-t pedig a p — oo hatdrérték adja.

1.3.3. Bels6 szorzat. Ha X linedris tér K felett és adott egy (z,y) — (z,y)
leképezése X x X-nek K-ba tgy, hogy minden z,y,z € X-re és o € K-ra
(1) (z+y 2) =(z,2) + (y,2) (additivitds);
(2)
(3) (z,y) = (y,z) (Hermite-szimmetria);
(4) (x,x) >0, ha & # 0 (pozitiv definitség);
akkor X-et belsS szorzat térnek nevezziik K felett. Az x és y elemek (x,y) belsd szor-
zatdnak vagy skaldrszorzatdnak jelolésére az (x,y), (z|y), (x|y), -y, zy és x ey jeltlések
is szokasosak. A belsd szorzat terek izomorfizmusai definicid szerint a linedris és belsd

szorzat tartd bijekcidk.
(3)-bdl barmely x € X-re (z,z) = (x, z), tehat (x, x) valds. (1)-bdl és (3)-bdl

az,y) = alz,y) (homogenitds);

(T, y+2) = (y+2z,2) = (y,x) + (2,9) = (z,y) + (,2),

igy a bels6 szorzds additiv a méasodik véaltozéban is, és

(z,ay) = (ay,r) = aly,z) = @(z,y),

igy a masodik valtozdbdl K = C esetén nem a skalar, hanem a skalar konjugaltja emelhetd
ki. Megjegyezziik, hogy a fizikiban a médsodik valtozéban vald linearitdst szokas feltenni,
ekkor az elsé véltozébdl emelhet6 ki a skalar konjugéltja. (2)-bél (0,z) = 0 = (x,0)
minden z € X-re. Természetesen a konjugdldsnak csak a K = C esetben van jelentGsége;
a valds esetben (3) egyszerlien a szimmetridt jelenti, és a belsd szorzds szimmetrikus
bilineéris forma, amelyhez tartozé kvadratikus forma (4) szerint pozitiv definit.

1.3.4. Tétel. Ha X belsé szorzat tér K felett, akkor az = elem normdjiat a
||| = (x,x)'/? Gsszefiiggéssel definidlva

(1) (@, y)| < llzllllyll minden z,y € X-re

(Cauchy Schwarz Bunyakovszkij-egyenl6tlenség), és X normalt tér.
Bizonyitds. Az x = 0 = y eset trividlis. Ha példaul y # 0, akkor minden a € K-ra

0< |z —ayl* = |lz|* - a(z,y) — aly, z) + |af*[ly],
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amibdl a = (z,y)/||y||* valasztéssal

2
0 < ot - Lol
- lyl?

tehat adédik (1). Ebbsl

lz+yl* = llz)® + (2, y) + (y, z) + ||ylI?
P 2
= [lzl|* + 2Rz, y) + [yII* < ll=)* + 2llz[[|yll + Iy]I* = (=] + |y])~,

amibdl adédik a hdromszog-egyenl6tlenség. A t6bbi norma tulajdonsag trividlis. O

1.3.5. Példa. Legyen (x,y) = Z?Zl z;7;, ha z,y € K", © = (z1,29,... ,2,),
y = (Yy1,Y2,-- ,Yn). Konnyl latni, hogy igy egy bels§ szorzatot kapunk, amelyet K™
szokdsos belsd szorzatdnak neveziink. A bel6le adédé norma az el6z6 példaban a p = 2

esetnek felel meg.

1.3.6. Megjegyzés. Egyszeri szamolassal adédik, hogy egy X bels6 szorzat tér-
ben teljesiil az

lz +ylI* + [l = ylI* = 2l|=[I* + 2]lyl*, ha z,yeX

paralelogramma-azonossag. Mivel n > 1 és p # 2 esetén ez az azonossag nem teljesiil K-
en a || ||, norméra, az nem szdrmazhat bels6 szorzatbdl. Megmutathatd, hogy egy norma
pontosan akkor szarmazik belsd szorzatbdl, ha teljesiil rd a paralelogramma-azonossag.

1.3.7. Szogek, euklidészi tér, unitér tér. Valds bels6 szorzat térben két nem
nulla vektor altal bezar szog alatt azt az egyetlen 0 < a < 7 szoget értjiik, amelyre
(x,y) = ||lz||||y]| cos. A véges dimenzids valis belsd szorzat tereket euklideszi tereknek,
a véges dimenzids komplex belsd szorzat tereket pedig unitér tereknek is szokds nevezni.
(Vannak, akik az unitér tereket, sét, a végtelen dimenzids belsé szorzat tereket is eukli-
deszi térnek nevezik.)

1.3.8. Definicid. Legyen X belsd szorzat tér. Ha x,y € X, és (z,y) = 0, akkor azt
mondjuk, hogy = és y merdlegesek vagy ortogonalisak. Jelolése: x 1 y. Az M, N C X
halmazokat ortogondlisaknak nevezziik, ha * | y minden x € M, y € N-re. Jelolése:
M 1 N. Egy M C X halmaz ortogonalis komplementerén az X 6sszes olyan elemeinek
halmazat értjiik, amelyek ortogondlisak M minden elemére. Jelolése: M. Vegyiik
észre, hogy barmely halmaz ortogondlis komplementere altér. Egy x;, ¢ € I rendszert
ortogondlis rendszernek neveziink, ha barmely két kiilonb6z6 eleme egymasra ortogondlis,
azazhai,j € I, ¢ # j, akkor x; L x;. Ha egy ortogonadlis rendszer minden eleme normadlt,
akkor ortonormalt rendszerrdl beszéliink. Az x € X elemnek az x;, i € I ortonormélt
rendszerre vonatkozé Fourier-egyiitthatdin az (x,x;), i € I szdmokat értjiik.



