
1.3. Bels� szorzat 61(A − λI)ei,pi−1 = 0 �s (A − λI)ei,j = ei,j+1, ha j < pi − 1, ¡gy 
sak azt kell megmu-tatnunk, hogy gener torrendszert alkotnak. Tegy�k fel, hogy (A − λI)rx = 0. Ekkor
x a λ-hoz tartoz¢  ltal nos¡tott saj tvektor, ¡gy az eddig bizony¡tottak szerint fel¡rhat¢
x = ∑k

i=1 ∑pi−1
j=0 αi,jei,j alakban. Mindk�t oldalra alkalmazva (A − λI)r-et azt kapjuk,hogy (A − λI)rx = 0 = ∑k

i=1 ∑pi−r−1
j=0 αi,jei,j+r . Az itt szerepl� αi,j egy�tthat¢knak aline ris f�ggetlens�g miatt null nak kell lenni, ami igazolja az  ll¡t st. �* 1.2.93. K�vetkezm�ny. Ha K = C, akkor van Jordan-b zis, amelyben A m t-rixa Jordan-norm lalak£. �1.3. Bels� szorzat1.3.1. Norma. Legyen X line ris t�r K felett. Egy x 7→ ‖x‖ lek�pez�s�t X-nek

R-be norm nak, az (X, ‖ ‖) p rt pedig norm lt t�rnek nevezz�k K felett, ha(1) ‖x‖ ≥ 0 minden x ∈ X-re �s ‖x‖ = 0 pontosan akkor, ha x = 0;(2) ‖αx‖ = |α|‖x‖ minden x ∈ X-re �s α ∈ K-ra (abszol£t�rt�k-homogenit s);(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ minden x, y ∈ X-re (h romsz�g-egyenl�tlens�g).Megjegyezz�k, hogy ‖ ‖ helyett az | | jel�l�s is szok sos. Norm lt t�r b rmelyline ris altere is norm lt t�r. Egy x ∈ X elemet norm ltnak nevez�nk, ha ‖x‖ = 1. Anorm lt terek izomor�zmusai de�n¡
i¢ szerint a line ris �s normatart¢ bijek
i¢k. B rmely
X v�ges dimenzi¢s norm lt t�r izomorf valamely alkalmas norm val ell tott Kn t�rrel: Haaz X t�r n-dimenzi¢s, akkor tudjuk, hogy l�tezik egy ϕ : X → Kn line ris izomor�zmus.Legyen ∥

∥ϕ(x)∥∥ := ‖x‖, ha x ∈ X . Ezzel a norm val (

Kn, ‖ ‖
) norm lt t�r, az el�bbi ϕpedig normatart¢ line ris bijek
i¢.1.3.2. P�ld k. A Kn t�r norm lt t�r a

‖x‖1 = n
∑

j=1 |xj | illetve ‖x‖∞ = max1≤j≤n
|xj |,ha x = (x1, x2, . . . , xn) norm kkal.A jel�l�s onnan ered, hogy ak rmilyen 1 ≤ p < ∞ val¢s sz mra az

x 7→ ‖x‖p = (

n
∑

j=1 |xj |
p
)1/plek�pez�s norma Kn-en (ez az £gynevezett p-norma): a t 7→ tp lek�pez�s konvexs�ge miatt
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62 1. Line ris algebraha u, v, z, w ≥ 0, u + v > 0; az u = ‖x‖p, v = ‖y‖p, z = |xj |/‖x‖p, w = |yj |/‖y‖phelyettes¡t�s ut n j-re �sszegezve azt kapjuk, hogy1
(

‖x‖p + ‖y‖p

)p

n
∑

j=1(|xj |+ |yj |
)p

≤ 1,amib�l ad¢dik a h romsz�g-egyenl�tlens�g, a t�bbi felt�tel teljes�l�se pedig trivi lis. A
‖ ‖1 a p = 1 spe
i lis eset, ‖ ‖∞-t pedig a p → ∞ hat r�rt�k adja.1.3.3. Bels� szorzat. Ha X line ris t�r K felett �s adott egy (x, y) 7→ 〈x, y〉lek�pez�se X × X-nek K-ba £gy, hogy minden x, y, z ∈ X-re �s α ∈ K-ra(1) 〈x + y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉 (additivit s);(2) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉 (homogenit s);(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 (Hermite-szimmetria);(4) 〈x, x〉 > 0, ha x 6= 0 (pozit¡v de�nits�g);akkor X-et bels� szorzat t�rnek nevezz�k K felett. Az x �s y elemek 〈x, y〉 bels� szor-zat nak vagy skal rszorzat nak jel�l�s�re az (x, y), (x|y), 〈x|y〉, x ·y, xy �s x• y jel�l�sekis szok sosak. A bels� szorzat terek izomor�zmusai de�n¡
i¢ szerint a line ris �s bels�szorzat tart¢ bijek
i¢k.(3)-b¢l b rmely x ∈ X-re 〈x, x〉 = 〈x, x〉, teh t 〈x, x〉 val¢s. (1)-b�l �s (3)-b¢l

〈x, y + z〉 = 〈y + z, x〉 = 〈y, x〉+ 〈z, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉,¡gy a bels� szorz s addit¡v a m sodik v ltoz¢ban is, �s
〈x, αy〉 = 〈αy, x〉 = α〈y, x〉 = α〈x, y〉,¡gy a m sodik v ltoz¢b¢l K = C eset�n nem a skal r, hanem a skal r konjug ltja emelhet�ki. Megjegyezz�k, hogy a �zik ban a m sodik v ltoz¢ban val¢ linearit st szok s feltenni,ekkor az els� v ltoz¢b¢l emelhet� ki a skal r konjug ltja. (2)-b�l 〈0, x〉 = 0 = 〈x, 0〉minden x ∈ X-re. Term�szetesen a konjug l snak 
sak a K = C esetben van jelent�s�ge;a val¢s esetben (3) egyszer�en a szimmetri t jelenti, �s a bels� szorz s szimmetrikusbiline ris forma, amelyhez tartoz¢ kvadratikus forma (4) szerint pozit¡v de�nit.1.3.4. T�tel. Ha X bels� szorzat t�r K felett, akkor az x elem norm j t a

‖x‖ = 〈x, x〉1/2 �sszef�gg�ssel de�ni lva(1) ∣

∣〈x, y〉
∣

∣ ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ X-re(Cau
hy{S
hwarz{Bunyakovszkij-egyenl�tlens�g), �s X norm lt t�r.Bizony¡t s. Az x = 0 = y eset trivi lis. Ha p�ld ul y 6= 0, akkor minden α ∈ K-ra0 ≤ ‖x − αy‖2 = ‖x‖2 − α〈x, y〉 − α〈y, x〉 + |α|2‖y‖2,



1.3. Bels� szorzat 63amib�l α = 〈x, y〉/‖y‖2 v laszt ssal0 ≤ ‖x‖2 − ∣

∣〈x, y〉
∣

∣

2
‖y‖2 ,teh t ad¢dik (1). Ebb�l

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2= ‖x‖2 + 2ℜ〈x, y〉+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 = (

‖x‖+ ‖y‖
)2

,amib�l ad¢dik a h romsz�g-egyenl�tlens�g. A t�bbi norma tulajdons g trivi lis. �1.3.5. P�lda. Legyen 〈x, y〉 = ∑n
j=1 xjyj , ha x, y ∈ Kn, x = (x1, x2, . . . , xn),

y = (y1, y2, . . . , yn). K�nny� l tni, hogy ¡gy egy bels� szorzatot kapunk, amelyet Knszok sos bels� szorzat nak nevez�nk. A bel�le ad¢d¢ norma az el�z� p�ld ban a p = 2esetnek felel meg.1.3.6. Megjegyz�s. Egyszer� sz mol ssal ad¢dik, hogy egy X bels� szorzat t�r-ben teljes�l az
‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2, ha x, y ∈ Xparalelogramma-azonoss g . Mivel n > 1 �s p 6= 2 eset�n ez az azonoss g nem teljes�l Kn-en a ‖ ‖p norm ra, az nem sz rmazhat bels� szorzatb¢l. Megmutathat¢, hogy egy normapontosan akkor sz rmazik bels� szorzatb¢l, ha teljes�l r  a paralelogramma-azonoss g.1.3.7. Sz�gek, euklid�szi t�r, unit�r t�r. Val¢s bels� szorzat t�rben k�t nemnulla vektor  ltal bez r sz�g alatt azt az egyetlen 0 ≤ α ≤ π sz�get �rtj�k, amelyre

〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖ 
osα. A v�ges dimenzi¢s val¢s bels� szorzat tereket euklideszi tereknek,a v�ges dimenzi¢s komplex bels� szorzat tereket pedig unit�r tereknek is szok s nevezni.(Vannak, akik az unit�r tereket, s�t, a v�gtelen dimenzi¢s bels� szorzat tereket is eukli-deszi t�rnek nevezik.)1.3.8. De�n¡
i¢. Legyen X bels� szorzat t�r. Ha x, y ∈ X , �s 〈x, y〉 = 0, akkor aztmondjuk, hogy x �s y mer�legesek vagy ortogon lisak. Jel�l�se: x ⊥ y. Az M, N ⊂ Xhalmazokat ortogon lisaknak nevezz�k, ha x ⊥ y minden x ∈ M , y ∈ N -re. Jel�l�se:
M ⊥ N . Egy M ⊂ X halmaz ortogon lis komplementer�n az X �sszes olyan elemeinekhalmaz t �rtj�k, amelyek ortogon lisak M minden elem�re. Jel�l�se: M⊥. Vegy�k�szre, hogy b rmely halmaz ortogon lis komplementere alt�r. Egy xi, i ∈ I rendszertortogon lis rendszernek nevez�nk, ha b rmely k�t k�l�nb�z� eleme egym sra ortogon lis,azaz ha i, j ∈ I, i 6= j, akkor xi ⊥ xj . Ha egy ortogon lis rendszer minden eleme norm lt,akkor ortonorm lt rendszerr�l besz�l�nk. Az x ∈ X elemnek az xi, i ∈ I ortonorm ltrendszerre vonatkoz¢ Fourier-egy�tthat¢in az 〈x, xi〉, i ∈ I sz mokat �rtj�k.


