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1.3.39. Valés 6nadjungdlt transzformacié atlés alakja. Ha A egy euklide-
szi tér egy Onadjungdlt transzformdcidja, akkor van a térnek olyan ortonormdlt bazisa,
amelyben A matrixa atlés alaki.

Bizonyitds. Az alapgondolat az tigynevezett komplexifikdlas. frjuk fel egy orto-
normélt bazisban A métrixat. Ez a valés elemii szimmetrikus matrix tekintheté egy
unitér tér egy onadjungdlt transzformécidja matrixanak is valamely ortonormalt bazis-
ban. Innen az el6z6 kovetkezmény szerint karakterisztikus polinomjanak zérushelyei mind
valésak. Ezt felhaszndlva, alkalmazhatjuk a normadlis transzformdacidk esetén hasznalt
gondolatmenetet. [

1.3.40. Polaris felbontas. Legyenek X és Y véges dimenzios belsé szorzat
terek K felett és A : X — Y egy linedris leképezés. Ha dim(X) < dim(Y"), akkor létezik
olyan () : X — Y linedris izometria és P : X — X pozitiv definit transzformacio, hogy
A = QP, ha pedig dim(X) > dim(Y'), akkor létezik olyan @) : Y — X linedris izometria
és P:Y — Y porzitiv definit transzformacié, hogy A = PQ*.

A bizonyitas konstruktiv.

* Bizonyitds. El6szor legyen dim(X) < dim(Y). Vélasszunk olyan eq,es, ... epn
ortonormdlt bazist X-ben, amelyben az A* A 6nadjungélt transzforméacié matrixa diago-
nélis. Erre (Ae;, Ae;) = (A*Ae;,e;) = 0. Legyen Pe; = ||Ae;lle; (1 < i < m) és legyen
Qe; = Ae;/||Ae;l], ha Ae; # 0, az A nullterét pedig képezze le Q izometrikusan im(A)
ortogondlis komplementerébe. A masik esetben A* = QP, és igy A = P*Q* = PQ*. O

* 1.8.41. Szinguldris érték felbontds. Egy K feletti m X n-es a matrix felirhatd
a = Gsq alakban, ahol s egy m x n-as diagondlis matrix a f64tléjaban 4ll6

$1>82>...>8, >0, k=min{m,n}
értékekkel, ¢ és q pedig m X m-es illetve n x n-es ortogondlis matrixok.

A bizonyitas konstruktiv. A tételben szerepld felbontdst az a maximalis szinguldris
érték felbontasanak nevezziik, az s > sy > ... > si értékek a szinguldris értékek.
Megjegyezziik, hogy ha n < m, akkor ¢ utolsé m — n oszlopa el is hagyhatd, hiszen s
utolsé m — n sora ugyis nulla. Ezt az alakot nevezziik szinguldris érték felbontasnak,
ezt fogjuk bizonyitani. S&t, ha a rangja r, akkor s rangja is r kell legyen, igy s,4+1 =
Sp4o = -+ = s = 0, igy ¢ utolsé m — r oszlopa, valamint ¢ utolsé n — r oszlopa (azaz q’
utolsé n — r sora) is elhagyhaté; ezt az alakot minimdlis szinguldris érték felbontdsnak
nevezziik.

Bizonyitas. Legyen A : K® — K™ az a linedris transzformécié, amelynek matrixa
a szokasos béazisban a. Tekintsiik A polaris felbontasat: A = @QP. Van olyan ortonormaélt
bézis, amelyben P matrixa diagondlis és a bazisvektorok cserélgetésével az is elérhetd,
hogy ebben a bazisban P diagonalisanak elemei monoton csdkkend sorozatot alkossanak.
Legyen s ez a métrix. Legyen T az errdl a bazisrél a szokdsos bézisra valé attérés
kisérd transzformacidja. Ekkor P mdtrixa a szokdsos bazisban [T']~'s[T], igy a = [4] =
[Q)T)~'s[T] = [QT"]s[T]. Mivel T, és igy T~" is unitér, QT " lineéris izometria, igy
G = [QT1], ¢ = [T]7! jeloléssel kapjuk az allitdst. Az m > n esetben a bizonyitds
hasonlé. [



1.3. Belsé szorzat 73

* 1.3.42. Altaldnositott inverz. Legyenek X és Y véges dimenzids bels6 szorzat
terek, A : X — Y linedris operator. Az Az = b linedris egyenlet helyett tekinthet-
jiik az altaldnosabb || Az — b||> — min problémat, amelyrl megmutatjuk, hogy mindig
megoldhaté. Ennek a megoldésait a legkisebb négyzetek mddszere értelmében vett meg-
olddsoknak nevezziik. A megoldds nem mindig egyértelmfi, ezért min,c x ||Ax — b||* = «
jeloléssel tekintsiik az || Az —b||* = a, ||z]|*> — min problémét. Megmutatjuk, hogy ennek
egyetlen x;, megolddsa van. Valéban, az ||y —b|| — min, y € im(A) probléménak egyetlen
megolddsa van, amelyet meg is kaphatunk: tekintsiink egy ortonormalt bazist az im(A)
altérben, és kombinéljuk a vektorait b-nek a Fourier-egyiitthatéival. Most A~!(y) minden
eleme az |Ax — b||* = o megolddsa. Legyen zq € A™'(y). Ezzel A7 (y) = ker(A) + .
frjuk fel zp-at x1 + x5 alakban, ahol z; € ker(A), x5 € ker(A)+. Megmutatjuk, hogy z» a
keresett x;, elem. Mivel y = A(zo) = A(z1) + A(z2) = A(x2), kapjuk, hogy x2 € A7 (y).
Minden x € A~!(y) egyértelmiien felirhaté x = z2 + 2’ alakban, ahol 2’ € ker(A). Mivel
ry € ker(A)L, azt kapjuk, hogy ||z|? = |lz=2* + ||27]|?, az ||z||® (és gy ||z| is) akkor
minimalis, ha x’ = 0, azaz valéban z, = x».

Az At : b — 1z, leképezését Y-nak X-be az A dltaldnositott inverzének nevezziik.
Az elnevezést az indokolja, hogy az im(A) = Y, ker(A) = {0} esetben megegyezik az
inverzzel.

* 1.3.43. Feladat [7]. Ha a szokdsos bazisban

ad=(y 1)

ahol ¢ valés paraméter, szamitsuk ki Al matrixat. Vizsgaljuk a lim._.q AZ hatarértéket.

* 1.3.44. Tétel. Legyenek X ésY véges dimenzids bels§ szorzat terek, ey, ... ; ey
illetve fi, ..., fm ortonormalt bazisokkal, A : X — Y linedris operator, rangja r. Legyen
A mdatrixanak maximdlis szinguldris érték felbontdsa a = §sq'. Ekkor Al linedris operd-
tor, és matrixa ugyanezekben a bazisokban a' = quEI, ahol s egy n x m-es diagondlis
matrix, atléjdban az 1/s1,1/sa,...,1/s,,0,...,0 értékekkel.

Bizonyitds. Legyen b € Y, a = mingex ||Ax — b||?, és © az a = | Az — b|?
minimdlis norm&ji megoldésa, azaz = = At (b). Ekkor

—=/

a = ||afz] — Bl||* = ||gsg'[e] — Bl = ||sa'T] — T [0||" = ||sly] - []||”

)

ahol [¢] = G [b] és [y] = 7[x], mivel § és 7 ortogonélis métrixok. Legyen

hn C1
=1 : [c] =
Ym Cm

Ekkor

T m

Isly] = [dI* =D Isjus — e+ > el

j=1 j=r+1
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Innen y; = ¢;/s;, ha 1 < j < r, és y; tetszbleges, ha r < j < m esetben lesz a bal oldal
minimdlis. Ezen vektorok koéziil y norméja akkor lesz minimadlis, ha r < 7 < m esetén
y; = 0. Innen [z] = ¢[y] = ¢sf[c] = qs*&l[b], azaz, AT linedris és [AT] = ¢s'q. O

* 1.3.45. Tétel: QR-felbontds. Legyen a egy m x n-es K-beli elemii matrix, és
legyen k a rangja. Ekkor létezik olyan m X k-as q ortogondlis matrix és k x n-es fels6
trapéz matrix, hogy a = qr.

A bizonyitas konstruktiv. A tételben szerepld felbontast minimdlis (Q R-felbontasnak
szokas nevezni. Tovabbi nulla sorokkal kiegészitve r-et és megfelel6 oszlopokkal kiegé-
szitve ¢-t elérhetd, hogy a méretekben szerepld k-ra k = min{m,n} legyen, ezt fogjuk
QR-felbontas alatt érteni. Ha m > n, akkor tovabb folytatva a kiegészitést, azt is el-
érhetjiik, hogy a méretekben szerepld k-ra k = m legyen; ezt a felbontast maximalis
QR-felbontdsnak nevezziik.

Bizonyitas. Legyenek a oszlopai aq,as, ... ,a,. Hagyjunk el minden olyan vektort
ezek koziil, amely az eléz6ek linedris kombindcidja, majd a maradék aj,,a;,,... ,a;,
vektorokat ortonormadljuk. A kapott qi,q¢o,...,qr vektorok legyenek ¢ oszlopai. Ha

1 <j<nésje < j < jegr (ahol jo =0 és jrp1 = n+ 1), akkor a; linedrisan

kombindlhaté a qi, ... ,q, vektorokbdl: a; = Zle ri,jqi- Legyen r; ; = 0, ha £ < i < k.
A kapott r = (r; ;) matrix fels6 trapéz matrix és nyilvin a = ¢r. O

* 1.3.46. Megjegyzés. Abban a specidlis esetben, amikor az A : X — Y linedris
operator kolcsonosen egyértelmii, ahol X és Y véges dimenzids belsd szorzat terek, a
QR-felbontas is felhaszndlhaté az ||Az — b||> — min probléma megolddséra. Valasztva
€1y---,€n 68 f1,..., fm ortonormalt bazisokat (m > n), az a = [A] jeloléssel, ha a = gr
az a maximalis () R-felbontdsa, akkor

‘ 2 2 )2 2
1Az — b]]* = [|ala] = [b])” = [|grla] — BI|" = [|lz] =T I|" = ||[w] — (4],
ahol [y] = r[x] és [¢] = T'[b], mivel g ortogonalis. Legyen
h C1
=" W=
0 .
Ekkor . .
2
Il =" =Dl — el + D el
j=1 j=n+1
Innen a minimum értéke Y27 |e;|? és akkor kapjuk, ha y; = ¢; (j = 1,...,n). Az
r[z] = [y] egyenletrendszer egyértelmiien (és kénnyen) megoldhatd, mert r rangja n, és

felsé haromszog alaku.
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* 1.3.47. Feladat [8]. Legyen h = (h; ;) a 15 x 15-6s Hilbert-marix, azaz legyen
hi; = 1/(i + j). Szamoljuk ki a csupa 1 koordindtaju = oszlopmétrixra b = ha értékét
pontosan, majd oldjuk meg Gauss-eliminaciéval részleges fGelemkivalasztassal lebegépon-
tosan az egyenletrendszert z-re. Csindljuk meg ugyanezt h szingularis érték felbontasaval,
nulldzva a 107!%-nél kisebb szingularis értékeket.

* 1.3.48. Feladat [8]. Legyen a szokdsos bazisban
1

10
=0 0] ¢ [p=|2
0 0 3

Hatérozzuk meg a legkisebb négyzetes értelemben vett megolddsok koziil a legkisebb
normé4jit. Ismételjilk meg ugyanezt, a masodik sor masodik elemét 10~ 12-re cserélve.
°* 1.8.49. Tyihonov-regularizdcié. Legyenek X és Y véges dimenzids belsd szorzat

terek, A : X — Y linedris operdtor. Az

| Az —b|> = a, |z||> — min, ahol o = min |Az — b|?
reX

probléma helyett adott C' > 0 konstanssal tekintsiik a
||A5£C — b(5||2 + 5||TCC||2 — min

problémét, ahol 6 > 0, ||b —bs|| <4, ||A — As|| <9, || Pb— Psbs|| < C6 és T a Tyihonov-
operdtor, leggyakrabban T = Iy; itt P a im(A)-ra, Py pedig im(As)-ra valé merdleges
vetités operdtora. Ennek a problémdanak a megoldasa sokszor sokkal jobban viselkedik (és
megmutathatd, hogy ha T' = [ x, akkor 6 — 0 esetén tart az els6 probléma megoldéasdhoz).
Az eljarast Tyihonov-regularizaciénak nevezziik.

°* 1.3.50. Feladat [7]. Ha a szokdsos bazisban

=y ). wm=(1).

ahol a, c valés paraméterek, szamitsuk ki a Tyihonov-regularizdciéval kapott probléma z;
megoldasat, ha C =1, T =1x, As = A és by = b. Vizsgaljuk a lims_.o x5 hatarértéket.



