
72 1. Line ris algebra1.3.39. Val¢s �nadjung lt transzform 
i¢  tl¢s alakja. Ha A egy euklide-szi t�r egy �nadjung lt transzform 
i¢ja, akkor van a t�rnek olyan ortonorm lt b zisa,amelyben A m trixa  tl¢s alak£.Bizony¡t s. Az alapgondolat az £gynevezett komplexi�k l s. �rjuk fel egy orto-norm lt b zisban A m trix t. Ez a val¢s elem� szimmetrikus m trix tekinthet� egyunit�r t�r egy �nadjung lt transzform 
i¢ja m trix nak is valamely ortonorm lt b zis-ban. Innen az el�z� k�vetkezm�ny szerint karakterisztikus polinomj nak z�rushelyei mindval¢sak. Ezt felhaszn lva, alkalmazhatjuk a norm lis transzform 
i¢k eset�n haszn ltgondolatmenetet. �1.3.40. Pol ris felbont s. Legyenek X �s Y v�ges dimenzi¢s bels� szorzatterek K felett �s A : X → Y egy line ris lek�pez�s. Ha dim(X) ≤ dim(Y ), akkor l�tezikolyan Q : X → Y line ris izometria �s P : X → X pozit¡v de�nit transzform 
i¢, hogy
A = QP , ha pedig dim(X) ≥ dim(Y ), akkor l�tezik olyan Q : Y → X line ris izometria�s P : Y → Y pozit¡v de�nit transzform 
i¢, hogy A = PQ∗.A bizony¡t s konstrukt¡v.* Bizony¡t s. El�sz�r legyen dim(X) ≤ dim(Y ). V lasszunk olyan e1, e2, . . . , emortonorm lt b zist X-ben, amelyben az A∗A �nadjung lt transzform 
i¢ m trixa diago-n lis. Erre 〈Aei, Aej〉 = 〈A∗Aei, ej〉 = 0. Legyen Pei = ‖Aei‖ei (1 ≤ i ≤ m) �s legyen
Qei = Aei/‖Aei‖, ha Aei 6= 0, az A nullter�t pedig k�pezze le Q izometrikusan im(A)ortogon lis komplementer�be. A m sik esetben A∗ = QP , �s ¡gy A = P ∗Q∗ = PQ∗. �* 1.3.41. Szingul ris �rt�k felbont s. Egy K feletti m×n-es a m trix fel¡rhat¢
a = ~qsq′ alakban, ahol s egy m × n-as diagon lis m trix a f� tl¢j ban  ll¢

s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sk ≥ 0, k = min{m, n}�rt�kekkel, ~q �s q pedig m × m-es illetve n × n-es ortogon lis m trixok.A bizony¡t s konstrukt¡v. A t�telben szerepl� felbont st az a maxim lis szingul ris�rt�k felbont s nak nevezz�k, az s1 ≥ s2 ≥ . . . ≥ sk �rt�kek a szingul ris �rt�kek.Megjegyezz�k, hogy ha n < m, akkor ~q utols¢ m − n oszlopa el is hagyhat¢, hiszen sutols¢ m − n sora £gyis nulla. Ezt az alakot nevezz�k szingul ris �rt�k felbont snak,ezt fogjuk bizony¡tani. S�t, ha a rangja r, akkor s rangja is r kell legyen, ¡gy sr+1 =
sr+2 = · · · = sk = 0, ¡gy ~q utols¢ m− r oszlopa, valamint q utols¢ n− r oszlopa (azaz q′utols¢ n − r sora) is elhagyhat¢; ezt az alakot minim lis szingul ris �rt�k felbont snaknevezz�k.Bizony¡t s. Legyen A : K

n → K
m az a line ris transzform 
i¢, amelynek m trixaa szok sos b zisban a. Tekints�k A pol ris felbont s t: A = QP . Van olyan ortonorm ltb zis, amelyben P m trixa diagon lis �s a b zisvektorok 
ser�lget�s�vel az is el�rhet�,hogy ebben a b zisban P diagon lis nak elemei monoton 
s�kken� sorozatot alkossanak.Legyen s ez a m trix. Legyen T az err�l a b zisr¢l a szok sos b zisra val¢  tt�r�sk¡s�r� transzform 
i¢ja. Ekkor P m trixa a szok sos b zisban [T ℄−1s[T ℄, ¡gy a = [A℄ =[Q℄[T ℄−1s[T ℄ = [QT−1℄s[T ℄. Mivel T , �s ¡gy T−1 is unit�r, QT−1 line ris izometria, ¡gy~q = [QT−1℄, q = [T ℄−1 jel�l�ssel kapjuk az  ll¡t st. Az m ≥ n esetben a bizony¡t shasonl¢. �



1.3. Bels� szorzat 73* 1.3.42. Ǒltal nos¡tott inverz. Legyenek X �s Y v�ges dimenzi¢s bels� szorzatterek, A : X → Y line ris oper tor. Az Ax = b line ris egyenlet helyett tekinthet-j�k az  ltal nosabb ‖Ax − b‖2 → min probl�m t, amelyr�l megmutatjuk, hogy mindigmegoldhat¢. Ennek a megold sait a legkisebb n�gyzetek m¢dszere �rtelm�ben vett meg-old soknak nevezz�k. A megold s nem mindig egy�rtelm�, ez�rt minx∈X ‖Ax− b‖2 = αjel�l�ssel tekints�k az ‖Ax−b‖2 = α, ‖x‖2 → min probl�m t. Megmutatjuk, hogy ennekegyetlen xb megold sa van. Val¢ban, az ‖y−b‖ → min, y ∈ im(A) probl�m nak egyetlenmegold sa van, amelyet meg is kaphatunk: tekints�nk egy ortonorm lt b zist az im(A)alt�rben, �s kombin ljuk a vektorait b-nek a Fourier-egy�tthat¢ival. Most A−1(y) mindeneleme az ‖Ax − b‖2 = α megold sa. Legyen x0 ∈ A−1(y). Ezzel A−1(y) = ker(A) + x0.�rjuk fel x0-at x1+x2 alakban, ahol x1 ∈ ker(A), x2 ∈ ker(A)⊥. Megmutatjuk, hogy x2 akeresett xb elem. Mivel y = A(x0) = A(x1)+A(x2) = A(x2), kapjuk, hogy x2 ∈ A−1(y).Minden x ∈ A−1(y) egy�rtelm�en fel¡rhat¢ x = x2 + x′ alakban, ahol x′ ∈ ker(A). Mivel
x2 ∈ ker(A)⊥, azt kapjuk, hogy ‖x‖2 = ‖x2‖2 + ‖x′‖2, az ‖x‖2 (�s ¡gy ‖x‖ is) akkorminim lis, ha x′ = 0, azaz val¢ban xb = x2.Az A† : b 7→ xb lek�pez�s�t Y -nak X-be az A  ltal nos¡tott inverz�nek nevezz�k.Az elnevez�st az indokolja, hogy az im(A) = Y , ker(A) = {0} esetben megegyezik azinverzzel.* 1.3.43. Feladat [7℄. Ha a szok sos b zisban[Ac℄ = ( 1 10 c

)

,ahol c val¢s param�ter, sz m¡tsuk ki A†
c m trix t. Vizsg ljuk a limc→0 A†

c hat r�rt�ket.* 1.3.44. T�tel. Legyenek X �s Y v�ges dimenzi¢s bels� szorzat terek, e1, . . . , enilletve f1, . . . , fm ortonorm lt b zisokkal, A : X → Y line ris oper tor, rangja r. Legyen
A m trix nak maxim lis szingul ris �rt�k felbont sa a = ~qsq′. Ekkor A† line ris oper -tor, �s m trixa ugyanezekben a b zisokban a† = qs†~q′, ahol s† egy n × m-es diagon lism trix,  tl¢j ban az 1/s1, 1/s2, . . . , 1/sr, 0, . . . , 0 �rt�kekkel.Bizony¡t s. Legyen b ∈ Y , α = minx∈X ‖Ax − b‖2, �s x az α = ‖Ax − b‖2minim lis norm j£ megold sa, azaz x = A†(b). Ekkor

α = ∥

∥a[x℄− [b℄∥∥2 = ∥

∥~qsq′[x℄− [b℄∥∥2 = ∥

∥sq′[x℄− ~q′[b℄∥∥2 = ∥

∥s[y℄− [c℄∥∥2,ahol [c℄ = ~q′[b℄ �s [y℄ = q′[x℄, mivel ~q �s q′ ortogon lis m trixok. Legyen[y℄ = 





y1...
ym






[c℄ = 



c1...
cm



 .Ekkor
‖s[y℄− [c℄‖2 = r

∑

j=1 |sjyj − cj |
2 + m

∑

j=r+1 |cj |
2.



74 1. Line ris algebraInnen yj = cj/sj, ha 1 ≤ j ≤ r, �s yj tetsz�leges, ha r < j ≤ m esetben lesz a bal oldalminim lis. Ezen vektorok k�z�l y norm ja akkor lesz minim lis, ha r < j ≤ m eset�n
yj = 0. Innen [x℄ = q[y℄ = qs†[c℄ = qs†~q′[b℄, azaz A† line ris �s [A†℄ = qs†~q′. �* 1.3.45. T�tel: QR-felbont s. Legyen a egy m × n-es K-beli elem� m trix, �slegyen k a rangja. Ekkor l�tezik olyan m × k-as q ortogon lis m trix �s k × n-es fels�trap�z m trix, hogy a = qr.A bizony¡t s konstrukt¡v. A t�telben szerepl� felbont stminim lis QR-felbont snakszok s nevezni. Tov bbi nulla sorokkal kieg�sz¡tve r-et �s megfelel� oszlopokkal kieg�-sz¡tve q-t el�rhet�, hogy a m�retekben szerepl� k-ra k = min{m, n} legyen, ezt fogjuk
QR-felbont s alatt �rteni. Ha m > n, akkor tov bb folytatva a kieg�sz¡t�st, azt is el-�rhetj�k, hogy a m�retekben szerepl� k-ra k = m legyen; ezt a felbont st maxim lis
QR-felbont snak nevezz�k.Bizony¡t s. Legyenek a oszlopai a1, a2, . . . , an. Hagyjunk el minden olyan vektortezek k�z�l, amely az el�z�ek line ris kombin 
i¢ja, majd a marad�k aj1 , aj2 , . . . , ajkvektorokat ortonorm ljuk. A kapott q1, q2, . . . , qk vektorok legyenek q oszlopai. Ha1 ≤ j ≤ n �s jℓ ≤ j < jℓ+1 (ahol j0 = 0 �s jk+1 = n + 1), akkor aj line risankombin lhat¢ a q1, . . . , qℓ vektorokb¢l: aj = ∑ℓ

i=1 ri,jqi. Legyen ri,j = 0, ha ℓ < i ≤ k.A kapott r = (ri,j) m trix fels� trap�z m trix �s nyilv n a = qr. �* 1.3.46. Megjegyz�s. Abban a spe
i lis esetben, amikor az A : X → Y line risoper tor k�l
s�n�sen egy�rtelm�, ahol X �s Y v�ges dimenzi¢s bels� szorzat terek, a
QR-felbont s is felhaszn lhat¢ az ‖Ax − b‖2 → min probl�ma megold s ra. V lasztva
e1, . . . , en �s f1, . . . , fm ortonorm lt b zisokat (m ≥ n), az a = [A℄ jel�l�ssel, ha a = qraz a maxim lis QR-felbont sa, akkor

‖Ax − b‖2 = ∥

∥a[x℄− [b℄∥∥2 = ∥

∥qr[x℄ − [b℄∥∥2 = ∥

∥r[x℄ − q′[b℄∥∥2 = ∥

∥[y℄− [c℄∥∥2,ahol [y℄ = r[x℄ �s [c℄ = q′[b℄, mivel q ortogon lis. Legyen[y℄ = 
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.Ekkor
∥

∥[y℄− [c℄∥∥2 = n
∑

j=1 |yj − cj |
2 + m

∑

j=n+1 |cj |
2.Innen a minimum �rt�ke ∑m

j=n+1 |cj |
2 �s akkor kapjuk, ha yj = cj (j = 1, . . . , n). Az

r[x℄ = [y℄ egyenletrendszer egy�rtelm�en (�s k�nnyen) megoldhat¢, mert r rangja n, �sfels� h romsz�g alak£.



1.3. Bels� szorzat 75* 1.3.47. Feladat [8℄. Legyen h = (hi,j) a 15 × 15-�s Hilbert-m rix, azaz legyen
hi,j = 1/(i + j). Sz moljuk ki a 
supa 1 koordin t j£ x oszlopm trixra b = hx �rt�k�tpontosan, majd oldjuk meg Gauss-elimin 
i¢val r�szleges f�elemkiv laszt ssal lebeg�pon-tosan az egyenletrendszert x-re. Csin ljuk meg ugyanezt h szingul ris �rt�k felbont s val,null zva a 10−10-n�l kisebb szingul ris �rt�keket.* 1.3.48. Feladat [8℄. Legyen a szok sos b zisban[A℄ = 



1 00 00 0

 �s [b℄ = 



123

 .Hat rozzuk meg a legkisebb n�gyzetes �rtelemben vett megold sok k�z�l a legkisebbnorm j£t. Ism�telj�k meg ugyanezt, a m sodik sor m sodik elem�t 10−12-re 
ser�lve.
◦* 1.3.49. Tyihonov-regulariz 
i¢. Legyenek X �s Y v�ges dimenzi¢s bels� szorzatterek, A : X → Y line ris oper tor. Az

‖Ax − b‖2 = α, ‖x‖2 → min, ahol α = min
x∈X

‖Ax − b‖2probl�ma helyett adott C > 0 konstanssal tekints�k a
‖Aδx − bδ‖

2 + δ‖Tx‖2 → minprobl�m t, ahol δ > 0, ‖b − bδ‖ ≤ δ, ‖A− Aδ‖ ≤ δ, ‖Pb − Pδbδ‖ ≤ Cδ �s T a Tyihonov-oper tor, leggyakrabban T = IX ; itt P a im(A)-ra, Pδ pedig im(Aδ)-ra val¢ mer�legesvet¡t�s oper tora. Ennek a probl�m nak a megold sa sokszor sokkal jobban viselkedik (�smegmutathat¢, hogy ha T = IX , akkor δ → 0 eset�n tart az els� probl�mamegold s hoz).Az elj r st Tyihonov-regulariz 
i¢nak nevezz�k.
◦* 1.3.50. Feladat [7℄. Ha a szok sos b zisban[A℄ = ( 1 10 c

)

, [b℄ = (

a
a

)

,ahol a, c val¢s param�terek, sz m¡tsuk ki a Tyihonov-regulariz 
i¢val kapott probl�ma xδmegold s t, ha C = 1, T = IX , Aδ = A �s bδ = b. Vizsg ljuk a limδ→0 xδ hat r�rt�ket.


